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¨. ¡ÆÂÏÂÓ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ

¶ÑÓÏÖÎÞ ¶ÓÇÐÇÎâ ÆÎâ ÒÎÑÔÍËØ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ
ÄÑÎÐ ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä 1823 Å. Ë ÎÇÉÂÕ Ä ÑÔÐÑÄÇ
ÏÇÕÑÆÂ ¶ÖÓßÇ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÑÕÓÂÉÇÐËË àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÑÕ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊ-
ÆÇÎÂ ÆÄÖØ ÎËÐÇÌÐÞØ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÔÓÇÆ.
³ÑÄÓÇÏÇÐÐÞÌ ÄÞÄÑÆ àÕËØ ×ÑÓÏÖÎ Ô ÒÑÏÑÜßá ÆÄÖØ
ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ, ÄÞÓÂÉÂáÜËØ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕß ÕÂÐ-
ÅÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ, ÚÂÔÕÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÖÒÓÑÜÇÐ Ë ÔÄÇÆÇÐ Í
×ÑÓÏÂÎßÐÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá ÔËÔÕÇÏÞ ËÊ ÆÄÖØ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ [1, 2]. °ÆÐÂÍÑ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ

ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ×ÑÓÏÖÎ¶ÓÇÐÇÎâ àÕËØ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÒÑàÕÑÏÖ ËØ ÔÎÇÆÖÇÕ ÆÑÒÑÎ-
ÐËÕß ÒÓÂÄËÎÑÏÑÕÃÑÓÂ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ.°ÃÞÚÐÑ àÕÑ
ÒÓÂÄËÎÑ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÕÓÇÃÑÄÂÐËá, ÚÕÑÃÞ ÓÇÂÎËÊÖÇÏÂâ
ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÂâ ÄÑÎÐÂ ËÏÇÎÂ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÖá ÂÏÒÎËÕÖÆÖ Ë
ÒÇÓÇÐÑÔËÎÂ àÐÇÓÅËá ÑÕ ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ [3].

¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÞ ÒÑ ÑÕÓÂÉÇÐËá ÔÄÇÕÂ ÑÕ ÖÔËÎËÄÂáÜËØ
ÔÓÇÆ ÒÑÔÕÂÄËÎË ÊÂÆÂÚÖ ÑÃÑÃÜÇÐËâ ×ÑÓÏÖÎ ¶ÓÇÐÇÎâ ÐÂ
ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÇ ÑÕÓÂÉÂáÜËÇ ÔÓÇÆÞ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÖÔËÎË-
ÄÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÍÂÍ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÄÑÎÐ Ô àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÜÇÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ, ÕÂÍ Ë ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ
ÒÑÕÑÍÂ àÐÇÓÅËË Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ, ÕÑ
ÑÃÞÚÐÑÇ ÒÓÂÄËÎÑ ÑÕÃÑÓÂ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÑÍÂÊÂÎÑÔß
ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÞÏ. ²ÂÊÎËÚÐÞÇ ÒÑÒÞÕÍË ÒÑÎÖÚËÕß ×ÑÓÏÖÎÞ
¶ÓÇÐÇÎâ ÆÎâ ÖÔËÎËÄÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÐÑÄÞØ ÒÓÂÄËÎ
ÑÕÃÑÓÂ ÒÓËÄÇÎË Í ÐÇÔÑÅÎÂÔÖáÜËÏÔâ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÂÏ [4 ë 10].

£ÞØÑÆ ËÊ ÄÑÊÐËÍÛËØ ÕÓÖÆÐÑÔÕÇÌ ÔÄâÊÂÐ Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ
ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÒÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÃÑÎÇÇ ÂÆÇÍÄÂÕÐÑÌ
ÏÑÆÇÎË ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÄËÆÇ ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ÒÇÓÇÆ-
ÐËÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÏ ×ÓÑÐÕÑÏ [7 ë 9]. £ ÔÎÖÚÂÇ ÎËÐÇÌÐÞØ
ÔÓÇÆ ÃÇÊ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑ-
ÄËâ, ÆÑÒÑÎÐÇÐÐÞÇ ÒÓËÐÙËÒÑÏ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË Ä ÄËÆÇ ÕÓÇÃÑ-
ÄÂÐËÌ ÐÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÇÓÇÆÐËØ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÐÞØ ×ÓÑÐÕÑÄ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ Ë ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ, ÒÑÊÄÑÎâáÕ
ÒÑÎÖÚËÕß ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ.

°ÆÐÂÍÑ ËÊ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËâ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
ÆÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÕÐáÆß ÐÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÔÕß ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÑÕ-
ÆÇÎßÐÑ ÄÊâÕÑÌ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ËÏÒÖÎßÔÂ, Õ.Ç. ÒÎÑÔÍÑÌ
ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ. ¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓËÐÙËÒ
ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË ÊÂÆÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ
ÚÂÔÕÑÕ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÇÓÇÆÐÇÅÑ ÂÏÒÎËÕÖÆ-
ÐÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ àÕÑÏÖ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÑÕÓÂÉÇÐ-
ÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÍÑÐÕËÐÖÖÏ àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÞØ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ, ÅÆÇ ÑÆÐÂ Ë ÕÂ ÉÇ ×ÖÓßÇ-
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ, ÄØÑÆâÜÂâ Ä ÓÂÊÐÞÇ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÓÂÊÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË ÑÕÓÂÉÇÐËâ.

¢ÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇ-
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ÐËâ, ÓÂÄÐÞÌ ÑÕÐÑÛÇÐËá ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ
ÒÑÎÇÌ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ Ë ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ÊÂÆÂÐÐÑÌ
ÕÑÚÍÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ Ë ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË. £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑÊÓÂÚÐÞØ Ë ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ
ÑÕÓÂÉÂáÜËØ ÔÓÇÆ ÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÍÄÂÊËÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ Ô
ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÓË ÐÇÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐÐÑÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕË Ë ÛËÓËÐÞ ËÏÒÖÎßÔÂ
ËÏÇÇÕ ÒÓÇÆÇÎ, ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÌ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËâ ¶ÓÇÐÇÎâ ÆÎâ ÒÎÑÔÍËØ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ. ±ÓË
àÕÑÏ ÑÕÓÂÉÇÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕË Ë
ÛËÓËÐÞ ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÒÑ
ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÆÄÖØ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÇÅÑ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÂâ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ËÏÇÇÕ ÓÂÊÐÞÇ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÞ ÑÕÓÂÉÇÐËâ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ×ÑÓÏÖÎÞ ¶ÓÇÐÇÎâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÐÇ
"ÒÓÂÄËÎßÐÞÇ" ÊÐÂÚÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ
ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÎÑÔÍËØ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ, Â ÒÓÇÆÇÎß-
ÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ
ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÆÓÖÅÑÌ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ
ÊÂÆÂÚË, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÒÓËÐÙËÒÂ ÒÓËÚËÐÐÑ-
ÔÕË. ¥ÂÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÒÑÎÖÚÇÐËË ÇÆËÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ÒÂÆÂáÜÇÅÑ
ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ÒÇÓÇÆÐËÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÏ ×ÓÑÐÕÑÏ Ë ÒÓÇÆÇÎß-
ÐÑÏ ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ËÏÒÖÎßÔÂ Í ÒÎÑÔÍÑÌÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÇ, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ Ô ÇÆËÐÞØ ÒÑÊËÙËÌ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÕß ×ÑÓÏÖÎÞ ¶ÓÇÐÇÎâ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÞØ ÔÓÇÆ Ë ÖÔÕÓÂÐËÕß
ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËâ, ÄÑÊÐËÍÛËÇ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÔÄÇÕÂ
ÑÕ ÖÔËÎËÄÂáÜËØ ÔÓÇÆ.

2. ¯ÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕß ÓÇÛÇÐËâ
ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ

±ÖÔÕß ËÏÇÇÕÔâ ÒÎÑÔÍÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÓÂÊÆÇÎÂ ÆÄÖØ ÎËÐÇÌ-
ÐÞØ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ Ë ÒÓÑÊÓÂÚÐÞØ ÔÓÇÆ ÃÇÊ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË, ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÍÑÕÑÓÞØ
ÔÚËÕÂáÕÔâ ÓÂÄÐÞÏË ÇÆËÐËÙÇ. ¬ÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÇ ÑÔË x Ë y
ÄÞÃÇÓÇÏ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏË, Â ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÖá ÑÔß z ì
ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ. ªÊ ÔÓÇÆÞ
Ô ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá e1 > 0, ÊÂÐËÏÂáÜÇÌ
ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ z < 0, ÒÂÆÂÇÕ ÒÎÑÔÍÂâ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕË-
ÚÇÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o, ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÂâ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖ-
ÎâÓÐÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÆÇÐËâ x0z. ¿ÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ
E�x; z; t� ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÑ ÄÆÑÎß ÑÔË y Ë
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

E�x; z; t� � E exp�i�kxx� k1zzÿ ot�� ; �2:1�
ÅÆÇ E ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ, kx Ë k1z ì
ÒÓÑÇÍÙËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÐÂ ÑÔË x Ë z ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ,
tì ÄÓÇÏâ Ë i � �������ÿ1p

.
³ÑÅÎÂÔÐÑ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊ-

ÆÇÎÂ ÔÓÇÆ z � 0 àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ ÒÑÎâ Er�x; z; t� ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ
Ë Etr�x; z; t� ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐ ÕÂÍÉÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÞ ÄÆÑÎß
ÑÔË y Ë ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

Er�x; z; t� � Er exp
�
i�kxxÿ k1zzÿ ot�� ; �2:2�

Etr�x; z; t� � Etr exp
�
i�kxxÿ ot�� ; �2:3�

ÅÆÇ Er ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ, Â ×ÖÐÍÙËâ
Etr�z� ÇÔÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

d2Etr
dz2
�
�
e2

o2

c2
ÿ k2x

�
Etr � 0 : �2:4�

©ÆÇÔß e2 > 0 ì ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ÑÕÓÂ-
ÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ Ë cì ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ.

°ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.4) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ
Ä ÄËÆÇ

Etr�z� � C1 exp�ik2zz� � C2 exp�ÿik2zz� ; �2:5�

ÅÆÇ k2z�kx;o� �
���������������������������
e2o2=c2 ÿ k2x

p
, Â ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÒÑÔÕÑâÐ-

ÐÞÇ C1 Ë C2 ÆÑÎÉÐÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

2ik1zE � ik1zEtr � dEtr
dz

; z � 0 ; �2:6�

ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏÖ ÒÖÕÇÏ ËÔÍÎáÚÇÐËâ Er ËÊ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑ-
ÄËÌ.

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2.6) ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎËÕß ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇC1 ËC2, ÒÑàÕÑÏÖ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ,

R?�kx;o� � Er�x; z � 0; t�
E�x; z � 0; t� �

Er
E ; �2:7�

ÏÑÉÇÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÍÑÐÕËÐÖÖÏ ÊÐÂÚÇÐËÌ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÄÞÃÑÓÂ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÍÑÐÔÕÂÐÕ.
£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË C2 � 0, ÍÑÅÆÂ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÂâ ÄÑÎÐÂ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÑÕ ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ,

R?�kx;o� � R?��kx;o� � k1z ÿ k2z
k1z � k2z

; �2:8�

Â ÒÓË C1 � 0, ÍÑÅÆÂ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÂâ ÄÑÎÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐâÇÕÔâ Í ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ,

R?�kx;o� � R?ÿ�kx;o� � k1z � k2z
k1z ÿ k2z

� 1

R?��kx;o� : �2:9�

°ÃÞÚÐÑ ÔÚËÕÂÇÕÔâ, ÚÕÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ ÑÕÓÂ-
ÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ, ÅÆÇ k2x < e2o2=c2 Ë k2z ì ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ, ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ, ÍÑÕÑ-
ÓÑÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÇÓÇÐÑÔ àÐÇÓÅËË ÑÕ ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ.
³ÑÅÎÂÔÐÑ àÕÑÏÖ ÒÓÂÄËÎÖ ÑÕÃÑÓÂ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ
C2 � 0 Ë R?�kx;o� � R?��kx;o� [11].

±ÓË ÕÂÍÑÌ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ ÒÓÂÄËÎÂ ÑÕÃÑÓÂ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐ-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÊÂÒËÔß
ÑÃÜÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÄËÆÇ (2.5). ¢ÑÎÇÇ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÂâ
×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÂ ÒÓÂÄËÎÂ ÑÕÃÑÓÂ, ÐÇ ÔÄâÊÂÐÐÂâ Ô ÍÑÐÍÓÇÕ-
ÐÑÌ ×ÑÓÏÑÌ ÊÂÒËÔË ÑÃÜÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ, ÑÔÐÑÄÂÐÂ ÐÂ ËÔÒÑ-
ÎßÊÑÄÂÐËË ÆÄÖØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.4) [12]:

J1 � i

�
Etr dE

�
tr

dz
ÿ E �tr

dEtr
dz

�
;

J2 �
����dEtrdz

����2 � �e2 o2

c2
ÿ k2x

�
jEtrj2 ; �2:10�

ÅÆÇ "�" ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÇ ÔÑÒÓâÉÇÐËÇ. £ÇÎËÚËÐÂ J1
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ àÐÇÓÅËË, ÒÇÓÇÐÑÔËÏÑÌ ÒÓÇ-
ÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ ÄÆÑÎß ÑÔË z, Â ËÐÕÇÅÓÂÎ J2 ÔÄâÊÂÐ Ô
ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÑÕÑÍÂ z-Ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ, ÒÇÓÇÐÑÔËÏÑÅÑ ÄÑÎÐÑÌ ÄÆÑÎß ÑÔË z.

ªÔÒÑÎßÊÖâ (2.5), ÎÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÆÎâ ÓÇÂÎËÊÖÇÏÑÌ
ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ �C2 � 0� ÑÕÐÑÛÇÐËÇ J1=J2 ÒÓËÐË-
ÏÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÓÂÄÐÑÇ 1=k2z. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÌ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÑÄÑÌ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ ÒÓÂÄËÎÂ
ÑÕÃÑÓÂ ì ÆÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂ-
ÎÑÄ J1=J2 ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÔÄÑÇÅÑ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ, ì
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ÍÑÕÑÓÂâ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ [12].

£ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ, ÅÆÇ
k2x > e2o2=c2 Ë k2z�kx;o� � i

��k2z�kx;o���, ÒÓÂÄËÎÑ ÑÕÃÑÓÂ
ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÓÇÃÑÄÂÐËË ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÂÏÒÎËÕÖÆÞ
ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÆÎâ ÄÔÇØ z > 0. °ÕÔáÆÂ ÔÓÂÊÖ
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ C2 � 0, Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÇÆËÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚË.

±ÓË ÖÚÇÕÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ, ÍÑÅÆÂ
e2 � e 02 � ie 002 , e 002 > 0 Ë k2z � k 02z � ik 002z, k 02z > 0, k 002z > 0,
ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÒÇÓÇÐÑÔÂ àÐÇÓÅËË ÑÕ ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÒÑÎÑÉËÕß C2 � 0 ÆÎâ ÄÔÇØ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ kx. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÒÓÑ-
ÊÓÂÚÐÑÌ ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ, ÍÑÅÆÂ e 002 ! 0.

£ÔÇ ÑÒËÔÂÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ Ä ÓÂÄÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË
ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÄÑÎÐÇ, ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË ÒÂÆÇÐËâ, ÍÑÅÆÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÑÕÓÂ-
ÉÇÐÐÑÌ Ë ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐ.

3. ±ÓËÐÙËÒ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË
ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÆÄÖØ ÔÓÇÆ

±ÎÑÔÍËÇ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ Ä
ÒÓËÓÑÆÇ Ë ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÎËÛß Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÎËÐÇÌÐÞØ ÊÂÆÂÚ ÏÇÕÑÆÑÏ ¶ÖÓßÇ. £
ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËâ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ÒÎÑÔÍËØ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ ÐÇ
ÄÒÑÎÐÇ ÍÑÓÓÇÍÕÐÑ, ÕÇÏ ÃÑÎÇÇ, ÚÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÑÕÆÇÎßÐÞØ
×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ Ä ÑÕÐÑÛÇÐËË ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Ë
ÒÇÓÇÐÑÔÂ àÐÇÓÅËË ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ ÔÑ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË
ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÙÇÎÑÏ [13]. ´ÑÎßÍÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÂÆÇÐËâ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ, ÒÑÎÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ
ÑÕÎËÚÐÑ ÑÕ ÐÖÎâ ÒÓË 0 < t < t Ë jxj < s, ÅÆÇ t ì
ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß Ë 2s ì ÛËÓËÐÂ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÅÓÂÐËÚÐÞÇ
ÖÔÎÑÄËâ ÏÑÉÐÑ ÆÑÒÑÎÐËÕß ÒÓËÐÙËÒÑÏ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË Ë
ÒÑÎÖÚËÕß ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ.

¥Îâ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÆÇÐËâ, àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ Er�x; t� ÑÕÓÂÉÇÐ-
ÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÒÓË z � 0 ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÏÇÕÑÆÖ ¶ÖÓßÇ ÊÂÒË-
ÛÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

Er�x; t� � 1

�2p�2
��

G�kx ;o�
R?�kx;o� ~E�kx;o��

� exp
�
i�kxxÿ ot��dkx do �

�
��1
ÿ1
GR?�x 0; t 0�E�xÿ x 0; tÿ t 0� dx 0 dt 0 ; �3:1�

ÅÆÇ

GR?�x 0; t 0� � 1

�2p�2
��

G�kx ;o�
R?�kx;o��

� exp
�
i�kxx 0 ÿ ot 0�� dkx do �3:2�

ì ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÆÎâ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ, ~E�kx;o� ì ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊ ÒÑÎâ E�x; t� ÒÂÆÂá-
ÜÇÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÓË z � 0 Ë G�kx;o� ì ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ×ÖÓßÇ-
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ kx � k 0x � ik 00x Ë o � o 0 � io 00.

£ (3.1) Ë (3.2) ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËâ R?�kx;o� ÒÑÍÂ ÐÇ ÊÂÆÂÐ. ¦ÅÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓËÐÙËÒÂ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË,
ÍÑÕÑÓÞÌ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ×ÖÓßÇ-ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ
Ä ÄËÆÇ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÑÒÇÓÂÙËÌ ÕÇÑÓËË ×ÖÐÍÙËÌ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÅÑ, ÄÍÎáÚÂâ ÒÓËÐâÕËÇ ÒÓÂÄËÎÂ
ÑÃØÑÆÂ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ, ÒÓÑÄÇÆÇÐËÇ ÓÂÊÓÇÊÑÄ Ë ÄÞÃÑÓ
ÎËÔÕÑÄ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÞÒÑÎÐÇ-
ÐËâ àÕËØ ÑÒÇÓÂÙËÌ R?�kx;o� ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ kx Ë ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì o ÚÂÔÕÑÕ.

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓËÐÙËÒÖ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË Er�x; t� � 0 ÆÎâ ÄÔÇØ
t < 0, ÒÑàÕÑÏÖ ÎËÐËâ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË G�kx;o� Ô
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕßá o ÆÑÎÉÐÂ ÎÇÉÂÕß ÄÞÛÇ ÄÔÇØ
ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ R?�0;o�. ¦ÔÎË àÕÖ ÎËÐËá ÄÞÃÓÂÕß Ä ÄËÆÇ
ÒÓâÏÑÌ o � o 0 � io 00G , o 00G � const, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÌ ÑÔË
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ o, ÕÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß G�kx;o�
ÃÖÆÇÕ ÎÇÉÂÕß Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
o 0 � io 00G , k

0
x Ë k 00x .

¥Îâ ÍÂÉÆÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ o 0 � io 00G ×ÖÐÍÙËâ R?�kx;o�
ËÏÇÇÕ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË kx ÚÇÕÞÓÇ ÕÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇ-
ÐËâ, âÄÎâáÜËÇÔâ ÓÇÛÇÐËâÏË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ k1z�kx;o� � 0 Ë
k2z�kx;o� � 0:

kbr1;2�o� � �
�����������
e1�o�

p o
c
� �k1�o� ;

kbr3;4�o� � �
�����������
e2�o�

p o
c
� �k2�o� : �3:3�

´ÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ (3.3) ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÑÕÓÂÉÇÐ-
ÐÑÅÑ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o Ä ÑÃÎÂÔÕË
jxj4 s, ÅÆÇ ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ ÚÇÕÞÓÇ ÃÑÍÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ [14, 16].

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÄÔÇØ ÔÓÇÆ ÒÓË joj ! 1 e�o� !
! 1ÿ O2=o2, ÅÆÇ O ì àÎÇÍÕÓÑÐÐÂâ ÒÎÂÊÏÇÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ
ÔÓÇÆÞ, ÕÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ×ÂÊÑÄÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÃÑÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ

v1;3�1� � lim
jo 0 j!1

o
kbr1;3

� c ;

v2;4�1� � lim
jo 0 j!1

o
kbr2;4

� ÿc �3:4�

ÔÑÄÒÂÆÂáÕ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏË ÒÇÓÇÆÐËØ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞØ ×ÓÑÐ-
ÕÑÄ àÕËØ ÄÑÎÐ ÄÆÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ.

¥Îâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓËÐÙËÒÑÏ ÒÓËÚËÐ-
ÐÑÔÕË ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÇ ×ÓÑÐÕÞ ÃÑÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ ÒÇÓÇÏÇÜÂÎËÔß
ÑÕ ÑÃÎÂÔÕË ÒÂÆÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÒÓË jo 0j ! 1 ÕÑÚÍË
ÄÇÕÄÎÇÐËâ kbr1;3 ÆÑÎÉÐÞ ÑÃØÑÆËÕßÔâ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË kx ÔÐËÊÖ, Â ÕÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ kbr2;4 ì ÔÄÇÓØÖ.
±ÑÄÇÓØÐÑÔÕß G�kx;o� ÐËÅÆÇ ÐÇ ÒÇÓÇÔÇÍÂÇÕÔâ ÍÓËÄÞÏË
ÕÑÚÇÍ ÄÇÕÄÎÇÐËâ, ÒÑàÕÑÏÖ ÆÂÐÐÑÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÂ-
ÄËÎÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÃØÑÆ ÕÑÚÇÍ ÄÇÕÄÎÇÐËâ ÆÎâ ÄÔÇØ ÚÂÔÕÑÕ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ.

³ ÙÇÎßá ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ R?�kx;o� ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑ ÒÓÑÄÇÔÕË ÓÂÊÓÇÊÞ, ÔÑÇÆËÐâáÜËÇ ÕÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ
ÒÑÒÂÓÐÑ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ËÎË Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÐÞÏË
ÕÑÚÍÂÏË. ±ÓËÐâÕÑÇ ÄÞÛÇ ÒÓÂÄËÎÑ ÑÃØÑÆÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ, ÇÔÎË ÓÂÊÓÇÊÞ ÔÑÇÆËÐâáÕ ÒÑÒÂÓÐÑ ÕÑÚÍË kbr1 Ë
kbr3, Â ÕÂÍÉÇ ÕÑÚÍË kbr2 Ë kbr4. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÏÑÉÐÑ
ÒÓÑÄÇÔÕË ÓÂÊÓÇÊÞ, ÔÑÇÆËÐâáÜËÇ ÕÑÚÍË kbr1 Ë kbr3 Ô ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË Ä ÑÃÎÂÔÕË k 00x > 0, Â ÕÑÚÍË
kbr2 Ë kbr4 Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË Ä ÑÃÎÂÔÕË
k 00x < 0.

±ÑÔÎÇ ÒÓÑÄÇÆÇÐËâ ÓÂÊÓÇÊÑÄ ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÞÃÓÂÕß ÑÆËÐ ËÊ
ÆÄÖØ ÎËÔÕÑÄ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÆÄÖÊÐÂÚÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË k2z�kx;o�=k1z�kx;o� (ÓÂÊÓÇÊÞ ÔÑÇÆËÐâáÕ ÒÑÒÂÓÐÑ
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ÕÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ), ÎËÃÑ ÑÆËÐ ËÊ ÆÄÖØ ÎËÔÕÑÄ ÓËÏÂÐÑÄÞØ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÆÄÖÊÐÂÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ k1z�kx;o� Ë k2z�kx;o�
ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË (ÓÂÊÓÇÊÞ ÔÑÇÆËÐâáÕ ÕÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ Ô
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË).

£ ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂ ÑÆÐÑÏ ÎËÔÕÇ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË ×ÖÐÍÙËË k2z�kx;o�=k1z�kx;o�

lim
jo 0 j!1

k2z�kx;o�
k1z�kx;o� � 1 ; lim

jo 0 j!1
R?�kx;o� � 0 ; �3:5�

Â ÐÂ ÆÓÖÅÑÏ ÎËÔÕÇ

lim
jo 0 j!1

k2z�kx;o�
k1z�kx;o� � ÿ1 ; lim

jo 0 j!1
R?�kx;o� � 1 : �3:6�

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓËÐÙËÒÑÏ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË ÒÇÓÇÆÐËÇ
ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÇ ×ÓÑÐÕÞ ÒÂÆÂáÜÇÅÑ Ë ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËÌ ÆÑÎÉÐÞ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ ÄÆÑÎß ÑÔË z Ä
ÑÆÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, ÒÑàÕÑÏÖ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÃÓÂÕß ÕÑÕ
ÎËÔÕ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÅÆÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÒÓÇÆÇÎÞ
(3.5).

£Ñ ÄÕÑÓÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÓÂÊÓÇÊÞ ÔÑÇÆËÐâáÕ ÕÑÚÍË
ÄÇÕÄÎÇÐËâ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË, ÄÞÃÑÓ
ÎËÔÕÑÄ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÆÎâ k1z�kx;o� Ë k2z�kx;o�
ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË ÕÓÇÃÑÄÂÐËâ, ÚÕÑÃÞ ÒÇÓÇÆÐËÇ
ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÇ ×ÓÑÐÕÞ ÒÂÆÂáÜÇÅÑ Ë ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÎËÔß Ä ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËË ÑÔË z:

v1z�1� � lim
jo 0 j!1

o
k1z�o� � v2z�1� � lim

jo 0 j!1
o

k2z�o� � c :

�3:7�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÂ ÄÞÃÓÂÐÐÞØ ÎËÔÕÂØ ÓËÏÂÐÑÄÞØ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÔÐÑÄÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÒÓÇÆÇÎÞ (3.5).

£ÇÎËÚËÐÂ R?�kx;o� Ä ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
G�kx;o� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÖÕÇÏ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇ-
ÐËâ ËÊ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÑÃÎÂÔÕË jo 0j ! 1 Ä ÆÂÐÐÖá
ÕÑÚÍÖ ÄÆÑÎß ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ.
³ÑÅÎÂÔÐÑ (3.5) Ë (3.7) ÒÓËÐÙËÒ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÎËÛß ÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ, ÒÑàÕÑÏÖ Ô ÒÑÏÑ-
Üßá ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÓÂÊÓÇÊÑÄ ÏÑÉÐÑ ÄÔÇÅÆÂ ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇ-
ÎËÕß ÊÐÂÚÇÐËÇ R?�kx;o� Ä ÎáÃÑÌ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÑÚÍÇ.
°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÎÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ
ÆÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËÌ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ, ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä
ÔÇÃâ ÑÃÂ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÓÇÛÇÐËâ Ä (2.5). ¿ÕÑÕ ÄÞÄÑÆ Ä
ÓÂÄÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏ ÒÂ-
ÆÂáÜÇÅÑ Ë ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËÌ Ä ÑÕÐÑÛÇÐËË ÐÇÊÂÄË-
ÔËÏÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ.

±Ñ ÕÇÑÓÇÏÇ ¬ÑÛË ÕÂÍËÇ ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÄÇÎËÚËÐÞ R?�kx;o� ÐÇ ÄÎËâáÕ ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ç ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÎâ Er�x; t� ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÞ ÆÓÖÅ Ä ÆÓÖÅÂ ÒÓË ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÑÌ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÓÂÊÓÇÊÑÄ Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ËÐÕÇÅÓËÓÑ-
ÄÂÐËâ.

³ÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌ
ÒÂÆÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕË ÒÂÆÇÐËâ, ÍÑÅÆÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂ-
ÉÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ËÏÇÇÕ ÄËÆ [11]

Rk�kx;o� � e2k1z ÿ e1k2z
e2k1z � e1k2z

: �3:8�

¦ÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ ÔÄâÊÂÐÑ Ô âÄÎÇÐËÇÏ ¢ÓáÔÕÇÓÂ,
ÍÑÅÆÂ Ä ÕÑÚÍÂØ kx � �kB � �

����������������������������
e1e2=�e1 � e2�

p
o=c ×ÖÐÍÙËâ

(3.8) ÐÂ ÑÆÐÑÏ ÎËÔÕÇ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ËÏÇÇÕ ÐÖÎß,
Â ÐÂ ÆÓÖÅÑÌ ì ÒÑÎáÔ. ¦ÔÎË Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÑÄÇÆÇÐËâ
ÓÂÊÓÇÊÑÄ Ä ÕÑÚÍÂØ kx � �kB ÑÍÂÉÇÕÔâ ÒÑÎáÔ, ÕÑ ÄÍÎÂÆ
àÕÑÅÑ ÒÑÎáÔÂ Ä ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá. £
ÒÓÑÙÇÔÔÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ àÕÑÕ ÒÑÎáÔ ÏÑÉÇÕ ÑÃØÑÆËÕßÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÚÇÕÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÓÂÊ, ÒÓËÚÇÏ ÚËÔÎÑ ÑÃØÑÆÑÄ Ä ÑÆÐÑÏ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÄÔÇÅÆÂ ÓÂÄÐÑ ÚËÔÎÖ ÑÃØÑÆÑÄ Ä ÒÓÑÕËÄÑÒÑ-
ÎÑÉÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË.

³ÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÒÓËÐÙËÒÂ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
ÑÕÓÂÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ
ÓÂÊÆÇÎÂ ÆÄÖØ ÎËÐÇÌÐÞØ ÔÓÇÆ âÄÎâÇÕÔâ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ¬ÓÂÏÇÓÔÂ ë¬ÓÑÐËÅÂ ÆÎâ R?; k�kx;o� �
� R 0?; k � iR 00?; k ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ kx Ë o,
ÍÑÕÑÓÂâ ÐÇ ÒÇÓÇÔÇÍÂÇÕÔâ ÓÂÊÓÇÊÂÏË [15]. ¦ÔÎË ÆÎâ ÄÇÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑÅÑ kx ×ÖÐÍÙËË R?; k�kx;o� ÐÇ ËÏÇáÕ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ Ä
ÑÃÎÂÔÕË o 00 > 0, ÕÑ ÆÎâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ o

R 0?; k�kx;o� �
1

p

��1
ÿ1
=

R 00?; k�kx; u�
uÿ o

du ;

R 00?; k�kx;o� � ÿ
1

p

��1
ÿ1
=

R 0?; k�kx; u�
uÿ o

du ; �3:9�

ÅÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÒÑÐËÏÂáÕÔâ Ä ÔÏÞÔÎÇ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ.
³ÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (3.9) ÏÑÅÖÕ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÆÎâ ÒÓÑÊÓÂÚ-

ÐÞØ ÔÓÇÆ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ ÑÕÓÂÉÂá-
ÜÇÌ ÔÓÇÆÞ (ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÕÓÂÉÇÐËâ) R 00?; k 6� 0. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
¬ÓÂÏÇÓÔÂ ë¬ÓÑÐËÅÂ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÒÓÂÄËÎÑ ÔÖÏÏ
ÆÎâR?; k�kx;o�, ÖÆÑÃÐÑÇ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÑÕÓÂÉÇÐ-
ÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÄÃÎËÊË ÇÅÑ ÒÇÓÇÆÐÇÅÑ ×ÓÑÐÕÂ [15]. ªÐÕÇ-
ÅÓÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÆÂÐÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÇÜÇ ÓÂÊ ÒÑÆ-
ÚÇÓÍËÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÒÓËÐÙËÒÂ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË ÔÄâ-
ÊÂÐÑ ÐÇ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ×ÖÐÍÙËÌ R?; k�kx;o� Ä ÑÕÆÇÎßÐÑÌ
ÕÑÚÍÇ, Â Ô ËØ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË Ä ÙÇÎÑÏ.

±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ GR?; k�x; t� ÆÎâ ÑÕÓÂ-
ÉÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ Ë ÐÇ ÊÂÄË-
ÔËÕ ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÓÂÊÓÇÊÑÄ. ³ÏÇÜÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËâ G�kx;o� Ä ÑÃÎÂÔÕß, ÅÆÇ o 00 ! 1, e1�o� ! 1 Ë
e2�o� ! 1, Ë ÄÞÒÑÎÐââ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑÆÑÃÐÑ ÕÑÏÖ,
ÍÂÍ àÕÑ ÔÆÇÎÂÐÑ Ä [15, 16], ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ

GR?; k�x; t� � 0 ; esli t <
jxj
c
: �3:10�

±ÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÚÇÓÇÊ ÕÑÚÍË x � �ct ÄÇÎËÚËÐÂ GR?; k
ÏÇÐâÇÕÔâ ÔÍÂÚÍÑÏ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÇÓÇÆÐËÌ ÂÏÒÎËÕÖÆ-
ÐÞÌ ×ÓÑÐÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐâÇÕÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÔÄÇÕÂ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ c ÄÆÑÎß ÅÓÂÐËÙÞ
ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ ÑÕ ÕÑÚÍË ÒÂÆÇÐËâ x � 0 ÆÇÎßÕÂ-ËÏÒÖÎßÔÂ.

4. ±ÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ËÏÒÖÎßÔÂ
Í ÒÎÑÔÍÑÌ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ

±ÓËÐÙËÒ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË ÄÏÇÔÕÇ Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË
ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ:

r?�x; t; s; t� �
Er�x; z � 0; t�
E�x; z � 0; t� ; 0 < t < t ; jxj < s :

�4:1�

³ ÙÇÎßá ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ r?�x; t; s; t� Ë
R?�kx;o� ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÍÄÂÊËÏÑ-
ÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
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ÎÇÐËÇÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ

E�x; t� � E exp�i�k1xxÿ o1t�
�
; 0 < t < t ; jxj < s ;

0 ; t < 0 ; t > t ; jxj > s

�
�4:2�

(ÅÆÇ EìÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ, k1x � sin y
����
e1
p

o1=c, yì
ÖÅÑÎ ÒÂÆÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ, o1 ì ÚÂÔÕÑÕÂ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ
×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ËÏÒÖÎßÔÂ) Í ÒÎÑÔÍÑÌÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ, ÒÑÎÂÅÂâ t!1 Ë s!1.

³ÑÅÎÂÔÐÑ (3.2), (3.10), (4.1) Ë (4.2)

r?�x; t; s; t� �
�x�s
xÿs

�t
0

GR?�x 0; t 0��

� exp
�ÿi�k1xx 0 ÿ o1t

0�� dx 0 dt 0 ; �4:3�
ÒÑàÕÑÏÖ ËÊ ÔÄÑÌÔÕÄ ÒÓâÏÑÅÑ Ë ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÌ ¶ÖÓßÇ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

lim
t!1;s!1 r?�x; t � t; s; t� � r?1 �

��1
ÿ1

�1
0

GR?�x 0; t 0��

� exp
�ÿi�k1xx 0 ÿ o1t

0�� dx 0 dt 0 � R?�k1x;o1� ; �4:4�

ÇÔÎË ÄÔâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ G�kx;o� ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÔÑÄÏÇÜÇÐÂ Ô ÒÎÑÔÍÑÔÕßá ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
kx Ë o, ËÔÍÎáÚÂâ ÕÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ.

£ÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÕÂÍÑÅÑ ÔÑÄÏÇÜÇÐËâ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÑÎÑÉÇ-
ÐËâ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ R?�kx;o� Ë ÄÞÃÑÓÂ ÓÂÊÓÇÊÑÄ. ¥Îâ
ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÔÓÇÆ, ÅÆÇ ÄÔÇ ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË e1�o� Ë e2�o�
ÎÇÉÂÕ Ä ÑÃÎÂÔÕË o 00 < 0, ÒÓË ÄÞÃÑÓÇ ÓÂÊÓÇÊÑÄ, ÐÇ ÒÇÓÇ-
ÔÇÍÂáÜËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ, ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß G�kx;o� ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÑÄÏÇÜÇÐÂ Ô àÕÑÌ ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕßá. ¦ÔÎËÉÇ ÄÞÃÓÂÐÐÞÇ ÓÂÊÓÇÊÞ ÒÇÓÇÔÇÍÖÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕß
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ, ÕÑ ÆÎâ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ k1x Ë o1 r?1 6� R?�k1x;o1�. ³
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÏÇÕÑÆÂ ¶ÖÓßÇ ÄÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ
ÓÂÊÓÇÊÞ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÓÂÄÐÑÒÓÂÄÐÞ, ÑÆÐÂÍÑ ÕÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÕ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (4.4), ÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÞ
ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÛËÓÑÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÃÑÎßÛÑÌ
ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕË.

¬ÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3, ÄÇÎËÚËÐÂ R?�kx;o� Ä
ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (4.4) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÒÖÕÇÏ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ËÊ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÑÃÎÂÔÕË jo 0j ! 1
Ä ÆÂÐÐÖá ÕÑÚÍÖ �kx;o� ÒÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÕÂÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎ-
ÉÇÐËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÆËÐ ËÊ ÆÄÖØ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ-
ÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ (2.8) ËÎË (2.9). ¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ
ÒÑ ÑÔË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ËÏÇÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍËÇ ÑÔÐÑÄÂÐËâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÔÎÇ ÒÓËØÑÆÂ ÒÇÓÇÆÐÇÅÑ
ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÕÇÍÖÜÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍÇ ÔÓÇÆÞ ÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ
ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÆÑ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ËÎË ÐÇÔÖÜÇÌ ÚÂÔÕÑÕÞ
ËÏÒÖÎßÔÂ.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ
ÒÂÆÇÐËâ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ �e1 � 1� ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ ÄÆÑÎß ÄÔÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ, ÍÑÅÆÂ
Ä (4.2) k1x � 0 Ë s!1. ¦ÔÎË ÄÔÇ ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË Ë ÐÖÎË
e2�o� ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÑÃÎÂÔÕË o 00 < 0, ÒÖÕß ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ
G�o�ÏÑÉÐÑ ÔÑÄÏÇÔÕËÕß Ô ÑÔßá ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ, Â
ÄÔâ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ R?�o� � Rk�o� � R�o� ÔÄÑ-
ÆËÕÔâ Í ÐÂØÑÉÆÇÐËá ÑÕÐÑÛÇÐËâ k2z�o�=k1z�o� �

�����������
e2�o�

p
ÐÂ àÕÑÌ ÑÔË.

±ÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË
�����������
e2�o�

p
ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË o ÑÕ1 ÆÑ

0 ÖÆÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÇÍÕÑÓÂ ÐÂ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � u� iv. ¥Îâ o!1 e2�o� ! 1,
ÒÑàÕÑÏÖ ËÊÑÃÓÂÉÂáÜËÌ ÄÇÍÕÑÓ ËÏÇÇÕ ÇÆËÐËÚÐÖá ÆÎËÐÖ
Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÄÆÑÎß ÒÑÎÖÑÔË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ u
(ÓËÔ. 1). £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÐÂ ÄÔÇØ ÚÂÔÕÑÕÂØ 0 < o <1
e 002 �o� > 0 Ë 0 < arg e2 < p, ÒÑàÕÑÏÖ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÊÂÍÑÐÂ
ÆËÔÒÇÓÔËË ËÊÑÃÓÂÉÂáÜËÌ ÄÇÍÕÑÓ ÏÑÉÇÕ ÐÂØÑÆËÕßÔâ
ÕÑÎßÍÑ Ä ÍÄÂÆÓÂÐÕÇ I. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÄÔÇØ ÚÂÔÕÑÕ
0 < o <1 k 02z�o� > 0 Ë

��R�o��� < 1.

¦ÔÎË Ä ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ,
ÅÆÇ e 02�o� < 0, ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÎÑÔÞ ÚÂÔÕÑÕ ÔÑÊÆÂÕß
ÖÔËÎÇÐËÇ Ô e 002 �o� < 0, ÕÑ Ä àÕÑÌ ÒÑÎÑÔÇ ÚÂÔÕÑÕ
p < arg e2�o� < 3p=2 Ë ËÊÑÃÓÂÉÂáÜËÌ ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÒÂÆÇÕ Ä
ÍÄÂÆÓÂÐÕ II (ÔÏ. ÓËÔ. 1). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÐÇÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ Ô ÖÔËÎÇÐËÇÏ k 02z�o� < 0, k 002z�o� > 0 Ë��R�o��� > 1. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÓÇ-
ÎÑÏÎÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ Í ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊ-
ÆÇÎÂ ÔÓÇÆ, Â ËØ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÕ
ÒÓË ÖÆÂÎÇÐËË ÑÕ àÕÑÌ ÅÓÂÐËÙÞ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÖÔËÎÇÐËÇ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ ÍÄÂÊËÏÑÐÑØÓÑÏÂÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÇÔÎË ÇÅÑ ÚÂÔÕÑÕÂ ÒÑÒÂÆÇÕ Ä ÒÑÎÑÔÖ
ÖÔËÎÇÐËâ ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ.

¦ÔÎË ×ÖÐÍÙËâ e2�o� ËÏÇÇÕ ÐÖÎË ËÎË ÒÑÎáÔÂ ÐÂ ÑÔË
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ, ÕÑ ÒÓË ËØ ÑÃØÑÆÇ arg e2�o�
ÏÇÐâÇÕÔâ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ, ÊÂÄËÔâÜÖá ÑÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÑÔÑÃÑÌ
ÕÑÚÍË, Ë ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ËÊÑÃÓÂÉÂáÜÇÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÏ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÑÃÎÂÔÕËo 00 > 0, Ë
ÒÓÑÄÑÆËÏÞÇ ÓÂÊÓÇÊÞ ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕ ÑÔß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂ-
ÚÇÐËÌ. £ÑÒÓÑÔÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÒÓËÏÇÐÇÐËÇÏ ÒÓËÐÙËÒÂ
ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË Í ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËá àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, ÍÑÅÆÂ ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË
ÎÇÉÂÕ ÐÂ ÑÔË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎËÔß
Ä [17].

±Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ¶ÓÇÐÇÎâ ÆÎâ ÒÓÑ-
ÊÓÂÚÐÞØ Ë ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÔÓÇÆ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÒÓÂÄËÎ ÑÕÃÑÓÂ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÓÇÛÇ-
ÐËá ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ. °ÐË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕ-
ÓÂÉÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (4.4). ±ÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÇ Ë ÄÓÇÏÇÐÐ �yÇ ÓÂÊÏÇÓÞ ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ,

3

3

II

III IV

I

2

2

1 u

v

1ÿ1

²ËÔ. 1. £ÇÍÕÑÓÐÑÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÄÇÎËÚËÐ e2�o� (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÎËÐËâ) Ë�����������
e2�o�

p
(ÒÖÐÍÕËÓ) ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË o � u� iv: 1 ì

e2�1� �
�������������
e2�1�

p � 1; 2 ì e 02�o� > 0, e 002 �o� > 0; 3 ì e 02�o� < 0,
e 002 �o� < 0.
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ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (4.4), ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ
ÕÓÇÃÖÇÏÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕË Ë ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÂÕÖØÂÐËâ ÃÑÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ.

ªÔÒÑÎßÊÖâ (4.2), ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑ-
ÊÓÂÚÐÞØ ÔÓÇÆ ÒÑÎÖÛËÓËÐÂ s ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÖÚÍÂ
�t!1� Ë ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß t ÍÄÂÊËÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ËÏÒÖÎßÔÂ, ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ÐÑÓÏÂÎßÐÑ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ (k1x � 0,
s!1, e1 � 1), ÆÑÎÉÐÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ
[15, 16]

s >
1

bgs�k1x� jk1 ÿ k2jÿ1 ; t >
1

bgt�o1� josn ÿ ospjÿ1 ; �4:5�

ÅÆÇ b ì ÕÓÇÃÖÇÏÂâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕß, ÓÂÄÐÂâ
j�r?�x � 0; s� ÿ R?�k1x;o1��=R?�k1x;o1�j ÆÎâ ÒÖÚÍÂ Ë
j�r?�t � t; t� ÿ R?�o1��=R?�o1�j ÆÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ, Â ×ÖÐÍ-
ÙËË gs�k1x� Ë gt�o1� ÒÓËÐËÏÂáÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÕ 2/3 ÆÑ 2 Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÃÎËÊÑÔÕË ÄÇÎËÚËÐÞ k1x Í k1 ËÎË k2 Ë
ÄÇÎËÚËÐÞo1 Íosn ËÎËosp. ¹ÂÔÕÑÕÞosn Ëosp ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ
ÐÖÎß Ë ÒÑÎáÔ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÑÕÓÂÉÂá-
ÜÇÌ ÔÓÇÆÞ ÒÓË ÖÚÇÕÇ ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÑ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓË o � o1 ÆÂáÕ ÐÂËÃÑÎß-
ÛËÌ ÄÍÎÂÆ Ä e2�o� [15].

®ËÐËÏÂÎßÐÞÇ ÛËÓËÐÂ Ë ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß ÒÂÆÂáÜÇÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÓÂÊÏÇÓÂÏË ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÐÇÒÓÑÒÖ-
ÔÍÂÐËâ ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ
Dkx � jk1 ÿ k2j Ë ÄÓÇÏÇÐÐ �yØ Do � josn ÿ ospj ÚÂÔÕÑÕ.
µÚÇÕ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕ ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÃÑÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ
Ë ÖÏÇÐßÛÂÇÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÛËÓËÐÞ Ë ÆÎËÕÇÎß-
ÐÑÔÕË ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ.

5. °ÕÓÂÉÇÐËÇ ÔÄÇÕÂ ÑÕ ÖÔËÎËÄÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÖÚÍÂ
ÚÂÔÕÑÕÞ o1, ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ËÊ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÌ ÔÓÇÆÞ Ô
e1�o1� > 0 ÐÂ ÒÎÑÔÍÖá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß z � 0 ÖÔËÎËÄÂáÜÇÌ
ÔÓÇÆÞ Ô e2 � e 02 � ie 002 , 0 < e 02�o1� < e1�o1� Ë e 002 �o1� < 0.
´ÂÍÂâ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÖÒÓÑÜÇÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÒÑÊÄÑÎâÇÕ Ô ÑÃÜËØ
ÒÑÊËÙËÌ, ËÊÎÑÉÇÐÐÞØ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 3 Ë 4, ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß
ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÑÃÑÃÜÇÐËâ ×ÑÓÏÖÎ ¶ÓÇÐÇÎâ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÖÔË-
ÎËÄÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ Ë ÖÔÕÓÂÐËÕß ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËâ Ä ÓÂÃÑÕÂØ
[4 ë 10].

ªÔÒÑÎßÊÖâ (3.1), (4.2) Ë (4.3), ÒÑÎÇEr�x; t� ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ
ÒÖÚÍÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ ÕÓÇÏâ ÔÒÑÔÑÃÂÏË:

Er�x; t� � 1

2p

�
G�kx�

R?�kx� ~E�kx� exp
�
i�kxxÿ o1t�

�
dkx �

�
�1
ÿ1
GR?�x1�E�xÿ x1; t� dx1 �

� r?�x; s�E exp�i�k1xxÿ o1t�
�
; �5:1�

ÅÆÇ

GR?�x1� � 1

2p

�
G�kx�

R?�kx� exp�ikxx1� dkx ; �5:2�

r?�x; s� �
�x�s
xÿs
GR?�x1� exp�ÿik1xx1� dx1 ; �5:3�

~E�kx� ì ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊ ×ÖÐÍÙËË E exp�ik1xx�, E � const
Ë G�kx� ì ÒÖÕß ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË kx.

¯ÂËÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ËÊÖÚÇÐÑ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË
R?�kx� ÐÂ ÑÔË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ kx. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2
ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÕÓË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË

��R?�y�j, ÅÆÇ y ì ÖÅÑÎ

ÒÂÆÇÐËâ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÒÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÒÑÆØÑÆÑÄ Í ÓÇÛÇÐËá ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÑÕÓÂÉÇÐËË ÒÎÑÔÍÑÌ
ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ÑÕ ÖÔËÎËÄÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ. ¬ÂÍ
ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐËÉÇ, ÆÎâ ÏÇÕÑÆÂ ¶ÖÓßÇ ÄÔÇ ÕÓË ÄÂÓËÂÐÕÂ
ÐÇ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚÂÕ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ Ë âÄÎâáÕÔâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏË,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏ ÒÑÎâ
ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ.

±ÓË e 002 < 0 ÕÑÚÍÂ ÄÇÕÄÎÇÐËâ kbr3 ÔÏÇÜÇÐÂ Ä ÐËÉÐáá
ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕß, Â ÕÑÚÍÂ ÄÇÕÄÎÇÐËâ kbr4 ì Ä ÄÇÓØÐáá,
ÒÑàÕÑÏÖ ÓÂÊÓÇÊÞ, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜËÇ ÒÓÂÄËÎßÐÞÌ ÑÃØÑÆ
ÕÑÚÇÍ ÄÇÕÄÎÇÐËâ, ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÔÑÄÏÇÔÕËÕß ÄÇÔß ÒÖÕß
G�kx� Ô ÑÔßá ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ. µÔËÎÇÐËÇ ÃÑÍÑÄÞØ
ÄÑÎÐ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ ÕÑÚÍÂÏË ÄÇÕÄÎÇÐËâ kbr3 Ë kbr4,
ÆÇÎÂáÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ ÖÚÇÕ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ Ô ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÞÏË kx. ±ÓÑÄÇÆÇÏ ÓÂÊÓÇÊÞ, ÒÓÑØÑÆâÜËÇ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ
ÑÔË ÏÐËÏÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ Ë ÔÑÇÆËÐâáÜËÇ ÕÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ
kbr1 Ë kbr3 Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË Ä ÄÇÓØÐÇÌ
ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË, Â ÕÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ kbr2 Ë kbr4 ì Ä ÐËÉÐÇÌ
(ÓËÔ. 3). ±ÖÕß ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÓÑØÑÆËÕ ÒÑ ÄÔÇÌ ÑÔË
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ Ë ÃÇÓÇÅÂÏ ÓÂÊÓÇÊÑÄ L3 Ë L4.

£ÞÃÑÓ ÎËÔÕÂ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÆÎâR?�kx;o1� Ä
(5.1) ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÖÔÎÑÄËÌ

lim
jk 0xj!1

k2z�kx;o1�
k1z�kx;o1� � 1 ; lim

jk 0xj!1
R?�kx;o1� � 0 ; �5:4�

ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÎÇÆÖáÕ ËÊ ÒÓËÐâÕÑÅÑ ÒÓÂÄËÎÂ ÑÃØÑÆÂ ÕÑÚÇÍ
ÄÇÕÄÎÇÐËâ Ë (3.5). ±ÓË àÕÑÏ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓËÐÙËÒÖ ÒÓËÚËÐ-
ÐÑÔÕË Ë ÕÓÇÃÑÄÂÐËá ÔØÑÆËÏÑÔÕË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ¶ÖÓßÇ ÆÎâ
ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ÒÖÚÍÂ k1z�kx;o1� ! ijk 0xj, ÇÔÎË jk 0xj ! 1.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËÌ k2z Ë R? ÐÂ ÑÔË
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ kx. £ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ
ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ, ÅÆÇ ÿk 02 < kx < k 02, k 02z�kx� > 0,
k 002z�kx� < 0 Ë

��R?�kx��� < 1. ¶ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÓÇÎÑÏ-
ÎÇÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ ÑÕ ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ
ÔÓÇÆ, Â ËØ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÕ Ô ÖÄÇÎË-
ÚÇÐËÇÏ z. µÔËÎÇÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ
ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. £ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÒÓÑÒÖÔ-
ÍÂÐËâ, ÅÆÇ k 02 < jkxj < k1, k 02z�kx� < 0, k 002z�kx� > 0 Ë��R?�kx��� > 1. ¶ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ Í ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ, Â ËØ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÏÇÐßÛÂáÕÔâ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ z. £
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21
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jR?j

²ËÔ. 2. £ÂÓËÂÐÕÞ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
��R?�y��� ÑÕ ÖÅÎÂ ÒÂÆÇÐËâ y ÆÎâ e 01 � 4,

e 001 � 0, e 02 � 2;25, e 002 � ÿ0;01, ycr � 48�30 0: 1 ì R?�y� � R?��y�,
04y < ycr; R?�y� � R?ÿ�y�, ycr < y4 p=2; 2 ì R?�y� � R?ÿ�y�; 3 ì
R?�y� � R?��y�.
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ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÖÔËÎÇÐËÇ ×ÖÓßÇ-
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ. £ ÕÑÚÍÂØ A3 Ë A4 ÒÇÓÇ-
ÔÇÚÇÐËâ ÓÂÊÓÇÊÑÄ L3 Ë L4 Ô ÑÔßá ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ,
ÅÆÇ kx � �k 02 Ë y � ycr � arcsin�k 02=k1�, ÄÇÎËÚËÐÂ R?�kx�
ÏÇÐâÇÕÔâ ÔÍÂÚÍÑÏ Ä ÔÄâÊË Ô ÒÇÓÇØÑÆÑÏ Ô ÑÆÐÑÅÑ ÎËÔÕÂ
ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÐÂ ÆÓÖÅÑÌ ÎËÔÕ. ¥ÂÐÐÂâ ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕß ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÓËÄÑÌ 1 ÐÂ ÓËÔ. 2 Ë ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä [4,
7, 9].

¦ÔÎË ÓÂÊÓÇÊÞ L3 Ë L4 ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÕß ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÚÕÑÃÞ ÕÑÚÍË A3 Ë A4 ÔÏÇÔÕËÎËÔß ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Í
kx � 0, ÕÑ ÆÎâ ÄÔÇØ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ kx 6� 0 k 02z�kx� < 0,
k 002z�kx� > 0 Ë

��R?�kx��� > 1. ¶ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÓÇÎÑÏ-
ÎÇÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ Í ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ
ÔÓÇÆ, Â ËØ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÏÇÐßÛÂáÕÔâ Ô
ÓÑÔÕÑÏ z. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÖÔËÎÇÐËÇ ×ÖÓßÇ-
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË kx 6� 0.
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß

��R?�y���, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ Ä [6],
ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÓËÄÑÌ 2 ÐÂ ÓËÔ. 2.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÔÏÇÜÇÐËâ ÕÑÚÍË A4 Ä ÑÃÎÂÔÕß kx ! ÿ1, Â
ÕÑÚÍË A3 Ä ÑÃÎÂÔÕß kx ! �1, ÆÎâ ÄÔÇØ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ
ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË kx k 02z�kx� > 0,
k 002z�kx� < 0 Ë

��R?�kx��� < 1. ¶ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÓÇÎÑÏ-
ÎÇÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ ÑÕ ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ
ÔÓÇÆ, Â ËØ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÕ Ô ÖÄÇÎËÚÇ-
ÐËÇÏ z. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÑÕÓÂÉÇÐ-
ÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÐÇ ÖÔËÎËÄÂáÕÔâ. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß

��R?�y��� ÆÎâ
àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÓËÄÑÌ 3 ÐÂ ÓËÔ. 2 Ë ÒÑÎÖÚÇÐÂ
Ä [8].

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÓÂÊÓÇÊÑÄ Ë ÔÏÇÜÇÐËâ
ÕÑÚÇÍ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÓÂÊÓÇÊÑÄ Ô ÑÔßá ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ ÐËÍÂÍ ÐÇ ÄÎËâáÕ ÐÂ ËÐÕÇÅÓÂÎ ¶ÖÓßÇ, Â ËÊÏÇÐâáÕ
ÕÑÎßÍÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ ÄÍÎÂÆÑÄ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕ Ô ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË Ë ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË kx. ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÄÔÇ ÕÓË ÄÂÓËÂÐÕÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÎÑÔÍËØ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ
ÄÑÎÐ âÄÎâáÕÔâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏË. ³ÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÂÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÑ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÓÂÊÎËÚÐÞÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÇ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË R?�kx� ÐÂ ÑÔË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑÊÓÂÚÐÞØ Ë ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÑÕÓÂÉÂáÜËØ
ÔÓÇÆ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÓÂÊÓÇÊÞ, ÒÇÓÇÔÇÍÂá-
ÜËÇ ÑÔß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ.

¦ÔÎË ÖÔËÎÇÐËÇ ÏÂÎÑ Ë jk 002 js91, ÒÑÎÇ Er�x; t� ÐÂ
ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÆÇÎÇÐÑ ÐÂ
ÒÑÎÇ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË jxj < s Ë ÒÑÎÇ ÃÑÍÑ-

ÄÞØ ÄÑÎÐ, ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÑÃÎÂÔÕË x4 s, 1=jk1 ÿ k2j ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ [16]

Er�x; t� � 1����������������������
p�k1 ÿ k2�

p (
~E�k1�
x3=2

exp

�
i

�
k1xÿ o1t� 3p

4

��
�

�
~E�k2�
x3=2

exp

�
i

�
k2xÿ o1t� p

4

��)
: �5:5�

£ ÑÃÎÂÔÕË x5 ÿ s,ÿ1=jk1 ÿ k2j ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ ÆÄÇ ÂÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÞÇ ÃÑÍÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ Ô ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎß-
ÐÞÏË ~E�ÿk1� Ë ~E�ÿk2�, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËÇÔâ ÑÕ ÑÃÎÂÔÕË
ÒÂÆÇÐËâ ÒÖÚÍÂ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (5.5) ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÑ ÆÎâ ÒÓÑÊÓÂÚÐÞØ �k 002 � 0� Ë ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ �k 002 > 0�
ÑÕÓÂÉÂáÜËØ ÔÓÇÆ. ¡ÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË ¤ÓËÐÂ (5.2) ÕÂÍÉÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏË ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËâÏË, ÅÆÇ ~E�k1� � ~E�k2� � ~E�ÿk1� � ~E�ÿk2� � 1.

¥Îâ ÖÔËÎËÄÂáÜÇÌ ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ
ÒÇÓÇØÑÆ Í ÒÎÑÔÍÑÌ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÞÏ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÃÑÍÑÄÞØ
ÄÑÎÐ Ô ×ÂÊÑÄÞÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏË �o1=k2 àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÓÂÔÕÖÕ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ jxj Ë ËÐÕÇÅÓÂÎ ¶ÖÓßÇ (5.3) ÓÂÔØÑ-
ÆËÕÔâ, ÇÔÎË s!1. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ
ÄÞÃÑÓÂ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÑÅÑ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ. £Â-
ÓËÂÐÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ R?�kx�, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ ÍÓËÄÑÌ 1 ÐÂ
ÓËÔ. 2, ÃÑÎÇÇ ÒÓÇÆÒÑÚÕËÕÇÎÇÐ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÑÎÇ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ¶ÖÓßÇ ÒÑ ÑÔË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ kx,
Â ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ Ä ÄËÆÇ ÖÔËÎËÄÂÇÏÞØ ÃÑÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ ì
ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ¶ÖÓßÇ ÒÑ ÃÇÓÇÅÂÏ ÓÂÊÓÇÊÑÄ L3 Ë L4.

£ÐÇ ÏÂÎÞØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ Ô ÓÂÊÏÇÓÂÏË Dkx � jk 002 j Ë ÙÇÐÕ-
ÓÂÏË Ä ÕÑÚÍÂØ kx � �k 02 (ÄÃÎËÊË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÅÎÂ
ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÕÓÂÉÇÐËâ), Â ÕÂÍÉÇ ÄÐÇ ÑÃÎÂÔÕË ÔÍÑÎßÊâÜÇÅÑ
ÒÂÆÇÐËâ kx � k1, Ô ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÏÑÉÐÑ ÔÚË-
ÕÂÕß, ÚÕÑ

r?

�
x � 0; s � 1

jk 002 j
�
� R?�k1x� : �5:6�

£ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÖÔËÎÇÐËÇ ÑÕÓÂ-
ÉÇÐÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÆÎâ jxj < s, ÒÓËÚÇÏ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇ

��r?�x � 0; s � 1=jk 002 j�
�� ÐÇ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ

ÊÐÂÚÇÐËÇ
��R?�k1x���, ÅÆÇ k 02 < jk1xj < k1.

¥Îâ ÖÔËÎËÄÂáÜÇÌ ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ Ô e 02�o1� < 0
ÕÑÚÍÂ ÄÇÕÄÎÇÐËâ kbr3�o1� ÎÇÉËÕ Ä ÑÃÎÂÔÕË k 0x < 0, Â ÕÑÚÍÂ
ÄÇÕÄÎÇÐËâ kbr4�o1� ì Ä ÑÃÎÂÔÕË k 0x > 0, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ
ÓËÔ. 3. ¢ÑÍÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÇ ÆÂÐÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË
ÄÇÕÄÎÇÐËâ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ Í ÑÃÎÂÔÕË ÒÂÆÇÐËâ ÒÖÚÍÂ, Â
ËØ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÏÇÐßÛÂáÕÔâ Ô ÖÄÇÎËÚÇ-
ÐËÇÏ jxj. ¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÑÚÇÄËÆÐÞÏ, ÇÔÎË
ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÊÂÍÑÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÃÑÍÑ-
ÄÞØ ÄÑÎÐ Ë ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ Ô kx � 0 ÔÑÄÒÂÆÂáÕ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎ 4).

¥Îâ ÖÔËÎËÄÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ Ô e 02 > 0 ×ÖÐÍÙËâ k2z�kx;o�
ÒÓË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ kx 6� 0 ËÏÇÇÕ ÕÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ Ä ÑÃÎÂ-
ÔÕË o 00 > 0, ÒÑàÕÑÏÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ¬ÓÂÏÇÓÔÂ ë¬ÓÑÐËÅÂ
(3.9) ÐÇ ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ, Â ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÒÑÎâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ

E�x; t� � E�t� exp�ikxx� ; �5:7�

ÅÆÇ kx ì ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ, âÄÎâÇÕÔâ ÂÃÔÑÎáÕÐÑ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ. µÚÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕË ËÊÎÖÚÇÐËâ ÄÆÑÎß
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²ËÔ. 3. ²ÂÔÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÕÑÚÇÍ ÄÇÕÄÎÇÐËâ kbr1;2 ÆÎâ e 01�o� > 0, e 001 �o� � 0 Ë
kbr3;4 ÆÎâ 1ì e 01�o� > e 02�o� > 0, e 002 �o� < 0 Ë 2ì e 02�o� < 0, e 002 �o� < 0.
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ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕ ÂÃÔÑÎáÕÐÖá ÐÇÖ-
ÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ä ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÖá, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÖá ÖÔËÎËÄÂÇ-
ÏÞÏË ÃÑÍÑÄÞÏË ÄÑÎÐÂÏË [16].

¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÞ ÒÑ ÑÕÓÂÉÇÐËá ÔÄÇÕÂ ÑÕ ÖÔËÎËÄÂáÜËØ
ÔÓÇÆ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÆÇÌ-
ÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÖÔËÎÇÐËÇ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ ÔÄÇÕÂ [18 ë
22]. ±ÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÆÑÔÕËÅÂÎ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÑÓâÆÍÂ 103, ÚÕÑ ÐÂ
ÆÄÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ jR?; kj2
ÆÎâ ÒÎÑÔÍËØ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË
ÄÂÉÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ je 002 j5 e 02 [10]. °ÃÐÂÓÖÉÇÐÐÑÇ ÓÂÔØÑÉÆÇÐËÇ
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕßá ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ,
ÍÑÅÆÂ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÅÑ ÔÄÇÕÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐÂ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË ÑÕ ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ [7, 10,
23]. ¶ËÊËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ, ÄÞÊÞÄÂáÜËÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß
ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ Ä ÖÔÎÑÄËâØ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÐÂÍÂÚÍË,
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä [23].

±ÓË ÑÒËÔÂÐËË ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÎÑÔÍËØ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÄÑÎÐ ÑÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÄÆÑÎß ÑÔË z ÔÓÇÆÞ ÄÑÊÐËÍÂáÕ
ÕÑÚÐÑ ÕÂÍËÇ ÉÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ÍÂÍ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ

e2�z� � e2�1� � De2 exp
�
ÿ z

h

�
�5:8�

(ÅÆÇ 0 < e2�1� < e1, De2 � De 02 � iDe 002 , De 02 Ë De 002 < 0 ì
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ, h ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÆÎËÐÂ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË) ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ
ÒÎÑÔÍÑÌ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ
ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÆÇÐËâ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ [10]
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Jn�1 Ë Jn ì ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ 1-ÅÑ ÓÑÆÂ Ô ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË
ËÐÆÇÍÔÂÏË, n�ÿ2ik2z�1�h Ë k2z�1��

�
e2�1�o2=c2ÿk2x

�1=2
.

¥Îâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ R?�kx;o� ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÒÓËÐâÕß ÒÓÂÄËÎÑ ÑÃØÑÆÂ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ, ÒÓÑÄÇÔÕË
ÓÂÊÓÇÊÞ, ÔÑÇÆËÐâáÜËÇ ÕÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ k1z Ë k2z�1� Ô
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË, Ë ÄÞÃÓÂÕß ÎËÔÕÞ
ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÆÎâ ÆÄÖÊÐÂÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ k1z Ë
k2z�1�. ¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ËÐÆÇÍÔÞ ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÇÔÔÇÎâ, ÊÂÆÂá-
ÜËÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÓË z!1,
ÕÂÍÉÇ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË ÕÑÎßÍÑ
ÒÑÔÎÇ ÒÓÑÄÇÆÇÐËâ ÓÂÊÓÇÊÑÄ Ë ÄÞÃÑÓÂ ÎËÔÕÂ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÆÎâ k2z�1�. £ÔÇ ÑÒÇÓÂÙËË Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ×ÖÓßÇ-ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÒÓËÐÙËÒÂ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË Ä ÄËÆÇ ÖÔÎÑÄËÌ ÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËÇ ÒÇÓÇÆÐËØ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞØ ×ÓÑÐÕÑÄ ÒÂÆÂáÜÇÌ, ÑÕÓÂ-
ÉÇÐÐÑÌ Ë ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐ ÒÑ ÐÑÓÏÂÎË Ë ÄÆÑÎß
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ.

±ÖÕÇÏ ÒÑÆÃÑÓÂ ÄÇÎËÚËÐ De 02, De 002 < 0 Ë h ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ÎáÃÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ

��R?�kx;o1�
��. £ ÔÎÖÚÂÇ ÔËÎßÐÑÌ

ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ o1h=c � 1, ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÄÇ-
ÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ kx ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎß ÄÞÓÂÉÇÐËâ (5.9) ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ
Ä ÐÖÎß, ÚÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÔÄÇÕÂ Ä
ÒÓËÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÏ ÔÎÑÇ ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ [10]. ³ÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÖÅÎÞ ÒÂÆÇÐËâ ÎÇÉÂÕ Ä ÐÇÃÑÎßÛÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑ-
ÔÕË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÅÎÂ ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ycr. ¯ÇÊÂÄË-

ÔËÏÑ ÑÕ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÔÄÇÕÂ ÒÓË De 02 < 0 àÕË ÖÅÎÞ ÄÔÇÅÆÂ
ÏÇÐßÛÇ ycr, Â ÒÓË De 02 > 0 ì ÄÔÇÅÆÂ ÃÑÎßÛÇ ycr. ¬ÓËÕËÚÇ-
ÔÍËÌ ÖÅÑÎ ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÄÞÆÇÎÇÐ Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ
ÄÃÎËÊË ÐÇÅÑ ÒÑÓÑÅ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÒÓË ÐÂËÏÇÐß-
ÛÇÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÇ ÖÔËÎÇÐËâ.

6. ¯ÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÔÕß ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÂÕÑÏÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ ÔÓÇÆÞ

µÔËÎÇÐËÇ ÔÄÇÕÂ, ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ ÑÕ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÖÔËÎËÄÂá-
ÜÇÌ ÔÓÇÆÞ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÏ ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÇÐÐÞØ ÂÕÑÏÑÄ ÔÓÇÆÞ. £ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ
ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ, ÅÆÇ e 02�o� < 0 ËÎË o2e 02�o�=c2 < k2x,
e 02�o� > 0, ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞÇ ÂÕÑÏÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÕ Ô àÍÔ-
ÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂáÜËÏË ÄÑÎÐÂÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄâÊÂÐÞ
Ô ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ Ë ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÔÄÑÃÑÆÐÞÏ
ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÔÕß ÄÞÐÖÉ-
ÆÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÂÕÑÏÂ Ä ÒÑÎÇ ÕÂÍËØ ÄÑÎÐ ÕÓÇÃÖÇÕ
ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ.

£ ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÑÃÏÇÐ àÐÇÓ-
ÅËÇÌ, ËÏÒÖÎßÔÑÏ Ë ÏÑÏÇÐÕÑÏ ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÇÉÆÖ ÂÕÑÏÑÏ Ë
ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÑÎâ-
ÓËÊÖÇÏÑÔÕË ÂÕÑÏÂ a � a 0 � ia 00, ÅÆÇ a 00 > 0 ÆÎâ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ Ë a 00 < 0 ÆÎâ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÂÕÑÏÂ.
±ÑÎÐÞÌ ÒÑÕÑÍ ÄÇÍÕÑÓÂ±ÑÌÐÕËÐÅÂ S ÚÇÓÇÊ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÖá
ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß F, ÑØÄÂÕÞÄÂáÜÖá ÂÕÑÏ Ô ÆË-
ÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ p � aE0 exp�ÿiot�, ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÞÏ
ÒÑÎÇÏ ÚÂÔÕÑÕÞ o, ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÕÓÇØ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ. ±ÇÓÄÑÇ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÒÑÎâ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ Ë Ä
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá. £ÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÒÑÎÇÏ ÆËÒÑÎâ Ë ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ jaj2. °ÃÂ àÕËØ
ÔÎÂÅÂÇÏÞØ ÐÇ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÏ ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ
ÂÕÑÏÂ.

´ÓÇÕßÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Iint ËÏÇÇÕ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÖá ÒÓË-
ÓÑÆÖ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÒÑÎÇÏ ÒÂÆÂáÜÇÌ
ÄÑÎÐÞ, ÕÂÍ Ë ÒÑÎÇÏ ÆËÒÑÎâ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓÇÏÇ±ÑÌÐÕËÐÅÂ

Iint �
�
F

Sint dF � ÿ 1

2
a 00ojE0j2 ; �6:1�

ÅÆÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ E0 ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ ÃÇÓÇÕÔâ Ä
ÕÑÚÍÇ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÂÕÑÏÂ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ (6.1) àÐÇÓÅÑÑÃÏÇÐ
ÏÇÉÆÖ ÂÕÑÏÑÏ Ë ÄÑÎÐÑÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐ-
ÐÞÏ ÒÑÕÑÍÑÏ Iint, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ-
ÐÑÔÕß ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÂÐËÊÑÕÓÑ-
ÒËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ Sint

ÄÇÍÕÑÓÂ ±ÑÌÐÕËÐÅÂ.
¥ÑÒÖÔÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÐÂ ÂÕÑÏ Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË

x � y � z � 0 ÒÂÆÂÇÕ ÒÎÑÔÍÂâ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ,
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÂâÔâ Ä ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË
x Ë ËÏÇáÜÂâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ k � �o=c; 0; 0�. ªÔÒÑÎßÊÖâ
×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ÒÑÎâ ÆËÒÑÎâ Ä ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÊÑÐÇ Ë ÒÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂâ, ÚÕÑ ÄÑÎÐÂ ËÏÇÇÕ ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛËÇ, ÐÑ ÍÑÐÇÚÐÞÇ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÞ, ÏÑÉÐÑ Ä ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÏ ÄËÆÇ
ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÄÇÔß ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË
Iint ÒÓÑØÑÆËÕ ÚÇÓÇÊ ÒÎÑÔÍÑÔÕß x � const > 0 Ë ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (6.1) [24, 25]. ¥Îâ ÐÇÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÑÅÑ
ÂÕÑÏÂ a 00 > 0, ÒÑàÕÑÏÖ Iint < 0. ±ÑÎÐÞÌ ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË
ÄÆÑÎß ÑÔË x, ÒÇÓÇÐÑÔËÏÑÌ ÔÖÏÏÂÓÐÞÏ ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ,
ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÂÕÑÏÑÏ ÚÂÔÕË
ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ. ¥Îâ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÑÅÑ ÂÕÑÏÂ
a 00 < 0, ÒÑàÕÑÏÖ Iint > 0, Ë ÒÑÎÐÞÌ ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË ÄÆÑÎß
ÑÔË x ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ. ¿ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÏÖ
ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÏÖ ËÊÎÖÚÇÐËá ÂÕÑÏÂ.
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°ÃÏÇÐ ËÏÒÖÎßÔÑÏ Ë ÏÑÏÇÐÕÑÏ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÞÏË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏËÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ ÆÎâ ÔÖÏÏÂÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÂÆÂá-
ÜÇÌ ÄÑÎÐÞ Ë ÆËÒÑÎâ [26]. £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÔÍÑÌ ÏÑÐÑØÓÑÏÂ-
ÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ ÄÞÛÇ, ÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ËÏÒÖÎßÔÂ Px Í àÐÇÓÅËËW, ÒÇÓÇÐÑÔËÏÞØ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐ-
ÐÞÏ ÒÑÕÑÍÑÏ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ [26]

Px

W
� kx

o
; �6:2�

ÅÆÇ kx � o=c, Ë ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ ÆÎâ
ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ. ªÏÇÐÐÑ àÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÅÑÄÑÓËÕß ÑÃ ËÔÒÖÔÍÂÐËË ÂÕÑÏÑÏ ×ÑÕÑÐÂ ÒÎÑÔÍÑÌ ÏÑÐÑ-
ØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÅËÒÑÕÇÊÂ ÑÃ
"ËÅÑÎßÚÂÕÑÏ" ËÊÎÖÚÇÐËË ÂÕÑÏÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ËÊÎËÛÐÇÌ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÔÕß ÇÅÑ ÄÞÐÖÉ-
ÆÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ.

±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ÐÂ ÂÕÑÏ ÒÂÆÂÇÕ ÒÎÑÔÍÂâ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕË-
ÚÇÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÂâÔâ Ä ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË x Ë àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂáÜÂâ
ÄÆÑÎß ÑÔË z. £ÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÒÓÑÇÍÙËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ
ÐÂ ÑÔß x ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá kx > o=c, ÒÓË àÕÑÏ ÒÓÑ-
ÇÍÙËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÐÂ ÑÔß z kz � i�k2x ÿ o2=c2�1=2
ËÏÇÇÕ ÏÐËÏÖá ÄÇÎËÚËÐÖ. ²ÂÔÚÇÕ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÇÔß
ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÕÑÍ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ
(6.1), ÒÓÑØÑÆËÕ ÚÇÓÇÊ ÒÎÑÔÍÑÔÕß z � const < 0, Õ.Ç. ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÒÑÕÑÍÖ àÐÇÓÅËË, ÒÇÓÇÐÑÔËÏÑÌ
ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÑÌ ÄÆÑÎß ÑÔË x [24, 25]. ±ÓË a 00 > 0
ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ Ä ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË z, Â ÒÓË a 00 < 0 ì Ä ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË z, Õ.Ç. Ä ÔÕÑÓÑÐÖ àÍÔÒÑÐÇÐÙË-
ÂÎßÐÑÅÑ ÓÑÔÕÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ.

£ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÑÕ ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÌ
ÔÓÇÆÞ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÑÕ
ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ Ä ÅÎÖÃß ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ, Â Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÖÔËÎËÄÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ ì Í ÅÓÂÐËÙÇ (ÖÔËÎËÄÂÇÕ
ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ). ¿ÕÑÕ ÄÞÄÑÆ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÑÏ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5 ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÒÓËÐÙËÒÂ
ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË. ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÎ-
ÐÑÅÑ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÕÑÍ ÒÇÓÇÐÑÔËÕ
ÚÇÓÇÊ ÅÓÂÐËÙÖ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ ËÏÒÖÎßÔÂ Px,
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÖá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá (6.2), ÅÆÇ kx > o=c [26].
ªÊÏÇÓÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÕÆÂÚË ÂÕÑÏÂ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜÇÅÑ Ô àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÑÌ ÒÓË ÒÑÎ-
ÐÑÏÑÕÓÂÉÇÐËË ÔÄÇÕÂ, ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ Ô (6.2) [27, 28]. ±ÇÓÇÐÑÔ
ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÞÏ ÒÑÕÑÍÑÏ ÏÑÏÇÐÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÑÃÎÂ-
ÔÕË ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔÄÇÕÂ ÓÂÊÎËÚÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ Ä [26].

£ ÔÓÇÆÇ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇ-
ÏÑÔÕßá ÒÑÎÇ ÆËÒÑÎâ, ÔÑÄÇÓÛÂáÜÇÅÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÇ
ÍÑÎÇÃÂÐËâ, àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂÇÕ Ô ÓÂÔÔÕÑâÐËÇÏ Ë
ÐÇ ÒÇÓÇÐÑÔËÕ àÐÇÓÅËá. °ÆÐÂÍÑ, ÇÔÎË ÆËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÂÕÑÏÂ ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÕÔâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ, ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜÇÌ ÒÓË ÐÑÓÏÂÎßÐÑÏ ÒÂÆÇÐËË ÒÎÑÔÍÑÌ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÕÑ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÏÇÐâÇÕÔâ. ³ÂÏÂ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÂâ
ÄÑÎÐÂ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂÇÕ ÒÑ ÐÑÓÏÂÎË Í ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ Ë ÐÇ ÒÇÓÇÐÑÔËÕ àÐÇÓÅËá. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ
ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËâ ÓÇÂÍÕËÄÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÑÎÇÌ ÆËÒÑÎâ Ë
ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ×ÑÓÏËÓÖÇÕ ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (6.1) [30].

¦ÔÎË a 00 > 0, ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ Í ÂÕÑÏÖ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÊÂÕÖØÂ-
ÐËâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. ±ÓË a 00 < 0 ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÙËÑÐ-

ÐÞÌ ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÑÕ ÂÕÑÏÂ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÓÑÔÕÂ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, Õ.Ç. Í
ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ Ë ÖÔËÎËÄÂÇÕ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÇ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËÇ. £ ÑÕÐÑÛÇÐËË ÏÇØÂÐËÊÏÂ ÒÇÓÇÐÑÔÂ àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÂÐÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËâ ËÏÇÇÕ ÔØÑÆÔÕÄÑ Ô ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ÃÇÊÞÊÎÖÚÂÕÇÎßÐÑÅÑ
ÒÇÓÇÐÑÔÂ àÐÇÓÅËË ÏÇÉÆÖ ÂÕÑÏÂÏË Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÊÄÂÐ
ÕÖÐÐÇÎßÐÞÏ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞÏ ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ [30]. °ÕÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ (6.2) ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß.
¥ÓÖÅÑÌ ÄÑÊÏÑÉÐÞÌ ÄÂÓËÂÐÕ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞØ
ÂÕÑÏÑÄ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑ-
ÐËÙÂÇÏÑÔÕßá ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ Ä [29].

£ ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË ÚÇÓÇÊ
ÅÓÂÐËÙÖ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇÏ ÒÓÇ-
ÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ë àÐÇÓÅÑÑÃÏÇÐÑÏ ÏÇÉÆÖ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐ-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ Ë ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÑÌ. £ ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÒÓÑÒÖ-
ÔÍÂÐËâ ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÂâ ÄÑÎÐÂ ÊÂÐË-
ÏÂÇÕ ÔÎÑÌ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ, ÒÑàÕÑÏÖ ÇÇ ×ÑÓÏËÓÑÄÂ-
ÐËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÊÂ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÒÑÕÑÍ
àÐÇÓÅËË ÚÇÓÇÊ ÅÓÂÐËÙÖ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ àÐÇÓÅÑÑÃ-
ÏÇÐÑÏ ÏÇÉÆÖ Ô×ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ Ë
ÂÕÑÏÂÏË ÔÓÇÆÞ, Â ÇÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÂÕÑÏÑÄ Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÓÇÎÑ-
ÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ.

®ÇÐââ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ
ÔÓÇÆ, ÏÑÉÐÑ ÖÒÓÂÄÎâÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì
ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ë, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ,
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÔÕßá ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐ-
ÐÞØ ÂÕÑÏÑÄ ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÉÐÑ
ÓÇÂÎËÊÑÄÂÕß ÖÔËÎÇÐËÇ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÌ, ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ Ë
ÃÑÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ, Â ÕÂÍÉÇ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÂÃÔÑÎáÕ-
ÐÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ [16]. £ÞÐÖÉÆÇÐ-
ÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÂÕÑÏÑÄ Ä ÒÑÎÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂá-
ÜËØ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÅÓÂÐËÙÇÌ ÓÂÊÆÇÎÂ
ÔÓÇÆ, ÄÔÇÅÆÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÅÑ ÓÑÔÕÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ àÕËØ ÄÑÎÐ, Â ÐÇ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË
ÒÇÓÇÐÑÔÂ àÐÇÓÅËË. ªÏÇÐÐÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÕÂÍÑÌ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ-
ÐÑÔÕË ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐ-
ÐÂâ ÄÑÎÐÂ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÂâÔâ Í ÅÓÂÐËÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ.

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

©ÂÆÂÚÂ ÑÃ ÑÕÓÂÉÇÐËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÔÕÂÄËÕÔâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ x Ë ÄÓÇÏÇÐ-
ÐoÂ Ì t ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÅÆÇ ×ÑÓÏÖÎËÓÖáÕÔâ
ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ Ë ÒÓËÐÙËÒ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË, ÑÒÓÇÆÇÎâá-
ÜËÌ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÇÓÇÆÐËØ ÂÏÒÎËÕÖÆ-
ÐÞØ ×ÓÑÐÕÑÄ ÒÂÆÂáÜÇÅÑ, ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ Ë ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËÌ. ´ÑÎßÍÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÅÑ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ ÍÂÍ ÒÑ x, ÕÂÍ Ë ÒÑ t ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÓËÐÙËÒ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË Ë ÒÑÎÖÚËÕß
ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÞØ ÔÓÇÆ ÃÇÊ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚË. ¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÎÇ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÎÑÍÂÎßÐÞÌ
ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÖá
×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ.

®ÇÕÑÆ ¶ÖÓßÇ ÒÇÓÇÄÑÆËÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÂÐÐÑÌ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ
ÊÂÆÂÚË Ä ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ
×ÖÓßÇ-ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ kx Ë o, ÅÆÇ ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË ÂÏÒÎËÕÖÆ-
ÐÑÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÑÊÄÑ-
ÎâáÕ ÔÓÂÊÖ ÖÄËÆÇÕß ÔÒÇÙË×ËÍÖ ÑÕÓÂÉÇÐËâ, ÔÄâÊÂÐÐÖá Ô
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ. ªÊ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑ-
ÄËÌ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ ÐÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË ÒÂÆÂáÜÇÅÑ Ë
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ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËÌ ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÑÕÆÇÎßÐÑ ÄÊâÕÑÌ
ÕÑÚÍË �kx;o�. ±ÓËÐÙËÒ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕ ÎËÛß ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ
ÑÕÓÂÉÇÐËâ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÓË joj ! 1 Ë ÐÇ ÖÔÕÓÂÐâÇÕ
ËÏÇáÜÖáÔâ ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕß. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËÌ, ÅÆÇ ÑÆÐÂ Ë ÕÂ ÉÇ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ Ä ÓÂÊÐÞØ ×ÖÓßÇ-
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâØ ËÏÇÇÕ ÓÂÊÐÞÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÇ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ ÑÕÓÂÉÇÐËâ.

±ÑÎÖÚÇÐËÇ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÍÂÍ ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ×ÖÓßÇ-ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÅÆÇ ÊÂÆÂÐËÇ
ÒÓÂÄËÎÂ ÑÃØÑÆÂ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ, ÒÓÑÄÇÆÇÐËÇ ÓÂÊÓÇÊÑÄ Ë
ÄÞÃÑÓ ÎËÔÕÂ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓËÐÙËÒÑÏ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË. ¡ÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ Ä ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÒÖÕÇÏ ÂÐÂÎËÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ËÊ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÑÃÎÂÔÕË, ÅÆÇ
jo 0j ! 1. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÓÂÄËÎÑ ÑÕÃÑÓÂ ×ÖÓßÇ-
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÂÏÇÐËÕß ÐÂ
ÍÓËÕÇÓËÌ ÄÞÃÑÓÂ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÑÅÑ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËâ.

¦ÔÎË ÒÓË ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕË Ë
ÛËÓËÐÞ ËÏÒÖÎßÔÂ ÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÒÓÇÆÇÎ r1, ÕÑ ÑÐ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÑÆÐËÏ ËÊ ÆÄÖØ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÎÑÔÍËØ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ R� ËÎË Rÿ,
ÆÑÒÖÔÍÂÇÏÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÕÂÍÑÇ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ, ÍÑÅÆÂ
ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ
×ÖÓßÇ-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô r1. °ÃÞÚÐÑ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÇ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÆÎâ ÒÓÑÊÓÂÚÐÞØ Ë
ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÑÕÓÂÉÂáÜËØ ÔÓÇÆ ÑÃÎÂÆÂáÕ ËÏÇÐÐÑ
ÕÂÍËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ. ¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ËÊÏÇÓâÇÏÞÇ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÞ ÑÕÓÂÉÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÇ ×ÑÓÏÖÎÂÏË ¶ÓÇ-
ÐÇÎâ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÄâÊÞÄÂÕß Ô ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÎÑÍÂÎßÐÞÏ
ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ,
ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÏ ÒÓËÐÙËÒÑÏ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË Ë
ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË.

¥ËÔÍÖÔÔËË, ÒÑÔÄâÜÇÐÐÞÇ ÑÕÓÂÉÇÐËá ÔÄÇÕÂ ÑÕ ÖÔËÎË-
ÄÂáÜËØ, Â ÕÂÍÉÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔÓÇÆ, ÅÆÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÄÑÒÓÑÔÂ Ñ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË ÅËÔÕÇÓÇÊËÔÐÞØ âÄÎÇÐËÌ ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÐÇÄÑÊ-
ÏÑÉÐÞÏ Ä ÓÂÏÍÂØ ÏÑÆÇÎË ÒÎÑÔÍÑÌ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÞ [31], ÒÑÊÄÑÎËÎË Ô ÐÑÄÞØ ÒÑÊËÙËÌ ÒÑÔÏÑÕÓÇÕß ÐÂ
×ÑÓÏÖÎÞ ¶ÓÇÐÇÎâ Ë ÆÂÕß ËÏ ÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÖá ×ËÊËÚÇÔÍÖá
ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá. ¿ÕÑÕ ÒÑÆØÑÆ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÒÓËÐÙËÒÇ
ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ Ë ÔÍÑÓÑÔÕß
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÇÓÇÆÐÇÅÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ àÎÇÍÕ-

ÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ì ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍË ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÄÄÇÆÇÐÐÑÌ . ¢ÓËÎÎáàÐÑÏ Ë
¡. ©ÑÏÏÇÓ×ÇÎßÆÑÏ. ±Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÔÕß ÓÇÛÇ-
ÐËâ ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÑÕÓÂÉÇÐËË ËÏÒÖÎßÔÂ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÑÏ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÇ-
ÓÇÆÐËØ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞØ ×ÓÑÐÕÑÄ ÄÔÇØ ÕÓÇØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ,
ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÓÇÆ.

¡ÄÕÑÓ ÃÎÂÅÑÆÂÓÇÐ £.. ¤ËÐÊÃÖÓÅÖ, ¢.©. ¬ÂÙÇÐÇÎÇÐ-
ÃÂÖÏÖ, ¡.¯. °ÓÂÇÄÔÍÑÏÖ, ³.¯. ³ÕÑÎâÓÑÄÖ Ë £.£. ºÇÄ-
ÚÇÐÍÑ ÊÂ ËÐÕÇÓÇÔ Í ÓÂÃÑÕÇ Ë ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ.
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Fresnel formulas and the principle of causality
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Amethod is considered whereby Fresnel formulas for transparent, absorbing, and amplifying linear media are uniquely determined by
passing to the plane-monochromatic-wave limit of an electromagnetic pulse, using the principle of causality, and employing the
analytical properties of the amplitude reêection coefécient of the Fourier components of the pulse.
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