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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

©ÂÆÂÚÂ Ñ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÆÄÖØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ
ÛÂÓÑÄ âÄÎâÇÕÔâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ Ë ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ Ä ÓâÆÇ
ÏÑÐÑÅÓÂ×ËÌ Ë ÖÚÇÃÐÑ-ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍËØ ÒÑÔÑÃËÌ [1 ë 6].
°ÆÐÂÍÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ Ä ÐËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ
ÐÑÔËÕ Ä ÃÑÎßÛÇÌ ÔÕÇÒÇÐË ×ÑÓÏÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ (ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ä ÄËÆÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞØ ÓâÆÑÄ), ÚÕÑ ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÒÑÎÖÚËÕß ÑÕÄÇÕÞ ÐÂ ÒÓÑÔÕÞÇ, ÐÑ ÄÂÉÐÞÇ Ô ÐÂÖÚÐÑ-
ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÄÑÒÓÑÔÞ. ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ
ÕÂÍÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÐÂ ÃÎËÊÍËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÏÇÉÆÖ
ÛÂÓÂÏË ÐÇ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÊÂÍÑÐÖ ¬ÖÎÑÐÂ. £ÑÊÐËÍÂáÕ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÑÒÓÑÔÞ: ÍÂÍÑÄ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÌ ÑÕ

ÊÂÍÑÐÂ ¬ÖÎÑÐÂ? ÍÂÍÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ ÑÛËÃÍÖ ÆÂÇÕ ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ (Õ.Ç. ÊÂÏÇÐÂ ÛÂÓÑÄ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏË
ÕÑÚÇÚÐÞÏË ÊÂÓâÆÂÏË, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÏË Ä ÙÇÐÕÓÂØ
ÛÂÓÑÄ) ÒÓË ÓÂÔÚÇÕÇ ÔËÎÞ Ë àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ?
¿ÕË ÄÑÒÓÑÔÞ ÐÇ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ Ä ÐÂÖÚÐÑ-ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ
ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÊÂÆÂÚË Ñ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËË ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÛÂÓËÍÑÄ ÏÑÉÐÑ ÄÔÕÓÇÕËÕß ÒÓÂÍÕËÚÇ-
ÔÍË Ä ÎáÃÑÏ ÛÍÑÎßÐÑÏ ËÎË ÄÖÊÑÄÔÍÑÏ ÊÂÆÂÚÐËÍÇ ÒÑ
×ËÊËÍÇ. £ÇÓÑâÕÐÑ, àÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ
ÅÓÑÏÑÊÆÍÑÔÕß ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ àÐÇÓÅËË Ë
ÔËÎÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÑÎÖ-
ÚËÕß ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÇ ÑÕÄÇÕÞ ÐÂ ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÄÑÒÓÑÔÞ. °ÆÐÂÍÑ
ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÇ ÒÓËÇÏÞ Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÄÞÚË-
ÔÎËÕÇÎßÐÑÌ ÕÇØÐËÍË ÆÇÎÂáÕ àÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ.

±ÓË ËÊÎÑÉÇÐËË ÏÂÕÇÓËÂÎÂ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÃÖÆÇÕ
ÖÆÇÎâÕßÔâ ÒÑÎÖÚÇÐËá Ë ÑÃÔÖÉÆÇÐËá ÍÑÐÇÚÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂ-
ÕÑÄ, ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ Ô ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞÏË ÄÞÍÎÂÆÍÂÏË
ÏÑÉÐÑ ÑÊÐÂÍÑÏËÕßÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [1].

2. ±ÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË
Ë ÏÇÕÑÆ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÂ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÛÂÓÂ Ô ÓÂÆËÖÔÂÏË R1 Ë R2,
ÐÂØÑÆâÜËØÔâ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË l5R1 � R2 ÏÇÉÆÖ ÙÇÐÕÓÂÏË
Ë ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÆÑ ÊÂÓâÆÑÄ q1 Ë q2 (ÓËÔ. 1). ªÐÕÇÓÇÔÖáÜËÇ
ÐÂÔ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá àÐÇÓÅËá ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÛÂÓÑÄ Ë
ÔËÎÖ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÖá ÐÂ ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÐËØ, ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß
ÕÂÍ:

W � 1

2
�q21s11 � 2s12q1q2 � q22s22� ;

Fl � ÿ qW
ql

: �1�

©ÆÇÔß s11, s12, s22 ìÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ.±ÓÑÜÇ
ÐÂÌÕË ÐÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÇ, Â ÇÏÍÑÔÕÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ,
ÒÑàÕÑÏÖ ÖÆÑÃÐÇÇ ÒÇÓÇÌÕË Ä (1) Í ÇÏÍÑÔÕÐÞÏ ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂÏ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ
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±ÑÆÓÑÃÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÑÕ ÊÂÍÑÐÂ ¬ÖÎÑÐÂ, ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÛÂÓÑÄ. ²ÂÔÔÚËÕÂÐÞ ÔËÎÞ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜËÇ ÐÂ ÛÂÓÞ, Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ
ÐËÏË. µÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ, ÚÕÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÑÆÐÑËÏÇÐÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÛÂÓÑÄ ÐÂ ÃÎËÊÍËØ ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËâØ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËÇ ÔÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓËÕâÉÇÐËÇÏ. ªÔÍÎáÚÇÐËÇ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ
ÊÂÓâÆÞÛÂÓÑÄ ÑÕÐÑÔâÕÔâ ÍÂÍ ÍÄÂÆÓÂÕÞ ËØ ÓÂÆËÖÔÑÄ: Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÛÂÓÞ ÄÔÇÅÆÂ ÑÕÕÂÎÍËÄÂáÕÔâ. £ ÔÎÖÚÂÇ
ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÛÂÓÑÄ, ËÏÇáÜËØ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÇ ÒÑ ÏÑÆÖÎá ÊÂÓâÆÞ, ÐÂÌÆÇÐÞ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ
àÐÇÓÅËÌ Ë ÔËÎ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ. ¢ÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÂÄÕÑ-
ÏÑÆÇÎßÐÑÔÕË.
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s11 � c22

c11c22 ÿ c212
;

s22 � s11
c11
c22

;

s12 � ÿ c12

c11c22 ÿ c212
: �2�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÏÇÕÑÆ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ, ÍÓÂÕÍÑ
ËÊÎÑÉËÏ ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ ÇÏÍÑÔÕ-
ÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ. ±Ñ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÇÏÍÑÔÕÐÞØ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÑÄ ÊÂÓâÆÞ ÐÂ ÛÂÓÂØ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

q1 � c11j1 � c21j2 ;

q2 � c12j1 � c22j2 :

©ÆÇÔß ÒÑ ÔÏÞÔÎÖ c11 ÇÔÕß ÊÂÓâÆ ÒÇÓÄÑÅÑ ÛÂÓÂ, Â c12 ì
ÄÕÑÓÑÅÑ, ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÇÓÄÑÅÑ ÛÂÓÂ ÓÂÄÇÐ
ÇÆËÐËÙÇ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÄÕÑÓÑÅÑ ÛÂÓÂ ÒÑÆÆÇÓÉËÄÂÇÕÔâ
ÓÂÄÐÞÏ ÐÖÎá. ®ÞÔÎÇÐÐÑ ÖÆÂÎËÄ ÒÑÍÂ ÊÂÓâÆ q1, ÒÑÏÇ-
ÔÕËÏ Ä ÙÇÐÕÓ ÒÇÓÄÑÅÑ ÛÂÓÂ ÊÂÓâÆ q � 4pe0R1. ´ÑÅÆÂ ÇÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÇÐ ÇÆËÐËÙÇ, ÐÑ ÒÓË àÕÑÏ ÐÂ ÄÕÑÓÑÏ
ÛÂÓÇ ÄÑÊÐËÍÐÇÕ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ, Õ.Ç. ÊÂÓâÆ q0. ®ÑÉÐÑ
ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÄÑÊÐËÍÐÇÕ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË
R 2

2 =l ÑÕ ÙÇÐÕÓÂ ÄÕÑÓÑÅÑ ÛÂÓÂ, Â ÇÔÎË ÇÅÑ ÄÇÎËÚËÐÂ ÃÖÆÇÕ
ÓÂÄÐÂ q0 � ÿ4pe0R1R2=l, ÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÄÕÑÓÑÅÑ ÛÂÓÂ
ÑÔÕÂÐÇÕÔâ ÓÂÄÐÞÏ ÐÖÎá. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË àÕÑÏ q0 ÃÖÆÇÕ
âÄÎâÕßÔâ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÆÎâ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ
q00 ÐÂ ÒÇÓÄÑÏ ÛÂÓÇ. ±ÑÆÃÑÓÑÏ ÄÇÎËÚËÐÞ q00 ÏÑÉÐÑ
ÕÂÍÉÇ ÆÑÃËÕßÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÇÆËÐËÙÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÛÂÓÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ ÛÂÓÇ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÊÂÓâÆÑÄ, ÒÑÆ-
ÃÑÓÑÏ ÄÇÎËÚËÐ ÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÉÐÑ ÆÑÃËÕßÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
ÇÆËÐËÙÇ Ë ÐÖÎá ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÄÕÑÓÑÅÑ ÛÂÓÑÄ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ±ÑÎÐÞÇ ÊÂÓâÆÞ ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ ËÊÛÂÓÑÄ ÒÓË
àÕÑÏ ÃÖÆÖÕ ÄÞÚËÔÎâÕßÔâ ÕÂÍ:

c11 � 4pe0R1 �
X1
n�1

q�2n� ;

c12 �
X1
n�1

q�2nÿ1� : �3�

¬Ñà××ËÙËÇÐÕ c22 ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ c11,
ËÔÒÑÎßÊÖâ ÔËÏÏÇÕÓËá ÊÂÆÂÚË.

3. £ÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ
Ë ÊÂÓâÉÇÐÐÑÅÑ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÅÑ ÛÂÓÂ

¯ÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ì àÕÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÅÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÅÑ ÛÂÓÂ ÓÂÆËÖÔÂ R Ë
ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ q2. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÛÂÓÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÄÔÇÅÑ ÑÆÐÑ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÊÂÆÂÚÂ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ

ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÄËÆÇ [3, 7]:

W � kq1q2
l
ÿ kq22R

3

2l2�l2 ÿ R2� ;

Fl � kq1q2
l2
ÿ kq22R

3�2l2 ÿ R2�
l3�l2 ÿ R2�2 ; �4�

ÅÆÇ k � 1=�4pe0�. ©ÂÒËÛÇÏ àÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ
×ÑÓÏÇ, ÄÞÃÓÂÄ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÇÆËÐËÙÞ ÆÎËÐÞ R, ÇÆËÐËÙÞ
àÐÇÓÅËË ì kq21=�2R�, ÇÆËÐËÙÞ ÔËÎÞ ì kq21=�2R2�. ´ÑÅÆÂ
ÒÑÎÖÚËÏ

W � a
�
2

x
ÿ a
x2�x2 ÿ 1�

�
;

Fx � 2a
�
1

x2
ÿ a�2x2 ÿ 1�
x3�x2 ÿ 1�2

�
; �5�

ÅÆÇ x � l=R, a � q2=q1. ³ÂÏÞÏ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÏ à××ÇÍÕÑÏ
àÕÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ âÄÎâÇÕÔâ ÔÏÇÐÂ ÊÐÂÍÂ Ö ÔËÎÞ ÒÓË
a > 0, Õ.Ç. Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÊÂÓâÆÞ ÑÆÐÑËÏÇÐÐÞÇ: ÔËÎÂ
ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÂâ ÐÂ ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÐËØ, ÏÑÉÇÕ
ÔÏÇÐËÕßÔâ ÔËÎÑÌ ÒÓËÕâÉÇÐËâ. ±ÓÑËÔØÑÆËÕ àÕÑ ÐÂ ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËâØ x0, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËá

a � x0�x20 ÿ 1�2
2x20 ÿ 1

: �6�

­ËÐËâ ÐÖÎÇÄÑÌ ÔËÎÞ x0�a� ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 2. °ÃÎÂÔÕß
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÐËÉÇ ÍÓËÄÑÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓËÕâÉÇÐËá
ÛÂÓÑÄ, ÄÞÛÇ ë ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËá. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ à××ÇÍÕ ÒÓËÕâ-
ÉÇÐËâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÓË ÕÑÚÇÚÐÑÏ ÊÂÓâÆÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÃÑÎßÛÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ ËÎË ÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËâØ ÊÂÓâÆÂ ÑÕ ÛÂÓÂ. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÐÂ ÎËÐËË
ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ, ÕÂÍ ÚÕÑ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÕÇÑÓÇ-
ÏÑÌ ªÓÐÛÑÖ àÕÑ ÓÂÄÐÑÄÇÔËÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ.

4. £ÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ
ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÛÂÓÑÄ

£ÞÚËÔÎÇÐËâ ÇÏÍÑÔÕÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÒÑ ÔØÇÏÇ (3),
ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [1], ÒÓËÄÑÆâÕ Í
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²ËÔ. 1. ¬ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÇÏÍÑÔÕÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÆÄÖØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ
ÛÂÓÑÄ.
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²ËÔ. 2. ­ËÐËâ ÐÖÎÇÄÑÌ ÔËÎÞ ÒÓË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ Ë
ÑÆÐÑËÏÇÐÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÅÑÛÂÓÂ. ¯ËÉÇ ÍÓËÄÑÌ ÑÃÎÂÔÕß ÆÇÌÔÕÄËâ ÔËÎÞ
ÒÓËÕâÉÇÐËâ, ÄÞÛÇ ì ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ.
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ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ:

c11� 4pe0R1g sinhb
X1
n�1

n
g sinh�nb� � sinh

��nÿ 1�b�oÿ1;
c12 � ÿ4pe0R1g

sinh b
�1� g�x

X1
n�1

�
sinh �nb��ÿ1 ;

c22 � 4pe0R1g sinh b
X1
n�1

n
sinh �nb� � g sinh

��nÿ 1�b�oÿ1 :
�7�

©ÆÇÔß g � R2=R1, ÊÂ ÇÆËÐËÙÖ ÆÎËÐÞ ÄÞÃÓÂÐÂ ÄÇÎËÚËÐÂ
R1 � R2, ÕÂÍ ÚÕÑ x ÇÔÕß ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ
ÙÇÐÕÓÂÏË x � l=�R1 � R2�. ±ÂÓÂÏÇÕÓ b ÔÄâÊÂÐ Ô ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËÇÏ ÏÇÉÆÖ ÙÇÐÕÓÂÏË ÛÂÓÑÄ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

cosh b � x2�1� g�2 ÿ �1� g2�
2g

� y : �8�

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÇÆËÐËÙÞ ËÊÏÇÓÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÄÞÃÇÓÇÏ ÄÇÎË-
ÚËÐÖ kjq1q2j=�R1 � R2�. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ àÐÇÓÅËË
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÛÂÓÑÄ ÒÑÎÖÚËÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

W � 1� g
2a

a2c11 ÿ 2ac12 � c22

c11c22 ÿ c212
: �9�

©ÆÇÔß ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ c11, c12, c22 ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË
(7) ÃÇÊ ÏÐÑÉËÕÇÎâ 4pe0R1.

£ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔËÎÞ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂ-
ÐËÇÏ (9) ÒÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËá ÏÇÉÆÖ ÙÇÐÕÓÂÏË ÛÂÓÑÄ x. £
ÇÆËÐËÙÂØ kjq1q2j=�R1 � R2�2 ÑÐÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐÑ Ä ×ÑÓÏÇ

Fx � ÿ qW
qx
� ÿ x�1� g�3

2ag sinhb
f�cik; c0ik� ; i; k � 1; 2 : �10�

©ÆÇÔß ÚÇÓÇÊ f ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÑ b ÑÕ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎâ Ä (9). ±ÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÑÕ ÇÏÍÑÔÕÐÞØ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÑÄ ÒÑ b, c0ik, ÄØÑÆâÜËÇ Ä f, ÕÂÍÉÇ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß,
Ë, ÄÄËÆÖ ËØ ÅÓÑÏÑÊÆÍÑÔÕË ÑÐË ÊÆÇÔß ÐÇ ÒÓËÄÑÆâÕÔâ ÕÂÍ ÉÇ,
ÍÂÍ Ë f.

¬ÂÍ ÖÉÇ ÅÑÄÑÓËÎÑÔß, ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÄÖØ ÛÂÓÑÄ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÇÔßÏÂ
ÊÂÕÓÖÆÐËÕÇÎßÐÑ, ÒÑàÕÑÏÖ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÓÂÔ-
ÚÇÕÑÏ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÄÔÇ ÚÎÇÐÞ ÄÔÇØ ÓâÆÑÄ ÄÞÓÂÊËÏ ÚÇÓÇÊ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá z � exp�ÿb�. ´ÑÅÆÂ c11 ÆÎâ ÒÓÑÅÓÂÏÏËÓÑÄÂ-
ÐËâ Ë ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÚÇÕÂ ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

c11 � 2g
�������������
y2 ÿ 1

p
�

�
X1
n�1

zn

�1ÿ z2n���1� gy� ÿ g
�������������
y2 ÿ 1

p
�1� z2n�=�1ÿ z2n�� :

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕÔâ Ë ÆÓÖÅËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ.
°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ y ÆÂÐÑ Ä (8). ³ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ n ÄÇÎËÚËÐÞ zn Ë
z2n ÖÃÞÄÂáÕ Ë, ÍÑÅÆÂ ÊÐÂÚÇÐËÇ zn ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÛËÐÐÑÅÑ
ÐÖÎâ, ÓÂÔÚÇÕ ÔÖÏÏÞ ÒÓÇÍÓÂÜÂÇÕÔâ.

¯ÂËÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÃÞÎË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÆÄÂ ÔÎÖÚÂâ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÓÂÊÐÞØ ÒÑ ÓÂÊÏÇÓÖ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÒÓÑÄÑ-
ÆâÜËØ ÛÂÓÑÄ, ÚÂÔÕÑ ÄÔÕÓÇÚÂáÜËÇÔâ Ä ÕÇÑÓËË Ë ÐÂ
ÒÓÂÍÕËÍÇ: (Â) ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÛÂÓÑÄ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÔÕË ÓÂÄÐÞ; (Ã) ÊÂÓâÆÞ ÛÂÓÑÄ ÑÕÐÑÔâÕÔâ ÍÂÍ ÍÄÂÆÓÂÕÞ
ËØ ÓÂÆËÖÔÑÄ.

Â) £ ÔÎÖÚÂÇ ÛÂÓÑÄ Ô ÓÂÄÐÞÏË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂÏË ÑÕÐÑÔËÕÇ-
ÎßÐÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË q2=q1 � R2=R1, Õ.Ç. a � g. ¿ÕÑ ÏÑÉÇÕ
ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ, ÇÔÎË ÊÂÓâÆÍÂ ÛÂÓÑÄ ÆÑ ËØ ÔÃÎËÉÇÐËâ
ÒÓÑËÔØÑÆËÎÂ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ Ë ÕÑÅÑ ÉÇ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÐÂÒÓâÉÇ-
ÐËâ, ÎËÃÑÒÑÕÇÐÙËÂÎÞÔÓÂÄÐâÎËÔß ÊÂ ÔÚÇÕ ÍÑÓÑÐÐÑÅÑ ÕÑÍÂ.

±ÓË a � g 6� 1 ÔËÎÂ ÐÂ ÃÎËÊÍËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÏÇÉÆÖ
ÛÂÓÂÏË âÄÎâÇÕÔâ ÔËÎÑÌ ÒÓËÕâÉÇÐËâ Ë ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÓË ÔÃÎËÉÇÐËË ÛÂÓÑÄ. ±ÓË ÖÆÂÎÇÐËË ÛÂÓÑÄ
ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ ÔËÎÂ ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ, ÔÕÂÐÑÄâÔß ÔËÎÑÌ ÑÕÕÂÎÍË-
ÄÂÐËâ, ÊÂÕÇÏ ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ Ë Ô ÆÂÎßÐÇÌÛËÏ
ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÛÂÓÂÏË ÐÂÚËÐÂÇÕ ÖÃÞ-
ÄÂÕß ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ, ÒÓËÃÎËÉÂáÜÇÏÖÔâ Í ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏÖ.
´ËÒËÚÐÞÌ ÅÓÂ×ËÍ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔËÎÞ ÑÕ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâÏÇÉÆÖÙÇÐÕÓÂÏËÛÂÓÑÄ (Ä ÇÆËÐËÙÂØ (R1 � R2))
ÆÎâ a � g � 4; 3 ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 3 ÍÓËÄÑÌ 3. ¬ÓËÄÂâ 4
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÑÚÇÚÐÑÏÖ ÊÂÓâÆÖ Ë ÛÂÓÖ ÒÓË a � 1, Â
ÍÓËÄÂâ 1 ì ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ. ¬ÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÐÖÎÇÄÑÌ
ÔËÎÞ Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÔËÎÞ ËÊÏÇÐâáÕÔâ Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ a (ËÎË g) ÍÂÍ 14x0 4 1;08
(ÐÖÎÇÄÂâ ÔËÎÂ) Ë x0 < xm 4 1;27 (ÏÂÍÔËÏÖÏ ÔËÎÞ).

¬ÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ, Ô ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÏÑÉÐÑ ÑÃÝâÔÐËÕß ÕÂÍ. ´ÑÚÇÚÐÞÌ ÊÂÓâÆ ÒÓËÕâ-
ÅËÄÂÇÕÔâ Í ÐÇÊÂÓâÉÇÐÐÑÏÖ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÏÖ ÛÂÓÖ Ä ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÐÂÄÇÆÇÐÐÞÇ ÊÂ ÔÚÇÕ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ËÐÆÖÍÙËË ÊÂÓâÆÞ, ÑÆÐÑËÏÇÐÐÞÇ Ô ÕÑÚÇÚÐÞÏ, ÓÂÔÒÑ-
ÎÑÉÇÐÞ ÐÂ ÛÂÓÇ ÆÂÎßÛÇ ÑÕ ÐÇÅÑ, Â ÓÂÊÐÑËÏÇÐÐÞÇ ì
ÃÎËÉÇ. ¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÐÂ ÛÂÓ ÒÑÏÇÔÕËÕß ÐÇÃÑÎßÛÑÌ ÊÂÓâÆ,
ÑÆÐÑËÏÇÐÐÞÌ Ô ÕÑÚÇÚÐÞÏ, ÕÑ à××ÇÍÕ ÒÓËÕâÉÇÐËâ ÏÑÉÇÕ
ÔÑØÓÂÐËÕßÔâ, Ä ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓËÃÎËÊËÕß
ÕÑÚÇÚÐÞÌ ÊÂÓâÆ Í ÛÂÓÖ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÆÇÎÑ ÑÃÔÕÑËÕ Ë Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÛÂÓÑÄ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÓÂÆËÖÔÑÄ;

Ã) ÒÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÊÂÓâÆÑÄ ÛÂÓÑÄ ÓÂÄÐÑ
ÍÄÂÆÓÂÕÖ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ËØ ÓÂÆËÖÔÑÄ, Õ.Ç. a � g2. ´ÂÍÂâ
ÔËÕÖÂÙËâ ÏÑÉÇÕ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÕßÔâ ÐÂ ÒÓÂÍÕËÍÇ, ÇÔÎË ÊÂÓâÆÞ
ÛÂÓÑÄ ÄÑÊÐËÍÂáÕ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËØ ËÐÆÖÍÙËÑÐÐÑÌ ÊÂÓâÆÍË
ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ. ¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ [8], Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÊÂÓâÆ ÐÂ ÛÂÓÇ ÓÂÆËÖÔÂ R ÓÂÄÇÐ
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²ËÔ. 3. ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÅÓÂ×ËÍË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔËÎÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÑÆÐÑËÏÇÐÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÛÂÓÑÄ ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÒÓË
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÑÕÐÑÛÇÐËâØ ËØ ÓÂÆËÖÔÑÄ Ë ÊÂÓâÆÑÄ: 1 ì ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÇ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ; 2ìÔËÎÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØÛÂÓÑÄ; 3ìÔËÎÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÛÂÓÑÄ Ô ÓÂÄÐÞÏË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂÏË; 4ì ÔËÎÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÑÚÇÚÐÑ-
ÅÑ ÊÂÓâÆÂ Ë ÛÂÓÂ Ô ÓÂÄÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ. £ÔÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÞ ÐÂ
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÖá ÔËÎÖ, ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÖá Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË,
FKm

.
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ÅÆÇ ca ì ÒÑÔÕÑâÐÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß, ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ÍÑÐÍÓÇÕ-
ÐÑÅÑ ÏÇØÂÐËÊÏÂ ÊÂÓâÆÍË, E0 ì ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß ÄÐÇÛÐÇÅÑ
ÒÑÎâ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÑÉËÆÂÐÐÑ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÔËÎÂ
ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ: ÑÐÂ ÆÎâ ÄÔÇØ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ ÏÇÉÆÖ
ÛÂÓÂÏË âÄÎâÇÕÔâ ÔËÎÑÌ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ. ±ÓË ÎáÃÞØ
ÑÕÐÑÛÇÐËâØ ÓÂÆËÖÔÑÄ g ÅÓÂ×ËÍ ÇÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÙÇÐÕÓÂÏË ÛÂÓÑÄ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ ÏÇÉÆÖ
ÍÓËÄÑÌ 1 Ë ÍÓËÄÑÌ 2, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ
ÛÂÓÂÏ g � a � 1 (ÔÏ. ÓËÔ. 3).

5. £ÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ
ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÛÂÓÑÄ

¯ÂËÃÑÎÇÇ ÚÂÔÕÑ Ä ÖÚÇÃÐÞØ Ë ÒÓËÍÎÂÆÐÞØ ÊÂÆÂÚÂØ ÓÇÚß
ËÆÇÕ ËÏÇÐÐÑ Ñ ÕÂÍÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË, ÒÑàÕÑÏÖ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ÇÅÑ ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ.

±ÖÔÕß ËÏÇáÕÔâ ÆÄÂ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÛÂÓÂ Ô
ÓÂÆËÖÔÑÏ R, ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÆÑ ÊÂÓâÆÂ q ÍÂÉÆÞÌ Ë ÐÂØÑÆâ-
ÜËØÔâ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË l ÏÇÉÆÖ ÙÇÐÕÓÂÏË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ [1]

c11 � c22 � 4pe0R sinhb
X1
n�1

n
sinh

��2nÿ 1�b�oÿ1 ;
c12 � ÿ4pe0R sinhb

X1
n�1

�
sinh�2nb��ÿ1 ;

Â ÒÂÓÂÏÇÕÓ b ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:
coshb � l=�2R� � x. £ÞÃÇÓÇÏ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÇÆËÐËÙÞ ÆÎËÐÞ
ÆËÂÏÇÕÓ ÛÂÓÑÄ 2R, Â Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÇÆËÐËÙÞ àÐÇÓÅËË ì
ÄÇÎËÚËÐÖ Wmax � kq2=�2R�. ´ÑÅÆÂ Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ×ÑÓÏÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÊÂÒËÛÇÕÔâ ÕÂÍ:

W � 2

sinhb
P1

n�1�ÿ1�Kn=sinh�nb�
; Kn � n� 1 : �11�

¬ÂÍ Ë ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÛÂÓÑÄ,
ËÏÇáÜËØ ÓÂÄÐÞÇ ÒÑ ÏÑÆÖÎá ÊÂÓâÆÞ, ÊÂÆÂÚÂ ÑÃ ËØ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÌ.

±ÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ
ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ, ÒÑàÕÑÏÖ ÍÂÎËÃÓÖÇÏ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÒÓË x!1 àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÛÂÓÑÄ
ÑÃÓÂÜÂÎÂÔß Ä ÐÖÎß. ±ÓË b4 1 sinhb � exp b, Ë ÊÐÂÏÇÐÂ-
ÕÇÎß ÄÞÓÂÉÇÐËâ (11) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

z1 � 1� exp�ÿb� :
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË b4 1 ËÏÇÇÏ z1 � 1, Ë ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÍÂÎËÃÓÑÄÂÐÐÂâ ÖÍÂÊÂÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÛÂÓÑÄ ÓÂÄÐÂ

W � 2

�
1

sinhb
P1

n�1�ÿ1�Kn=sinh�nb�
ÿ 1

�
: �12�

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÐÂËÃÑÎßÛËÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇ àÐÇÓÅËË Ä ÒÓÇÆÇÎÇ x! 1 �b! 0�, Õ.Ç. ÍÑÅÆÂ ÛÂÓÞ
ÔÑÒÓËÍÂÔÂáÕÔâ, ÕÂÍ ÍÂÍ ËÏÇÐÐÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÕÔâ
ÐÂËÃÑÎßÛÇÇ ÑÕÎËÚËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ ÛÂÓÑÄ
ÕÑÚÇÚÐÞÏË ÊÂÓâÆÂÏË Ä ËØ ÙÇÐÕÓÂØ. ²ÂÔÍÎÂÆÞÄÂâ ÊÐÂÏÇ-
ÐÂÕÇÎß Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ ÒÑ b, ÒÑÎÖÚËÏ ÔÖÏÏÖ ÊÐÂÍÑÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÅÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÓâÆÂ, ÍÑÕÑÓÂâ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ,
ÓÂÄÐÂ ln 2. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÂËÃÑÎßÛÂâ àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÛÂÓÑÄ ÓÂÄÐÂ

W � 2

�
1

ln 2
ÿ 1

�
� 0;885 :

£ ÔËÎÖ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÔÕË ÊÂÆÂÚË ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎÇÐ Ë ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË ÓÂÔÚÇÕÇ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑ-

ÆÇÌÔÕÄËâ ÑÆÐÑËÏÇÐÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÛÂÓÑÄ ÊÂÏÇÐÂ ËØ
ÕÑÚÇÚÐÞÏË ÊÂÓâÆÂÏË, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÏË Ä ÙÇÐÕÓÂØ, ÒÓË-
ÄÑÆËÕ Í ÑÛËÃÍÇ, ÐÇ ÒÓÇÄÞÛÂáÜÇÌ � 12%. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 4
ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÓÇÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÛÂÓÑÄ Í ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÙÇÐÕÓÂÏË (ÍÓËÄÂâ 1), ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÑÇ ÐÂ
ÍÑÏÒßáÕÇÓÇ ÍÂÍ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (12), ÖÏÐÑÉÇÐÐÑÇ ÐÂ x.

´ÇÒÇÓß ÐÂÌÆÇÏ ÔËÎÖ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÖá ÐÂ ÍÂÉÆÞÌ ÛÂÓ.
ªÏÇÇÏ

Fx � ÿ qW
qx
� qb

qx
qc11=qb� qc12=qb

�c11 � c12�2
:

°ÒÖÔÍÂâ ÄÞÍÎÂÆÍË, ÒÓËÄÇÆÇÏ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ,
ÊÂÒËÔÂÐÐÞÌ Ä ÇÆËÐËÙÂØ ÔËÎÞ Fm � kq2=�4R2�:

Fx � 2

P1
n�1�ÿ1�Kn

�
cothbÿ n coth�nb��=sinh�nb��

sinhb
P1

n�1�ÿ1�Kn=sinh�nb�
�2 : �13�

¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÓÇÂÎßÐÑÌ ÔËÎÞ Í ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ, ÒÑÎÖÚÂáÜÇÌÔâ ÒÓË ÒÑÏÇÜÇÐËË ÊÂÓâ-
ÆÑÄ Ä ÙÇÐÕÓÞ ÛÂÓÑÄ, ÖÏÐÑÉËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (13) ÐÂ x2.
±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÕÂÃÖÎËÓÑÄÂÎÑÔß ÐÂ ÍÑÏÒßáÕÇÓÇ.
²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÐÂ ÓËÔ. 5, ÍÓËÄÂâ 1. ±ÓË ÔÃÎËÉÇ-
ÐËË ÛÂÓÑÄ ÆÑ x � 1;001 ÊÐÂÚÇÐËÇ ÓÇÂÎßÐÑÌ ÔËÎÞ, ÆÇÌ-
ÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂ ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÛÂÓÑÄ, ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í � 0;6157
ÔËÎÞ ¬ÖÎÑÐÂ. ±ÇÓÄÞÇ ÕÓË ÊÐÂÚÂÜËÇ ÙË×ÓÞ ÔÑØÓÂÐâáÕÔâ
Ë ÒÓË x � 1;00001, ÐÑ ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÐÂÆÇÉÐÑÅÑ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÂ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÔÖÏÏÂØ ÓâÆÑÄ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÔÑØÓÂÐâÕß ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ ÄÒÎÑÕß ÆÑ 10ÿ60. ¯ÂÆÇÉÐÑÔÕß
ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ Ë ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ
ÒÓË ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÏ ÓÂÔÚÇÕÇ ÔËÎÞ Ë àÐÇÓÅËË ÐÂ ÍÑÏÒßáÕÇÓÇ
ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËÇ � 0;8857, ÍÑÕÑÓÑÇ Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÕÓÇØ ÊÐÂÚÂÜËØ ÙË×Ó ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÐÂÌÆÇÐ-
ÐÞÏ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË.
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²ËÔ. 4. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÓÇÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÛÂÓÑÄ Í àÐÇÓÅËË, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑÌ Ä ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÙÇÐÕÓÂÏË ÛÂÓÑÄ: 1 ì
ÑÆÐÑËÏÇÐÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÞÇ ÛÂÓÞ; 2ìÊÂÓâÆÞ ÐÂÛÂÓÂØ ÓÂÊÐÞØ ÊÐÂÍÑÄ.
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´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ ÔÑÒÓËÍÂÔÂáÜËØÔâ ÊÂÓâ-
ÉÇÐÐÞØ ÛÂÓÑÄ ÕÑÚÇÚÐÞÏË ÊÂÓâÆÂÏË, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÏË Ä
ËØ ÙÇÐÕÓÂØ, ÒÓË ÓÂÔÚÇÕÇ ÔËÎÞ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂ ÛÂÓÞ,
ÔÑÄÇÓÛÂÇÕÔâ ÑÛËÃÍÂ ÒÓËÏÇÓÐÑ Ä 39%, ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ
ÓÂÆËÖÔÂ ÛÂÓÑÄ Ë ÄÇÎËÚËÐÞ ÊÂÓâÆÑÄ ÐÂ ÐËØ. °ÆÐÂÍÑ
ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕß ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÃÞÔÕÓÑ ÖÏÇÐß-
ÛÂÇÕÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÙÇÐÕÓÂÏË Ë ÐÂ
ÓÂÔÔÕÑâÐËË, ÓÂÄÐÑÏ ÖÆÄÑÇÐÐÑÏÖ ÆËÂÏÇÕÓÖ ÛÂÓÑÄ, ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÖÉÇ ÏÇÐÇÇ 10%.

±ÇÓÇÌÆÇÏ Í ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÓÂÊÐÑË-
ÏÇÐÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÛÂÓÑÄ. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÛÂÓÑÄ ËÏÇÇÏ ÕÂÍÉÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (11), ÐÑ ÒÓË Kn � 0, ÕÂÍ
ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÓâÆ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÊÐÂÍÑÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ.
±ÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ b ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎß ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâW
ÄÐÑÄß ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í 1, ÒÑàÕÑÏÖ ÑÕÍÂÎËÃÓÑÄÂÐÐÂâ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÄËÆ (12) Ô Kn � 0. ±ÑÔÍÑÎß-
ÍÖ ÕÇÒÇÓß ÒÓË ÏÂÎÞØ b Ä ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÔÖÏÏÂ
ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÓâÆÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÓÂÔØÑÆËÕÔâ, ÕÑ ÒÓË
b5 1 �x! 1� ËÏÇÇÏ W � ÿ2, Õ.Ç. àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÆÄÖØ ÓÂÊÐÑËÏÇÐÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÛÂÓÑÄ ÐÂ ÑÚÇÐß
ÃÎËÊÍÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ Ä ÆÄÂ ÓÂÊÂ ÃÑÎßÛÇ
àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÊÂÓâ-
ÆÑÄ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ Ä ÙÇÐÕÓÂØ ÛÂÓÑÄ.

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ àÐÇÓ-
ÅËË (12) ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ x, ÒÑÎÖÚËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔËÎÞ,
ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂ ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÛÂÓÑÄ ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÞ ÆÓÖÅÑÅÑ, Ä
ÄËÆÇ (13), ÐÑ Ô Kn � 0. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÍÑÏÒßáÕÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÚÇÕÂ
àÐÇÓÅËË Ë ÔËÎÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÛÂÓÑÄ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 4 Ë 5, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÙË×ÓÂÏË 2
ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÞ ÍÓËÄÞÇ, ÒÑÍÂÊÞÄÂáÜËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÌ ÓÇÂÎßÐÞØ ÔËÎ Ë àÐÇÓÅËÌ Í ÒÑÎÖÚÂáÜËÏÔâ Ä
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ Ô ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÛÂÓÂÏË ÔËÎÂ ÒÓËÕâÉÇÐËâ, ÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜÂâ ÐÂ ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÐËØ, ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË.

6. £ÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÛÂÓÂ
Ô ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕßá

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÇÏÍÑÔÕÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ËÏÇÇÏ [1]:

c11 � ÿc12 � 4pe0R sinhb
X1
n�1

1

sinh�nb� ; c22 !1 :

©ÆÇÔß ÒÂÓÂÏÇÕÓ b ÔÄâÊÂÐ Ô ÓÂÔÔÕÑâÐËÇÏ ÑÕ ÙÇÐÕÓÂÛÂÓÂ ÆÑ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË d ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ coshb � d=R � x. ´ÑÅÆÂ ËÊ (1)
ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÒÑÎÖÚËÏ W � q2=�2c11�, ÅÆÇ
qì ÊÂÓâÆ ÛÂÓÂ. ³ËÎÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÂÍ:

Fx � ÿ qW
qd
� q2

2Rc211 sinhb
qc11
qb

:

£ÞÒÑÎÐââ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ, ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÂáÜÇÇÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔËÎÞ Ä ÆÂÐÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÆÎâ ÔËÎÞ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑ ÊÂÓâÉÇÐ-
ÐÞØ ÛÂÓÑÄ (×ÑÓÏÖÎÂ (13) ÒÓË Kn � 0).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓÑÄÑÆâÜÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ×ÑÓÏËÓÖÇÕ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÅÑ ÛÂÓÂ ÕÂÍ, ÚÕÑ
ÔËÎÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ ÐÇÌ Ë ÛÂÓÑÏ ÓÂÄÐÂ ÔËÎÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏË ÒÓÑÕËÄÑÒÑ-
ÎÑÉÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÞÏËÛÂÓÂÏË, ÐÂØÑÆâÜËÏËÔâ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËË 2d ÏÇÉÆÖ ÙÇÐÕÓÂÏË.

7. ¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ ÔËÎ

±ÑÎÖÚËÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔËÎ ÒÓË
ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÏÇÉÆÖ ÛÂÓÂÏË, ËÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ
ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ë®ÂÍÎÑÓÇÐÂ [8]. ±ÓË àÕÑÏ ÖÆÇÓ-
ÉËÏ Ä ÐÇÌ ÎËÛß ÒÇÓÄÞÇ ÕÓË ÔÎÂÅÂÇÏÞØ, ÆÂáÜËØ ÑÔÐÑÄÐÑÌ
ÄÍÎÂÆ. ªÏÇÇÏXm

k�0
f�k� �

�m
0

f�t� dt� 1

2

�
f�0� � f�m�� : �14�

©ÆÇÔß f�t� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ, ÔÕÑâÜÇÌ ÒÑÆ ÊÐÂÍÑÏ
ÔÖÏÏÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÓâÆÂ. £ÞÚËÔÎââ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ
(14) ÚËÔÎËÕÇÎß (13) ÒÓË Kn � 0, k � nÿ 1,m � 1, ÒÑÎÖÚËÏ
ÆÎâ ÐÇÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ I1:

I1 � ÿ 1

b2

�
�b cothbÿ 1� ln

�
tanh

b
2

�
� b
sinhb

�
:

±ÓË b5 1 �x � coshb� ËÏÇÇÏ

I1 � ÿ 1

2�xÿ 1� :

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎâ (13) ÒÓË Kn � 0
ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ

I2 � ln
2

b
� 1

2
� 1

2

�
ln

2

xÿ 1
� 1

�
:

°ÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÂâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ ÔËÎÞ,
ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂ ÃÎËÊÍÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ ÓÂÊÐÑËÏÇÐÐÑ
ÊÂÓâÉÇÐÐÞÇ ÛÂÓÞ, ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

Fx � ÿ 4

�xÿ 1�� ln�2=�xÿ 1�� � 1
	2 : �15�

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÓÂÔÚÇÕÑÏ ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ ×ÑÓ-
ÏÖÎÂ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÔËÎÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÛÂÓÑÄ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÓË ËØ ÔÃÎËÉÇÐËË �x! 1�. ²ÂÔÚÇÕ
ÔËÎÞ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (15) ÒÓË x � 1;001 ÆÂÇÕ Fx � ÿ54;1 Ä
ÇÆËÐËÙÂØ ÔËÎÞ, ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÑÌ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË. ¹ËÔÎÇÐÐÞÌ ÓÂÔÚÇÕ Ô ÖÆÇÓÉÂÐËÇÏ 1985 ÚÎÇÐÑÄ ÓâÆÂ
ÆÂÇÕ Fx � ÿ52;0. °ÕÎËÚËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÑÍÑÎÑ
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²ËÔ. 5. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÓÇÂÎßÐÑÌ ÔËÎÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÛÂÓÑÄ Í ÔËÎÇ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑÌ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÙÇÐÕÓÂÏË ÛÂÓÑÄ: 1 ì ÑÆÐÑ-
ËÏÇÐÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÞÇ ÛÂÓÞ; 2ì ÊÂÓâÆÞ ÐÂ ÛÂÓÂØ ÓÂÊÐÞØ ÊÐÂÍÑÄ.

7 µ¶¯, Õ. 169, å 4
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4%, Â Ô ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ x Í 1 àÕÑ ÑÕÎËÚËÇ ÇÜÇ ÖÏÇÐß-
ÛÂÇÕÔâ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÐÂÌÆÇÏ ÕÇÒÇÓß ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ
ÔËÎÞ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂ ÃÎËÊÍÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ ÑÆÐÑ-
ËÏÇÐÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÞÇ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÇ ÛÂÓÞ. ¥Îâ àÕÑÅÑ Ä (13)
ÒÑÎÑÉËÏ Kn � n� 1 Ë Í ÚËÔÎËÕÇÎá ÒÓËÏÇÐËÏ ×ÑÓÏÖÎÖ
ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ë®ÂÍÎÑÓÇÐÂ (14) ÆÄÂÉÆÞ: ÑÆËÐ
ÓÂÊ Í ÐÇÚÇÕÐÑÏÖ ÓâÆÖ, ÆÓÖÅÑÌ ÓÂÊ Í ÚÇÕÐÑÏÖ. °ÒÖÔÍÂâ
ÄÞÍÎÂÆÍË, ÒÓËÄÇÆÇÏ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÚËÔÎËÕÇÎâ (13):

I3 � 1

2b2

�
�b cothbÿ 1� ln

�
tanhb

tanh�b=2�
�
ÿ

ÿ
�

b
sinhb

ÿ 2b
sinh 2b

��
ÿ 1

2

cothbÿ 2 coth 2b
sinh 2b

:

±ÓË b5 1 Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞØ ÒÑ b ÔÎÂÅÂÇÏÞØ
ËÏÇÇÏ

I3 � ln 2

6
� 0;116 :

¹ËÔÎÇÐÐÞÌ ÓÂÔÚÇÕ Ô ÖÆÇÓÉÂÐËÇÏ 1985 ÔÎÂÅÂÇÏÞØ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÓâÆÂ ÒÓË x � 1;001 ÆÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÚËÔÎË-
ÕÇÎâ I3 � 0;148.

´ÂÍ ÍÂÍ Ä ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔËÎÞ (13) ÒÓË
Kn � n� 1 Ë b5 1 ËÏÇÇÏ ÄÐÑÄß ÔÖÏÏÖ ÊÐÂÍÑÐÑÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÑÅÑ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÓâÆÂ, ÕÑ ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎß ÂÔËÏÒÕÑÕË-
ÚÇÔÍË ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ln2 2, Â ÔËÎÂ Ä ÇÆËÐËÙÂØ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ Í

Fx � 1

3 ln 2
� 0;481 :

¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÓÂÔÚÇÕ ÆÂÇÕ ÆÎâ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ÊÐÂÚÇÐËÇ � 0;615. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÕÎËÚËÇ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ � 20%.

8. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÒÓÑÄÇÆÇÐÐÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ
ÕÑ, ÚÕÑ à××ÇÍÕ ÒÓËÕâÉÇÐËâ ÑÆÐÑËÏÇÐÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ
ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÕÇÎ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ Ä ÖÚÇÃÐÑ-
ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÚËÕÂÇÕÔâ, ÒÑ-ÄËÆË-
ÏÑÏÖ, ÐÇÍËÏ ÓÇÆÍËÏ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ, ì àÕÑ ÔÕÑÎß ÉÇ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐÐÑÇ âÄÎÇÐËÇ, ÍÂÍ Ë ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËÇ. ¥ÓÖ-
ÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÖÍÂÊÂÕß ÖÔÎÑÄËâ, ÒÓË
ÍÑÕÑÓÞØ ÆÄÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÑÆÐÑËÏÇÐÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ
ÛÂÓÂ ÃÖÆÖÕ ÒÓËÕâÅËÄÂÕßÔâ. °ÃÔÖÉÆÂÇÏÞÌ ÐÇÕÓÂÆËÙËÑÐ-
ÐÞÌ à××ÇÍÕ ËÏÇÇÕ ÅÎÖÃÑÍÖá ÂÐÂÎÑÅËá Ä ÏËÍÓÑ×ËÊËÍÇ:
àÕÑ ÄÂÐ-ÆÇÓ-ÄÂÂÎßÔÑÄÑ ÒÓËÕâÉÇÐËÇ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÞØ Ô×ÇÓË-
ÚÇÔÍË ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙ [10].

£ ÓÂÏÍÂØ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÛÂÓÑÄ ËÔÍÎáÚÇÐËÇ ÔÑÔÕÂ-

ÄËÎ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÊÂÓâÆÞ ÛÂÓÑÄ ÑÕÐÑÔâÕÔâ ÍÂÍ ÍÄÂÆÓÂÕÞ
ËØ ÓÂÆËÖÔÑÄ: Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËÇ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÐÂ
ÎáÃÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÏÇÉÆÖ ÛÂÓÂÏË. ¯Ñ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, Ë
Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ÐÂ ÒÓÑ-
ÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÌ (Õ.Ç. ÛÂÓÞ ÃÖÆÖÕ ÒÓËÕâÅËÄÂÕßÔâ), ÇÔÎË Ä
ÓÂÏÍÂØ ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÆÓÖÅÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍË ÊÂÆÂÚË ÄÂÐ-ÆÇÓ-
ÄÂÂÎßÔÑÄÑ ÒÓËÕâÉÇÐËÇ ÑÍÂÉÇÕÔâ ÍÑÐÍÖÓÇÐÕÐÑÔÒÑÔÑÃÐÞÏ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏÖ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËá.

°ÔÑÃÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÞØ ÑÆÐÑËÏÇÐÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÛÂÓÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÕÂÍÉÇ
ÑÕÕÂÎÍËÄÂáÕÔâ ÄÔÇÅÆÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÐÂ ÃÎËÊÍËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ
ÏÇÉÆÖ ÛÂÓÂÏË ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ, ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎß-
ÊÖÇÏÑÇ ÒÓË ÓÂÔÚÇÕÇ ÔËÎÞ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂ ÛÂÓÞ, ÆÂÇÕ
ÑÛËÃÍÖ ÆÑ 39%, ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÂ ÛÂÓÑÄ Ë
ÄÇÎËÚËÐÞ ÊÂÓâÆÑÄ ÐÂ ÐËØ. ´Ñ ÉÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ, ËÔÒÑÎß-
ÊÖÇÏÑÇ ÒÓË ÓÂÔÚÇÕÇ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÛÂÓÑÄ, ÆÂÇÕ
ÑÛËÃÍÖ ÆÑ 12%.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÊÐÑËÏÇÐÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ
ÛÂÓÑÄ ÒÓË ËØ ÔÃÎËÉÇÐËË ÔËÎÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÄÑÊÓÂ-
ÔÕÂÇÕ ÆÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÑÌ, Ä ÏÑÏÇÐÕ ÍÂÔÂÐËâ Ä ÆÄÂ ÓÂÊÂ
ÒÓÇÄÞÛÂáÜËÌ ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÖá Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÕÑÉÇ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÑÄ
ÛÂÓÑÄ Ë ÄÇÎËÚËÐÞ ÊÂÓâÆÑÄ ÐÂ ÐËØ, Õ.Ç. âÄÎâÇÕÔâ ÂÄÕÑ-
ÏÑÆÇÎßÐÞÏ.

±ÓÑÄÑÆâÜÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ×ÑÓÏËÓÖÇÕ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ
ÊÇÓÍÂÎßÐÑÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÅÑ ÛÂÓÂ, Ô ÍÑÕÑÓÞÏ
Ë ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÓÇÂÎßÐÑÅÑ ÛÂÓÂ.

ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ¿ÌÎÇÓÂë
®ÂÍÎÑÓÇÐÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÐÂÌÕË ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ ÔËÎ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÏÇÉÆÖ
ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏË ÛÂÓÂÏË, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕÇÎßÐÑ ÔÑÅÎÂÔÖá-
ÜËÇÔâ Ô ÄÞÔÑÍÑÕÑÚÐÞÏË ÏÂÛËÐÐÞÏË ÓÂÔÚÇÕÂÏË.
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Departures from Coulomb's law displayed by two electrostatically interacting conducting balls are examined in detail. By computing

forces on the balls as a function of the ball separation, it is found that at short separations a switch from repulsion to attraction occurs in

the general case of arbitrary, likely charged balls. The only exception is the case in which the charges of the balls are proportional to the

squares of their radii: such balls always repels each other. For identical balls of equal absolute charge, asymptotic short-separation

relations for energies and forces are found. For most of the results obtained the self-similarity property is shown to apply.
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