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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

¶ËÊËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÒÓÑËÔØÑÆâÕ ÚÂÔÕÑ Ä ÔÎÑÉÐÞØ
ÔÓÇÆÂØ, ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ
ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ØÂÑÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
Ë ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. ²ÇÛÇÐËÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ ÆÎâ àÕËØ
ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË
ÃÇÊÐÂÆÇÉÐÑ ËÊ-ÊÂ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑÌÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÎÑÉÐÑ-
ÔÕË ÊÂÆÂÚ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎÇÌ ËÐÕÇÓÇÔÖáÕ
ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÓÑÕÇÍÂáÜËØ âÄÎÇÐËÌ, ÃÇÊ ÑÕÄÎÇ-
ÚÇÐËâ ÐÂ ÚÂÔÕÐÑÔÕË. ±ÑàÕÑÏÖ ÑÚÇÐß ÒÓËÄÎÇÍÂÕÇÎßÐÑÌ
ÑÍÂÊÂÎÂÔß ËÆÇâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ØÑÓÑÛÑ ÓÂÊÄËÕÞÌ ÏÂÕÇÏÂ-
ÕËÚÇÔÍËÌ ÂÒÒÂÓÂÕ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë ÒÑÎÇÌ, Õ.Ç.
ÄÏÇÔÕÑ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ËÔÔÎÇÆÖÇÏÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏÖ ÂÐÔÂÏ-
ÃÎá ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÄÔÇ ÊÂÆÂÚË ×ËÊËÍË ÂÕÏÑÔ×ÇÓÞ Ë ÑÍÇÂÐÂ
Ä ÕÑÌ ËÎË ËÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÑÔÐÑÄÞÄÂáÕÔâ ÐÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÏ
ÂÐÂÎËÊÇ.

£ÄÇÆÇÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÔÕË Ä ÒÂÓÂÏÇÕÓÂØ ÔÓÇÆÞ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ
ÔÕÑØÂÔÕËÚÐÑÔÕß Ä ÔÂÏËØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÑÎâØ. ªÐÆËÄËÆÖÂÎß-
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Ä ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ

£.ª. ¬ÎâÙÍËÐ, ¥. ¤ÖÓÂÓËÌ

£ ÓÂÃÑÕÇ ËÊÎÂÅÂáÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ËÆÇË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë ÒÑÎÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ âÄÎÇÐËÌ Ä ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ. ´ÂÍËÇ âÄÎÇÐËâ,
ÒÓÑËÔØÑÆâÜËÇ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ, ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÑÕÆÇÎßÐÞÏË ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏË
ÔËÔÕÇÏ Ë ËØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË. ®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÏÔâ ÂÐÂÎËÊÑÏ âÄÎÇÐËâ ÒÇÓÇÃÓÑÔÂ ÒÑÆ
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔËÎ Ä ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚÂØ; ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ
Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ; ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎâØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ
ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ. £ÔÇ àÕË âÄÎÇÐËâ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂáÕÔâ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÇÆËÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÑÅÑ ÐÂ ÂÐÂÎËÊÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐÞØ
ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ.
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ÐÞÇ ÓÇÂÎËÊÂÙËË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ
r�R; t�, ÅÆÇ R � fx; yg, ÐÂÒÑÏËÐÂáÕ ÔÎÑÉÐÞÌ ÅÑÓÐÞÌ
ÎÂÐÆÛÂ×Õ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË ÒËÍÂÏË, ÒÓÑ-
ÄÂÎÂÏË, ØÓÇÃÕÂÏË Ë ÒÇÓÇÄÂÎÂÏË. °ÃÞÚÐÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÇ
ÏÇÕÑÆÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ (Õ.Ç. ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÔÓÇÆÐËØ ÕËÒÂ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ hr�R; t�i, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕ-
ÄÇÐÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË hr�R1; t�r�R2; t�i Ë Õ.Ò.,
ÅÆÇ ÚÇÓÇÊ h. . .i ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ) ÔÅÎÂÉËÄÂáÕ ÍÂÚÇÔÕ-
ÄÇÐÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÕËÒËÚÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ, Ë ÊÂÚÂÔÕÖá
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÐÇ
ËÏÇáÕ ÐËÚÇÅÑ ÑÃÜÇÅÑ Ô ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËÌ, ÐÑ Ë ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚÂÕ, ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ, ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ.
´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËâÏ ÆÇÎÂÇÕ ÒÑÎÇ ÔÓÇÆÐÇÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÒÂÔÔËÄÐÑÌ
ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÄÔÇ ÃÑÎÇÇ ÅÎÂÆÍËÏ,
Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÍÂÉÆÂâ ÇÅÑ ÑÕÆÇÎßÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÊÂ ÔÚÇÕ
ÒÇÓÇÏÇÛËÄÂÐËâ ÑÃÎÂÔÕÇÌ Ô ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÐÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕ-
ÓÂÙËÇÌ ÔÕÓÇÏËÕÔâ ÔÕÂÕß ÄÔÇ ÃÑÎÇÇ ËÊÓÇÊÂÐÐÑÌ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ ÖÍÂÊÂÐÐÑÅÑ
ÕËÒÂ ÑÃÞÚÐÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕ "ÅÎÑÃÂÎßÐÞÇ" ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕ-
ÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐÞÇ ÏÂÔÛÕÂÃÞ ÑÃÎÂÔÕË, ÅÆÇ ÑÔÖÜÇÔÕ-
ÄÎâáÕÔâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ, Ë ÐËÚÇÅÑ ÐÇ ÅÑÄÑÓâÕ Ñ
ÆÇÕÂÎâØ ÓÂÊÄËÕËâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÄÐÖÕÓË ÇÇ. ¡ ÕÂÍËÇ ÆÇÕÂÎË
ÆÎâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ì âÄÎâÇÕÔâ ÑÐÑ ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ ËÎË
ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ. ´ÂÍ, Ä ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá,
ÓÂÄÐÑÌ ÇÆËÐËÙÇ, Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ ÑÃÓÂÊÖáÕÔâ
ÍÎÂÔÕÇÓÞ ì ÍÑÏÒÂÍÕÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕ-
ÓÂÙËË ÒÓËÏÇÔË, ÑÍÓÖÉÇÐÐÞÇ ÑÃÛËÓÐÞÏË ÑÃÎÂÔÕâÏË
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐËÊÍÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË [1, 2]. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË àÕÑÏ
ÄÔÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕË-
ÙÂÏË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, Õ.Ç. ËÏÇÇÕ
ÏÇÔÕÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÊÃÇÅÂÐËÇ ÚÂÔÕËÙ Ä ÔÓÇÆÐÇÏ [2 ë
4]. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ àÕÑÏÖ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ
ÓÂÊÃÇÅÂÐËÇ Ë ÎÖÚÇÌ Ä ÔÓÇÆÐÇÏ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÑÎÐ
Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ [3 ë 5], Ë Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá
ÇÆËÐËÙÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÍÂÖÔÕËÍ ÐÂ ÍÑÐÇÚÐÞØ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ [6 ë 9]. ¥ÓÖÅËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ, ËÎÎáÔÕÓËÓÖá-
ÜËÏ ÄÞÛÇÔÍÂÊÂÐÐÑÇ, âÄÎâÇÕÔâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂ-
ÙËâ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ
ÔÓÇÆÂØ, ÊÂÍÎáÚÂáÜÂâÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÂÆÇÐËË ÄÑÎÐÞ
ÐÂ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÕÂÍÑÌ ÔÓÇÆÞ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÕ Ä ÅÎÖÃß
ÔÓÇÆÞ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá, ÓÂÄÐÑÌ ÇÆËÐËÙÇ, Ë Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ
ÄÔÇ ÇÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÕ Ô
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇÏ ÑÕ ÅÓÂÐËÙÞ ÔÓÇÆÞ [10 ë 13].

´ÂÍËÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ë âÄÎÇÐËâ, ÒÓÑËÔØÑÆâÜËÇ
Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ, ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÏË
ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË Ë âÄÎÇÐËâÏË. ±ÑÆÑÃÐÖá "ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕß" ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÐÇÍÖá ÑÓÅÂÐË-
ÊÂÙËá ÔÎÑÉÐÑÌ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, Ë ÄÞÆÇÎÇÐËÇ ÇÇ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ
ÒÑÐâÕËá ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÍÂÍ ÔÂÏÑÑÓÅÂÐËÊÂÙËËÏÐÑÅÑÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÐÞØ ÔËÔÕÇÏ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ ËÊ ØÂÑÕËÚÇÔÍËØ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËÌ ËØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [14]). ´ÂÍÑÇ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë âÄÎÇÐËÌ ÐÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ, ÑÆÐÂÍÑ ÑÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÐÂÏ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ. ±ÑÎÖÚËÕß ÉÇ ÑÕÄÇÕ ÐÂ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ,
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÎË ÆÂÐÐÑÇ âÄÎÇÐËÇ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ,
ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÎÑÉÐÑ. °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÓâÆÂ
ÊÂÆÂÚ Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÏÑÆÇÎÇÌ ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜËØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ àÕÑ ÖÆÂÇÕÔâ ÔÆÇÎÂÕß ÚËÔÕÑ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÏ
ÒÖÕÇÏ. £ ÆÓÖÅËØ ÔÎÖÚÂâØ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä àÕÑÏ ÏÑÉÐÑ Ô

ÒÑÏÑÜßá ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ËÎË ÒÖÕÇÏ ÂÐÂ-
ÎËÊÂ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÆÂÐÐÞØ. ªÊ ÕÂÍÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËÇ ×ÂÍÕÂ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË âÄÎÇ-
ÐËâìÊÂÆÂÚÂÃÑÎÇÇÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ, ÚÇÏ×ËÊËÚÇÔÍÂâ.±ÓË
àÕÑÏ ÏÞ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÊÂÚÂÔÕÖá ÆÂÉÇ ÐÇ ÒÑÐËÏÂÇÏ
×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÓËÚËÐ, ÒÓËÄÑÆâÜËØ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÆÂÐÐÑÅÑ
âÄÎÇÐËâ. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÖÒÑÏâÐÖÕÂâ ÄÞÛÇÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ
ÚÂÔÕËÙ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ì
ÚËÔÕÑ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ âÄÎÇÐËÇ, ÒÓÑËÔØÑÆâÜÇÇ Ä ÑÕÔÖÕÔÕ-
ÄËÇ ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕËÙÂÏË.

±ÑÎÐÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÔÇ n-ÕÑÚÇÚÐÞÇ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË) ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÄÔá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ. °ÆÐÂÍÑ ÐÂ
ÒÓÂÍÕËÍÇ ÖÆÂÇÕÔâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÎËÛß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÑÔÕÇÌ-
ÛËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÅÎÂÄÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ Ô ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞÏË Ë ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÏË ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâÏË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ: ÍÂÍ,
ÊÐÂâ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË Ë ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑÔÕË ÔËÔÕÇÏÞ, ÒÑÎÖÚËÕß ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ Ë
ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËÌ ÔËÔÕÇÏÞ? ¿ÕÑ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÂÍÕÖÂÎßÐÑ ÆÎâ ÅÇÑ×ËÊËÚÇ-
ÔÍËØ ÒÓÑÃÎÇÏ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÂÕÏÑÔ×ÇÓÑÌ Ë ÑÍÇÂÐÑÏ, ÅÆÇ,
ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÂÐÔÂÏÃÎß
ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÕÑÓÞ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ËÏÇáÕ
ÆÇÎÑ Ô ÑÕÆÇÎßÐÞÏË ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏË.

°ÕÄÇÕ ÐÂ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÆÂáÕ ÏÇÕÑÆÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË.

´ÇÓÏËÐ "ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÒÑÅÓÂ×Ëâ", ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ,
ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎ ÄÄÇÆÇÐ Ä ÍÐËÅÇ [15], ØÑÕâ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ËÆÇË
ÄÑÔØÑÆâÕ Í ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÃÑÎÇÇ ÓÂÐÐËÏ ÓÂÃÑÕÂÏ [16 ë 19]
(ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÑÃÊÑÓÐÖá ÓÂÃÑÕÖ [20], ÅÆÇ ÆÂÐÂ ÒÑÆÓÑÃÐÂâ
ÃËÃÎËÑÅÓÂ×Ëâ ÒÑ ÆÂÐÐÑÏÖ ÄÑÒÓÑÔÖ). £ àÕËØ ÓÂÃÑÕÂØ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÒÑÅÓÂ×Ëâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÎÂÔß ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏ ÑÒËÔÂÐËÇÏ ÄÊÄÑÎÐÑÄÂÐÐÑÔÕË ÏÑÓÔÍÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÃÓÂÃÑÕÍÑÌ ÎÑÍÂÙËÑÐÐÞØ
Ë ÕÇÎÇÄËÊËÑÐÐÞØ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÑÃÝÇÍÕÑÄ. ±ÓËÏÇÐÇÐËÇ
ÏÇÕÑÆÑÄ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË Í ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ
ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÆË××ÖÊËË ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÑÔß Ä ÓÂÃÑÕÂØ [2, 21 ë 23], Â Í ÊÂÆÂÚÇ Ñ
ÄÑÎÐÂØ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ì Ä ÓÂÃÑÕÇ [24].
®ÇÕÑÆÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÇÓÇ-
ÑÔÏÞÔÎËÕß "×ËÎÑÔÑ×Ëá" ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍËØ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ, ÚÕÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÒÑÎÇÊÐÑ Ë ÆÎâ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÕÑÓÑÄ, ÒÎÂÐËÓÖáÜËØ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍÖá ÑÃÓÂÃÑÕÍÖ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ÏÂÕÇÓËÂÎÂ.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ËÊÎÂÅÂáÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ËÆÇË
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë
ÒÑÎÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ
âÄÎÇÐËÌ Ä ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ. ªÊ ÄÔÇÅÑ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ âÄÎÇÐËÌ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÏÞ
ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÏÔâ ÂÐÂÎËÊÑÏ ÔÎÇÆÖáÜËØ âÄÎÇÐËÌ:

ì ÒÇÓÇÃÓÑÔ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔËÎ Ä ÔËÐÅÖÎâÓ-
ÐÞØ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚÂØ (âÄÎÇÐËÇ ÒÇÓÇÃÓÑÔÂ Ä ÓÇÅÖ-
ÎâÓÐÞØ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚÂØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÕËÒÂ ÒÇÓÇÃ-
ÓÑÔÂ ÏÇÉÆÖ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏË ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏË
ÓÇÛÇÐËâÏË, ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ Ë ÑÒËÔÂÐÑ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÄÑ
ÄÔÇØ ÖÚÇÃÐËÍÂØ);

ì ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÔÎÑËÔ-
ÕÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ;

ì ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÒÑÎâ ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎâØ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ;

ì ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÒÑÎÇÌ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ.
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£ÔÇ àÕË âÄÎÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÒÑÐâÕß ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÇÆËÐÑÅÑ
ÒÑÆØÑÆÂ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÑÅÑ ÐÂ ÂÐÂÎËÊÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, ÔÑ-
ÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ËÔØÑÆÐÞÏ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔ-
ÍËÏ ÔËÔÕÇÏÂÏ.

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÓËÏÇÓÑÄ
ÕËÒËÚÐÞØ ÊÂÆÂÚ Ë ÑÃÔÖÆËÏ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ËØ ÓÇÛÇÐËÌ Ä
ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâáÜËØ ËØ ÆËÐÂÏËÍÖ. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ àÕËØ
ÊÂÆÂÚ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑÄÇÆÇÐ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÑÊÆÐÇÇ. ®Þ ÑÅÓÂÐË-
ÚËÏÔâ ÒÓËÏÇÓÂÏË ËÊ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË,
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÓÂÆËÑ×ËÊËÍË Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÂÍÖÔ-
ÕËÍË, ÚÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Ô ÐÂÖÚÐÞÏË ËÐÕÇÓÇ-
ÔÂÏË ÂÄÕÑÓÑÄ, ÐÑ ÏÞ ÆÖÏÂÇÏ, ÚÕÑ ÓÂÊÄËÕÞÇ ÊÆÇÔß ÏÇÕÑÆÞ
ÏÑÅÖÕ ÐÂÌÕË ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ Ë Ä ÆÓÖÅËØ ÑÃÎÂÔÕâØ ×ËÊËÍË.

2. ±ÓËÏÇÓÞ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ,
×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚ Ë ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÑÄÇÆÇÐËâ
Ä ÓÇÂÎËÊÂÙËË ËØ ÓÇÛÇÐËÌ

2.1. ¹ÂÔÕËÙÂ Ä ÒÑÎÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÔËÎ
¹ÂÔÕËÙÂ Ä ÒÑÎÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ä ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

d

dt
r�t� � U�r; t� ; r�t0� � r0 ; �2:1�

ÅÆÇ U�r; t� � u0�r; t� � u�r; t�, u0�r; t� ì ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐ-
ÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (ÔÓÇÆÐËÌ ÒÑÕÑÍ), Â
u�r; t� ì ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ. ±ÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË
ÔÎÖÚÂÌÐÑÔÕÇÌ (u � 0) Ë ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÇ ÄÇÎËÚËÐÞ u0 ÆÄËÉÇ-
ÐËÇ ÚÂÔÕËÙÞ ÃÖÆÇÕ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞÏ:

r�t� � r0 � u0�tÿ t0� :
³ËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÕËÒÂ (2.1) ÕÂÍÉÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆËÐÂ-

ÏËÍÖ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÎÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ f�r; t�. £
ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆËÐÂÏËÍÂ ÚÂÔÕËÙÞ ÒÓË ÐÂÎËÚËË
ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÕÓÇÐËâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

d

dt
r�t� � v�t� ; d

dt
v�t� � ÿlv�t� � f�r; t� ;

r�0� � r0 ; v�0� � v0 : �2:2�
±ÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÄÐÇÛÐËØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ë ÕÓÇÐËâ

ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÕÂÍÉÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑÏÖ
ÆÄËÉÇÐËá ÚÂÔÕËÙÞ:

v�t� � v0 ; r�t� � r0 � v0t :

°ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÕÇÒÇÓß ÐÂ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâØ
ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË (2.1) ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÕÑÍÂ. ³ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, ËÔØÑÆâ ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1), ÍÂÉÆÂâ ÚÂÔÕËÙÂ ÆÄËÉÇÕÔâ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ u�r; t� ËÏÇÇÕ
ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË lcor, ÕÑ
ÚÂÔÕËÙÞ, ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÍÑÕÑÓÞÏË ÏÇÐßÛÇ lcor, ÐÂØÑ-
ÆâÕÔâ Ä ÑÃÜÇÌ ÊÑÐÇ ÄÎËâÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ u�r; t� Ë
ÏÑÅÖÕ ÒÑâÄËÕßÔâ ÐÑÄÞÇ ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË Ä
ÆËÐÂÏËÍÇ ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÇ ÒÑÎÇ u�r; t� ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÍÂÍ ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÖá (ÆÎâ
ÍÑÕÑÓÑÌ div u�r; t� � Hu�r; t� � 0), ÕÂÍ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá
(ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ u�r; t� � Hc�r; t�) ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ. ¬ÂÍ ÒÑÍÂ-
ÊÞÄÂáÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ [22, 25],

ÆËÐÂÏËÍÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ Ä àÕËØ ÔÎÖÚÂâØ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÓÂÊÎËÚÐÂâ. ´ÂÍ, ÐÂ ÓËÔ. 1a ÆÎâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ àÄÑÎáÙËâ ÄÑ ÄÓÇ-
ÏÇÐË ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ (ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ), ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ Ä ÍÓÖÅÇ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÜÂÆß, ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐÐÂâ ÍÑÐÕÖÓÑÏ, ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ë ÚÂÔÕËÙÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÊÂÒÑÎÐâáÕ ÑÃÎÂÔÕß, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÖá ÆÇ×ÑÓ-
ÏËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÍÑÐÕÖÓÑÏ. £ÑÊÐËÍÂÇÕ ÎËÛß ÔËÎßÐÂâ ËÊÓÇ-
ÊÂÐÐÑÔÕß ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ àÕÑÅÑ ÍÑÐÕÖÓÂ. ¥Îâ
ÔÎÖÚÂâ ÉÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
(div u�r; t� 6� 0) ÚÂÔÕËÙÞ, ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ Ä
ÍÄÂÆÓÂÕÇ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË, Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ
ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË ÑÃÓÂÊÖáÕ ÍÎÂÔÕÇÓÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË
(ÍÑÏÒÂÍÕÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÚÂÔ-
ÕËÙ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ Ä ÃÑÎßÛÇÌ ÔÕÇÒÇÐË Ä ÓÂÊÓÇÉÇÐÐÞØ
ÊÑÐÂØ). ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÆÎâ àÕÑÅÑ
ÔÎÖÚÂâ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 1Ã. ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ àÕÑ ì
ÚËÔÕÑ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ à××ÇÍÕ. ±ÓË ÖÔÓÇÆÐÇÐËË ÒÑ ÂÐÔÂÏ-
ÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÑÚÇÄËÆÐÑ,
ÕÂÍÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÆËÐÂÏËÍË ÚÂÔÕËÙ ËÔÚÇÊÂÇÕ. ¹ËÔÎÇÐÐÑÇ
ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ, ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂ
ÓËÔ. 1, ÃÞÎÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎÇÐÑ ÆÎâ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÅÑ (ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÅÑ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË) ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ u�r�.

£ÒÇÓÄÞÇ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ
ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÚÂÔÕËÙ ÃÞÎÂ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [26, 27],
ÅÆÇ Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆËÐÂÏËÍË ÂÕÏÑ-
Ô×ÇÓÞ ÒÓÑÄÑÆËÎÑÔß ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ Ä ÓÂÏÍÂØ
ÒÓÑÅÓÂÏÏÞ EOLE. £ ÓÂÏÍÂØ àÕÑÅÑ ÅÎÑÃÂÎßÐÑÅÑ àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÂ Ä 1970 ë 1971 ÅÅ. Ä ¡ÓÅÇÐÕËÐÇ ÃÞÎÑ ÊÂÒÖÜÇÐÑ 500
ÃÂÎÎÑÐÑÄ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐËÎËÔß ÒÑ ÄÔÇÏÖ ÀÉÐÑÏÖ ÒÑÎÖÛÂÓËá ÐÂ ÄÞÔÑÕÇ ÒÓË-
ÏÇÓÐÑ 12 ÍÏ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÃÂÎÎÑÐÑÄ ÒÑ ÀÉÐÑÏÖ ÒÑÎÖÛÂÓËá ÚÇÓÇÊ 105 ÔÖÕÑÍ ÒÑÔÎÇ
ÐÂÚÂÎÂ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ [27], ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÐË
ÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÖáÕÔâ Ä ÅÓÖÒÒÞ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÎÂÔÕÇÓË-
ÊÂÙËË.

°ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÕÇÒÇÓß ÐÂ ÆÓÖÅÑÏ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÏ
ÂÔÒÇÍÕÇ, ÔÄâÊÂÐÐÑÏ Ô ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÕËÒÂ
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²ËÔ. 1. ¥ËÐÂÏËÍÂ ÚÂÔÕËÙ Ä ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÏ (Â) Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ (Ã)
ÒÑÎâØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.
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(2.1), Â ËÏÇÐÐÑ ÐÂ âÄÎÇÐËË ÒÇÓÇÃÓÑÔÂ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÅÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË. ·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞ ÒÓËÏÇÓÞ
âÄÎÇÐËâ ÒÇÓÇÃÓÑÔÂ ÆÎâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ, ËÏÇáÜËØ
ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [3, 28]). ©ÆÇÔß ÉÇ ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÒÓÑÔ-
ÕÇÌÛËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜÇÌ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÄÑÎÐ Ë ËÏÇáÜÇÌ ÔËÐÅÖÎâÓ-
ÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË:

d

dt
x�t� � ÿlx2�t� � f �t� ; x�0� � x0 ; l > 0 ; �2:3�

ÅÆÇ f �t� ì ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÄÓÇÏÇÐË. £ ÑÕÔÖÕÔÕÄËË
ÔÎÖÚÂÌÐÑÔÕÇÌ (f �t� � 0) ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.3) ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

x�t� � 1

l�tÿ t0� ; t0 � ÿ 1

lx0
:

¦ÔÎË x0 > 0, ÕÑ t0 < 0, Ë ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË x�t� ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ
ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá Ô ÓÑÔÕÑÏ ÄÓÇÏÇÐË. ¦ÔÎË ÉÇ x0 < 0, ÕÑ
ÓÇÛÇÐËÇ x�t� ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÿ1 Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ
ÄÓÇÏÇÐË t0 � ÿ1=�lx0�, Õ.Ç. ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÏ Ë
ËÏÇÇÕ ÄÊÓÞÄÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÎËâÐËÇ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÌ ÔËÎÞ f �t� ÐÂ ÆËÐÂÏËÍÖ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ.
£ÎËâÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔËÎÞ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÄÂÉÐÞÏ ÕÑÎßÍÑ Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ x0. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË, ÔÎÇÅÍÂ ×ÎÖÍÕÖËÓÖâ, ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ Ô
ÓÑÔÕÑÏ ÄÓÇÏÇÐË, ÑÔÕÂÄÂâÔß ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ. ±ÓË ÆÑÔÕË-
ÉÇÐËË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ x�t� ÑÐÑ ÃÖÆÇÕ
"ÒÇÓÇÃÓÑÛÇÐÑ" ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÔËÎÞ f �t� Ä ÑÃÎÂÔÕß
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ x Ë ÒÑ ÒÓÑÛÇÔÕÄËË ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÑÃÓÂÕËÕÔâ Ä ÿ1.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÎáÃÞØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ ÄÇÎËÚËÐÞ x0 ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË (2.3) ËÏÇÇÕ ÄÊÓÞÄ-
ÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ Ë ÑÐÑ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Äÿ1 Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ
ÄÓÇÏÇÐË t0. ±ÓËÏÇÓÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÓÇÛÇÐËâ
ÊÂÆÂÚË (2.3) x�t� ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÆÎâ t > t0 ËÏÇÇÕ ÍÂÍ ÃÞ
ÍÄÂÊËÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ Ë ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË ËÊÑÃÓÂ-
ÉÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 3. ¥ÑÏËÐËÓÖáÜÇÇ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÇ âÄÎÇÐËÇ
ÊÆÇÔß ì ÄÊÓÞÄÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ.

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÓËÏÇÓÞ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÑÄÂÎË ÂÆÆËÕËÄÐÑÏÖ ÄÍÎáÚÇÐËá ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÑÊÆÇÌ-
ÔÕÄËÌ ÐÂ ÆËÐÂÏËÍÖ ÔËÔÕÇÏ. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÌ
ÒÓËÏÇÓ ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄÐÑÅÑ (ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ) ÄÑÊ-
ÆÇÌÔÕÄËâ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÔÕÑ-
ØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ, ÑÒËÔÞÄÂÇ-
ÏÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

d2

dt 2
x�t� � o2

0

�
1� z�t��x�t� � 0 ;

x�0� � x0 ;
d

dt
x�0� � v0 ; �2:4�

ÅÆÇ z�t� ì ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÄÓÇÏÇÐË. ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÄÑ ÄÔÇØ ÑÃÎÂÔÕâØ ×ËÊËÍË. ³
×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ
ÔËÔÕÇÏÂ (2.4) ÒÑÆÄÇÓÉÇÐÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÄÑÊÃÖÉÆÇ-
ÐËá, ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ z�t� ÔÑÆÇÓÉËÕ ÅÂÓÏÑÐË-
ÚÇÔÍËÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÔÇØ ÚÂÔÕÑÕ, ÄÍÎáÚÂâ ÊÐÂÚÇÐËâ 2o0=n,
n � 1; 2; 4; . . ., ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÓÇÊÑÐÂÐÔÖ Ä ÔËÔÕÇÏÇ Ô ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ z�t�, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÕßÇ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [3, 5, 10]).

2.2. ±ÎÑÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ
£ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÒÓËÏÇÓÑÄ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ ÔËÔÕÇÏÑÌ
ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ô ÊÂÆÂÐ-
ÐÞÏË ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÒÓÑÔ-
ÕÇÌÛÖá ÎËÐÇÌÐÖá ÍÓÂÇÄÖá ÊÂÆÂÚÖ, Â ËÏÇÐÐÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÖá ÑÆÐÑÏÇÓÐÖá ÄÑÎÐÑÄÖá ÊÂÆÂÚÖ.

±ÖÔÕß ÔÎÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÊÂÐËÏÂÇÕ ÚÂÔÕß
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ L0 < x < L. ±ÎÑÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ Ô ÇÆËÐËÚÐÑÌ
ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ u0�x� � exp�ÿik�xÿ L�� ÒÂÆÂÇÕ ÐÂ ÐÇÅÑ ËÊ
ÑÃÎÂÔÕË x > L (ÓËÔ. 4a). £ÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÔÎÑÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ

d2

dx2
u�x� � k2

�
1� e�x��u�x� � 0 ; �2:5�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ e�x� ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ. £ÐÇ
ÔÎÑâ ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ e�x� � 0; ÄÐÖÕÓË ÉÇ ÔÎÑâ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ,
ÚÕÑ e�x� � e1�x� � ig, ÅÆÇ e1�x� ì ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ÚÂÔÕß,
ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÂâ ÊÂ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÄÑÎÐÞ Ä ÔÓÇÆÇ, Â
ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß g5 1 ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÄÑÎÐÞ Ä
ÔÓÇÆÇ.

²ËÔ. 2. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÃÂÎÎÑÐÑÄ Ä ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ ÚÇÓÇÊ 105 ÔÖÕÑÍ.

t

x�t�

x0

0

²ËÔ. 3. ´ËÒËÚÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1.3).
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£ ÑÃÎÂÔÕË x > L ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ
u�x� � exp�ÿik�xÿ L�� � RL exp�ik�xÿ L��, ÅÆÇ RL ì ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ. £ ÑÃÎÂÔÕË x < L0

ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ u�x��TL exp�ik�L0ÿx0��,
ÅÆÇ TL ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ.
¬ÓÂÇÄÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.5) âÄÎâáÕÔâ
ÖÔÎÑÄËâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË u�x� Ë ÇÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
du�x�= dx ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä
ÄËÆÇ

i

k

d

dx
u�x� � u�x���

x�L � 2 ;
i

k

d

dx
u�x� ÿ u�x���

x�L0
� 0 :

�2:6�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÔÎÑÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÔÓÇÆÞ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ (2.5), (2.6). ³ÂÏÑ ÉÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.5) ÒÑ ÄÐÇÛÐÇÏÖ ÄËÆÖ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô (2.4).

¦ÔÎË ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÔÓÇÆÞ e1�x� ÊÂÆÂÐÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË, ÕÑ
ÓÇÛÇÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË (2.5), (2.6) ÔÑÔÕÑËÕ Ä
ÐÂØÑÉÆÇÐËË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÄÇÎËÚËÐ
RL � u�L� ÿ 1, TL � u�L0�, ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÒÑÎâ
ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑâ, Ë ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
I�x� � ju�x�j2 ÄÐÖÕÓË ÔÓÇÆÞ (ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÒÇÓÇ-
ÐÑÔÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ).

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.5) ÒÓË x < L ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

kgI�x� � d

dx
S�x� ;

ÅÆÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ àÐÇÓÅËË S�x� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕ-
ÄÑÏ

S�x� � 1

2ik

�
u�x� d

dx
u��x�ÿu��x� d

dx
u�x�

�
:

±ÓË àÕÑÏ S�L� � 1ÿ jRLj2, S�L0� � jTLj2.
¦ÔÎË ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÔÓÇÆÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ (g � 0), ÕÑ

ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÑÕÑÍÂ àÐÇÓÅËË ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÑÏ

jRLj2 � jTLj2 � 1 : �2:7�

°ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâØ ÓÇÛÇÐËâ
ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚË (2.5), (2.6). ±ÓË ÑÕÔÖÕÔÕ-
ÄËË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ÔÓÇÆÞ (e1�x� � 0) Ë ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÏÂÎÑÅÑ ÊÂÕÖØÂÐËâ g ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÎÂÃÑ
(àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ) ÊÂÕÖØÂÇÕ Ä ÅÎÖÃß ÔÓÇÆÞ ÒÑ
ÊÂÍÑÐÖ

I�x� � ju�x�j2 � exp
�ÿ kg�Lÿ x�� : �2:8�

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 5 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÆÄÇ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÕÑÎÔÕÑÏ ÔÎÑÇ ÔÓÇÆÞ,

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÆÄÖÏ ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ
ÔÓÇÆÞ [29], ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇÏ. ¯Ç
ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂâÔß ÐÂ ÆÇÕÂÎßÐÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÊÂÆÂÚË, ÑÕÏÇÕËÏ ÕÑÎßÍÑ, ÚÕÑ ÐÂ àÕÑÏ ÓËÔÖÐÍÇ âÄÐÑ
ÒÓÑÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÕÇÐÆÇÐÙËâ ÓÇÊÍÑÅÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ
ÔÒÂÆÂ (Ô ÃÑÎßÛËÏË ÄÞÃÓÑÔÂÏË ÍÂÍ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ
ÄÇÎËÚËÐÞ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÕÂÍ Ë Í ÊÐÂÚÇÐËâÏ, ÃÎËÊÍËÏ Í
ÐÖÎá), ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÂâ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÞÏ ÒÇÓÇÑÕÓÂÉÇÐËÇÏ
ÄÑÎÐÞ Ä ØÂÑÕËÚÇÔÍË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ (ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ
ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ).

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÑÎÇ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ,
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÑÅÑ Ä ÔÎÑÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ,
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ

d2

dx2
G�x; x0� � k2

�
1� e�x��G�x; x0� � 2ikd�xÿ x0� ;

i

k

d

dx
G�x; x0� � G�x; x0�jx�L � 0 ;

i

k

d

dx
G�x; x0� ÿ G�x; x0�jx�L0

� 0 : �2:9�
£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ÄÐÇ ÔÎÑâ ÔÓÇÆÞ ËÏÇÇÕ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÖØÑÆâÜËØ ÄÑÎÐ (ÓËÔ. 4Ã) Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË
ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ T1 � G�L; x0�, T2 � G�L0; x0�. ±ÓË àÕÑÏ
ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÑÃÎÂÔÕË x < x0 ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ ÒÑÎá

exp�ik�Lÿ x��TL exp�ik�L0 ÿ x��

RL exp�ÿik�Lÿ x��

e�x�

L0 L x

Â

T2 exp�ÿik�Lÿ x��T1 exp�ik�L0 ÿ x��
e�x�

L0 L xx0

Ã

²ËÔ. 4.±ÂÆÇÐËÇ ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÔÎÑÌ ÔÓÇÆÞ (Â) Ë ËÔÕÑÚÐËÍ ÄÐÖÕÓË ÔÓÇÆÞ (Ã).

0 2,5 5,0 Dx

2

I

1

²ËÔ. 5. ¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ
ÆÄÖØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ÔÓÇÆÞ.
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ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÒÂÆÂáÜÇÌ ËÊ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÒÑÎÖÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ x > x0 ÐÂ ÔÎÑÌ ÔÓÇÆÞ (L0; x0) [10], Õ.Ç.

G�x; x0� � u�x; x0� ; x4 x0 :

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÒÂÆÇÐËË ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÔÎÑÌ ÔÓÇÆÞ
(2.5), (2.6) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÊÂÆÂÚË (2.9) Ô ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÐÂ
ÅÓÂÐËÙÇ ÔÎÑâ x0 � L, Õ.Ç. u�x� � G�x;L�.

¬ÓÂÇÄÞÇ ÊÂÆÂÚË (2.5), (2.6) Ë (2.9) Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ
ÒÑÅÓÖÉÇÐËâ [30 ë 32] ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß Ä ÄËÆÇ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÒÑ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÖLìÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÑÎÑÉÇÐËá ÒÓÂÄÑÌ ÅÓÂÐËÙÞ
ÔÎÑâ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÓÇÛÇÐËÇ àÕËØ ÊÂÆÂÚ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË
àÕÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ [10]. ´ÂÍ, ÆÎâ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚË (2.5), (2.6)
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ RL ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá
²ËÍÍÂÕË

d

dL
RL � 2ikRL � ik

2
e�L��1� RL�2 ; RL0

� 0 ; �2:10�
Â ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÔÎÑÇ u�x� � u�x;L� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÎËÐÇÌ-
ÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

d

dL
u�x;L� � iku�x;L� � ik

2
e�L��1� RL�u�x;L� ;

u�x; x� � 1� Rx : �2:11�
ªÊ (2.10) ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÏÑÆÖÎâ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâWL � jRLj2

d

dL
WL �ÿ2kgWL ÿ ik

2
e1�L��RL ÿ R�L��1ÿWL� ; WL0

� 0 :

�2:12�

¦ÔÎË ÅÓÂÐËÙÂ ÔÎÑâ L0 âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÕÓÂÉÂá-
ÜÇÌ ÅÓÂÐËÙÇÌ, ÕÑ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá
(2.12) ÃÖÆÇÕ ÖÔÎÑÄËÇ WL0

� 1. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕ-
ÄËË ÊÂÕÖØÂÐËâ (Õ.Ç. ÒÓË g � 0) ÒÂÆÂáÜÂâ ÐÂ ÔÎÑÌ ÄÑÎÐÂ
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÕÓÂÉÂÇÕÔâ àÕËÏ ÔÎÑÇÏ, Õ.Ç. WL � 1, Ë,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ RL � expfifLg. ¥Îâ ×ÂÊÞ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ
Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊ (2.10) ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

d

dL
fL � 2k� ke1�L��1� cosfL� ; �2:13�

ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ×ÂÊÞ ÐÂ ÄÔÇÌ ÑÔË ÊÐÂÚÇÐËÌ
(ÿ1, 1). £ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÉÇ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ (2.11)
ÄØÑÆâÕ ÕÑÎßÍÑ ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ ×ÂÊÞ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÉÇÎÂÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÌÕË
Í ÇÇ ÑÃÎÂÔÕË ÊÐÂÚÇÐËÌ (ÿp, p). ¿ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß, ÄÄÑÆâ
ÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá [13, 33]

zL � tan

�
fL

2

�
; �2:14�

ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕËÒÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.3)

d

dL
zL � k�1� z2L� � ke1�L� ; �2:15�

ËÏÇáÜÇÅÑ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÓÇÛÇÐËâ.
£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÅÓÂÐËÙÞ L0 ÆÎâ ÒÑÎÖ-

ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ (L0 ! ÿ1)
ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÊÂÕÖØÂÐËâ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÕÂÍÉÇ ËÏÇÇÕÔâ
"ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ", ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ L ÓÇÛÇÐËÇ WL � 1,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÒÑÎÐÑÏÖ ÑÕÓÂÉÇÐËá ÒÂÆÂáÜÇÌ

ÄÑÎÐÞ. ¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ, ÍÂÍ ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÆÂÎÇÇ, ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ Ô ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕßá, ÓÂÄÐÑÌ ÇÆËÐËÙÇ [10].

¹ÂÔÕÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎË ÔÕÂÎÍËÄÂáÕÔâ Ô ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÑÌ
ÔËÕÖÂÙËÇÌ, ÍÑÅÆÂ ÑÆÐË ÕËÒÞ ÄÑÎÐ ÏÑÅÖÕ ÒÑÓÑÉÆÂÕß
ÆÓÖÅËÇ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÊÂÆÂÚË. £ ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓËÊÑÄÂÕß ÕÂÍÖá ÊÂÆÂÚÖ, ÓÂÊÃËÄÂâ ÔÓÇÆÖ ÐÂ ÔÎÑË Ä ÍÂÍÑÏ-
ÕÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÞÇ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ ÐÂÃÑÓÑÏ
ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÆÓÖÅËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ
Ä àÕËØ ÔÎÑâØ ÏÇÐâáÕÔâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏÑÃÓÂÊÑÏ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÒÓËÏÇÓÂ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË ÑÒËÔÂÐËÇ ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ Ë
ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ Ä ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ Ë ÑÍÇÂÐÇ ©ÇÏÎË
(ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÑÎÐ ²ÑÔÔÃË). ¿ÕË ÆÄËÉÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÕß Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÄÂÊËÅÇÑÔÕÓÑ×ËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÂÕÏÑÔ×ÇÓÂ Ë ÑÍÇÂÐ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÍÂÍ ÕÑÐÍËÇ ÏÐÑÅÑ-
ÔÎÑÌÐÞÇ ÒÎÇÐÍË, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÞÇ ÒÑ ÄÇÓÕËÍÂÎË ÕÑÎÜË-
ÐÂÏË ÔÎÑÇÄ Ë ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÐËØ [34]. ª
ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÄÑÎÐ ²ÑÔÔÃË
âÄÎâáÕÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÐÇÑÆ-
ÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÆÐÂ Ä ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË. ±ÓÑÔÕÇÌÛÂâ ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÂâ ÏÑÆÇÎß, àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂâ
ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ, ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÔÓÇÆÞ, Â ÆÄÖØÔÎÑÌÐÂâ ÏÑÆÇÎß
ÖÚËÕÞÄÂÇÕ ÖÉÇ ÃÂÓÑÍÎËÐÐÞÇ à××ÇÍÕÞ [35 ë 37].

±ÓÑÔÕÇÌÛÂâ ÏÑÆÇÎß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕ-
ÄÖáÜËØ ÄÑÎÐ Ä ÆÄÖØÔÎÑÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ [38]

d2

dx2
c1 � k2c1 ÿ a1F�c1 ÿ c2� � 0 ;

d2

dx2
c2 � k2

�
1� e�x��c2 � a2F�c1 ÿ c2� � 0 ; �2:16�

ÅÆÇ a1 � 1=H1, a2 � 1=H2 (H1, H2 ì ÕÑÎÜËÐÞ ÄÇÓØÐÇÅÑ Ë
ÐËÉÐÇÅÑ ÔÎÑÇÄ), F ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÄÑÎÐ, Â
×ÖÐÍÙËâ e�x� ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ Ä ÐËÉÐÇÏ
ÔÎÑÇ. ³ÚËÕÂÇÏ, ÍÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ e�x� ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ
ÐÖÎâ ÕÑÎßÍÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË (L0, L) Ë âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ. ¤ÇÑÏÇÕÓËâ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ (2.16) ÒÓËÄÇ-
ÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 6. ¬ÓÂÇÄÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.16) âÄÎâáÕÔâ ÖÔÎÑÄËâ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÐÂ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË Ë ÖÔÎÑÄËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ë
ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÑÃÎÂÔÕË L0 Ë L.

±ÂÓÂÏÇÕÓ F, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËá
ÔÓÇÆÞ ÒÑ ÄÇÓÕËÍÂÎË, Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.16) ÒÓÑ-
âÄÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ, ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÞÌ
ÊÂ ÅÇÐÇÓÂÙËá ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. ·ÂÓÂÍÕÇÓ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ ÄÑÎÐ (Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ai
ÑÕ ÕÑÎÜËÐ ÔÎÑÇÄ) Ä ÔËÔÕÇÏÇ (2.16) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÊÂÆÂÚÂÏ
ÅÇÑ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË [35 ë 37]. ¥Îâ ÊÂÆÂÚ ÆÓÖ-
ÅÑÅÑ ÕËÒÂ àÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ËÊÏÇÐËÕßÔâ, ÚÕÑ

L0 L

H0

H1

H2 e�x�

x

²ËÔ. 6. ¥ÄÖØÔÎÑÌÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÔÓÇÆÞ.
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ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ. ±ÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÄÂÉÐÑ ÎËÛß ÕÑ, ÚÕÑ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÄÑÎÐÂÏË ÎËÐÇÌÐÑ.

±ÇÓÇØÑÆ Í ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÓË
F � 0, c1 � 0, Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ (2.5). ±ÇÓÇØÑÆ Í
ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄËÕß Ë ÒÓÇ-
ÆÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇØÑÆÑÏ H1 ! 0; ÒÓË àÕÑÏ c1 � c2. ³ÎÇÆÖÇÕ,
ÑÆÐÂÍÑ, ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ, ÚÕÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ
L0 ! ÿ1 (ÒÇÓÇØÑÆ Í ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ) Ë Hi ! 0 Ä
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÐÇÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÚÐÞ [35]. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÕÑÎÜËÐÞ ÔÎÑÇÄ Hi ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÍÑÐÇÚÐÞÏË,
ØÑÕâ Ë ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÏÂÎÞÏË.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ

d2

dx2
c1 � k2c1 ÿ a1F�c1 ÿ c2� � ÿv1d�xÿ x0� ;

d2

dx2
c2 � k2

�
1� e�x��c2 � a2F�c1 ÿ c2�� ÿv2d�xÿ x0� ;

�2:17�
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËË ÄÑÎÐ Ä ÄÇÓØÐÇÏ
Ë ÐËÉÐÇÏ ÔÎÑâØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. £ÄÑÆâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÑÃÑ-
ÊÐÂÚÇÐËÇ w�x; x0� � fc1�x; x0� ; c2�x; x0�g, v � fv1 ; v2g,
ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÔËÔÕÇÏÖ (2.17) Ä ÄÇÍÕÑÓÐÑÌ ×ÑÓÏÇ:�

d2

dx2
� A2 � k2e�x�G

�
w�x; x0� � ÿvd�xÿ x0� ; �2:18�

ÅÆÇ

A2 � k2 ÿ a1F a1F
a2F k2 ÿ a2F

� �
;

A � k
~a2 � l~a1 �1ÿ l�~a1
�1ÿ l�~a2 ~a1 � l~a2

� �
; G � 0 0

0 1

� �
; �2:19�

ÊÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÞ ÒÂÓÂÏÇÕÓ

l2 �
�
1ÿ �a1 � a2� F

k2

�
;

ÑÒËÔÞÄÂáÜËÌ ÏÑÆÖ, ÍÑÕÑÓÖá ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß l-ÄÑÎÐÑÌ
(ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ l2 > 0), Ë ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÇ ÕÑÎÜËÐÞ ÔÎÑÇÄ

~a1 � a1
a1 � a2

� H2

H0
; ~a2 � a2

a1 � a2
� H1

H0
; ~a1 � ~a2 � 1 :

£ ÕÂÍÑÌ ×ÑÓÏÇ ÊÂÒËÔË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.18) ÒÑÆÑÃÐÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËá ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ (2.5), ÅÆÇ ÏÂÕÓËÙÂ A ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, Â ÄÇÎË-
ÚËÐÂ eG ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÏÂÕÓËÙÖ C, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÖá ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ�
d2

dx2
� A2 � k2e�x�G

�
C�x; x0� � ÿEd�xÿ x0� ; �2:20�

ÚÇÓÇÊ ÍÑÕÑÓÖá ÄÇÍÕÑÓ-×ÖÐÍÙËâ w�x; x0� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

w�x; x0� � C�x; x0� v : �2:21�

´ÑÅÆÂ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÂÕÓËÙÞ fc11; c21g Ë fc12; c22g
ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÄÑÎÐÞ, ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞÇ ËÔÕÑÚÐËÍÂÏË fv1; 0g,
f0; v2g Ä ÄÇÓØÐÇÏ Ë ÐËÉÐÇÏ ÔÎÑâØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

¬ÓÂÇÄÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.20) âÄÎâáÕÔâ
ÖÔÎÑÄËâ�

d

dx
ÿ iA

�
C�x; x0�

��
x�L � 0 ;�

d

dx
� iA

�
C�x; x0�

��
x�L0

� 0 : �2:22�

¥ÂÎÇÇ, ÔÎÇÆÖâ [38], ÇÜÇ ÃÑÎßÛÇ ÖÒÓÑÔÕËÏ ÊÂÆÂÚÖ, Â
ËÏÇÐÐÑ ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ËÔÕÑÚÐËÍ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÑÃÎÂÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÔÕÇÌ x0 � L. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÂ
ÔÍÂÚÑÍ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÕÑÚÍÇ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËâ ËÔÕÑÚÐËÍÂ
x0, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÍÓÂÇÄÖá ÊÂÆÂÚÖ�

d2

dx2
� A2 � k2e�x�G

�
C�x;L� � 0 ;�

d

dx
ÿ iA

�
C�x;L���

x�L � E ;�
d

dx
� iA

�
C�x;L���

x�L0
� 0 : �2:23�

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÖÒÓÑÜÇÐÑ ÆËÂÅÑÐÂÎË-
ÊÂÙËÇÌ ÏÂÕÓËÙÞ A (2.19) Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÂÕÓËÙ

K � 1 ÿ1
~a2 ~a1

� �
; Kÿ1 � ~a1 1

ÿ~a2 1

� �
:

±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞÇ ÏÂÕÓËÙÞ A Ë G ÒÓÇÄÓÂÜÂáÕÔâ Ä

B � k
l 0
0 1

� �
; eG � KGKÿ1 � ~a2 ÿ1

ÿ~a1~a2 ~a1

� �
;

Ë ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÐÑÄÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÆÎâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÌ
ÏÂÕÓËÙÞ C

U�x;L� � ÿ2iKC�x;L�Kÿ1B �2:24�
Ä ÄËÆÇ�

d2

dx2
� B2 � k2e�x�eG�U�x;L� � 0 ;�

d

dx
ÿ iB

�
U�x;L���

x�L � ÿ2iB ;�
d

dx
� iB

�
U�x;L���

x�L0
� 0 : �2:25�

¬ÓÂÇÄÂâ ÊÂÆÂÚÂ (2.25) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÂÆÇÐËÇ ÐÂ ÔÓÇÆÖ k- Ë
l-ÄÑÎÐ Ô ÇÆËÐËÚÐÞÏË ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË. ±ÓËÚÇÏ ÒÂÆÂáÜÂâ
l-ÄÑÎÐÂ U11 ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕ k-ÄÑÎÐÖ U21, Â ÒÂÆÂáÜÂâ k-ÄÑÎÐÂ
U22 ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕ l-ÄÑÎÐÖ U12.

ªÊ ÔËÔÕÇÏÞ (2.25) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÅÇÐÇÓËÓÖÇ-
ÏÑÌ k-ÄÑÎÐÞ U21 ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ
d � l~a1~a2 � lH1H2=H

2
0 . £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ d < l=4.

°ÆÐÂÍÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÃÞÚÐÑ Ä ÏÑÆÇÎâØ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ
ÓÇÂÎßÐÞÇ ÔÓÇÆÞ, ~a1~a2 5 1 (ÕÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÞ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ H2 5H1 ËÎË ~a1 5 1, ~a2 � 1, Â ÆÎâ
ÑÍÇÂÐÂ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑH1 5H2 ËÎË ~a2 5 1, ~a1 � 1), Ä
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÏÂÎÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ d.
¥Îâ ÏÑÆÇÎÇÌ ÔÓÇÆÞ, ÅÆÇ H2=H1 � 1, ËÏÇÇÏ d5 1 ÒÓË
l5 4.

£ÄÇÆÇÏ ÕÇÒÇÓß ÏÂÕÓËÙÞ R�L� � U�L;L� ÿ E Ë
T�L� � U�L0;L�. ´ÑÅÆÂ Ri j, Ti j ÃÖÆÖÕ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ ÒÂÆÂáÜËØ
(i � j) Ë ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞØ (i 6� j) l- Ë k-ÄÑÎÐ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

5 µ¶¯, Õ. 169, å 2
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ªÊ ÔËÔÕÇÏÞ (2.25) ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÆÄÖØ ËÐ-
ÕÇÅÓÂÎÑÄ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÔÑØÓÂÐÇÐËá ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÒÑÕÑÍÂ àÐÇÓÅËË l- Ë k-ÄÑÎÐ:

~a1~a2

�
U�11�x�

d

dx
U11�x� ÿU11�x� d

dx
U�11�x�

�
�

�U�21�x�
d

dx
U21�x� ÿU21�x� d

dx
U�21�x� � const ;

~a1~a2

�
U�12�x�

d

dx
U12�x� ÿU12�x� d

dx
U�12�x�

�
�

�U�22�x�
d

dx
U22�x� ÿU22�x� d

dx
U�22�x� � const :

£ ÕÇÓÏËÐÂØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ
ÑÐË ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä ÄËÆÇ

d
�
1ÿ jR11j2 ÿ jT11j2

� � jR21j2 � jT21j2 ;
1ÿ jR22j2 ÿ jT22j2 � d

�jR12j2 � jT12j2
�
: �2:26�

¦ÔÎË ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÐÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÄÑÎÐ Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ÔÓÇÆÞ (L0, L), ÕÑ ÄÔÇ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ Ti j ÆÑÎÉÐÞ ÔÕÓÇÏËÕßÔâ Í ÐÖÎá ÒÓË
ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÇÇ ÓÂÊÏÇÓÂ.

²ÂÄÇÐÔÕÄÂ (2.26) ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÔÄâÊß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË ÑÕÓÂÉÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÂ
ÑÔÐÑÄÇ ÏÇÕÑÆÂ ÒÑÅÓÖÉÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÂÕß ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ
ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ [37, 38]. ®ÇÕÑÆ ÒÑÅÓÖÉÇÐËâ ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ ÊÂÆÂÚË Ô ÍÓÂÇÄÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÆÎâ
ÏÂÕÓËÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË U�x;L� Í ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ
ÏÂÕÓËÚÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ U�x;L� Ë U�L;L� Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË
ÖÔÎÑÄËâÏË ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ L (Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ x
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÒÂÓÂÏÇÕÓ)

q
qL

U�x;L� � iU�x;L�B� i

2
k2e�L�U�x;L�Bÿ1eGU�L;L� ;

U�x;L�jL�x � U�x; x� ;
d

dL
U�L;L� � ÿ2iB� i

�
U�L;L�B� BU�L;L���

� i

2
k2e�L�U�L;L�Bÿ1eGU�L;L� ; U�L;L�jL�L0

� E :

�2:27�
±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÏÂÕÓËÙÞ R�L� � U�L;L� ÿ E
ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ²ËÍÍÂÕË

d

dL
R�L� � i

�
R�L�B� BR�L���

� i

2
k2e�L��E� R�L��Bÿ1eG�E� R�L�� ; R�L�jL�L0

� 0 :

�2:28�

²ÂÔÒËÔÞÄÂâ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ Ri j, ÎÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ËÏÇÇÕÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎß-
ÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ R21 � dR12. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÔËÔÕÇÏÖ ËÊ ÕÓÇØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ R11, R12 Ë R22.

°ÃÓÂÕËÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÒÓËÏÇÓÂÏ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ
(ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ), ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä
ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ.

2.3. ±ÂÔÔËÄÐÂâ ÒÓËÏÇÔß Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
±ÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÊÂÆÂÚÇÌ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ ÎËÐÇÌÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, âÄÎâÇÕÔâ

ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄ-
ÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÒÇÓÇÐÑÔ ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË
ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ U�r; t�:�

q
qt
� q
qr

U�r; t�
�
r�r; t� � 0 ; r�r; 0� � r0�r� : �2:29�

°ÃÜÂâ ÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔË ÒÓË àÕÑÏ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ, Õ.Ç.

M �M�t� �
�
drr�r; t� �

�
drr0�r� :

­ËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ (2.29) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÑ ÏÇÕÑÆÑÏ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍ. £ÄÑÆâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÍÓËÄÞÇ (ÚÂÔÕËÙÞ)

d

dt
r�t� � U�r; t� ; r�0� � n ; �2:30�

ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

d

dt
r�t� � ÿ qU�r; t�

qr
r�t� ; r�0� � r0�n � : �2:31�

´ÂÍÂâ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÖ
ÑÒËÔÂÐËá, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ËÔØÑÆÐÑÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (2.29) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ àÌÎÇÓÑÄÖ ÑÒËÔÂÐËá.

·ÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ n ÄÄÇÆÇÐ Ä
ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.30), (2.31). µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.30) ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ ÒÓË àÕÑÏ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2.1), ÑÒËÔÞÄÂáÜËÏ ÚÂÔÕËÙÖ
Ä ÒÑÎÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

²ÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.30), (2.31) ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ n , ÚÕÑ ÃÖÆÇÏ ÑÕÏÇÚÂÕß ÄÇÓÕËÍÂÎß-
ÐÑÌ ÚÇÓÕÑÌ, Õ.Ç.

r�t� � r
ÿ
tjn � ; r�t� � r

ÿ
tjn � : �2:32�

±ÇÓÄÑÇ ËÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄ (2.32) ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ n , ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ

n � n �r; t�

ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß j�tjn � � Det jjik�tjn �j
ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ, ÅÆÇ jik�tjn � � qri�tjn �=qn k. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑ, ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.29) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

r�r; t� � r
ÿ
tjn �r; t�� : �2:33�

¥Îâ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË j�tjn � ËÊ (2.30) ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
d

dt
j
ÿ
tjn � � qU�r; t�

qr
j
ÿ
tjn � ; j�0� � 1 : �2:34�

³ÑÒÑÔÕÂÄÎââ (2.31) Ë (2.34), ÄËÆËÏ, ÚÕÑ

r
ÿ
tjn � � r0�n �

j
ÿ
tjn � ;

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, (2.33) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÂ

r�r; t� �
�
dnr0�n �d

�
r
ÿ
tjn �ÿ r

�
; �2:35�

ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂáÜÇÅÑ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞÏË Ë àÌÎÇÓÑ-
ÄÞÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË. ¥ÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËâ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË
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(2.35) âÄÎâÇÕÔâ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÆÎâ ÒÑÎÑÉÇÐËâ
ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ (ÔÏ. ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÓÂÊÆÇÎ), Ë, ÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (2.35) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ØÑÓÑÛÑ
ËÊÄÇÔÕÐÖá ÔÄâÊß ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÑÒËÔÂ-
ÐËË Ô ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
P�tjn � � hd�r�tjn � ÿ r�i ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [39])

hr�r; t�i �
�
dnr0�n �P

ÿ
t; rjn � :

¥Îâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (divU�r; t� � 0)
ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß ÚÂÔÕËÙÞ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ÇÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß,
ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ, Õ.Ç.

j
ÿ
tjn � � 1 ; r

ÿ
tjn � � r0�n � ;

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.29) Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ

r�r; t� � r0
ÿ
n �r; t�� :

°ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÕÇÒÇÓß ÐÂ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâØ
ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË (2.29). ¥Îâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕÇÌ àÄÑÎáÙËâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÍÑÐÕÖÓÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË r�r; t� � const ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÆËÐÂÏËÍÑÌ
ÚÂÔÕËÙ Ä àÕÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÏ Ä ÓÂÊÆÇ-
ÎÇ 2.1, Ë ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ô ÆËÐÂÏËÍÑÌ, ÒÓËÄÇ-
ÆÇÐÐÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 1Â. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÜÂÆß, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÂâ
ÍÑÐÕÖÓÑÏ, ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ë, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔÖÐÍÂ, ÄÑÊÐË-
ÍÂÇÕ ÔËÎßÐÂâ ËÊÓÇÊÂÐÐÑÔÕß ÍÂÓÕËÐÞ, Õ.Ç. ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÍÂÍ
ÑÃÑÔÕÓÇÐËÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÄ, ÕÂÍ Ë ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÆËÐÂÏËÍË
ÍÑÐÕÖÓÂ ÐÂ ÄÔÇ ÏÇÐßÛËØ Ë ÏÇÐßÛËØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ. £ ÆÓÖÅÑÏ
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ (ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ)
ÒÎÑÜÂÆß, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÂâ ÍÑÐÕÖÓÑÏ, ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá, Ë
ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÉËÏÂÇÕÔâ, ÑÃÓÂÊÖâ ÍÎÂÔÕÇÓÞ. ±ÓËÏÇÓÞ
ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [25]. ±ÓË ÖÔÓÇÆÐÇÐËË ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ àÕË
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÆËÐÂÏËÍË ËÔÚÇÊÂáÕ.

ªÊ ÑÒËÔÂÐÐÑÌ ÍÂÓÕËÐÞ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (2.29) Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÏÑÆÇÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜÇÅÑ ×ËÊËÚÇÔÍÖá ÓÇÂÎßÐÑÔÕß, ÏÑÉÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË. ¥Îâ ÃÑÎÇÇ
ÒÑÎÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÍÎáÚËÕß Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ
ÒÑÎÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÒÓËÏÇÔË p�r; t� � Hr�r; t�,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ�

q
qt
� q
qr

U�r; t�
�
pi�r; t� � ÿpk�r; t� qUk�r; t�

qri
ÿ

ÿ r�r; t� q
2Uk�r; t�
qri qrk

; p�r; 0� � p0�r� � Hr0�r� : �2:36�

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÚÇÔÕß ÕÂÍÉÇ à××ÇÍÕ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ
ÆË××ÖÊËË (Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ ÆË××ÖÊËË K),
ÔÅÎÂÉËÄÂáÜËÌ ÖÒÑÏâÐÖÕÑÇ ÑÃÑÔÕÓÇÐËÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÄ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ä ÚÂÔÕÐÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ�

q
qt
� q
qr

U�r; t�
�
r�r; t� � KHr�r; t� ; r�r; 0� � r0�r� :

�2:37�

2.4. £ÑÎÐÞ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ
²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÕÓÇØ-
ÏÇÓÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÔÍÂÎâÓ-
ÐÑÅÑ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ [5, 40, 41], ÍÑÕÑÓÑÇ

ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ Ä
ÔÓÇÆÇ Ô ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÏË ÕÓÇØÏÇÓÐÞÏË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÔÕâÏË Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÏÂÎÞÇ ÖÅÎÞ:

q
qx

u�x;R� � i

2k
DRu�x;R� � ik

2
e�x;R�u�x;R� ;

u�0;R� � u0�R� : �2:38�
©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ: x ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ; RìÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ä ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË; e�x;R� ì ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÑÕ ÇÆËÐËÙÞ. ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ,
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÏ.

©ÂÏÇÚÂÐËÇ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.38) âÄÎâÇÕÔâ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂ-
ÙËÇÌ ÒÑÎÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
�x;R�. °ÆÐÂÍÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔÓÇÆÞ (e�x;R� � e�z�)
ÒÑÎÇ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ä ÕÑÚÐÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÊÂÆÂÚË,
ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ�

q2

qz2
� Dq � k2

�
1� e�z���G�z; q ; z0� � d�zÿ z0�d�q � ;

ÅÆÇ q � fx; yg, ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ
ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

q
qt

c�t; z; z0� � i

2k

�
q2

qz2
� k2e�z�

�
c�t; z; z0� ;

c�0; z; z0� � d�zÿ z0� ;

ÔÑ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ t Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÑÚÐÑÅÑ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ [13, 42]

G�z; q ; z0� � ÿ 1

4p

�1
0

dt
t

exp

�
ik

�
r2 � t 2

2t

��
c�t; z; z0� :

¦ÔÎË ÄÄÇÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ×ÂÊÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.38) ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ

u�x;R� � A�x;R� exp
�
iS�x;R�	 � exp

�
w�x;R� � iS�x;R�	 ;

ÅÆÇ w�x;R� � lnA�x;R� Ë S�x;R�ì ÖÓÑÄÇÐß ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Ë
×ÂÊÂ ÄÑÎÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ I�x;R� � u�x;R�u��x;R� ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

q
qx

I�x;R� � 1

k
HR

�
HRS�x;R�I�x;R�

	� 0 ; I�0;R��I0�R� :
�2:39�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ
ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÏÑÜÐÑÔÕß
ÄÑÎÐÞ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x � const

E0 �
�
dR I�x;R� �

�
dR I0�R� :

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.39) ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
(2.29) Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÕÓÂÍÕÑÄÂÕß ÍÂÍ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË Ä ÒÑÕÇÐÙË-
ÂÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (U � HS). °ÆÐÂÍÑ ÕÑÎßÍÑ Ä ÒÓËÃ-
ÎËÉÇÐËË ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË, ÍÑÅÆÂ ×ÂÊÂ ÄÑÎÐÞ, ÇÇ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ p�x;R� � �1=k�HRS�x;R�, Â ÕÂÍÉÇ
ÏÂÕÓËÙÂ ÇÇ ÄÕÑÓÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÂâ

5*
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ÍÓËÄËÊÐÖ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ S�x;R� � const,

ui j�x;R� � 1

k

q2

qRi qRj
S�x;R� ;

ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÊÂÏÍÐÖÕÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË [3, 5]

q
qx

S�x;R� � k

2
p2�x;R� � k

2
e�x;R� ;�

q
qx
� p�x;R�HR

�
p�x;R� � 1

2
HRe�x;R� ;�

q
qx
� p�x;R�HR

�
ui j�x;R� � uik�x;R�ukj�x;R� �

� 1

2

q2

qRi qRj
e�x;R� ; �2:40�

àÕÖ ÒÓËÏÇÔß ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÒÂÔÔËÄÐÑÌ. £ ÑÃÜÇÏ ÉÇ
ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ÖÚÇÕÇ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ ÑÐÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÂÍÕËÄÐÑÌ.

²ÇÂÎËÊÂÙËË ÒÑÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓÇÆÞÆÖ-
ÜÇÏÖ ÓÂÊÆÇÎÖ, ÆÑÎÉÐÞ ËÏÇÕß ÍÎÂÔÕÇÓÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ. ¯Â
ÑÃÑÓÑÕÇ ÑÃÎÑÉÍË ì ×ÑÓÊÂÙÇ ÍÐËÅË [41] ì ÒÓËÄÇÆÇÐÂ
×ÑÕÑÅÓÂ×Ëâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ, ×ÓÂÅÏÇÐÕ
ËÊ ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÆÇÐ ÐÂ ÓËÔ. 7 (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [43 ë 45],
ÅÆÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÍÂÍ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËÌ, ÕÂÍ Ë ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ). ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 7
ÄËÆÐÑ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÒÑÎâ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 8 ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ×ÑÕÑÅÓÂ×Ëâ ÃÂÔÔÇÌÐÂ
ÕÂÍÉÇ Ô ÚÇÕÍÑ ÄÞÓÂÉÇÐÐÑÌ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ ÇÅÑ ÆÐÇ. ±ÑÆÑÃÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÑÊÐË-
ÍÂáÕ ÒÓË ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËË Ë ÑÕÓÂÉÇÐËË ÔÄÇÕÂ ÄÊÄÑÎÐÑÄÂÐ-
ÐÑÌ ÄÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÂÔÔÇâÐËá
ÐÂ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏ ×ÂÊÑÄÑÏ àÍÓÂÐÇ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß, ÔÎÇÆÖâ [5, 13], ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ

u0�R� � u0 exp

�
ÿ R2

2a2

�
�2:41�

Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ

e�x;R� � ÿ�a2 ÿ z�x��R2 ; �2:42�

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ a ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÞÌ, Â ×ÖÐÍÙËá z�x�
ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ. ¦ÔÎË ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÖÚÍÂ Ë ÔÓÇÆÞ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÞ Ô ÄÑÎÐÑÄÑÆÑÏ, Õ.Ç.

kaa2 � 1 ; �2:43�
ÕÑ Ä ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÒÖÚÑÍ
(2.41) âÄÎâÇÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÏÑÆÑÌ ÊÂÆÂÚË, Ë ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.38) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

u0�x;R� � u0 exp

�
ÿ R2

2a2
ÿ iax

�
;

Õ.Ç. ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË. ±ÓË
ÐÂÎËÚËË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.38) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

u�x;R� � u0 exp

�
ÿ R2

2a2
A�x� � B�x�

�
;

ÅÆÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË A�x� Ë B�x� ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ
ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

d

dx
A�x�� ÿ i

ka2
�
A2�x�ÿ a2k 2a4

�ÿ ika2z�x� ; A�0��1;

d

dx
B�x� � ÿ i

ka2
A�x� ; B�0� � 0 : �2:44�

³ÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.44) âÄÎâÇÕÔâ ÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÑ (ÔÚËÕÂÇÏ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ, ÚÕÑ ju0j2 � 1)

I�x;R� � I�x; 0� exp

�
ÿ R2

a2
I�x; 0�

�
; �2:45�

ÅÆÇ (ÔÏ. [5, 13])

I�x; 0� � 1

2

�
A�x� � A��x�� �2:46�

ì ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÒÖÚÍÂ Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ ÐÂ
ÇÅÑ ÑÔË. ¥ÂÎÇÇ ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÄÆÑÎß
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÇÅÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ.

°ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÕÇÒÇÓß ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÐÂ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË ÆÎâ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(2.38). £ àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ (2.40) âÄÎâÇÕÔâ ÍÄÂÊËÎËÐÇÌÐÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, Ë

²ËÔ. 7.±ÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ.

²ËÔ. 8. ¬ÂÖÔÕËÍË Ä ÃÂÔÔÇÌÐÇ.
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ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÓÇÛÂÕß ÏÇÕÑÆÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [46]). µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÍÓËÄÞØ
(ÎÖÚÇÌ) ËÏÇáÕ ÄËÆ

d

dx
R�x� � p�x� ; d

dx
p�x� � HRe�x;R� ; �2:47�

Â ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÏÂÕÓËÙÂ ÄÕÑÓÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ×ÂÊÞ ÄÑÎÐÞ ÄÆÑÎß ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÃÖÆÖÕ
ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË

d

dx
I�x� � ÿI�x�uii�x� ;

d

dx
ui j�x� � ui k�x�ukj�x� � 1

2

q2

qRiqRj
e�x;R� : �2:48�

µÓÂÄÐÇÐËâ (2.47) ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÆÎâ
ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÎÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË
ÕÓÇÐËâ (2.4) Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ.

µÓÂÄÐÇÐËâ (2.47), (2.48) ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ Ä
ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ (R � y):

d

dx
y�x� � p�x� ; d

dx
p�x� � q

qy
e�x; y� ;

d

dx
I�x� � ÿI�x�u�x� ; d

dx
u�x� � u2�x� � 1

2

q2

qy2
e�x; y� :
�2:49�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.49) ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ u�x� ÒÑÆÑÃÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá
(2.3), ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÏÇÇÕ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ.
°ÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑÅÑ ÚÎÇÐÂ. °ÆÐÂÍÑ ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË (2.49) ËÏÇÇÕ ÄÊÓÞÄÐÑÌ
ØÂÓÂÍÕÇÓ, Õ.Ç. ÐÂ ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË ×ÖÐÍÙËâ u�x�
ÑÃÓÂÕËÕÔâ Ä ÿ1, Â ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ì Ä 1. ¿ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, Õ.Ç. ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËá ÍÂÖÔÕËÍ
[6 ë 9].

2.5. µÓÂÄÐÇÐËâ ÅÇÑ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÑÒËÔÂÐËÇ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÒÑÕÑ-
ÍÑÄ ÐÂ ÄÓÂÜÂáÜÇÌÔâ ©ÇÏÎÇ Ä ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏ ÍÄÂÊËÅÇÑ-
ÔÕÓÑ×ËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË [34]. £ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÐÇÔÉËÏÂÇÏÞÌ ÒÑÕÑÍ ÉËÆÍÑÔÕË Ä
ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË r � �x; y� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ
ÕÑÍÂ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËá

q
qt
Dc�r; t� � b0

q
qx

c�r; t� � J
ÿ
Dc�r; t� � h�r�;c�r; t�� ;

c�r; 0� � c0�r� ; �2:50�
ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ b0 ìÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÑÛËÓÑÕÇ ÑÕ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ¬ÑÓÓËÑÎËÔÂ f0; J�c;j� ì âÍÑÃËÂÐ ÆÄÖØ
×ÖÐÍÙËÌ, c Ë j; h�r� � f0 ~h�r�=H0 ì ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÕÑÒÑÅÓÂ-
×ËË ÆÐÂ ~h�r� ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÇÇ ÔÓÇÆÐÇÌ ÕÑÎÜËÐÞ H0. ±ÑÎÇ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá ÕÑÍÂ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

v�r; t� �
�
ÿ qc�r; t�

qy
;
qc�r; t�

qx

�
:

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËË à××ÇÍÕÂÏË ÄÓÂÜÇÐËâ
©ÇÏÎË Ë ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÒÑÆÔÕËÎÂáÜÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (2.50) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÑÃÞÚÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË [47].

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.50) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ
ÉËÆÍÑÔÕË. £ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ

ÃÂÓÑÍÎËÐÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÆÄÖØÔÎÑÌÐÂâ
ÏÑÆÇÎß ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÒÑÕÑÍÑÄ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÂâ ÔËÔÕÇ-
ÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ [34]

q
qt

�
Dc1 ÿ a1F�c1 ÿ c2�

�� b0
q
qx

c1 �

� J
ÿ
Dc1 ÿ a1F�c1 ÿ c2�;c1

�
;

q
qt

�
Dc2 ÿ a2F�c2 ÿ c1�

�� b0
q
qx

c2 �

� J
ÿ
Dc2 ÿ a2F�c2 ÿ c1� � f0a2h;c2

�
; �2:51�

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÞ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ F � f 20 r=g�Dr�,
Dr=r � �r2 ÿ r1�=r0 > 0 Ë a1 � 1=H1, a2 � 1=H2 ì ÑÃÓÂÕ-
ÐÞÇ ÕÑÎÜËÐÞ ÔÎÑÇÄ.

¹ÂÔÕÐÞÏË ÔÎÖÚÂâÏË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.50), (2.51) ÃÖÆÖÕ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÒÑÎÖÚÂÇÏÞÇ ÒÖÕÇÏ ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËâ à××ÇÍÕÑÏ
ÄÓÂÜÇÐËâ ©ÇÏÎË (ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÂ) Ô ÖÚÇÕÑÏ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÆÐÂ, Ë ÎËÐÇÂÓËÊËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÍÄÂÊËÅÇÑ-
ÔÕÓÑ×ËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÄÎËâÐËÇ ÕÑÒÑ-
ÅÓÂ×ËË ÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐ ²ÑÔÔÃË. °ÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá
ÕÂÍËØ ÊÂÆÂÚ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÄØÑÆâÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÑÕ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË.

2.6. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ÑÕ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ
£ÞÛÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÓâÆ ÒÓËÏÇÓÑÄ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ
ÔËÔÕÇÏ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ ÍÂÍ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÏË ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÂÎßÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË, ÕÂÍ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä ÚÂÔÕÐÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ. ¥Îâ ÏÐÑÅËØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô
ËÊÖÚÇÐËÇÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ËØ ÓÇÛÇÐËÌ
(ÔÏ. ÆÂÎÇÇ ÓÂÊÆÇÎ 4), ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÊÐÂÐËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÓÇÛÇÐËÌ àÕËØ ÊÂÆÂÚ ÑÕ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÌ) Ë ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ.
¿ÕË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÃÎÂÆÂáÕ ÐÇÍÑÕÑÓÞÏË ÑÃÜËÏË ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂÏË, ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÆÄÂ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÄÂÉÐÞ ÆÎâ ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ. ±ÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÏ ËØ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÊÂÆÂÚË ì ÔËÔÕÇÏÇ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.1), ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ÆËÐÂÏËÍÖ
ÚÂÔÕËÙ Ä ÒÑÎÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÍÑÕÑÓÖá ÏÑÉÐÑ
ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

r�t� � r0 �
�t
t0

dtU
ÿ
r�t�; t� : �2:52�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.52) ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ U�r0; t� Ë ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ r0, t0.

2.6.1. ±ÓËÐÙËÒ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË.±ÓÑÄÂÓßËÓÖÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.52) ÒÑ ÒÑÎá U�r; t�. ³ÚËÕÂâ, ÚÕÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ
ÖÔÎÑÄËÇ r0 ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÑÎâ U, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÎËÐÇÌÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ

dri�t�
dUj�y; t 0� � di jd

ÿ
yÿ r�t 0��y�t 0 ÿ t0�y�tÿ t 0��

�
�t
t0

dt
qUi

ÿ
r�t�; t�
qrk

drk�t�
dUj�y; t 0� ; �2:53�

ÅÆÇ d�yÿ y0� ì ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËâ ¥ËÓÂÍÂ, Â y�z� ì
ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÂâ ×ÖÐÍÙËâ ·ÇÄËÔÂÌÆÂ. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.53)
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

dri�t�
dUj�y; t 0� � 0 ; esli t 0 > t ili t 0 < t0 ; �2:54�
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Õ.Ç. ÓÇÛÇÐËÇ r�t� ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË (2.52), ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÑÇ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ÒÑÎâ U�y; t 0�, ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ
ÊÐÂÚÇÐËÌU�y; t 0� ÒÓË t0 < t 0 < t. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ×ÖÐÍÙËâ
r�t� ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ, ÇÔÎË ÒÑÎÇ U�y; t 0� ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÄÐÇ
ËÐÕÇÓÄÂÎÂ (t0; t 0), Õ.Ç. ÆÎâ t 0 < t0 ËÎË t 0 > t. µÔÎÑÄËÇ
(2.54) ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÖÔÎÑÄËÇÏ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÓËÚËÐÐÑ-
ÔÕË.

±ÓËÐËÏÂâ àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.53)
ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

dri�t�
dUj�y; t 0� � di jd

ÿ
yÿ r�t 0��y�t 0 ÿ t0�y�tÿ t 0��

�
�t
t 0
dt

qUi

ÿ
r�t�; t�
qrk

drk�t�
dUj�y; t 0� ;

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÇÓÇØÑÆâ Í ÒÓÇÆÇÎÖ t! t 0 � 0, ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

dri�t�
dUj�y; t 0�

����
t�t 0�0

� di j d
ÿ
yÿ r�t 0�� : �2:55�

ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.53) ÆÎâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÆË××Ç-
ÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ

q
qt

dri�t�
dUj�y; t 0� �

qUi�r; t�
qrk

drk�t�
dUj�y; t 0� ;

dri�t�
dUj�y; t 0�

����
t�t 0
� di j d

ÿ
yÿ r�t 0�� : �2:56�

µÔÎÑÄËÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÜËÏ
ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÊÂÆÂÚ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏË
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË. ¬ÓÂÇÄÞÇ ÉÇ
ÊÂÆÂÚË àÕËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÐÇ ÑÃÎÂÆÂáÕ. ´ÂÍ, ÆÎâ ÊÂÆÂÚË
(2.5), (2.6), ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÒÎÑÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÞ Ä ÔÎÑÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ Ä
ÕÑÚÍÇ xÿ u�x� ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë
ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ, ÊÂÄËÔËÕ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ×ÖÐÍ-
ÙËË e�x� ÄÑ ÄÔÇÏ ÔÎÑÇ ÔÓÇÆÞ (L0, L). ±ÇÓÇ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÂ
ÉÇ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ ÒÑÅÓÖÉÇÐËâ Ä ÊÂÆÂÚÖ Ô
ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÒÑ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ
L ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË ÆÎâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÇÕÑÆÂ ÒÑÅÓÖÉÇÐËâ.

2.6.2. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ.
°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÕÇÒÇÓß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.52)
r�t� ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ r0, t0 ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÚÇÓÕÑÌ:

r�t� � r�tjr0; t0� ; r0 � r�t0jr0; t0� : �2:57�

±ÓÑÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.52) ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏ
r0k Ë t0. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ âÍÑÃËÇÄÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ
qri�tjr0; t0�=qr0k Ë ÄÇÎËÚËÐÞ qri�tjr0; t0�=qt0 ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÎËÐÇÌÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

qri�tjr0; t0�
qr0k

� dik �
�t
t0

dt
qUi

ÿ
r�t�; t�
qrj

qrj�tjr0; t0�
qr0k

;

qri�tjr0; t0�
qt0

�ÿUi

ÿ
r0�t0�; t0

���t
t0

dt
qUi

ÿ
r�t�; t�
qrj

qrj�tjr0; t0�
qt0

:

�2:58�

µÏÐÑÉÂâ ÕÇÒÇÓß ÒÇÓÄÑÇ ËÊ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÂ
Uk

ÿ
r0�t0�; t0

�
, ÔÖÏÏËÓÖâ ÒÑ ËÐÆÇÍÔÖ k Ë ÔÍÎÂÆÞÄÂâ ÇÅÑ ÔÑ

ÄÕÑÓÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË

Fi�tjr0; t0� �
�

q
qt0
�U�r0; t0� q

qr0

�
ri�tjr0; t0�

ÎËÐÇÌÐÑÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

Fi�tjr0; t0� �
�t
t0

dt
qUi

ÿ
r�t�; t�
qrj

Fj�tjr0; t0� ;

ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ì F�tjr0; t0� � 0. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ�

q
qt0
�U�r0; t0� q

qr0

�
ri�tjr0; t0� � 0 ; �2:59�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä
ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ r0, t0 Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ
ÖÔÎÑÄËÇÏ ÒÓË t0 � t

r�tjr0; t� � r0 : �2:60�
´ÇÒÇÓß ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ t ÄØÑÆËÕ Ä ÊÂÆÂÚÖ (2.59), (2.60) ÍÂÍ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.59) ÓÇÛÂÇÕÔâ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÄÓÇÏÇÐË,
ÑÃÓÂÕÐÑÏ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÊÂÆÂÚÇ (2.1), Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÐÂÊÄÂÐÑ ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.59) Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ (2.60), ÑÚÇ-
ÄËÆÐÑ, ÕÂÍÉÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÓËÚËÐ-
ÐÑÔÕË ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ t0, Õ.Ç.

d
dUj�y; t 0� ri�tjr0; t0� � 0 ; esli t 0 > t ili t 0 < t0 ;

Ë ÒÓË àÕÑÏ, ÍÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.59), ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

d
dUj�y; t 0� r�tjr0; t0�

����
t 0�t0�0

� d�r0ÿ y� q
qr0j

r�tjr0; t0� : �2:61�

3. ªÐÆËÍÂÕÑÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ­ËÖÄËÎÎâ

³ÑÄÓÇÏÇÐÐÞÌ ÂÒÒÂÓÂÕ ÕÇÑÓËË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ
ÔËÔÕÇÏ, ÇÔÎË àÕË ÔËÔÕÇÏÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÒÓËÐÙËÒÖ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË Ë ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏË
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞØ ËÎË ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÅÑ
ÕËÒÂ [5]. ±ÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÑÒËÔÂÐËâ ËÔØÑÆÐÑÌ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ,
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Í àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÏÖ ÑÒËÔÂÐËá Ô
ÒÑÏÑÜßá ÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ
ÏÑÉÐÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
[5]. °ÆÐÂÍÑ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÓË
àÕÑÏ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÂÍÑÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÐÂ
ÒÓËÏÇÓÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ Ä ÒÓÇÆ-
ÞÆÖÜÇÌ ÅÎÂÄÇ.

3.1. °ÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
±ÖÔÕß ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.1). £ÄÇÆÇÏ ÔÍÂÎâÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá

F�t; r� � d
ÿ
r�t� ÿ r

�
; �3:1�

ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÖá ÐÂ ÔÇÚÇÐËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ r�t�
ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕßá r � const Ë ÑÃÞÚÐÑ ÐÂÊÞÄÂÇÏÖá
ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ.
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¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ (3.1) ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË t Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (2.1), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÚÂÔÕÐÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ [3, 5]�

q
qt
� q
qr

U�r; t�
�
F�t; r� � 0 ; F�t0; r� � d�r0 ÿ r� ; �3:2�

ÍÑÕÑÓÑÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ËÔØÑÆÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ Ë ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ­ËÖÄËÎÎâ.

±ÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÔËÔÕÇÏÞ (2.1) Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ­ËÖÄËÎÎâ (3.2)
ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇÏ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
(t, r), ÍÑÕÑÓÑÇ, ÑÆÐÂÍÑ, ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÖá ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.2) ÒÑ ÔÄÑÇÌ ×ÑÓÏÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÒÓËÏÇÔË ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ U�r; t�
(2.29) Ë ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÐÇÅÑ ÕÑÎßÍÑ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ.

²ÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.1), (3.2) ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ. ´ÂÍ, ×ÖÐÍÙËâ r�t� � r�tjr0; t0� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÑÕ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ r0, t0 ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ä
ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ (2.59). ¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÕÇÒÇÓß
×ÖÐÍÙËá (3.1) ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ t0, Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(2.59) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÕÂÍÉÇ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�

q
qt0
�U�r0; t0� q

qr0

�
F�t; rjt0; r0� � 0 ;

F�t; rjt; r0� � d�r0 ÿ r� ; �3:3�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÊÄÂÐÑ ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
­ËÖÄËÎÎâ.

3.2. µÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ
ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
¦ÔÎË ÏÞ ËÏÇÇÏ ËÔØÑÆÐÖá ÊÂÆÂÚÖ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÖá ÆË××Ç-
ÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, ÕÑ
ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÌÕË Í àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÏÖ ÑÒËÔÂÐËá Ô
ÒÑÏÑÜßá ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞØ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
·ÑÒ×Â) [5, 39, 48]. ¥Îâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÅÑ ÕËÒÂ ÊÂÆÂÚ ÕÂÍÑÌ
ÒÇÓÇØÑÆ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÖÒÓÑÜÇÐ. ´ÂÍ, ÇÔÎË ËÔØÑÆÐÂâ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ä ÚÂÔÕ-
ÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (ÎËÐÇÌÐÞÏ ÕËÒÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.29) ÆÎâ ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ ËÎË ÍÄÂÊËÎËÐÇÌÐÞÏ ÕËÒÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.40) ÆÎâ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ×ÂÊÞ ÄÑÎÐÞ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ), ÕÑ ×ÂÊÑÄÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÆÎâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖáÜÇÌ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÖá ÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÔÕß [3, 5]. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕßá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä
ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕË-
ÚÇÔÍËØ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÒÇÓÇÐÑÔÇ ÒÓËÏÇÔË
ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

£ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÒÂÔÔËÄÐÑÌ
ÒÓËÏÇÔË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÏË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (2.30), (2.31). °Õ ÐËØ ÎÇÅÍÑ ÒÇÓÇÌÕË Í
ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ­ËÖÄËÎÎâ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ
×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË

FLag�t; r; rjn � � d
ÿ
r�tjn � ÿ r

�
d
ÿ
r�tjn � ÿ r

�
; �3:4�

Ä ×ÑÓÏÇ ÊÂÒËÔË ÍÑÕÑÓÑÌ âÄÐÑ ÖÚÕÇÐÑ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ
ËÔØÑÆÐÞØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÎÂÅÓÂÐÉÇ-
ÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ n . ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

q
qt
FLag�t; r; rjn ��

�
ÿ q
qr

U�r; t�� qU�r; t�
qr

q
qr

r
�
FLag�t; r; rjn �;

FLag�0; r; rjn � � d�n ÿ r�dÿr0�n � ÿ r
�
: �3:5�

±ÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÂ ÑÒËÔÂÐËâ Í àÌÎÇÓÑÄÖ ÑÔÖ-
ÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÂÕÓËÙÞ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË
ji k�tjn � � qri�tjn �=qxk, ÑÒÓÇÆÇÎËÕÇÎß ÍÑÕÑÓÑÌ j�tjn � ÑÒË-
ÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ dj�tjn �= dt � �H �U� j�tjn � (2.34).
£ÍÎáÚËÏ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËá j�tjn �, Õ.Ç. ÊÂÏÇÐËÏ
FLag�t;R; rjn � ×ÖÐÍÙËÇÌ

FLag�t; r; r; jjn ��d
ÿ
r�tjn � ÿ r

�
d
ÿ
r�tjn � ÿ r

�
d
ÿ
j�tjn � ÿ j

�
:

�3:6�

µÓÂÄÐÇÐËÇ ­ËÖÄËÎÎâ ÆÎâ ÐÇÇ ÑÚÇÄËÆÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ
ÑÃÑÃÜÂÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.5):

q
qt
FLag�t; r; r; jjn ��

�
ÿ q
qr

U�r; t�� qU�r; t�
qr

�
q
qr

rÿ q
qj

j

��
�

� FLag�t; r; r; jjn �;

FLag�0; r; r; jjn � � d�n ÿ r�dÿr0�n � ÿ r
�
d�jÿ 1� : �3:7�

¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐËË ÄÄÇÆÇÏ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÖá
(3.1):

F�t; r; r� � d
ÿ
r�t; r� ÿ r

�
; �3:8�

ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÖá ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË r�r; t� � r � const Ä
ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÎË ÍÑÐÕÖÓÇ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ.
µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÐÇÇ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÍÂÍ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ
ËÊ (2.29) [5], ÕÂÍ Ë ËÔØÑÆâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ­ËÖÄËÎÎâ (3.7) Ä
ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÒÓËÐâÄ ÄÑ
ÄÐËÏÂÐËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

d
ÿ
r�tjn � ÿ r

� � 1

jqra=qxbj
d
ÿ
n ÿ n �t; r�� �

� 1

j�tjn � d
ÿ
n ÿ n �t; r�� ;

ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.6) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

FLag�t; r; r; jjn � � 1

j
d
ÿ
n ÿ n �t; r��dÿj�tjn � ÿ j

�
F�t; r; r� :

�3:9�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

F�t; r; r� �
�
dn

�1
0

j djFLag�t; r; r; jjn � : �3:10�

¥ÑÏÐÑÉÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.7) ÐÂ j Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÇÅÑ ÒÑ j Ë
n , ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ­ËÖÄËÎÎâ Ä
àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË�

q
qt
�U�r; t� q

qr

�
F�t; r; r� � qU�r; t�

qr
q
qr

rF�t; r; r� ;

F�0; r; r� � d
ÿ
r0�r� ÿ r

�
: �3:11�

¥Îâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(3.3), (3.5) Ë (3.11) ÔÑÄÒÂÆÂáÕ. ±ÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÇ ÑÕÎËÚËâ
ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄ-
ÎâáÜÇÌ Ö ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞÇ Ë ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ
ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÞÏË ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ

´. 169, å 2] ¬°¤¦²¦¯´¯½¦ Á£­¦¯ªÁ £ ³´°·¡³´ª¹¦³¬ª· ¥ª¯¡®ª¹¦³¬ª· ³ª³´¦®¡· 183



ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ

P�t; r; r; jjn ��
FLag�t; r; r; jjn �
�
; P�t; r; r��
F�t; r; r�� :

¿ÕËÏ Ë ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ËØ ÑÔÑÃÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÆËÐÂÏËÍÇ ÔËÔÕÇÏ.

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÆÂáÕ ÃÑÅÂÕÖá
ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÖá Ë ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÅÇÑÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ. °ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ
àÕÑÏ ÄÑÒÓÑÔÇ ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ.

3.3. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÒÑÅÓÂ×Ëâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ
£ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÑÔÐÑÄÐÞÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ ËÊÖ-
ÚÇÐËâ, ÍÂÍ Ë Ä ÑÃÞÚÐÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÅÑÓÐÞØ ÏÂÔÔËÄÑÄ,
âÄÎâÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ ì ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ (Ä ÆÄÖÏÇÓ-
ÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ) ËÎË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ (Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ)
ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

r�r; t� � r � const : �3:12�
¥Îâ ÂÐÂÎËÊÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÐÕÖÓÑÄ (ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ Ä

ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÃÖÆÇÏ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ)
ÖÆÑÃÐÑ ÄÄÇÔÕË ÔËÐÅÖÎâÓÐÖá ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá
(3.8), ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÖá ÐÂ ÐËØ Ë âÄÎâáÜÖáÔâ ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ.

¹ÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá (3.8) ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÕÂÍËÇ
ÄÇÎËÚËÐÞ, ÍÂÍ ÑÃÜÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ
ÎËÐËâÏË ÖÓÑÄÐâ, ÅÆÇ r�r; t� > r:

S�t; r� �
�
y
ÿ
r�r; t� ÿ r

�
dr �

�1
r

d~r
�
drF�t; r; ~r� ; �3:13�

Ë ÑÃÜÂâ "ÏÂÔÔÂ" ÒÑÎâ, ÊÂÍÎáÚÇÐÐÂâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ:

M�t; r��
�
r�r; t�yÿr�r; t�ÿ r

�
dr �

�1
r

~r d~r
�
drF�t; r; ~r� :

�3:14�

´ÂÍ, ÆÎâ ÆËÐÂÏËÍË ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ­ËÖÄËÎÎâ (3.11), ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (3.13) Ë (3.14), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ

q
qt
S�t; r��

�
dr

�1
r

d~r
q
qt

F�t; r; ~r� �

�
�
dr

�1
r

d~r
qU�r; t�

qr

�
q
q~r

~r� 1

�
F�t; r; ~r� ;

q
qt
M�t; r� �

�
dr

�1
r

~r d~r
q
qt

F�t; r; ~r� �

�
�
dr

�1
r

d~r
qU�r; t�

qr
~r
�

q
q~r

~r� 1

�
F�t; r; ~r� ;

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕË, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÍÑÐ-
ÕÖÓÑÏ r�r; t� � r � const, Â ÕÂÍÉÇ ÑÃÜÂâ ÏÂÔÔÂ, ÔÑÔÓÇÆÑ-
ÕÑÚÇÐÐÂâ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÔÑØÓÂÐâáÕÔâ ÆÎâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÂÍÉÇ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ
ÚËÔÎÑ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÍÑÐÕÖÓÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÏÑÅÖÕ ËÔÚÇÊÂÕß Ë
ÒÑÓÑÉÆÂÕßÔâ Ä ÔÓÇÆÇ, Â ÎËÛß àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖáÕ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË ËØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ,
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÅÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ r0�r� � r � const.

±ÓË ÐÂÎËÚËË Ö ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂ-
ÄÎâáÜÇÌ ÄÔÇ àÕË ÄÇÎËÚËÐÞ àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖáÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.

¬ÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË
(3.8) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐ-

ÐÖá ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÖá Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ

P�t; r; r� � 
F�t; r; r�� � 
d�r�r; t� ÿ r�� ; �3:15�
Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÓÇÆÐËÇ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (3.13), (3.14) (×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ F)
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ àÕÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌ.

¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÆÇÕÂÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÇ ÒÑÎâ r�r; t� ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÄÍÎáÚËÄ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇ-
ÐËÇ ÇÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ p�r; t� � Hr�r; t�. ´ÂÍ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÇÎËÚËÐÂ

l�t; r� �
�
dr
��p�r; t���dÿr�r; t� ÿ r

� � � dl �3:16�

ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÑÃÜÖá ÆÎËÐÖ ÍÑÐÕÖÓÑÄ [18 ë 22].
£ÞÓÂÉÇÐËÇ (3.16) ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÔÛËÓÇÐÐÑÌ ËÐÆËÍÂ-

ÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Ô ÆÑÃÂÄÑÚÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ p

F�t; r; r; p� � d
ÿ
r�r; t� ÿ r

�
d
ÿ
p�r; t� ÿ p

�
; �3:17�

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÌ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ
ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËá ­ËÖÄËÎÎâ, ÄÞÕÇÍÂáÜÇÏÖ ËÊ
(2.29) Ë (2.36),�

q
qt
�U�r; t� q

qr

�
F�t; r; r; p� �

�
�
qUk�r; t�

qri

q
qpi

pk � qU�r; t�
qr

�
q
qr

r� q
qp

p

�
�

� q2Uk�r; t�
qri qrk

q
qpi

r
�
F�t; r; r; p� ;

F�0; r; r; p� � d
ÿ
r0�r� ÿ r

�
d
ÿ
p0�r� ÿ p

�
: �3:18�

³ÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.18), ÐÂÒÓËÏÇÓ, âÄÎâÇÕÔâ àÄÑ-
ÎáÙËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÆÎËÐÞ ÍÑÐÕÖÓÂ (3.16)

q
qt
l�t; r� �

�
dr

�
dpp

q
qt

F�t; r; r; p� �

�
�
dr

�
dp

�
ÿ qUk�r; t�

qri

pipk
p
� qUk�r; t�

qrk
p
q
qr

rÿ

ÿ q2Uk�r; t�
qri qrk

pi
p
r
�
F�t; r; r; p� ; �3:19�

ÑÕÍÖÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎËÐÂ ÍÑÐÕÖÓÂ àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖÇÕ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÆÂÉÇ ÆÎâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ×ÑÓÏÖÎ (3.17) ë (3.19)
ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÌ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÑÎÇÌ r�r; t� Ë ÇÅÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ p�r; t�, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÏÑÌ ÒÖÕÇÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (3.17)
ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ, Õ.Ç. ×ÖÐÍÙËÇÌ

P�t; r; r; p� � 
d�r�r; t� ÿ r�d�p�r; t� ÿ p
�
: �3:20�

£ÍÎáÚÇÐËÇ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÙÇÐËÕß ÑÃÜÇÇ
ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ r�r; t� � r � const Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐÐÑÌ (Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÎËÐËÌ) ×ÑÓÏÖÎÞ
[19]

N�t; r� � Nin�t; r� ÿNout�t; r� �

� 1

2p

�
dr K�t; r; r���p�r; t���dÿr�r; t� ÿ r

�
; �3:21�
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ÅÆÇ Nin�t; r�, Nout�t; r� ì ÚËÔÎÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÄÇÍÕÑÓ p ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÒÑ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ Ë ÄÐÇÛÐÇÌ ÐÑÓÏÂÎË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, Â K�t; r; r�ì ÍÓËÄËÊÐÂ ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ.

¥Îâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÒÑÎâ r�r; t�, ÍÑÅÆÂ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ P�t; r; r� Ë P�t; r; r; p� ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ r, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ
ÔÓÇÆÐËÇ ÄÔÇØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (ÃÇÊ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ r) ÃÖÆÖÕ
ÑÒËÔÞÄÂÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÖÆÇÎßÐÞÇ (ÒÓËØÑÆâÜËÇÔâ ÐÂ
ÇÆËÐËÙÖ ÒÎÑÜÂÆË) ÊÐÂÚÇÐËâ àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ, ÇÔÎË ÑÐË,
ÍÑÐÇÚÐÑ, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ.

±ÇÓÇÌÆÇÏ ÕÇÒÇÓß Í ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÑÒËÔÂÐËá ÊÂÆÂÚ,
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÌ ÚÂÔÕË ÓÂÃÑÕÞ.

4. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ

4.1. ±ÓâÏÑÇ Ë ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ
Ë ÍÓÂÇÄÞÇ ÖÔÎÑÄËâ Í ÐËÏ
±ÖÔÕß ÄÇÍÕÑÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ x�t� � fx1�t�; x2�t�; . . . ; xN�t�g
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ

d

dt
x�t� � v�x; t� � f�x; t� ; x�0� � x0 ; �4:1�

ÅÆÇ ÚÇÓÇÊ v�x; t� ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÞ ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÞÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË, Â ÚÇÓÇÊ f�x; t� ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÇ ÒÑÎÇ Ô ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ


f�x; t�� � 0 ; Bi j�x; t; x0; t 0� �


fi�x; t� fj�x0; t 0�

�
:

©ÆÇÔß, ÍÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, ÚÇÓÇÊ h. . .i ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ
ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ f�x; t�. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ­ËÖÄËÎÎâ ÆÎâ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
F�t; x� � d�x�t� ÿ x� ËÏÇÇÕ ÄËÆ

q
qt
F�t; x� � ÿ q

qx

�
v�x; t� � f�x; t��F�t; x� ;

F�0; x� � d�xÿ x0� : �4:2�
µÔÓÇÆÐËÏ ÕÇÒÇÓß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.2) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎË-

ÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ f�x; t�. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ ÑÆÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ P�t; x� � hF�t; x�i
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

q
qt
P�t; x� � ÿ q

qx
v�x; t�P�t; x� ÿ q

qx



f�x; t�F�t; x�� ;

P�0; x� � d�xÿ x0� : �4:3�

±ÓË àÕÑÏ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.3) ÄÑÊÐËÍÂáÕ
ÚÎÇÐÞ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËÇÌ ÒÑÎâ f�x; t� Ô ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ F�t; x�, ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ ÒÑÎâ f�x; t�.
®ÇÕÑÆÞ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÌ Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÓËÓÑÆÞ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ f�x; t�. £
ÔÎÖÚÂÇ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËÇ ÑÔÖ-
ÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ
¶ÖÓÖÕÙÖ ë¯ÑÄËÍÑÄÂ [49, 50] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [5, 39])


fk�x; t�R� f �
� � � dx0

�
dt 0Bkl�x; t; x0; t 0��

�
�

d
d fl�x0; t 0�R� f �

�
; �4:4�

ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÌ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ R� f � ÑÕ
ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ f�x; t� Ë âÄÎâáÜÇÌÔâ ÒÑ ÔÖÕË

ÆÇÎÂ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÚÂÔÕâÏ Ä ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎßÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ [51]. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.3) Ô
ÖÚÇÕÑÏ ÖÔÎÑÄËâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË (2.54) ÒÓËÐË-
ÏÂÇÕ ÄËÆ

q
qt
P�t; x� � ÿ q

qx
v�x; t�P�t; x�ÿ

ÿ q
qxi

�
dx0
�t
0

dt 0Bi j�x; t; x0; t 0�
�

d
d fj�x0; t 0�F�t; x�

�
;

P�0; x� � d�xÿ x0� : �4:5�
£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.5) ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ âÄÎâÇÕÔâ

ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ.
£ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË ÔÎÖÚÂÌ-

ÐÑÅÑ ÒÑÎâ f�x; t� ÄÏÇÔÕÑ ÕÇÐÊÑÓÂ Bi j ÄÄÑÆËÕÔâ à××ÇÍÕËÄ-
ÐÞÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [5])

Beff
i j �x; t; x0; t 0� � 2d�tÿ t 0�Fi j�x; x0; t� ; �4:6�

ÅÆÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ Fi j ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÑÏ

Fi j�x; x0; t� � 1

2

�1
ÿ1

dt 0Bi j�x; t; x0; t 0� :

£ ÒÓËÏÇÐÇÐËË Í ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÏÖ ÒÑ ÄÓÇ-
ÏÇÐË ÒÑÎá f�x; t� (4.6) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.5) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ Ë
ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

q
qt
P�t; x� � ÿ q

qx
v�x; t�P�t; x� ÿ q

qxi

�
dx0Fi j�x; x0; t 0��

�
�

d
d fj�x0; t�F�t; x�

�
;

P�0; x� � d�xÿ x0� ; �4:7�

ÅÆÇ ÒÑÆ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
d=df�x0; t� ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ
d=df�x0; tÿ 0�.

µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.2) ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

d
d fj�x0; t�F�t; x� � ÿ

q
qxj

�
d�xÿ x0�F�t; x�	 ;

ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.5) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ ÊÂÏÍÐÖÕÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ

q
qt
P�t; x� � q

qxk

�
vk�x; t� � Ak�x; t�

�
P�t; x� �

� q2

qxk qxl

�
Fkl�x; x; t�P�t; x�� ;

P�0; x� � d�xÿ x0� ; �4:8�

ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÆÇÕÇÓÏËÐËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßá v Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ×ÂÍÕÑÓÑÏ Fi j

Ak�x; t� � q
qx0l

Fkl�x; x0; t�
��
x0�x :

£ àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(4.1) âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÓÍÑÄÔÍËÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ, Ë ÇÅÑ
ÒÇÓÇØÑÆÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ

p�x; tjx0; t0� �


d�x�t� ÿ x�jx�t0� � x0

�
ÕÂÍÉÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (4.8) Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑ-
ÄËÇÏ
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p�x; tjx0; t0�
��
t!t0
� d�xÿ x0� :

µÓÂÄÐÇÐËÇ (4.8) âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞØ Ë ÑÃÞÚÐÑ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÓâÏÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ. ¥Îâ ÐÇÅÑ ÆÂÎßÐÇÌÛËÌ ÂÐÂÎËÊ ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍË ÍÓÂÇÄÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÑ x,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÕËÒÑÏ ÊÂÆÂÚË, ÒÑÆÎÇÉÂÜÇÌ ËÔÔÎÇ-
ÆÑÄÂÐËá.

µÔÎÑÄËÇÏ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇ-
ÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ f�x; t� (Õ.Ç. ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ) âÄÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ ÏÂÎÑÔÕË ÄÓÇÏÇÐ-
ÐoÂ ÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË t0 ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ f�x; t� ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá ÔÑ ÄÔÇÏË ÄÓÇÏÇÐÐÞÏË ÏÂÔÛÕÂÃÂÏË, ËÏÇáÜË-
ÏËÔâ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇ, Õ.Ç. t0 5 t1 ÓÂÄÐÑ L=v
ËÎË L=

���������h f 2ip
, ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ L ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÕËÒËÚÐÞÌ

ÏÂÔÛÕÂÃ ÆÎËÐÞ. ¿ÕÑÕ ÏÂÔÛÕÂÃ ÏÑÉÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ
ÔÄÑÌÔÕÄ ÕÇÚÇÐËâ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, L � v=jHvj ì ÕËÒËÚÐÞÌ
ÓÂÊÏÇÓ ÄËØÓÇÌ) ËÎË ÑÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÔÇÌ (L � r=jHrj).
£ ÎáÃÑÏ ÔÎÖÚÂÇ àÕË ÓÂÊÏÇÓÞ ÖÏÇÐßÛÂáÕÔâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ
ÊÂ ÔÚÇÕ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÏÇÎÍÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ. £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ ÆÄÂ ÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÔÓÂÄÐËÏÞ, Ë Ä
ÕÂÍÑÌ ÔËÕÖÂÙËË ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÞÏ. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓËÐËÏÂÕß ÄÑ
ÄÐËÏÂÐËÇ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË t0.

µÚÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ f�x; t� ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÔÕË Ä ÓÂÏÍÂØ ÆË××Ö-
ÊËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [1, 23, 52]). ¿ÕÑ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÃÑÎÇÇ ÐÂÅÎâÆÐÑ Ë×ËÊËÚÐÑ, ÚÇÏ×ÑÓÏÂÎßÐÑÇ
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ. £ ÓÂÏÍÂØ àÕÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÒÓÇÆÒÑ-
ÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÄÎËâÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÌ ÐÂ ÄÓÇÏÇÐ-
ÐÞØÏÂÔÛÕÂÃÂØ ÒÑÓâÆÍÂ t0 ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, Õ.Ç. ÔËÔÕÇÏÂ ÐÂ
àÕËØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖÇÕ ÍÂÍ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ.

£ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.5)
âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÚÐÞÏ, Â ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

q
qt
F�t; x� � ÿ q

qx
v�x; t�F�t; x� ;

q
qt

dF�t; x�
d fi�x0; t 0� � ÿ

q
qx

�
v�x; t� dF�t; x�

d fi�x0; t 0�
�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË

F�t; x���
t!t 0 � F�t 0; x� ;

dF�t; x�
d fi�x0; t 0�

����
t!t 0
� ÿ q

qxj

�
d�xÿ x0�F�t 0; x	 :

±ÓË t4 t0 ÓÇÛÇÐËÇ ËÔØÑÆÐÑÌ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
(4.1) Ä ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÏÂÓÍÑÄÔÍËÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ, Ë ÖÔÎÑÄËâÏË ÒÓËÏÇ-
ÐËÏÑÔÕË ÇÅÑ âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÎÑÔÕß ÄÔÇØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ
à××ÇÍÕÑÄ ÐÂ ÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ ÒÑÓâÆÍÂ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ
ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË t0.

µÔÓÇÆÐââ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ­ËÖÄËÎÎâ (3.3) ÒÑ
ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ, ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÂÍÉÇ ÑÃÓÂÕÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ àÄÑÎá-
ÙËá ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ t0, x0 (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [28]):

q
qt0

p�x; tjx0; t0� �
�
vk�x0; t0� � Ak�x0; t0�

� q
qx0k

p�x; tjx0; t0� �

�ÿFkl�x0; x0; t0� q2

qx0k qx0l
p�x; tjx0; t0� : �4:9�

±ÓâÏÑÇ Ë ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ. ±ÓâÏÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÑ ÆÎâ
ÂÐÂÎËÊÂ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË (4.1). °ÃÓÂÕÐÑÇ ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÃÑÎÇÇ
ÖÆÑÃÐÑ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ, ÔÄâ-
ÊÂÐÐÞØ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÓÇÃÞÄÂÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
x�t� Ä ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ
ÆÑÔÕËÉÇÐËâ ÅÓÂÐËÙ àÕËØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ Ë Õ.Ò. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ,
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÓÇÃÞÄÂÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ x�t� Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ V ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ

G�t; x0; t0� �
�
dx p�x; tjx0; t0� ;

ÍÑÕÑÓÞÌ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá (4.9) ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÊÂÏÍÐÖ-
ÕÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

q
qt0

G�t; x0; t0� �
�
vk�x0; t0� � Ak�x0; t0�

� q
qx0k

G�t; x0; t0� �

� ÿFkl�x0; x0; t0� q2

qx0k qx0l
G�t; x0; t0� ;

G�t; x0; t0� � 1; esli x0 2 V;
0; esli x0 2= V:

�
�4:10�

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÂÍÉÇ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ
ÍÓÂÇÄÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.10), ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ØÂÓÂÍÕÇÓÑÏ ÍÂÍ ÔÂÏÑÌ ÑÃÎÂÔÕËV, ÕÂÍ Ë ÇÇ ÅÓÂÐËÙ.

¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË, ÓÇÛÇÐËâ ÓâÆÂ ÔÕÑØÂÔÕË-
ÚÇÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÃÑÎßÛËÏË
ÄÞÃÓÑÔÂÏË Ä ÕÖ ËÎË ËÐÖá ÔÕÑÓÑÐÖ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÌ ÒÑÄÇ-
ÆÇÐËÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÙÇÎÑÏ ÄÑ ÄÔÇÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
ÄÓÇÏÇÐ, ÐÂÊÄÂÐÐÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ. ¿ÕÑ ÒÑÐâÕËÇ ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎËÕß ËÔØÑÆâ ËÊ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ.

4.2. ´ËÒËÚÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
±ÖÔÕß y�t� ì ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ô ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ

ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ

P�t; y� � 
d�y�t� ÿ y�� ;
ÅÆÇ tìÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÆÎâ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÄÓÇÏÇÐÇÏ. ªÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÄÇÐÔÕÄ

F�t; y� � P
ÿ
y�t� < y

� � 
Y�yÿ y�t��� ;
ÅÆÇ Y�y�ì×ÖÐÍÙËâ ·ÇÄËÔÂÌÆÂ, ÓÂÄÐÂâ ÐÖÎá ÒÓË y < 0 Ë
ÇÆËÐËÙÇ ÒÓË y > 0.

¯ÂÊÑÄÇÏ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
y�t� ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÖá ÍÓËÄÖá y��t�, ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ
ÏÇÆËÂÐÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ë ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

F
ÿ
t; y��t�� � 1

2
:

°ÔÐÑÄÂÐËÇÏ ÆÎâ àÕÑÅÑ âÄÎâÇÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÏÇÆËÂÐÞ,
ÊÂÍÎáÚÂáÜÇÇÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ
ÄÓÇÏÇÐË (t1; t2) ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ y�t� ÍÂÍ ÃÞ "ÑÃÄË-
ÄÂÇÕ" ÍÓËÄÖá y��t� ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ, Ä
ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ y�t� > y��t�,
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ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ y�t� < y��t� (ÓËÔ. 9)
[12, 13], Õ.Ç.

hTy�t�>y��t�i � hTy�t�<y��t�i � 1

2
�t2 ÿ t1� :

±ÓË àÕÑÏ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÍÓËÄÂâ y��t� ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÑÕÎËÚÂÕßÔâ ÑÕ ÎáÃÑÌ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÓÑÙÇÔÔÂ
y�t� Ë ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÇÎËÚËÐÖ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË y��t�
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t�, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÆÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ, ÕÇÏ ÐÇ
ÏÇÐÇÇ, ÐÂ ÄÔÇÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË t 2 �0;1�.

¥Îâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÕËÒÑÄ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖá-
ÜÖá ÖÉÇ ÄÞÃÓÑÔÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ.

±ÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ-
ÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ, ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÅÑ Ä ÑÅÓÑÏÐÑÏ
ÚËÔÎÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÄÑ ÄÔÇØ ÑÃÎÂÔÕâØ ×ËÊËÍË,
âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË-ÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔ. ¿ÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÓâÆÑÏ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÞØ
ÔÄÑÌÔÕÄ [12, 13], ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÑâÄÎâáÕÔâ ÆÎâ ÊÂÆÂÚ, ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2, Ä ÕÂÍËØ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ
âÄÎÇÐËâØ, ÍÂÍ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ Ë ÍÎÂÔÕÇÓË-
ÊÂÙËâ.

4.3. ­ÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË-ÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ
°ÒÓÇÆÇÎËÏ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÑ ×ÑÓ-
ÏÖÎÇ

y�t� � exp

�
ÿ t�

�t
0

dx z�x�
�
; �4:11�

ÅÆÇ z�x�ì ÅÂÖÔÔÑÄ ÒÓÑÙÇÔÔ ÃÇÎÑÅÑ ÛÖÏÂ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

z�x�� � 0;



z�x�z�x0�� � 2d�xÿ x0� :

°Ð ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

d

dt
y�t� � �ÿ 1� z�t�	y�t� ; y�0� � 1 :

³ÄÑÌÔÕÄÂ àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÔÎÇÆÖáÜËÇ.
1. ­ÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÓÍÑÄÔÍËÏ

ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ, Ë ÇÅÑ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌ P�t; y� � hd�y�t� ÿ yi ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ

q
qt

P�t; y�� q
qy

yP�t; y� � q
qy

y
q
qy

yP�t; y� ;
P�0; y��d�yÿ 1� ; �4:12�

ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ

P�t; y� � 1

2
�����
pt
p

y
exp

�
ÿ 1

4t
ln2�yet�

�
�4:13�

ËÏÇÇÕ ÆÎËÐÐÞÌ ÒÑÎÑÅËÌ "ØÄÑÔÕ", ÒÑÍÂÊÞÄÂáÜËÌ, ÚÕÑ
ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÃÑÎßÛËÏË ÄÞÃÓÑÔÂÏË (ÓËÔ. 10). ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓË àÕÑÏ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

F�t; y� � P
ÿ
y�t� < y

� � F
�

1

�2t�1=2
ln2�yet�

�
;

ÅÆÇ F�z�ì ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÛËÃÑÍ,

F�z� � 1

�2p�1=2
�z
ÿ1

dy exp

�
ÿ y2

2

�
:

2. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË

hyn�t�i�exp
�
n�nÿ 1�t	 ; � 1

yn�t�
�
�exp

�
n�n� 1�t	 ;

n � 1; 2; . . . ; �4:14�
Ë àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.

3. ¬ÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂÇÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË:

y��t� � eÿt : �4:15�
³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÓÑÔÕ ÏÑÏÇÐÕÑÄ
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ ÄÞÃÓÑÔÂÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÕÑÌ
ÍÓËÄÑÌ ÍÂÍ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÃÑÎßÛËØ, ÕÂÍ Ë ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ.
°ÆÐÂÍÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ y < 1 ÒÓË
t4 1 ÒÓË àÕÑÏ ÃÞÔÕÓÑ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÇÆËÐËÙÇ:

P
ÿ
y�t� < 1

� � F�t; 1� � 1ÿ 1

�pt�1=2
eÿt=4 :

4. ¥Îâ ÎáÃÑÌ ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË 0 < p < 1 cÖÜÇÔÕ-
ÄÖÇÕ ÑÆÐÑÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ

t1 t2

Dt1 Dt2 Dt3

t

y��t�

y�t�

²ËÔ. 9. ´ËÒËÚÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 y

t � 1

t � 0,1

2,0

P�y�

1,5

1,0

0,5

²ËÔ. 10. ±ÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ.
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ÔÒÂÆÂáÜËØ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÍÓËÄÞØ

Yp�t; b���1ÿ p�ÿ1=b exp
�ÿ �1ÿ b�t	 �04b4 1�;

�4:16�

àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÚÂÔÕß ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ
ÎÇÉËÕ ÐËÉÇ ÍÓËÄÑÌ Yp�t; b�, Õ.Ç.

P
�
y�t� < Yp�t; b� dlq wseh t 2 �0;1�	 � p :

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá p � 1=2 ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÐÇÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÑ

y�t� < 4 exp

�
ÿ t
2

�
�4:17�

ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t ËÊ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ (0;1).
5. ³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-

ÕÇÌ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ Sn �
�1
0 dtyn�t�, ØÂÓÂÍÕÇ-

ÓËÊÖáÜËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ Ë ËÏÇáÜËØ
ÔÕÇÒÇÐÐÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ S, Â
ËÏÇÐÐÑ

Pn�S� � nÿ2=n

G�1=n�
1

S 1�1=n exp

�
ÿ 1

n2S

�
; �4:18�

Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÎÑÜÂÆË S1 �
�1
0 dty�t�

ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÂâ ÇÌ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÏÇáÕ ÄËÆ

P1�S� � 1

S 2
exp

�
ÿ 1

S

�
; F�S� � exp

�
ÿ 1

S

�
:

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÞÃÓÑÔÞ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÊÍË.

£ÔÇ àÕË ÔÄÑÌÔÕÄÂ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ àÄÑÎáÙËá ÎÑÅ-
ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, âÄÎâáÕÔâ
ÔÎÇÆÔÕÄËâÏË, ÄÞÕÇÍÂáÜËÏË ÕÑÎßÍÑ ËÊ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (4.13).

±ÇÓÇÌÆÇÏ ÕÇÒÇÓß ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Í ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ
ÂÐÂÎËÊÖ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÊÂÆÂÚ, Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ÄÑ ÄÕÑ-
ÓÑÌ ÚÂÔÕË ÓÂÃÑÕÞ.

5. ÁÄÎÇÐËÇ ÒÇÓÇÃÓÑÔÂ Ä ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ

5.1. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÔÎÖÚÂÌ
±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(2.3), ÍÑÕÑÓÑÇ ÊÂÒËÛÇÏ Ä ÄËÆÇ (l � 1)

d

dt
x�t� � ÿx2�t� � f�t� ; x�0� � x0 ; �5:1�

ÅÆÇ ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ f�t� ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ
ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ Ô ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂÏË


f�t�� � 0 ;


f�t� f�t 0�� � 2Dd�tÿ t 0� :

±ÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË (5.1)
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

x�t� � 1

tÿ t0
; t0 � ÿ 1

x0
:

¦ÔÎË ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÕÑÚÍÂ x0 > 0, ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÏÑÐÑ-
ÕÑÐÐÑ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá. £ ÔÎÖÚÂÇ ÉÇ x0 < 0 ÓÇÛÇÐËÇ
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÿ1 ÊÂ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ t0.

²ÇÛÇÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË (5.1) ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÒÓâÏÞÏ Ë ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ ÒÑ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ tÿ t0, ÍÑÕÑÓÖá ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ t:

q
qt
p�x; tjx0� � q

qx
x2p�x; tjx0� �D

q2

qx2
p�x; tjx0� ;

q
qt
p�x; tjx0� � ÿx20

q
qx0

p�x; tjx0� �D
q2

qx20
p�x; tjx0� ;

p�x; 0jx0� � d�xÿ x0� : �5:2�

£ÇÎËÚËÐÞ x, p�x; tjx0� Ë D ËÏÇáÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË �x� � tÿ1, �D� � tÿ3, �p� � t, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑ, ÑÃÇÊÓÂÊÏÇÓËÄÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.2), ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ËØ
Ä ÄËÆÇ

q
qt
p�x; tjx0� � q

qx
x2p�x; tjx0� � q2

qx2
p�x; tjx0� ;

q
qt
p�x; tjx0� � ÿx20

q
qx0

p�x; tjx0� � q2

qx20
p�x; tjx0� ;

p�x; 0jx0� � d�xÿ x0� : �5:3�

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÆÂÎÇÇ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÍÓÂÇÄÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ
(5.3) Ä ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÕÑÚÍÂØ �1. ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÄÂ ÕËÒÂ
ÊÂÆÂÚ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËØ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ.

±ÇÓÄÞÌ ÕËÒ ÍÓÂÇÄÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ, ÇÔÎË ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ÍÓËÄÂâ x�t� ÑÃÓÞÄÂÇÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ t0, ÅÆÇ ÑÐÂ
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÿ1. ¿ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÔÎÑÄËá, ÚÕÑ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ

J�t; x� � x2p�x; tjx0� � q
qx

p�x; tjx0� �5:4�
ÆÑÎÉÐÂ ÓÂÄÐâÕßÔâ ÐÖÎá ÒÓË x!1, Õ.Ç. ÖÔÎÑÄËâÏ

J�t; x�! 0 pri x!1 ; p�x; tjx0� ! 0 pri x! ÿ1 :

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÇÎËÚËÐÂ

G�tjx0� �
�1
ÿ1

dx p�x; tjx0� 6� 1

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ x�t� ÑÔÕÂÇÕÔâ
ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÐÂ ÄÔÇÌ ÑÔË (ÿ1, 1), Õ.Ç. âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕßá P�t < t0� ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÕÑÚÍË Ä
ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÑâÄÎÇ-
ÐËâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÕÑÚÍË Ä ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [28])

P�t > t0� � 1ÿ
�1
ÿ1

dx p�x; tjx0� ;

Ë ÇÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ

p�tjx0� � q
qt

P�t > t0� � ÿ q
qt

�1
ÿ1

dx p�x; tjx0� �5:5�

ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÄÞÕÇÍÂáÜËÏ ËÊ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ (5.3)

q
qt
p�tjx0� � ÿx20

q
qx0

p�tjx0� � q2

qx20
p�tjx0� : �5:6�

°ÙÇÐËÏ ÔÓÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ hT�x0�i �
�1
0 t dt p�tjx0�, ÊÂ

ÍÑÕÑÓÑÇ ÔËÔÕÇÏÂ ÒÇÓÇÌÆÇÕ ËÊ ÔÑÔÕÑâÐËâ x0 Ä ÔÑÔÕÑâÐËÇ
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ÿ1. ¿ÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÄÞÕÇÍÂá-
ÜËÏ ËÊ (5.6),

ÿ1 � ÿx20
d

dx0



T�x0�

�� d2

dx20



T�x0�

� �5:7�

Ô ÍÓÂÇÄÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË hT�x0�i ! 0 ÒÓË x0 ! ÿ1, Ë
ÄÇÎËÚËÐÂ hT�x0�i ÑÅÓÂÐËÚÇÐÂ ÒÓË x0 !1. ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÎÇÅÍÑ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÕÔâ, Ë Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ


T�x0�
� � �x0

ÿ1
dx
�1
x

dZ exp

�
1

3
�x3 ÿ Z3�

�
: �5:8�

¥Îâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÏË
ÕÑÚÍÂÏË (ÔÏ. ÓËÔ. 3) ËÊ (5.8) ÒÑÎÖÚÂÇÏ



T�1�� � ���

p
p 121=6

3
G
�
1

6

�
� 4;976 :

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ hT�0�i � �2=3�hT�1�i ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÓÇÆÐÇÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ÒÇÓÇØÑÆÂ ËÊ ÔÑÔÕÑâÐËâ
x0 � 0 Ä ÔÑÔÕÑâÐËÇ x0 � ÿ1.

³ÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÆÓÖÅËÇ ÍÓÂÇÄÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÄÑÊÐËÍÂáÕ, ÇÔÎË
ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ x�t� ÓÂÊÓÞÄÐÂ Ë ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÆÎâ ÄÔÇØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ ÄÓÇÏÇÐË t. ¦ÔÎË ÇÇ ÑÃÓÂÜÇÐËÇ Ä ÿ1 Ä ÏÑÏÇÐÕ
ÄÓÇÏÇÐË t! t0 ÿ 0 ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÇÇ
ÒÑâÄÎÇÐËÇÏ ÒÓË t! t0 � 0 ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ 1, ÕÑ ÍÓÂÇÄÞÏ
ÖÔÎÑÄËÇÏ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.3) ÃÖÆÇÕ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ-
ÔÕË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÑÕÑÍÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (5.4), Õ.Ç. ÖÔÎÑÄËÇ

J�t; x���
x!ÿ1 � J�t; x���

x!1 :

±ÓË t!1 ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ x0,

P�x� � J

�x
ÿ1

dx exp

�
1

3
�x3 ÿ x3�

�
; �5:9�

ÅÆÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
J � 1=hT�1�i.

¥Îâ ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ x ËÊ (5.4) ÔÎÇÆÖÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ

P�x� � 1

hT�1�ix2 : �5:10�

¿ÕÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÓÂÊÓÞÄÂÏË ×ÖÐÍÙËË x�t�
ÕËÒÂ

x�t� � 1

tÿ tk
;

Ë ÄÎËâÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÔÕÇÌ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ,
ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ t4 hT�1�i Ë ÃÑÎßÛËØ x Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÏ

p�x; tjx0� �
X1
k�0

�
d
�
xÿ 1

tÿ tk

��
� 1

x2

X1
k�0



d�tÿ tk�

� �
� 1

2px2

�1
ÿ1

dK exp�ÿiKt�
X1
k�0



exp�iKtk�

� �
� 1

2px2

�1
ÿ1

dK exp�ÿiKt� F0�K�
1ÿ F�K� ;

ÅÆÇ F0�K� � hexp�iKt0�i ì ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÒÇÓÄÑÌ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ÕÑÚÍË, Â F�K� � hexp�iKT�iì ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÄÓÇÏÇÐË ÏÇÉÆÖ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑ-
ÔÕâÏË. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓË t!1 ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍÖ

P�x� � ÿ 1

2pix2


T�1��

�1
ÿ1

dK exp�ÿiKt� 1

K� i0
� J

x2
;

ÔÑÄÒÂÆÂáÜÖá Ô (5.10).

5.2. £ÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÍÂÖÔÕËÍ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ
¢ÎËÊÍÑÌ Í ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ ÄÞÛÇ âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÍÂÖÔ-
ÕËÍÂØ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ. £ ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÓËÄËÊÐÂ
×ÂÊÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË (x; y) ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

d

dx
u�x� � ÿu2�x� � f�x� ; u�0� � u0 ; �5:11�

ÅÆÇ f�x� � �1=2�q2e�x; y�x��=qy2, Â ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÔÏÇÜÇÐËÇ
ÎÖÚÂ y�x� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.49). ¥Îâ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ, ËÊÑÕÓÑÒÐÞØ, ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑ-
ÄÂÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ e�x; y�


e�x; y�e�x0; y0�� � d�xÿ x0�A�yÿ y0�

ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÏÇÜÇÐËâ ÎÖÚÂ Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ

q
qx

P�x; u� � q
qu

J�x; u� ; P�0; u� � d�uÿ u0� ; �5:12�
ÅÆÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÑÕÑÍÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÇÔÕß

J�x; u� � u2P�x; u� �D

2

q
qu

P�x; u�;

D � 1

4

q4

qy4
A�0� � p

�1
0

K4 dKFe�0; K�

ì ÆË××ÖÊËÑÐÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ; Fe�0; K� ì ÆÄÖÏÇÓÐÂâ
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x; y�.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (5.12) ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÑÔß Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ
ÓÂÊÆÇÎÇ. ¢ÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ u�x�
âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÊÓÞÄÐÞÏ Ë ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÿ1 ÐÂ ÍÑÐÇÚÐÑÏ
ÓÂÔÔÕÑâÐËË x�u0�, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑ-
ÄËÇÏ u0, ÚÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÖ ÄÑÎÐÞ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. ³ÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ hx�u0�i Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ


x�u0�
� � 2

D

�u0
ÿ1

dx
�1
x

dZ exp

�
2

3D
�x3 ÿ Z3�

�
; �5:13�

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ [6 ë 8],

D1=3


x�1��� 6;27 ; D1=3



x�0��� 2

3
D1=3



x�1��� 4;18 :

£ÇÎËÚËÐÂ hx�0�i ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÓÇÆÐÇÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÄÑÊÐËÍÐÑ-
ÄÇÐËâ ×ÑÍÖÔÂ ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ, Â ÄÇÎËÚËÐÂ
hx�1�i ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÓÇÆÐÇÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÏË ×ÑÍÖÔÂÏË.

©ÂÏÇÚÂÐËÇ. £ ÏÇÕÑÆÇ ÒÎÂÄÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [5, 40, 41]) ÂÐÂÎËÊ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÆÎâ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ ÃÂÊËÓÖÇÕÔâ ÐÂ ÂÐÂÎËÊÇ ÖÓÑÄÐâ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË w�x; y� � ln I�x; y�. £ÔÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ
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ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË w ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË
ÖÓÑÄÐâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË s2�x�, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑÌ Ä ÒÇÓÄÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÇÕÑÆÂ ÒÎÂÄÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
s2�x� � Dx3. ¶ÎÖÍÕÖÂÙËË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ËÏÇáÕ ÓÂÊÐÑÇ
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË s2�x�5 1 (ÔÎÂÃÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË) Ë
s2�x�4 1 (ÔËÎßÐÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË). ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (5.13),
ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎß-
ÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (5.12) ËÏÇÇÕ "ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÖá" ÒÓË x!1
ÒÓÇÆÇÎßÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá
ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÑÕÑÍÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, ÂÐÂÎÑÅËÚ-
ÐÖá (5.9),

P�u� � J

�u
ÿ1

dx exp

�
2

3D
�x3 ÿ u3�

�
; �5:14�

ÅÆÇ J � 1=hx�1�i. ±ÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ u ËÊ (5.12)
ÔÎÇÆÖÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ

P�u� � 1

x�1��u2 ;

ÚÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍË
ÄËÆÑÏ ×ÖÐÍÙËË u�x� Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÇÇ ÓÂÊÓÞÄÑÄ

u�x� � 1

xÿ xk
:

ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÕÂÍÉÇ ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ,
ÄÞÕÇÍÂáÜÖá ËÊ (2.49),

I�x� � xk
jxÿ xkj ;

Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÇÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ I Ë x ËÏÇÇÕ ÄËÆ

P�x; I� � 2x

x�1��I 2 ;

ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ, ÒÓÑÌÆÇÐÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÌ.
£ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ×ÑÍÖÔÂ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË x

ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏÖ ÓÂÊÆÇÎÖ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇÏ

P�x > x0� � 1ÿ
�1
ÿ1

duP�x; u� ;

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÔÄâÊÂÐÂ Ô
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÒÑÕÑÍÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ [6 ë 8]

p�x�� q
qx

P�x > x0��ÿ q
qx

�1
ÿ1

duP�x; u� � lim
u!ÿ1 J�x; u� :

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß p�x�
ÑÕ ÏÂÎÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ (D! 0), ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÔÕÂÐÆÂÓÕ-
ÐÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÑÌ ÂÐÂÎËÊÂ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô
ÏÂÎÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ÒÓË ÔÕÂÓÛÇÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [28]). ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.12) Ä
ÄËÆÇ

P�x; u� � C�D� exp

�
ÿ 1

D
A�x; u� ÿ B�x; u�

�
: �5:15�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (5.15) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.12) Ë ÄÞÆÇÎââ ÚÎÇÐÞ
ÒÑÓâÆÍÂ D0 Ë Dÿ1, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÚÂÔÕÐÞØ

ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ A�x; u� Ë B�x; u�. ±ÑÔÕÑâÐÐÂâ
C�D� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ, ÚÕÑ ÒÓË x! 0 ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ,
ÆÑÎÉÐÂ ËÏÇÕß ÄËÆ

P�x; u� � 1

�2pDx�1=2
exp

�
ÿ u2

2Dx

�
:

¿ÕÑ ÆÂÇÕ ÑÙÇÐÍÖ C�D� � Dÿ1=2. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ (5.15) Ä
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
×ÑÍÖÔÂ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

p�x; u� � lim
u!ÿ1P�x; u�

�
u2 ÿ 1

2

q
qu

A�x; u�
�
: �5:16�

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ P�x; u� Ä ÄËÆÇ (5.15) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖ-
ÚËÕß ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß p�x� ÑÕ x ËÊ ÓÂÊÏÇÓÐÞØ
ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ [9]. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÄÇÎËÚËÐÞ u, D Ë P�x; u�
ËÏÇáÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ

�u� � xÿ1 ; �D� � xÿ3 ; �P�x; u�� � x ;

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÔØÑÆâ ËÊ (5.15) Ë (5.16), ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß

p�x� � C1D
ÿ1=2x

ÿ5=2
exp

�
ÿ C2

Dx3

�
;

Ë ÑÔÕÂÇÕÔâ ÄÞÚËÔÎËÕß ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ C1 Ë C2. ¿ÕË ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÞÇ ÃÞÎË ÄÞÚËÔÎÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ [6], Ë ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÂâ
×ÑÓÏÖÎÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

p�x� � 3a2�2pD�ÿ1=2xÿ5=2 exp

�
ÿ a4

6Dx3

�
; �5:17�

ÅÆÇ a � 1;85.
µÔÎÑÄËÇÏ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË (5.17) âÄÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ

Dx3 5 1. °ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä [6] ÒÖÕÇÏ ÚËÔÎÇÐ-
ÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (5.17) ÕÂÍÉÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ØÑÓÑÛÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ë ÒÓË
Dx3 � 1.

£ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊ ÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ ÍÂÖÔÕËÍ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ [9]

p�x� � aDÿ1xÿ4 exp

�
ÿ b
Dx3

�
;

ÅÆÇ a Ë bì ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ. ¿ÕÑÕ ÊÂÍÑÐ Ô a � 1;74
Ë b � 0;66 ÃÞÎ ÒÑÎÖÚÇÐ Ä [7].

5.3. ¶ÂÊÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ
Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ
±ÇÓÇØÑÆ Í ÓÂÊÓÞÄÐÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÂÏÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÒÑÎÇÊÐÞÏ ÒÓËÇÏÑÏ Ë ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ Ä ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ, ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ ÐÇ ËÏÇáÜËØ ÓÂÊÓÞÄ-
ÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ. ´ÂÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË
×ÂÊÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä ÄÑÎÐÑÄÞØ ÊÂÆÂÚÂØ. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.2 ÓÂÃÑÕÞ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ×ÂÊÂ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ fL, ÒÂÆÂáÜÇÌ ÐÂ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÕÑÎÔÕÞÌ ÔÎÑÌ ÔÓÇÆÞ ÔÑ ÔÎÑËÔÕÞÏË ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÔÕâÏË, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2.13). ¯ÂÔ ËÐÕÇÓÇ-
ÔÖÇÕ ÊÂÍÑÐ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÄÇÎË-
ÚËÐÞfL. ²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.13) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÇÅÑ ÐÂ ÄÔÇÌ
ÑÔËfL (ÿ1,1). °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÒÑÎÇÊÐÇÇ ÊÐÂÐËÇ
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ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ (ÿp, p), ÍÑÕÑ-
ÓÑÇ ÆÎâ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÇ ÆÑÎÉÐÑ
ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ L. ¥Îâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÖÆÑÃÐÑ ÄÏÇÔÕÑ ×ÂÊÞ ÄÑÎÐÞ fL ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ×ÖÐÍÙËá
zL � tan�fL=2�, ËÏÇáÜÖá ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÇ ÕÑÚÍË. ¥ËÐÂÏË-
ÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÐÇÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ (2.15). ³ÚËÕÂâ, ÚÕÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ e1�L� âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÆÇÎßÕÂ-
ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË


e1�L�
� � 0 ;



e1�L�e1�L0�

� � 2s2e l0d�Lÿ L0� ;
ÅÆÇ s2e ì ÆËÔÒÇÓÔËâ, Â l0 ì ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÆÎâ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË e1�L�, ÆÎâ "ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ", ÐÇ ÊÂÄË-
ÔâÜÇÌ ÑÕ L ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (ÔÎÖÚÂÌ ÒÑÎÖÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ)

P�z� � lim
L0!ÿ1

P�L; z�

ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

ÿK d

dz
�1� z2�P�z� � d2

dz2
P�z� � 0 �5:18�

Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ K � k=�2D�, ÅÆÇ D � k2s2e l0=2, ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜËÏ ÄÎËâÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ ÐÂ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÊÂÆÂÚË. ²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ (5.18), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÒÑÕÑÍÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ [13, 33]

P�z� � J�K�
�1
z

dx exp

�
ÿ Kx

�
1� x2

3
� z�z� x�

��
;

Jÿ1�K��
�
p
K

�1=2 �1
0

xÿ1=2 dx exp

�
ÿ K
�
x� x3

12

��
: �5:19�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ×ÂÊÞ
ÄÑÎÐÞ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ (ÿp, p) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

P�f� � 1� z2

2
P�z�z�tan�f=2�

Ë ÒÓËÄÇÆÇÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 11 ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ K: K � 0; 1 (¡), K � 1 (£), K � 10 (³).

±ÓË K4 1 ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
P�z� � 1=p�1� z2�, ÿ1 < z <1, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÂÄ-
ÐÑÏÇÓÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ×ÂÊÞ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËâ

P�f� � 1

2p
; ÿp < f < p :

6. ­ÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ
ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ

¸ÇÎß ÆÂÐÐÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÑÃÔÖÆËÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐ Ä
ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÑÌ Ë ÏÐÑÅÑÔÎÑÌÐÑÌ ÏÑÆÇÎâØ ÔÓÇÆÞ.

£ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ ÖÔËÎÇÐÐÑ ÆËÔÍÖÕËÓÖÇÕÔâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ
ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ØÂÑÕËÚÇÔÍË ÔÎÑËÔÕÞØ
ÔÓÇÆÂØ ÒÓË ÐÂÎËÚËË Ë ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ Ä ÔÓÇÆÇ
(ÔÏ. ÑÃÊÑÓÞ [11 ë 13]). ±ÓË àÕÑÏ ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ ÆÂÇÕÔâ ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÞÌ ÑÕÄÇÕ Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË Ä ÕÑÌ ËÎË
ËÐÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÔËÕÖÂÙËË. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÕÇÏ,
ÚÕÑ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓË ÔÓÇÆÞ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÔÎÑÉÐÑÌ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ. ¡ ËÏÇÐÐÑ ÖÃÞÄÂÐËÇ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ ÒÓË ÖÆÂÎÇÐËË ÑÕ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ä
ÅÎÖÃß ÔÓÇÆÞ ÚÇÓÇÆÖÇÕÔâ ÄÔÇ ÃÑÎÇÇ ÓÇÆÍËÏË, ÐÑ Ë ÃÑÎÇÇ
ÔËÎßÐÞÏË ÄÞÃÓÑÔÂÏË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÊÂ ÔÚÇÕ ÍÑÅÇÓÇÐÕ-
ÐÑÅÑ ÔÎÑÉÇÐËâ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÑ ÓÂÔÔÇâÐÐÞØ Ä ÔÓÇÆÇ ÄÑÎÐ (ÔÏ.
ÓËÔ. 5). £ ËÕÑÅÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË Ä ÍÂÉÆÑÌ
ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ
ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ
ÔÓÇÆÐËØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔÓÇÆÐÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ë ÇÇ ÄÞÔÛËØ
ÏÑÏÇÐÕÑÄ, ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓ-
ÅÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË, Õ.Ç. ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÔÓÇÆÐÇÌ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ, ÄÞÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÄÔÇÅÑ ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ.

6.1. °ÆÐÑÔÎÑÌÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÔÓÇÆÞ
±ÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË Ä ÓÂÏÍÂØ ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÔÓÇÆÞ
Ñ ÒÂÆÇÐËË ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÔÎÑÌ ÔÓÇÆÞ ÃÞÎÂ ÆÂÐÂ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.2.
±ÓË àÕÑÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÆÄÇ:
ÂÐÂÎËÊ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËâÏË
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑâ ÔÓÇÆÞ, Ë ÂÐÂÎËÊ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ
ÄÐÖÕÓË ÔÎÑâ ÔÓÇÆÞ.

6.1.1. ¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ. ¬ÄÂÆÓÂÕ
ÏÑÆÖÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
L (ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÒÓÂÄÑÌ ÅÓÂÐËÙÞ ÔÎÑâ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÖá ÒÂÆÂÇÕ
ÄÑÎÐÂ, Ä ÓÂÏÍÂØ ÏÇÕÑÆÂ ÒÑÅÓÖÉÇÐËâ) ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÊÂÏÍÐÖÕÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (2.10), (2.12). ³ÚËÕÂâ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÖá ×ÖÐÍÙËá e1�x� ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ, ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÒÑ x ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

e1�L�

� � 0 ;


e1�L�e1�L0�

� � Be�Lÿ L0� � 2s2e l0d�Lÿ L0� ;

ÅÆÇ s2e ì ÆËÔÒÇÓÔËâ, Â l0 ì ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÆÎâ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË e1�L�, ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÏÑÆÖÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ
P�L;W� � hd�WL ÿW�i ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë
±ÎÂÐÍÂ [10]

q
qL

P�L;W� � 2kg
q
qW
�WP� ÿ 2D

q
qW

�
W�1ÿW�P��

�D
q
qW
�1ÿW�2W q

qW
P ; P�L0;W� � d�W� ; �6:1�

A

B

C

ÿ3 0 3
j

0,6

P�j�

0,4

0,2

0

²ËÔ. 11.±ÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ×ÂÊÞ ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÔÎÑËÔÕÑÌ
ÔÓÇÆÇ.
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Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÆË××ÖÊËË D � k2s2e l0=2. ±ÓË ÄÞÄÑÆÇ
(6.1) ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ
ÃÞÔÕÓÞÏ ÑÔÙËÎÎâÙËâÏ, ÔÄâÊÂÐÐÞÏ Ô ×ÂÊÑÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ, ÚÕÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÏ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËË k=D4 1 (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 5.3).

±ÓË ÖÚÇÕÇ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË l0 ÆÎâ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË e1�L� Ä ÓÂÏÍÂØ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.1) ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ, ÏÇÐâÇÕÔâ
ÎËÛß ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

D � k2

4

�1
ÿ1

dxBe�x� cos�2kx� � k2

4
Fe�2k� ; �6:2�

ÅÆÇ Fe�2k� ì ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ e�L�.
¥Ë××ÖÊËÑÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ, ÊÂÍÎáÚÂáÜÇÇÔâ Ä ÒÓÇÆÒÑ-
ÎÑÉÇÐËË Ñ ÏÂÎÑÔÕË ÄÎËâÐËâ e1�x� ÐÂ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ Ä
ÏÂÔÛÕÂÃÇ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË l0, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË
ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ Dl0 5 1.

±ÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ Ä ÔÓÇÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.1)
ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÕÔâ [10], Ë ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ
ÔÎÑâ, Â ËÏÇÐÐÑ t � D�Lÿ L0�4 1, ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÏÑÆÖÎâ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ jTLj2 � 1ÿWL ËÏÇÇÏ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ


jTLj2n
� � ��2nÿ 3�!!�2p2 ���

p
p

22nÿ1�nÿ 1�! tÿ3=2 exp

�
ÿ t
4

�
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÎáÃÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ ËÎË ÑÕÓÂ-
ÉÇÐËâ ÑÕ ÕÑÎÜËÐÞ ÔÎÑâ t ËÏÇÇÕ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ,
ÏÇÐâÇÕÔâ ÎËÛß ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ. ³ÕÓÇÏÎÇÐËÇ Í
ÐÖÎá ÄÔÇØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ jTj ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÕÑÎÜËÐÞ ÔÎÑâ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÏÑÆÖÎß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ jRj ! 1 Ô
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÑ ØÂÑÕËÚÇÔÍË ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔÓÇÆÞ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÕÓÂÉÂÇÕ
ÒÂÆÂáÜÖá ÐÂ ÐÇÇ ÄÑÎÐÖ.

±ÓË ÐÂÎËÚËË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÓÇÛËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.1) ÆÎâ
ÔÎÑâ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ t ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ.
°ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ (L0 ! ÿ1, t!1)
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ "ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ", ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ L Ë t
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâWL � jRLj2

P�W� � 2b

�1ÿW�2 exp

�
ÿ 2bW
1ÿW

�
; �6:3�

ÅÆÇ b � kg=DìÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ.
¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (6.3) ÑÚÇÄË-
ÆÇÐ: ÑÐÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÑÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÑÅÑ ØÂÑÕËÚÇ-
ÔÍË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ, ÆÑ ÍÑÐÙÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÂÆÂáÜÂâ
ÄÑÎÐÂ ÐÇ ÒÓÑÐËÍÂÇÕ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÇÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÅÎÑ-
ÜÇÐËâ ÔÓÇÆÑÌ. ³ ÒÑÏÑÜßá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (6.3) ÏÑÉÐÑ
ÄÞÚËÔÎËÕß ÄÔÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÇÎËÚËÐÞ WL � jRLj2. £ ÚÂÔÕÐÑ-
ÔÕË, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ



W�L�� � 1ÿ 2b ln

�
1

b

�
; b5 1 ,

1

2b
; b4 1 ,

8>><>>: �6:4�

Â ÕÂÍÉÇ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÃÑÎÇÇ
ÄÞÔÑÍÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

nhWn�1i ÿ 2�b� n�hWni � nhWnÿ1i � 0 �n � 1; 2; . . .� :
�6:5�

¦ÔÎË ËÔÕÑÚÐËÍ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÄÐÖÕÓË ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÑÅÑ ØÂÑÕËÚÇÔÍË ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔÓÇÆÑÌ, ÕÑ
ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ (2.9). £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ (L0 ! ÿ1,
L!1) ÔÓÇÆÐââ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß Ä ÕÑÚÍÇ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËâ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ [5, 10]


I�x0; x0�
� � 1� bÿ1

Ë ÇÇ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÌ ÓÑÔÕ ÒÓË b! 0 ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖáÕ Ñ
ÐÂÍÑÒÎÇÐËË àÐÇÓÅËË ÄÑÎÐÞ Ä ØÂÑÕËÚÇÔÍË ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔÓÇÆÇ.

6.1.2. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓË ÔÓÇÆÞ. °ÃÔÖ-
ÆËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓË ÔÎÑâ
ØÂÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÓÇÆÞ. ±ÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ Ë ÆÎâ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÕÑÎÔÕÑÅÑ ÔÎÑâ (t � D�Lÿ L0�4 1) ËÏÇÇÕ
ÏÇÔÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ, ÊÂÍÎáÚÂáÜÇÅÑÔâ Ä àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÏ
ÓÑÔÕÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ hI n�x;L�i, ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÐÂ hI n�L;L�i (I�x;L� �
� ju�x;L�j2), ÑÕ ÅÓÂÐËÙ ÔÎÑâ Ä ÅÎÖÃß ÔÓÇÆÞ ÒÓË n > 1 [10].
±ÓË àÕÑÏ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÒÓËÏÇÓÐÑ
Ä ÔÇÓÇÆËÐÇ ÔÎÑâ (ÓËÔ. 12, ÅÆÇ x � �xÿ L0�=�Lÿ L0�). £
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ (L0 ! ÿ1) ÑÃÎÂ-
ÔÕß àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÓÑÔÕÂ ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ, ÐÂÚËÐÂâ ÔÑ
ÄÕÑÓÑÅÑ, ÊÂÐËÏÂÇÕ ÄÔÇ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, Â ÔÓÇÆÐÇÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ hI�x;L�i � 2. ªÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ

I�x;L� � 2W�x;L��1� cosfL� ; �6:6�
ÊÆÇÔß fL ì ×ÂÊÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ì ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2.13) (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ
5.3), Â ×ÖÐÍÙËâ W�x;L� ÒÓË àÕÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑÏ

W�x;L� � exp
n
ÿ �q�L� ÿ q�x��o ;

ÅÆÇ q�L� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá
d

dL
q�L� � ke1�L� sinfL : �6:7�

1,0

1,0 x

0,5

0,5

hI3i

hI2i

hIi

²ËÔ. 12. ³ÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔ.
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¯ÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.7) âÄÎâÇÕÔâ
ÖÔÎÑÄËÇ q�B� � 0 Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÐÑÌ
ÕÑÚÍÇ B, Ë ÒÓË àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ fB ËÏÇÇÕ
ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ [10].

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË q�L� Ë fL ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
P�L; q� � hd�q�L� ÿ 1�i ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË q�L� ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇ-
ÐËâ ÒÑ ÃÞÔÕÓÞÏ ÑÔÙËÎÎâÙËâÏ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ

q
qL

P�L; q� � ÿD q
qq

P�L; q� �D
q2

qq2
P�L; q� ;

P�B; q� � d�q� : �6:8�
³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ×ÖÐÍÙËâ q�L� âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ, Â ×ÖÐÍÙËâ W�x;L� ËÏÇÇÕ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ, Ë ÇÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÐÂÚËÐÂâ ÔÑ
ÄÕÑÓÑÌ, àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÕ Ä ÅÎÖÃß ÔÓÇÆÞ,


W�x;L��� 1 ;


Wn�x;L��� exp

�
n�nÿ 1�D�Lÿ x�	 :

�6:9�

±Ñ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ ×ÖÐÍÙËË W�x;L�
âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËâ

W ��x;L� � exp
�ÿD�Lÿ x�	 ; �6:10�

Ë, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá 1/2 ÆÎâ ÇÇ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ËÏÇÇÕ
ÏÇÔÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÇ ÆÎâ ÄÔÇÅÑ ÒÑÎÖÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ,

W�x;L� < 4 exp

�
ÿD�Lÿ x�

2

�
:

¿ÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÒÂÆÂÐËÇ Ô ÓÑÔÕÑÏ x � D�Lÿ x�
ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË (6.10) Ë ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÑÃÞÚÐÑ Ä
×ËÊËÍÇ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÔÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË [11, 53, 54]. £ÇÎËÚËÐÂ lloc � 1=D ÐÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÆÎËÐÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË, Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ àÐÇÓÅÇÕËÚÇ-
ÔÍÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÒÓË àÕÑÏ ÐÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÐÂÐËÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÐâÕß àÄÑÎáÙËá ÄÑ ÄÔÇÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ
ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ Ë ÑÙÇÐËÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ àÕÑÌ àÄÑÎáÙËË Ä
ÕÇÓÏËÐÂØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ×ÎÖÍÕÖËÓÖá-
ÜÇÌ ÔÓÇÆÞ.

±ÓË ÐÂÎËÚËË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ Ä ÔÓÇÆÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ
ÓÑÔÕ ÏÑÏÇÐÕÑÄ (6.9) ÒÓÇÍÓÂÜÂÇÕÔâ, Ë ÒÓË
x4 4�nÿ 1=2� ln�n=b� ÑÐË ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í ÐÖÎáÒÑ ÊÂÍÑÐÖ [13]


W�x�� � Anb
ÿ�nÿ1=2� ln

�
1

b

�
xÿ3=2 exp

�
ÿ x
4

�
:

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÔÓÇÆÐÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ä ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÕÑ ÒÓË ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÏ ÖÆÂÎÇÐËË ÑÕ ËÔÕÑÚÐËÍÂ x � D�xÿ x0�4 1
[13]



I�x; x0�

� � p5=2

8b
xÿ3=2 exp

�
ÿ x
4

�
;

Õ.Ç. ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÐÂÓâÆÖ Ô
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ.

6.2. ¥ÄÖØÔÎÑÌÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÔÓÇÆÞ
±ÓÑÔÕÇÌÛÂâ ÏÑÆÇÎß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ Ä ÆÄÖØÔÎÑÌ-
ÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.2 Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔËÔÕÇ-
ÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.17).

£ ÓÂÃÑÕÂØ [37, 38] Ä ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÏÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÃÞÎÑ
ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÍÄÂÆÓÂÕÑÄ ÏÑÆÖÎÇÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÑÄ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Wij � jRi jj2, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÇ (Ä ÑÕÎËÚËÇ
ÑÕ ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ) ÚÇÕÞÓÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ e�x� ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

D1 �
�

k

2l
H1

H0

�2

Fe�2lk� ; D2 �
�
k

2

H2

H0

�2

Fe�2k� ;

D3 �
�

k

2l

�2

Fe
ÿ
k�1� l�� ; D4 �

�
k

2l

�2

Fe
ÿ
k�1ÿ l�� :
�6:11�

¥Îâ ÏÇÎÍÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ÔÓÇÆÞ
(kl0 5 1) ÄÔÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ
ÑÆËÐ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ D, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (6.2), Â
ËÏÇÐÐÑ

D1 �
�
1

l
H1

H0

�2

D ; D2 �
�
H2

H0

�2

D ; D3 � D4 � 1

l2
D :

�6:12�

¥Ë××ÖÊËÑÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÒÓËÏÇÐËÏÑ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË
Dl0 5 1.

¬ÂÍ ÖÒÑÏËÐÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓ d, ÏÂÎÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÏÑÉÐÑ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ ÖÒÓÑÜÇÐËâ ÂÐÂÎËÊÂ ÊÂÆÂÚË. ±ÓÇÐÇÃÓÇ-
ÅÂÇÏ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÔÎÂÅÂÇ-
ÏÞÏË ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ d, Õ.Ç. à××ÇÍÕÂÏË ÄÕÑÓËÚÐÑÅÑ
ÒÇÓÇËÊÎÖÚÇÐËâ ÄÑÎÐ. £ àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÄÇÎËÚËÐÞ W11

ËW22 ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ, Ë ËØ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌ P�L;W11� Ë P�L;W22� ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË

q
qL

P�L;W11��
�

q
qW11

�ÿD1�1ÿW11�2�2d�D3�D4�W11

��
�D1

q2

qW 2
11

�1ÿW11�2W11

�
P�L;W11� ;

q
qL

P�L;W22��
�

q
qW22

�ÿD2�1ÿW22�2�2d�D3�D4�W22

��
�D2

q2

qW 2
22

�1ÿW22�2W22

�
P�L;W22� ; �6:13�

ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.1) ÆÎâ ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÑÌ
ÏÑÆÇÎË ÐÂÎËÚËÇÏ ÚÎÇÐÂ 2d�D3 �D4�q�WP�L;W��=qW.
¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓÑÙÇÔÔ ÅÇÐÇÓÂÙËË l-ÄÑÎÐÞ (ËÎË
k-ÄÑÎÐÞ) ÒÂÆÂáÜÇÌ k-ÄÑÎÐÑÌ (ËÎË l-ÄÑÎÐÑÌ) ÔÕÂÕËÔ-
ÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÇÐ ÄÍÎáÚÇÐËá "ÊÂÕÖØÂÐËâ" Ä ËÔ-
ØÑÆÐÖá ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÖá ÊÂÆÂÚÖ ÆÎâ ÒÂÆÂáÜËØ ÄÑÎÐ U11,
U22 (Õ.Ç. ÊÂÏÇÐÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÆÎâ àÕËØ ÄÑÎÐ
e�x� ! e�x� � id�D3 �D4�). ±ÓË àÕÑÏ ÆÎâ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ (L0 ! ÿ1) ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ "ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ" (ÐÇ ÊÂÄËÔâ-
ÜËÇ ÑÕ L) ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (6.13)

P�W11� � 2g1
�1ÿW11�2

exp

�
ÿ 2g1W11

1ÿW11

�
;

P�W22� � 2g2
�1ÿW22�2

exp

�
ÿ 2g2W22

1ÿW22

�
; �6:14�

6 µ¶¯, Õ. 169, å 2
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ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ

g1 � d
D3 �D4

D1
; g2 � d

D3 �D4

D2
�6:15�

ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÖá ÓÑÎß ÕÂÍÑÅÑ "ÊÂÕÖØÂÐËâ"
(ÅÇÐÇÓÂÙËË ÄÕÑÓËÚÐÞØ ÄÑÎÐ) ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕ-
ÄÇÐÐÑÌ ÆË××ÖÊËÇÌ àÕËØ ÄÑÎÐ (ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÞÏ ÒÇÓÇÑÕÓÂ-
ÉÇÐËÇÏ àÕËØ ÄÑÎÐ ÐÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕâØ ÔÓÇÆÞ). ¥Îâ
ÏÇÎÍÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ÔÓÇÆÞ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ
"ÊÂÕÖØÂÐËâ"

g1 � 2l
H2

H1
; g2 �

2

l
H1

H2
�6:16�

ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÏË ÕÑÎÜËÐÂÏË ÔÎÑÇÄ
(ÆÎâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÆÎËÐÞ l-ÄÑÎÐÞ) Ë ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ. ±ÓË
àÕÑÏ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ g1g2 � 4, Õ.Ç. ÏÂÎÑÔÕß
ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ g ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÇÆËÐËÙÇÌ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÃÑÎßÛÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ ÆÓÖÅÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ.

²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (6.14) ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÄÞÚË-
ÔÎËÕß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÒÂÆÂáÜËØ ÄÑÎÐ. ªÊ ÔÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ
âÔÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÌ ÑÃÎÂÔÕË (L0, L) (ËÎË
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ) ÄÇÎËÚËÐÞ jT11j2 Ë
jT22j2 ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ, Õ.Ç. ÒÂÆÂá-
ÜËÇ l- Ë k-ÄÑÎÐÞ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÞ, Ë ËØ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËÑÐÐÞÇ
ÆÎËÐÞ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÎËÃÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË ÆË××ÖÊËË,
ÇÔÎË ÆË××ÖÊËâ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÔËÎßÐÇÇ, ÚÇÏ
"ÊÂÕÖØÂÐËÇ", ÎËÃÑ "ÊÂÕÖØÂÐËÇÏ" Ä ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ. ´ÂÍ, ÇÔÎË g1 5 1 �g2 4 1�, ÕÑ

l
�1�
loc �

1

D1
�
�
lH0

H1

�2

lloc ; l
�2�
loc �

1

2d�D3 �D4� �
lH0

4H1H2
lloc ;

ÅÆÇ lloc ì ÎÑÍÂÎËÊÂÙËÑÐÐÂâ ÆÎËÐÂ Ä ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ.
£ ÔÎÖÚÂÇ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ g1 4 1
(g2 5 1)

l
�1�
loc �

1

2d�D3�D4� �
lH0

4H1H2
lloc ; l

�2�
loc �

1

D2
�
�
H0

H2

�2

lloc :

¯ÂØÑÉÆÇÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÍË W12 ì ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÃÑÎÇÇ
ÔÎÑÉÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐÂ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËÇÌ
W12 Ô W11, W22. ªÊ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍ-
ÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÍÑÏÃËÐÂÙËÌ
T1 � 1ÿW11 ÿ dW12 Ë T2 � 1ÿW22 ÿ dW12, ÄÞÕÇÍÂá-
ÜËØ ËÊ (2.26) Ë ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÓÑØÑÉÆÇ-
ÐËâ ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÏÞØ ÄÑÎÐ, ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ
ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÄËÆÂ P�Ti� � d�Ti� ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ. ¿ÕÑ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞØ
ÄÑÎÐ [38].

£ÑÊÄÓÂÜÂâÔß Í ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÊÂÆÂÚË ÑÃ
ËÔÕÑÚÐËÍÂØ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ Ä ÄÇÓØÐÇÏ Ë ÐËÉÐÇÏ ÔÎÑâØ
ÔÓÇÆÞ (ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÑÃÎÂÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÔÕÇÌ x0 � L), ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÓÑØÑÉÆÇ-
ÐËâ ÆÎâ ÄÑÎÐ ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ ÍÂÍ Ä ÄÇÓØÐÇÏ, ÕÂÍ Ë Ä
ÐËÉÐÇÏ ÔÎÑâØ ÔÓÇÆÞ, Õ.Ç. ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ
ÄÑÑÃÜÇ [38].

µÔÎÑÉÐÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË (ÄÍÎáÚÇÐËÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ
ÕÂÍÉÇ Ä ÄÇÓØÐËÌ ÔÎÑÌ, ËÊÏÇÐÇÐËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÄÑÎÐ, ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÏÑÆÇÎË ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜËØ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÄ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, e�x� ÐÂ de�x�= dx, ÍÂÍ àÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä

ÊÂÆÂÚÂØ ÅÇÑ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË [35 ë 37]) ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÖÔÎÑÉÐÇÐËá ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍ-
ÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ, ËÊÏÇÐÇÐËá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÑÕ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÐÑ ÐÇ
ÏÇÐâÇÕ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ì ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ ÄÑÎÐ Ä ÙÇÎÑÏ.

6.3. ­ÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÄÑÎÐ Ä ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ
²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÂÓÂÃÑ-
ÎËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (2.45) Ë
ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.44). ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ×ÖÐÍÙËá A�x� Ä
ÄËÆÇ

A�x� � kaa2
1� c�x� expfÿ2iaxg
1ÿ c�x� expfÿ2iaxg :

´ÑÅÆÂ ×ÖÐÍÙËâ c�x� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá, ÄÞÕÇÍÂá-
ÜÇÏÖ ËÊ (2.44),

d

dx
c�x� � ÿ i

2ak

�
exp�iax� ÿ c exp�ÿiax��2z�x� ;

c�0� � 1ÿ kaa2

1� kaa2
:

£ÄÇÆÇÏ ÕÇÒÇÓß ÂÏÒÎËÕÖÆÖ Ë ×ÂÊÖ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË c�x� ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÇ

c�x� �
������������������
w�x� ÿ 1

w�x� � 1

s
exp

n
i
ÿ
f�x� ÿ 2ax

�o
; w5 1 :

´ÑÅÆÂ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ w�x� Ë f�x� ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

d

dx
w�x� � ÿ 1

ak
z�x�

��������������������
w2�x� ÿ 1

q
sin
�
f�x� ÿ 2ax

	
;

w�0� � 1

2kaa2
�1� k2a2a4� ;

d

dx
f�x� � 1

ak
z�x�

�
1ÿ w��������������������

w2�x� ÿ 1
p cos

�
f�x� ÿ 2ax

	�
;

f�0� � 0 : �6:17�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ ÑÔË ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ (2.46) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

I�x; 0� � aka2

w�x� � ��������������������
w2�x� ÿ 1

p
cosff�x� ÿ 2axg : �6:18�

¬ÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÔÎÖÚÂÌÐÖá ×ÖÐÍÙËá z�x�
ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ, ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Ô ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÂÏË


z�x�� � 0 ;


z�x�z�x0�� � 2s2ld�xÿ x0� :

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ z�x�
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÂ (s2 5 1). ´ÑÅÆÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍË ×ÖÐÍÙËÌ w�x� Ë f�x� ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÕÔâ ÐÂ
ÏÂÔÛÕÂÃÇ ÒÑÓâÆÍÂ 1=a, Ë ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ (6.18) ÏÑÉÐÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÃÞÔÕÓÞÏ
ÑÔÙËÎÎâÙËâÏ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕË ×ÖÐÍÙËÌ w�x�, f�x� Ë ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ×ÂÊÞ f�x�. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ
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ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ×ÖÐÍÙËË w�x� ÿ P�x;w� �
� hd�w�x� ÿ w�i ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ

q
qx

P�x;w� � D
q
qw
�w2 ÿ 1� q

qw
P�x;w� ;

P�0;w� � d
ÿ
w�0� ÿ w

� �6:19�

Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÆË××ÖÊËË D � s2l=�2a2k2�.
£ ÓÂÏÍÂØ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÌ, ÄÞÚËÔÎËÏ

ÏÑÏÇÐÕÞ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÂ ÑÔË ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ hI n�x; 0�i.
µÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÓÑÄÇÆÇÏ Ä ÆÄÂ àÕÂÒÂ. ¯Â ÒÇÓÄÑÏ àÕÂÒÇ
ÖÔÓÇÆÐâÇÏ ÒÑ ÃÞÔÕÓÞÏ ÑÔÙËÎÎâÙËâÏ ×ÂÊÞ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ��

I

aka2

�n�
f
� Pnÿ1�w� : �6:20�

©ÆÇÔß ÚÇÓÇÊ Pn�w� ÑÃÑÊÐÂÚÇÐ ÒÑÎËÐÑÏ ­ÇÉÂÐÆÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ
n. ¯Â ÄÕÑÓÑÏ àÕÂÒÇ ÖÔÓÇÆÐËÏ (6.20) ÒÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá w
(6.19). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
[5, 13]��

I

aka2

�n�
� Pnÿ1�w0� exp

�
Dn�nÿ 1�x	 : �6:21�

¥Îâ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô ÄÑÎÐÑÄÑÆÑÏ
(ÔÏ. (2.43)) ËÏÇÇÏ w0 � 1 Ë ×ÑÓÏÖÎÂ (6.20) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä


I n�x; 0�� � exp
�
Dn�nÿ 1�x	; �6:22�

àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ I�x; 0� ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÔÑÅÎÂÔÐÑ
ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ. °ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË ÓÂÐÇÇ,
ÕËÒËÚÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ I�x; 0� àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÔÒÂÆÂÇÕ Ä ÅÎÖÃß ÔÓÇÆÞ:

I ��x; 0� � expfÿDxg ;
Ë Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÆÑÎÉÐÑ ÖØÑÆËÕß Ô
ÑÔË ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÖ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÒÑ ÑÔË x.
´ËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÃÖÆÇÕ (ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.45)) ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

I ��x;R� � I ��x; 0� exp

�
ÿ R2

a2
I ��x; 0�

�
:

7. ±ÂÔÔËÄÐÂâ ÒÓËÏÇÔß
Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÊÂÆÂÚÖ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ
ÆË××ÖÊËË ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ, ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÆÂÐÂ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.3.

±ÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÔÓÇÆÇ (div u�r; t� 6� 0), ÔÕÂ-
ÕËÔÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ
ÒÑÎÇÏ Ô ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÏ Ë ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÂÏË
(hu�r; t�i � 0):


ui�r; t�uj�r0; t 0�
� � Bi j�rÿ r0; tÿ t 0� ;

Ei j�k; t� � 1

�2p�N
�
drBi j�r; t� exp�ÿikr� ; �7:1�

ÅÆÇ N ì ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, Â ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÌ
ÕÇÐÊÑÓ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Ei j�k; t� � Es�k; t�
�
di j ÿ ki kj

k2

�
� Ep�k; t� ki kj

k2
: �7:2�

©ÆÇÔß ÚÇÓÇÊ Es�k; t� Ë Ep�k; t� ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÂâ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÒÇÍÕ-
ÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

¯ÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÞÌ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÕ ÔÎÖÚÂË:

ì ÚËÔÕÑ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÑÍ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
div u�r; t� � 0 (Ep�k; t� � 0);

ì ÚËÔÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (Es�k; t� � 0);
ì ÔÏÇÛÂÐÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ.
±ÑÔÎÇÆÐËÌ ÔÎÖÚÂÌ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ

ÒÎÂÄÖÚÇÌ ÒÓËÏÇÔË [2, 22]. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÒÖÔÕß ÒÂÔÔËÄÐÂâ
ÒÓËÏÇÔß ÆÄËÅÂÇÕÔâ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË z � 0 Ä ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ
ÔÓÇÆÇ (div u�r; t� � 0) Ô ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ Ë ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕâÏË u � �U;w�. ¯Â àÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÑÊÆÂÇÕÔâ
à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÔÉËÏÂÇÏÞÌ ÒÑÕÑÍ Ô ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
ÆËÄÇÓÅÇÐÙËÇÌ HRU�R; t� � ÿqw=qzjz�0. ³ÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÔÍÑÓÑÔÕË u�r; t� ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Ei j�k; t� � E�k; t�
�
di j ÿ ki kj

k2

�
: �7:3�

±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÎÂÄÖÚÇÌ ÒÓËÏÇÔË Ä ÄËÆÇ

r�r; t� � r�R; t�d�z� ; r � �R; z� ; R � �x; y� :

±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.29) Ë ËÐÕÇÅÓË-
ÓÖâ ÒÑ z, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�

q
qt
� q
qR

U�R; t�
�
r�R; t� � 0 ; r�R; 0� � r0�R� : �7:4�

±ÑÎÇ U�R; t� ÅÂÖÔÔÑÄÑ, ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÇ ÔÑ
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ

Eab�k?; t� �
�1
ÿ1

dkzE�k2? � k2z ; t�
�
dab ÿ k?ak?b

k2? � k2z

�
;

a; b � 1; 2 : �7:5�

³ÑÒÑÔÕÂÄÎââ ÕÇÒÇÓß (7.5) Ô (7.2), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ
ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÌ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË U�R; t� ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � 0 [2]

Es�k?; t� �
�1
ÿ1

dkzE�k2? � k2z ; t� ;

Ep�k?; t� �
�1
ÿ1

dkzE�k2? � k2z ; t�
k2z

k2? � k2z
: �7:6�

£ÇÓÐÇÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÑÃÜÇÏÖ ÔÎÖÚÂá. £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÓË
ÓÂÔÚÇÕÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë ÇÅÑ
ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇ-
ÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t�, Ä ÓÂÏÍÂØ
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ (7.1) ÂÒÒÓÑÍÔËÏË-
ÓÖÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

Bi j�r; t� � 2B eff
i j �r�d�t� ; �7:7�

ÅÆÇ

B eff
i j �r� �

1

2

�1
ÿ1

dtBi j�r; t� �
�1
0

dtBi j�r; t� :

£ ÔËÎÖ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË
u�r; t� ËÏÇáÕ ÏÇÔÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

6*
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B eff
kl �0��

D0

N
dkl ;

q
qri

B eff
kl �0��0 ;

q4B eff
kl �0�

qri qrk qrj qrl
� D

p
4

N
di j ;

ÿ q2B eff
kl �0�

qri qrj
� Ds

2

N�N� 2�
��N� 1�dkldi j ÿ dkidlj ÿ dk jdli

��
� D

p
2

N�N� 2� �dkldi j � dkidl j � dk jdli� : �7:8�

©ÆÇÔß ÒÑ ÒÑÄÕÑÓâáÜËÏÔâ ËÐÆÇÍÔÂÏ, ÍÂÍ ÑÃÞÚÐÑ, ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ Ë ÄÄÇÆÇÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ
( eEs�k� � �10 dtE s�k; t� ; eEp�k� � �10 dtEp�k; t�)

D0 �
�
dk
��Nÿ 1� eEs�k� � eEp�k�� ; Ds

2 �
�
dk k2 eEs�k� ;

D
p
2 �

�
dk k2 eEp�k� ; D

p
4 �

�
dk k4 eEp�k� : �7:9�

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÆÎâ ÐÂÅÎâÆÐÑÔÕË ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÆÄÖÏÇÓ-
ÐÞÏË ÆÄËÉÇÐËâÏË (N � 2), Õ.Ç. ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (7.4).

¬ÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.3, àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä
ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÓÇÛÇÐÑ ÏÇÕÑÆÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ. £ÄÑÆâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ÍÓËÄÞÇ R�t� (2.30) (ÚÂÔÕËÙÞ), ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä
ÄËÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.31), Õ.Ç. Ä ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÄËÆÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

d

dt
R�tjn � � U�R; t� ; R�0jn � � n ;

d

dt
r�tjn � � ÿ qU�R; t�

qR
r�tjn � ; r�0jn � � r0�n � : �7:10�

¿ÕÑ ì ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑ ÑÒËÔÂÐËÇ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ ÆÎâ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË (2.34) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

d

dt
j�tjn � � qU�R; t�

qR
j�tjn � ; j�0jn � � 1 ; �7:11�

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

r�tjn � � r0�n �
j�tjn � : �7:12�

7.1. ­ÂÅÓÂÐÉÇÄÑ ÑÒËÔÂÐËÇ
£ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ

FLag�t;R; r; jjn ��d
ÿ
R�tjn �ÿ R

�
d
ÿ
r�tjn �ÿ r

�
d
ÿ
j�tjn �ÿ j

�
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ­ËÖÄËÎÎâ (3.7), ÍÑÕÑÓÑÇ ÆÎâ
ÐÂÛÇÅÑ ÔÎÖÚÂâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

q
qt
FLag�t;R; r; j jn � �

�
ÿ q
qR

U�R; t� � qU�R; t�
qR

�

�
�

q
qr

rÿ q
qj

j

��
FLag�t;R; r; jjn � ; �7:13�

FLag�0;R; r; jjn � � d�n ÿ R�dÿr0�n � ÿ r
�
d�jÿ 1� :

°ÃÔÖÆËÏ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÕÂÍËÇ ÄÂÉÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÚÂÔÕËÙ ÒÓËÏÇÔË, ÍÂÍ ËØ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ËØ ÒÎÑÕÐÑÔÕß. µÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(7.13) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ fUg
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ ÆÎâ ÑÆÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
P�t;R; r; jjn �� hFLag�t;R; r; jjn �i [2, 23]

q
qt
P�t;R; r; jjn � �

�
1

2
D0

q2

qR2
�

�D
p
2

�
q
qr

r2
q
qr
ÿ 2

q2

qr qj
r j� q2

q j2
j2
��

P�t;R; r; jjn � ;

P�0;R; r; jjn � � d�n ÿ R�dÿr0�n � ÿ r
�
d�jÿ 1� : �7:14�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.14) ÕÂÍÑÄÑ:

P�t;R; r; jjn � � P�t;Rjn �P�t; jjn �d
�
rÿ r0�n �

j

�
; �7:15�

ÅÆÇ

P�t;RjR0� � exp

�
1

2
D0t

q2

qR2

�
d�Rÿ R0� �

� 1

2pD0t
exp

�
ÿ �Rÿ R0�2

2D0t

�
�7:16�

ì ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÚÂÔÕËÙÞ
ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË, Â

P�t; jjn � � exp

�
D

p
2 t

q2

qj2
j 2
�
d�jÿ 1� �

� 1

2j
�����
pt
p exp

�
ÿ ln2�jet�

4t

�
�7:17�

ì ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÎâ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË Ä ÇÇ
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË. £ (7.17) Ë ÄÔáÆÖ ÐËÉÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÃÇÊÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ t � D

p
2 t.

±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (7.15) ÑÊÐÂÚÂÇÕ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÍÑÑÓÆËÐÂÕ R�tjn � Ë ÓÂÔ-
ØÑÆËÏÑÔÕË j�tjn � Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞÏË
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË n . ±ÓËÚÇÏ ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (7.16)
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏÖ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÏÖ ÆÄËÉÇÐËá
ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË


R�tjn �� � n ;

s2ab�t� �
D�

Ra�t� ÿ xa
��
Rb�t� ÿ xb

�E � D0dabt ; �7:18�

Â ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (7.17) ÆÎâ
ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
ÔÓÇÆÐââ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß ÒÑÔÕÑâÐÐÂ (hj�tjn �i � 1), Â ÇÇ
ÄÞÔÛËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ:


j n�tjn �� � exp
�
n�nÿ 1�t	 ; n � �1;�2; . . . �7:19�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (7.19) Ë (7.12) ËÏÇÇÏ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄËÆÂ


rn�t n �� � rn0�n � exp
�
n�n� 1�t	 ; �7:20�

ÑÊÐÂÚÂáÜÇÇ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÓÑÔÕ ÍÂÍ
ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÕÂÍ Ë ÇÇ ÄÞÔÛËØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ Ä ÎÂÅÓÂÐ-
ÉÇÄÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË. ±ÓË àÕÑÏ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕ-
ÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

P�t; r; jjn � � P�t; jjn �d
�
rÿ r0�n �

j

�
; �7:21�

ÅÆÇ P�t; jjn � ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (7.17). ªÐÕÇÅÓËÓÖâ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (7.21) ÒÑ j, ÒÑÎÖÚËÏ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË

P�t; rjn � � 1

2r
�����
pt
p exp

�
ÿ ln2

ÿ
reÿt=r0�n �

�
4t

�
: �7:22�
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¦ÅÑ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ë ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë
±ÎÂÐÍÂ, ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ËÊ (7.14):

q
qt
P�t; rjn � � D

p
2

q
qr

r2
q
qr

P�t;R; rjn � ;

P�0; rjn � � d
ÿ
r0�n � ÿ r

�
: �7:23�

£ÞâÄÎÇÐÐÑÇ ÄÞÛÇ ÒÂÓÂÆÑÍÔÂÎßÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕË,
ÔÑÔÕÑâÜÇÇ Ä ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÏ ÓÑÔÕÇ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ËØ
ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÎÑÅÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ. ´ÂÍ, ÕËÒËÚÐÑÌ
ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂáÜÂâ ÍÓËÄÂâ

j ��t� � exp�ÿt� : �7:24�

±ÓË àÕÑÏ ÆÎâ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
j�tjn � ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÏÂÉÑÓÂÐÕÐÞÇ ÑÙÇÐÍË. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá p � 1=2

j�tjn � < 4 exp

�
ÿ t
2

�
ÐÂ ÄÔÇÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË t 2 �0;1� [2]. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÆÎâ
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÇÇÏ ÕËÒËÚÐÖá ÓÇÂÎËÊÂÙËá Ë
ÏËÐÑÓÂÐÕÐÖá ÑÙÇÐÍÖ

r��t� � r0e
t ; r�tjn � > r0

4
exp

�
t
2

�
:

±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÉËÏÂÇÏÞØ ÒÑÕÑÍÂØ
ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÔÄÑÌÔÕÄ ÒÓËÏÇÔË Ä ÐÇÔÉËÏÂÇ-
ÏÞØ ÔÓÇÆÂØ, ÅÆÇ j�tjn � � 1, Â ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ: r�tjn � �
� r0�n � � const. ±ÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÑÙÇÐÍË ÆÎâ ÒÓËÏÇÔË
ÑÊÐÂÚÂáÕ, ÚÕÑ ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ j�tjn � Ë
r�tjn � ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÄÞÃÓÑÔÂÏË ËØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÕËÒËÚÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ.

£ ÕÑÉÇ ÄÓÇÏâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÚÂÔÕËÙ Ä ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ Ë ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÑ ÔÖÕË ÑÆËÐÂÍÑÄÞ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÖá ÆË××ÖÊËá ÆÄÖØ
ÚÂÔÕËÙ. ´ÂÍ, ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ I�t� � R1�t� ÿ R2�t� ËÏÇÇÏ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

d

dt
I�t� � U�R1; t� ÿU�R2; t� ; I�0� � I0 ;

ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ [2]

q
qt
P�t; I�� q2

qlaqlb
Dab�I�P�t; I� ; P�0; I� � d�Iÿ I0� ; �7:25�

ÅÆÇ Dab�I� � 2�B eff
ab �0� ÿ B eff

ab �I�� ì ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ U�R; t�.

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÛËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7.25) ÐÇ ÖÆÂÇÕÔâ.
°ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕËÙÂÏË
l0 5 lcor, ÅÆÇ lcor ì ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË U�R; t�, ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÎÑÉËÕß ×ÖÐÍÙËË
Dab�I� Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ Ä ÒÇÓÄÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Dab�I� � ÿ
q2B eff

ab �I�
qlg qld

����
I�0

lgld :

³ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ (7.8) ÆË××ÖÊËÑÐÐÞÌ
ÕÇÐÊÑÓ Dab�I� ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐ Ä ÄËÆÇ

Dab�I� � 1

8
�3Ds

2 �D
p
2 � I2dab ÿ

1

4
�Ds

2 ÿD
p
2 � lalb : �7:26�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (7.26) Ä (7.25), ÖÏÐÑÉÂâ ÑÃÇ ÚÂÔÕË ÒÑÎÖÚËÄ-
ÛÇÅÑÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂ l n Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ I, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ [2]

d

dt



l n�t�� � 1

8
n
�
n�Ds

2 � 3D
p
2 � � 2�Ds

2 ÿD
p
2 �
�

l n�t�� ;

ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔ-
ÕÖÜËÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ×ÖÐÍÙËâÏ ÆÎâ ÄÔÇØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ
(n � 1; 2; . . .). ±ÓË àÕÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ l�t�=l0 ÃÖÆÇÕ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÏ, Ë
ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ ÆÎâ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ
ÚÂÔÕËÙÂÏË ÃÖÆÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÄÓÇÏÇÐË

l ��t� � l0 exp

�
1

4
�Ds

2 ÿD
p
2 �t
�
;

ÓÂÔÕÖÜÂâ ËÎË ÊÂÕÖØÂáÜÂâ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÍÂ
�Ds

2 ÿD
p
2 �. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ

�Dp
2 � 0� ËÏÇÇÏ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÜÖá ÕËÒËÚÐÖá

ÓÇÂÎËÊÂÙËá, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÃÞÔÕÓÑÏÖ ÓÂÊÃÇÅÂÐËá ÚÂÔÕËÙ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ
ÏÇÉÆÖ ÐËÏË. ¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄ ÆÎâ ÄÓÇÏÇÐ

1

4
Ds

2t5 ln

�
lcor
l0

�
;

ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (7.26). £ ÆÓÖÅÑÏ
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
�Ds

2 � 0� ì ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ ÃÖÆÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙË-
ÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÜÂâ ÍÓËÄÂâ, Õ.Ç. ÐÂÎËÙÑ ÔÕÓÇÏÎÇÐËÇ
ÚÂÔÕËÙ "ÔÎËÕßÔâ". µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÒÓË àÕÑÏ ÔÂÏË ÉËÆÍËÇ
ÚÂÔÕËÙÞ ÔÉËÏÂáÕÔâ, ÏÞ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÆÑÎÉÐÞ ÑÃÓÂÊÑÄÞÄÂÕßÔâ ÍÎÂÔÕÇÓÞ, Õ.Ç. ÊÑÐÞ ÍÑÏÒÂÍÕ-
ÐÑÅÑ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÇ Ä ÃÑÎßÛÇÌ
ÔÕÇÒÇÐË Ä ÓÂÊÓÇÉÇÐÐÞØ ÊÑÐÂØ. ¿ÕÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÂÏË ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ (ÓËÔ. 1Ã), ØÑÕâ ÆÎâ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ
ÆÓÖÅÖá ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÏÑÆÇÎß ÆÎâ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ¿ÕÑ
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÔÂÏÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË
ÚÂÔÕËÙ ÕËÒ ÏÑÆÇÎË ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐ. °ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ
ÆÂÉÇ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË �Ds

2 ÿD
p
2 � > 0, ÍÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ ÆÂÎÇÇ,

ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ Ä àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÑÒËÔÂÐËË,
ÚÕÑ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÑÆÐËÏ ÕÑÎßÍÑ ×ÂÍÕÑÏ ÐÂÎËÚËâ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ Ö ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

7.2. ¿ÌÎÇÓÑÄÑ ÑÒËÔÂÐËÇ
¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä
àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÄÄÇÆÇÏ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÖá ×ÖÐÍ-
ÙËá FEul�t;R; r� � d�r�t;R� ÿ r�, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÖá ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ ­ËÖÄËÎÎâ (3.11)�

q
qt
�U�R; t� q

qR

�
FEul�t;R; r� �

� qU�R; t�
qR

q
qr

rFEul�t;R; r� ; �7:27�

FEul�0;R; r� � d
ÿ
r0�R� ÿ r

�
:

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ àÌÎÇÓÑÄÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË

P�t;R; r� � 
FEul�t;R; r�i

´. 169, å 2] ¬°¤¦²¦¯´¯½¦ Á£­¦¯ªÁ £ ³´°·¡³´ª¹¦³¬ª· ¥ª¯¡®ª¹¦³¬ª· ³ª³´¦®¡· 197



ÒÑÎÖÚËÏ, ÖÔÓÇÆÐââ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ (7.27) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ËÎË ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ×ÑÓÏÖÎÞ
(3.10) [2, 22]:�

q
qt
ÿ 1

2
D0

q2

qR2

�
P�t;R; r� � D

p
2

q2

qr2
r2P�t;R; r� ; �7:28�

P�0;R; r� � d
ÿ
r0�R� ÿ r

�
:

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË�

q
qt
ÿ 1

2
D0

q2

qR2

�

rn�R; t�� � D

p
2 n�nÿ 1�
rn�R; t�� ;


rn�R; 0�� � rn0�R� : �7:29�

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÇÇÏ

q
qt



r�R; t�� � 1

2
D0

q2

qR2



r�R; t�� : �7:30�

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕ-
ÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÚÂÔÕËÙÞ (7.14), Ë, ÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË D0 ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ
ÎËÛß ÏÂÔÛÕÂÃÞ ÑÃÎÂÔÕË ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐËâ ÒÓËÏÇÔË Ä
ÙÇÎÑÏ, ÐÇ ÐÇÔâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË Ñ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË.

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.29) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

rn�R; t�� � exp

�
n�nÿ 1�t	 � dR0P�t;RjR0�rn0�R0� : �7:31�

´ÂÍ, ÇÔÎË ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÓËÏÇÔË ÄÔáÆÖ ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÂ: r0�R� � r0 � const, ÕÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ R Ë ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑ Ô
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ËÐÕÇÅ-
ÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

P�t; r� � 1

2r
�����
pt
p exp

�
ÿ ln2�ret=r0�

4t

�
;

F�t; r� � F
�

ln�ret=r0�
2
���
t
p

�
: �7:32�

±ÓË àÕÑÏ

r�R; t�� � r0 ;



rn�R; t�� � rn0 exp

�
n�nÿ 1�t	 ; �7:33�

Â ÕËÒËÚÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÎáÃÑÌ ÊÂÆÂÐÐÑÌ
ÕÑÚÍÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂÇÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ:

r��t� � r0 exp�ÿt� : �7:34�
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ àÌÎÇÓÑÄÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍË
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÆÇÕ ÊÂ ÔÚÇÕ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË (7.34), ÍÑÕÑÓÂâ
ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÐÂÎËÚËË ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÔÉËÏÂÇÏÞØ ÒÑÕÑÍÂØ.

£ÞÛÇ ÏÞ ÑÃÔÖÆËÎË ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÔË Ä àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËË, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÐÂÏ ÔÆÇÎÂÕß ÓâÆ ÊÂÍÎáÚÇÐËÌ
Ñ ÒÑÄÇÆÇÐËË ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ä
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ¿ÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÆÂÇÕ ÕÂÍÉÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÄÞâÔÐËÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË [2].

¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.3, ÄÂÉÐÞÇ ÔÄÇÆÇÐËâ Ñ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÏ ÒÑÄÇÆÇÐËË ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË ÐÇÔÇÕ ÂÐÂÎËÊ ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ ÓÂÄÇÐ-

ÔÕÄÑÏ

r�R; t� � r � const :

´ÂÍ, ÔÓÇÆÐââ ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ ÎËÐËâÏË
ÖÓÑÄÐâ, ÅÆÇ r�R; t� > r, Ë ÔÓÇÆÐââ ÑÃÜÂâ ÏÂÔÔÂ, ÊÂÍÎá-
ÚÇÐÐÂâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ, ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.28) ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ


S�t; r�� � �1
r

d~r
�
dRP�t;R; ~r� ;



M�t; r�� � �1

r
~r d~r

�
dRP�t;R; ~r� : �7:35�

­ÇÅÍÑ ÐÂÒËÔÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ Ë ÐÂÌÕË
âÄÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÐËØ [2]:


S�t; r�� � � dRF
�

ln�r0�R�eÿt=r�
2
���
t
p

�
;



M�t; r�� � � r0�R� dRF

�
ln�r0�R�et=r�

2
���
t
p

�
: �7:36�

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÚÕÑ ÒÓË t4 1 ÒÎÑÜÂÆß
ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÅÆÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÞÛÇ ÖÓÑÄÐâ r, ÖÃÞÄÂÇÕ ÔÑ
ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ


S�t; r�� � 1��������
ptr
p exp

�
ÿ t
4

�� ������������
r0�R�

p
dR ; �7:37�

Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÊÂÍÎáÚÇÐÐÂâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÏÂÔÔÂ
ÒÓËÏÇÔË



M�t; r�� �Mÿ

�����
r
pt

r
exp

�
ÿ t
4

�� ������������
r0�R�

p
dR �7:38�

ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÒÑÎÐÑÌ ÇÇ ÏÂÔÔÇ:

M �
�
r0�R� dR :

¿ÕÑ ÇÜÇ ÓÂÊ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ ÔÆÇÎÂÐÐÞÌ ÓÂÐÇÇ ÄÞÄÑÆ Ñ ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÔÉËÏÂÇÏÑÏ ÒÑÕÑÍÇ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ
ÔÕÓÇÏËÕÔâ ÔÑÃÓÂÕßÔâ Ä ÍÎÂÔÕÇÓÞ ì ÍÑÏÒÂÍÕÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË
ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË, ÑÍÓÖÉÇÐÐÞÇ ÓÂÊÓÇÉÇÐÐÞÏË
ÑÃÎÂÔÕâÏË.

¥ËÐÂÏËÍÖ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄÏÑÉÐÑ ÒÓÑËÎÎá-
ÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓËÏÇÔË r0�R� � r0 � const. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÖÆÇÎßÐÂâ (ÒÓËØÑÆâÜÂâÔâ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÒÎÑÜÂÆË) ÒÎÑÜÂÆß
ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÄÐÖÕÓË ÍÑÕÑÓÞØ r�R; t� > r, ÓÂÄÐÂ

s�t; r� �
�1
r
P�t; ~r� d~r � F

�
ln�r0eÿt=r�

2
���
t
p

�
; �7:39�

ÅÆÇ P�t; r�ìÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ R ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.28),
Õ.Ç. ×ÖÐÍÙËâ (7.32), Â ÖÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ ÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔË,
ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÂâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇÏ

m�t; r� � 1

r0

�1
r

~rP�t; ~r� d~r � F
�

ln�r0et=r�
2
���
t
p

�
: �7:40�
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ªÊ (7.39), (7.40) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ËØ
ÖÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÖÃÞÄÂÇÕ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ

s�t; r0� � F
�
ÿ

���
t
p
2

�
� 1�����

pt
p exp

�
ÿ t
4

�
�7:41�

ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÑÕÐÑÛÇÐËâ r=r0, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÄÐÖÕÓË ÐËØ
ÔÑÃËÓÂÇÕÔâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÄÔâ ÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔË:

m�t; r0� � F
� ���

t
p
2

�
� 1ÿ 1�����

pt
p exp

�
ÿ t
4

�
: �7:42�

·ÂÓÂÍÕÇÓ ÉÇ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÎÂ-
ÔÕÇÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÑÕÐÑÛÇÐËâ
r=r0. ´ÂÍ, ÇÔÎË r=r0 < 1, ÕÑ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË
s�0; r� � 1 Ë m�0; r� � 1. ¥ÂÎÇÇ ÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÐÇÃÑÎßÛËÇ
ÑÃÎÂÔÕË, ÅÆÇ r�R; t� < r, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÖá
ÚÂÔÕß ÑÃÜÇÌ ÏÂÔÔÞ. ³ ÕÇÚÇÐËÇÏ ÄÓÇÏÇÐË àÕË ÑÃÎÂÔÕË
ÃÞÔÕÓÑ ÖÄÇÎËÚËÄÂáÕÔâ, Â ËØ ÏÂÔÔÂ ÒÇÓÇÕÇÍÂÇÕ Ä ÍÎÂÔÕÇÓ-
ÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË, ÆÑÄÑÎßÐÑ ÃÞÔÕÓÑ ÄÞØÑÆâ ÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË (7.41), (7.42). °ÕÏÇÕËÏ ÇÜÇ, ÚÕÑ Ä
ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t� � ln�r0=r� ÄÇÎËÚËÐÂ ÒÎÑÜÂÆË ÇÔÕß
s�t�; r� � 1=2.

£ ÆÓÖÅÑÏ, ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ r=r0 > 1 Ä
ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË s�0; r� � 0 Ë m�0; r� � 0.
³ÒÇÓÄÂ ÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÐÇÃÑÎßÛËÇ ÍÎÂÔÕÇÓÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË, ÅÆÇ
r�R; t� > r, ÍÑÕÑÓÞÇ ÊÂÕÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ ÄÕâÅËÄÂáÕ Ä ÔÇÃâ
ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÖá ÚÂÔÕß ÑÃÜÇÌ ÏÂÔÔÞ. ±ÎÑÜÂÆË àÕËØ ÑÃÎÂÔ-
ÕÇÌ Ô ÕÇÚÇÐËÇÏ ÄÓÇÏÇÐË ÖÏÇÐßÛÂáÕÔâ, Â ÔÑÆÇÓÉÂÜÂâÔâ Ä
ÐËØ ÏÂÔÔÂ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕâÏ (7.41), (7.42) (ÓËÔ. 13).

¥Îâ ÃÑÎÇÇ ÆÇÕÂÎßÐÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä
ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÍÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß
Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.3, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÇÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ
ÅÓÂÆËÇÐÕ p�R; t� � Hr�R; t� Ë, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞÇ ÄÞÔÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

¤ÓÂÆËÇÐÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2.36), Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÂâ ×ÖÐÍ-
ÙËâ

F�t;R; r; p� � d
ÿ
r�R; t� ÿ r

�
d
ÿ
p�R; t� ÿ p

�
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (3.18) Ô ÊÂÏÇÐÑÌ r ÐÂ R. µÔÓÇÆ-
Ðââ ÕÇÒÇÓß (3.18) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔ-

ÕÇÌ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ
ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë ÇÇ
ÅÓÂÆËÇÐÕÂ P�t;R; r; p� � hF�t;R; r; p�i, ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÕÑÚÍË �R; t�, ÄËÆÂ

q
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P�t;R; r; p��
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qR2
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qR qp
r�D
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8
Ds

2
bLs�p� � 1

8
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P�t;R; r; p� ;

P�0;R; r; p� � d
ÿ
r0�R� ÿ r

�
d
ÿ
p�R� ÿ p

�
; �7:43�

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÞ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ

bLs�p��3
q2

qp2
p2 ÿ 2

q
qp

pÿ 2

�
q
qp

p

�2

�3
q2

qp2
p2ÿ 2

q2

qpkpl
pkpl ;

bLp�p� � q2

qp2
p2 � 18

�
q
qp

p

�2

� 10
q
qp

p : �7:44�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (7.43) ÐÇ ÖÆÂÇÕÔâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ. ¿ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÍÑÅÆÂ [21 ë 23]

q
qt
P�t;R; r; p� �

�
1

2
D0

q2

qR2
� 1

8
Ds

2
bLs�p�

�
P�t;R; r; p� :

�7:45�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ, Â ÏÑÆÖÎß ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÇÇÕ ÎÑÅ-
ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, Ë ÇÅÑ ÕËÒËÚÐÂâ
ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ÄÔÇ ÏÑÏÇÐÕÞ, àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÓÂÔÕÇÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. ±ÓË àÕÑÏ


p2�R; t�� � p20 expfDs
2tg :

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.45) Ô ÖÚÇÕÑÏ ×ÑÓÏÖÎÞ
(3.16) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐââ ÆÎËÐÂ ÍÑÐÕÖÓÂ
r�R; t� � r � const ÕÂÍÉÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÇÕ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ


L�t; r�� � l0 expfDs
2tg ;

ÅÆÇ l0 ì ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÆÎËÐÂ ÍÑÐÕÖÓÂ. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÚËÔÎÑ
ÍÑÐÕÖÓÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÏÑÅÖÕ ËÔÚÇÊÂÕß Ë ÒÑÓÑÉÆÂÕßÔâ Ä
ÔÓÇÆÇ, Â ÎËÛß àÄÑÎáÙËÑÐËÓÖáÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ä ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË ÑÕ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË ËØ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÅÎÂÆÍÑÇ ÄÐÂÚÂÎÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÒÓËÏÇÔË ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÄÔÇ ÃÑÎÇÇ Ë ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ; ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÞ ÑÃÑÔÕ-
ÓâáÕÔâ Ë ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ×ÓÂÍÕÂÎßÐÞÌ
ØÂÓÂÍÕÇÓ. ´ÂÍÖá ÍÂÓÕËÐÖ ÏÞ ÄËÆÇÎË ÐÂ ÓËÔ. 1Â,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ ÚËÔÎÇÐÐÑÏÖ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËá, ÒÓÂÄ-
ÆÂ, ÆÎâ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÆÓÖÅÑÌ ÏÑÆÇÎË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÃÜËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÑÄÇ-
ÆÇÐËâ, ÑÕÏÇÚÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ, ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞ ÆÎâ ÕËÒÂ
ÏÑÆÇÎÇÌ.
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²ËÔ. 13. ¥ËÐÂÏËÍÂ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ ÆÎâ r=r0 � 1;5 (Â) Ë
r=r0 � 10 (Ã).
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©ÂÏÇÚÂÐËÇ. £ÞÛÇ ÏÞ ËÊÖÚÂÎË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍË ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.4) Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ Ë
àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÑÒËÔÂÐËâØ, Ë ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÐÂÎËÚËË
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ Ö ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÓÑËÔØÑ-
ÆËÕ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÍÂÍ Ä ÆËÐÂÏËÍÇ ÚÂÔÕËÙ, ÕÂÍ Ë Ä
àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË. ¯ÂÓâÆÖ Ô ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (7.4) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ Ë
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÒÇÓÇÐÑÔÖ ÐÇÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÌ
ÒÓËÏÇÔË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [47]),�

q
qt
�U�R; t� q

qR

�
r�R; t� � 0 ; r�R; 0� � r0�R� :

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÕÂÍÖá ÉÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ËÏÇÇÕ Ë ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (2.59), ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÓÇÛÇÐËâ
ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÕ ÐÂÚÂÎß-
ÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÑÒËÔÂÐËË
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÆËÐÂÏËÍË ÚÂÔÕËÙ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
(7.10), Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÚÂÔÕËÙ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ
ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ. °ÆÐÂÍÑ Ä àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÑÒËÔÂÐËË, ÍÂÍ ÎÇÅÍÑ
ÄËÆÇÕß, ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÐÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÏÖ ÒÑÎá ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÔÑØÓÂ-
ÐâÇÕÔâ ÍÂÍ ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ, ÕÂÍ Ë ÔÓÇÆÐââ
ÒÎÑÜÂÆß, ÅÆÇ r�R; t� > r, Ë ÔÓÇÆÐââ "ÏÂÔÔÂ" ÒÓËÏÇÔË�
dSr�R; t�, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÂâ Ä àÕËØ ÍÑÐÕÖÓÂØ.

7.3. µÚÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ×ÂÍÕÑÓÑÄ
£ÞÛÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÒÓÑÔÕÇÌÛÖá ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÆË××ÖÊËË
ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË
ÓÇÅÖÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ Ë à××ÇÍÕÂ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ ÆË××ÖÊËË.
´ÂÍÉÇ ÆÎâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÑÔß
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. £ÔÇ ÐÇÖÚÕÇÐÐÞÇ ×ÂÍÕÑÓÞ ÐÂÚË-
ÐÂáÕ ÆÇÌÔÕÄÑÄÂÕß Ô ÍÂÍÑÅÑ-ÕÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÓÇÏÇÐË, ÕÂÍ ÚÕÑ
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÎËÛß ÐÂ
ÐÂÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ ÆË××ÖÊËË. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, àÕË ×ÂÍÕÑÓÞ
ÏÑÅÖÕ ÒÓËÄÑÆËÕß Ë Í ÐÑÄÞÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÏ à××ÇÍÕÂÏ. £
ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÍÓÂÕÍÑ ÑÃÔÖÆËÏ àÕË ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ
ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

7.3.1. ±ÎÑÔÍÑ-ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÑÕÑÍ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ ÔÆÄËÅÑÏ.
±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÐÂÓâÆÖ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÌ ËÏÇÇÕ Ë ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÖá ÔÑÔÕÂÄÎâá-
ÜÖá, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÔÆÄËÅÖ [23]

vx � ay ; vy � 0 :

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÏÇÔÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.45) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ

q
qt
P�t;R; r; p� �

�
ÿ ay

q
qx
� 1

2
D0

q2

qR2

�
P�t;R; r; p��

�
�
apx

q
qpy
� 1

8
Ds

2

�
3
q2

qp2
p2 ÿ 2

�
q
qp

p

�2

ÿ 2
q
qp

p

��
�

� P�t;R; r; p� : �7:46�

³ÎÇÆÔÕÄËÇÏ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐÇÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÑÎâ ÒÓËÏÇÔË ÖÉÇ ÐÇ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ë
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÇÛÇÐËá ÊÂÆÂÚË ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÌ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ


px�t�
� � px�0� ;



py�t�

� � py�0� ÿ apx�0�t :

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÄÕÑÓÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ, ÕÑ ÑÐË
ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

d

dt
hp2i � Ds

2hp2i ÿ 2ahpxpyi ;

d

dt
hpxpyi � ÿ 1

2
Ds

2hpxpyi ÿ ahp2xi ;

d

dt
hp2xi �

3

4
Ds

2hp2i ÿ
1

2
hp2xi : �7:47�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (7.47) ÓÇÛÇÐËÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄËÆÂ
expfltg, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ l ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�

l� 1

2
Ds

2

�2

�lÿDs
2� �

3

2
a2Ds

2 ; �7:48�

ÍÑÓÐË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a=Ds
2 .

¥Îâ ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ a=Ds
2 5 1 ËÏÇÇÏ ÆÎâ ÍÑÓÐÇÌ

ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.48) ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ

l1�Ds
2 �

2a2

3Ds
2

; l2�ÿ 1

2
Ds

2 � ijaj ; l3 � ÿ 1

2
Ds

2 ÿ ijaj :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÄÓÇÏÇÐ Ds
2t4 2 ÓÇÛÇÐËÇ

ÊÂÆÂÚË ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ×ÂÍÕÑÓÑÏ.
¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ à××ÇÍÕÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÒÑÎÐÑÔÕßá ÆÑÏËÐËÓÖáÕ ÐÂÆ à××ÇÍÕÂÏË,
ÔÄâÊÂÐÐÞÏË ÔÑ ÔÎÂÃÞÏ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÏ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÔÆÄËÅÂ.

£ ÆÓÖÅÑÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ a=Ds
2 4 1 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

(7.48) ËÏÇÇÕ ÍÑÓÐË

l1 �
�
3

2
a2Ds

2

�1=3

; l2 �
�
3

2
a2Ds

2

�1=3

exp

�
i
2

3
p
�
;

l3 �
�
3

2
a2Ds

2

�1=3

exp

�
ÿ i

2

3
p
�
:

´ÂÍ ÍÂÍ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ ÚÂÔÕË l2 Ë l3 ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞ, ÕÑ
ÒÓË �3=2 a2Ds

2�1=3t4 1 ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ
(7.47) ËÏÇÇÕ ÄËÆ



p2�t�� � exp

��
3

2
a2Ds

2

�1=3

t

�
;

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÂÉÇ ÏÂÎÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ âÄÎâáÕÔâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÏË Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÔËÎßÐÑÅÑ
ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÔÆÄËÅÑÄÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ.

7.3.2. µÚÇÕ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ ÆË××ÖÊËË. ¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß
ÓÂÐÇÇ, ÅÎÂÆÍÑÇ ÄÐÂÚÂÎÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÓËÏÇÔË ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÄÔÇ ÃÑÎÇÇ Ë ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÞÏ, ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÆËÐÂÏËÍÂ ÐÂ ÄÔÇ ÏÇÐßÛËØ Ë ÏÇÐßÛËØ
ÏÂÔÛÕÂÃÂØ Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÑÃÑÔÕÓâáÕÔâ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.
£ ÓÇÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÏÑÎÇÍÖ-
ÎâÓÐÑÌ ÆË××ÖÊËË ÔÅÎÂÉËÄÂÇÕ ÕÂÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ë ÑÒËÔÂÐ-
ÐÂâ ÄÞÛÇ ÆËÐÂÏËÍÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÎËÛß ÐÂ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÏ
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐ.

±ÓË ÐÂÎËÚËË ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ ÆË××ÖÊËË ÆË××ÖÊËâ
ÒÓËÏÇÔË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ä
ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (2.37), ÆÎâ ÍÑÕÑ-
ÓÑÅÑ ÖÉÇ ÐÇ ÖÆÂÇÕÔâ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚ-
ÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ. °ÙÇÐËÏ ÄÓÇÏâ Ä ÒÓÑÔÕÇÌ-
ÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ, ÔÎÇÆÖâ [23].
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³ÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.37) âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎß-
ÔÕÄÑ, ÚÕÑ ÕÇÒÇÓß ÄÇÎËÚËÐÂ rn�R; t�, n � 1; 2; . . ., ÃÖÆÇÕ
ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ�

q
qt
� q
qR

U�R; t�
�
rn�R; t� � KDrn�R; t�ÿ

ÿ Kn�nÿ 1�rnÿ2�R; t�p2�R; t� :
µÔÓÇÆÐââ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

q
qt



rn�R; t�� � � 1

2
D0 � K

�
D


rn�R; t��ÿ

ÿ Kn�nÿ 1�
rnÿ2�R; t�p2�R; t�� : �7:49�
±ÓË ÖÔÎÑÄËË K5D0 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7.49) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÏ ÄËÆÇ:



rn�R; t�� � exp

�
1

2
D0t

q2

qR2

�
rn0�R�ÿ

ÿ Kn�nÿ 1�
�t
0

dt exp

�
1

2
D0�tÿ t� q2

qR2

�
�

� 
rnÿ2�R; t�p2�R; t�� : �7:50�
¹ÕÑÃÞ ÑÙÇÐËÕß ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ÚÎÇÐ Ä (7.50), ÄÑÔÒÑÎß-

ÊÖÇÏÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (7.45), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÑÕÔÖÕÔÕÄËá
ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ ÆË××ÖÊËË. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ
hrnÿ2�R; t�p2�R; t�i ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ, ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÏÇÇÕ ÄËÆ



rnÿ2�R; t�p2�R; t���exp

�
Ds

2t�
1

2
D0t

q2

qR2

�
rnÿ20 �R�p20�R� :

�7:51�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (7.51) Ä (7.50), ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÔÎÑÄËâ, ÒÓË
ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (7.50) ÐÇ ËÅÓÂÇÕ
ÓÑÎË. ¿ÕË ÖÔÎÑÄËâ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂáÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÞÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË R2

0 Ë ÐÂ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÓÄÂÎ. °ÐË
ËÏÇáÕ ÄËÆ [23]

Ds
2 R

2
0 4 Kn�nÿ 1� ; Ds

2t5 ln
Ds

2 R
2
0

Kn2
:

³ÎÖÚÂÌ ÐÂÎËÚËâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÆÑÒÖ-
ÔÍÂÇÕ ÃÑÎÇÇ ÒÑÎÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ [55]. ¿ÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÓÇÛÇÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.29), (2.37) Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË
ÖÔÎÑÄËâÏË (ÊÆÇÔß ÏÞ ÕÂÍÉÇ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÏÔâ ÆÄÖÏÇÓÐÞÏ
ÔÎÖÚÂÇÏ)

r0�R� � GR ; p0�R� � G :

±ÓÇÆÔÕÂÄÎââ ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÄËÆÇ

r�R; t� � GR� ~r�R; t� ;

ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÇÌ ÚÂÔÕË ~r�R; t�
ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË�

q
qt
� q
qR

U�R; t�
�

~r�R; t� � ÿGU�R; t� � KD~r�R; t� ;

~r�R; 0� � 0 : �7:52�

¿ÕÂ ÊÂÆÂÚÂ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ, ËÏÇÇÕ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ (ÒÓË t!1) ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÍÂÍ
ÔÂÏÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÕÂÍ Ë ÇÅÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ, Ë Ä
ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ ÒÓËÄÎÇÍÂÇÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÍÂÍ
Ô ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ, ÕÂÍ Ë Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ
[56 ë 62]. £ àÕËØ ÓÂÃÑÕÂØ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑ-
ÄÂÐËâ Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ
ÃÞÎÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ Ö ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ "ÏÇÆ-
ÎÇÐÐÑ ÊÂÕÖØÂáÜËØ ØÄÑÔÕÑÄ" àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÕËÒÂ.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [62] ÃÞÎÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ, ÚÕÑ Ë
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÔÂÏÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÂÍÉÇ
ËÏÇÇÕ "ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÊÂÕÖØÂáÜËÇ ØÄÑÔÕÞ".

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.52) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÆËÔÒÇÓÔËË
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ~p�R; t� � H~r�R; t� ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ [55]

lim
t!1



~p2�R; t�� � D0G

2

2K
; �7:53�

Â ÆËÔÒÇÓÔËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

~r2�R; t�� � D0G

2

�t
0

dt
�
1ÿ 2K

D0G
2



~p2�R; t��� : �7:54�

¶ÑÓÏÖÎÞ (7.53) Ë (7.54) ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÑÙÇÐËÕß ÍÂÍ ÄÓÇÏâ
ÄÞØÑÆÂ ÐÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ ÓÇÉËÏ

Ds
2T0 � ln

�
D0 � 2K

2K

�
;

ÕÂÍ Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÖá ÆËÔÒÇÓÔËá ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË

lim
t!1



~r2�R; t�� � D0

Ds
2

G2 ln

�
D0 � 2K

2K

�
:

±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ D0 � s2ut0 Ë D0=D
s
2 � l20, ÅÆÇ

s2u ì ÆËÔÒÇÓÔËâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË, Â t0 Ë
l0 ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÇÅÑ
ÓÂÆËÖÔÞ ÍÑÓÓÇÎâÙËË, ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÄÓÇÏâ T0 ÄÄËÆÖ ÎÑÅÂ-
ÓË×ÏËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÏÑÎÇÍÖÎâÓ-
ÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË K ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ ÃÑÎßÛËÏ Ë

h~r2i � G2l20 ln

�
s2ut0
K

�
pri K5 s2ut0 :

7.3.3. µÚÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. µÚÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ
ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË, ÍÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.1,
ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÔÕË Ä ÓÂÏÍÂØ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ.
±ÓË àÕÑÏ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÕÂÍÉÇ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ
ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË, ÐÑ ÑÐË ÃÖÆÖÕ ÃÑÎÇÇ ÔÎÂÃÞÏË, ÚÇÏ
ÆÎâ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ´ÂÍÉÇ
ÏÑÅÖÕ ÒÑâÄËÕßÔâ Ë ÐÑÄÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ à××ÇÍÕÞ, ÑÃÖÔÎÑÄ-
ÎÇÐÐÞÇ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕßá ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË. £
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË ÏÑÉÐÑ ÖÍÂÊÂÕß ÐÂ ÊÂÆÂÚË ÆË××Ö-
ÊËË ÑÔÇÆÂáÜÇÌ ÒÓËÏÇÔË [23, 63] Ë ÒÎÂÄÖÚÇÌ ÒÓËÏÇÔË,
ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÑÌ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË z�R; t�, ÔÕÂ-
ÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

£ ÒÇÓÄÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ
ÕÇÐÊÑÓÂ ÆË××ÖÊËË ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÑÔÇÆÂ-
ÐËâ ÒÓËÏÇÔË. ´ÂÍ, ÇÔÎË ÔÍÑÓÑÔÕß ÑÔÇÆÂÐËâ ÇÔÕß v, ÕÑ ÆÎâ
ÏÑÆÇÎË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ ÔÒÇÍÕ-
ÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÄËÆÂ

E�k; t� � E�k� exp

�
ÿ jtj

t0

�
;
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ÅÆÇ t0 ì ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ,
ÕÇÐÊÑÓ ÆË××ÖÊËË ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÄËÆÂ (ÒÓË t!1)

Di j�v� � 1

v

�
dkE�k�Di j�k� p

k

1

1� p2�kv�2=�k2v2� ;

Di j�k� �
�
di j ÿ ki kj

k2

�
;

ÅÆÇ cos y � kv=�kv� Ë

p�k; v� � kvt0
1� Kk2t0

:

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÒÓÑÇÍÙËË àÕÑÅÑ
ÕÇÐÊÑÓÂ ÐÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÑÔÇÆÂÐËâ ÒÓËÏÇÔË Ë ÐÂ ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕß, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÖá àÕÑÏÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá, ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ

Djj�v� � 4p
v

�1
0

k dkE�k�fjj�k; v� ;

D?�v� � 4p
v

�1
0

kdkE�k�f?�k; v� ;

ÅÆÇ

fjj�k; v� �
�

arctan�p� � 1

p

�
1

p
arctan�p� ÿ 1

��
;

f?�k; v� �
�

arctan�p� ÿ 1

p

�
1

p
arctan�p� ÿ 1

��
:

±ÓË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ p (vt0 5 l0, ÅÆÇ l0 ì
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ)
×ÖÐÍÙËË fjj�k; v�, f?�k; v� ÃÎËÊÍË Í 2p=3, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÔÇÆÂÐËâ ÆË××Ö-
ÊËË, Â ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ p �vt0 4 l0�
ËÏÇÇÏ fjj�k; v� � 2f?�k; v� � p=2. ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ ÇÜÇ ÓÂÊ,
ÚÕÑ àÕÑÕ à××ÇÍÕ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ÔÄâÊÂÐ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÔÕßá
ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÆÎâ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

¥Îâ ÄÕÑÓÑÌ ÊÂÆÂÚË ÄÏÇÔÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.4) ËÏÇÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

q
qt
r�R; t� � q

qRa

n
Ua
ÿ
R; z�R; t�;t�r�R; t�o � 0 ;

R � fx; yg : �7:55�

³ÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ�
dRr�R; t� � 1 :

µÔÓÇÆÐââ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ U�R; z; t� Ä ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË

q
qt
R�R; t� � q2

qRaqRb

�t
0

dt0
�
dk?�

�
�1
ÿ1

dkzEab�k2?� k2z ; tÿ t 0� exp
�
ikzZ�R; t; t 0�

	
R�R; t�ÿ

ÿ i
q

qRa

�
dk?

�t
0

dt0
�1
ÿ1

kz dkzEab�k2? � k2z ; tÿ t0��

� exp
�
ikzZ�R; t; t0�

	 q�R; t�
qRb

R�R; t� ; �7:56�

ÅÆÇ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÇÔÕß

Eab�k2? � k2z ; t� � E�k2? � k2z ; t�
�
dab ÿ k?a k?b

k2? � k2z

�

Ë ÄÄÇÆÇÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ

Z�R; t; t 0� � z�R; t� ÿ z�R; t 0� ; R�R; t� � 
r�R; t��
u
:

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ì ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑÏÖ ÒÑÎá Z�R; t; t 0�. ¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÒÑÎÇ z�R; t�
ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÒÑÎÇÏ Ô ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ


z�R; t�� � 0 ;


z�R; t�z�R0; t 0�� � Bz�Rÿ R0; tÿ t 0� :

£ÄÇÆÇÏ ÕÇÒÇÓß ÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá

F�R; t; t0; kz� � exp
�
k2zDz�tÿ t 0� � ikzZ�R; t; t 0�

	
R�R; t� ;

R�R; t��exp
�ÿ k2zDz�tÿ t 0�ÿ ikzZ�R; t; t 0�

	
F�R; t; t 0; kz� ;

ÅÆÇDz�t� � Bz�0; 0� ÿ Bz�0; t�. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâR�R; t�
ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

q
qt
R�R; t� � q2

qRa qRb

�t
0

dt 0
�
dk?

�1
ÿ1

dkz�
� Eab�k2? � k2z ; tÿ t 0� exp

�ÿ k2zDz�tÿ t 0�	�
� F �R; t; t 0; kz� ÿ i

q
qRa

�t
0

dt 0
�
dk?

�1
ÿ1

kz dkz�

� Eab�k2?� k2z ; tÿ t 0� exp
�
ikzZ�R; t; t 0�

	 qz�R; t�
qRb

R�R; t� :
�7:57�

³ÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇR�R; t� âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ ÒÑÎÑ-
ÉÇÐËâ ÄÊÄÑÎÐÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, Õ.Ç.

R�R; t� � R
�
R; t; z�eR;~t�� ;

Ë ÒÓË àÕÑÏ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ F�R; t; t 0; kz� ÒÑ
ÒÑÎá z�eR;~t� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [5])


F�R; t; t 0; kz�
�
z
�
D

exp
�
k2zDz�tÿ t 0��

� ikzZ�R; t; t0�
	
R�R; t�

E
z
�
D
R
�
R; t; z�eR;~t��

� ikz
�
Bz�eRÿ R;~tÿ t� ÿ Bz�eRÿ R;~tÿ t 0�	�E

z
;

Õ.Ç. ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÓÇÆÐÇÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ô ×ÖÐÍ-
ÙËÑÐÂÎßÐÞÏ ÔÆÄËÅÑÏ.

¯ÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ ÕÇÐÊÑÓÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ

Sab�t� �
D �

RaRbR�R; t� dR
E
z
;

ÓÂÄÐÂâ �1=2�s2�t�dab Ä ÔËÎÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ËÊÑÕÓÑÒËË.
°ÐÂ ÔÄâÊÂÐÂ ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ hR�R; t�i. ¥Îâ ÇÇ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÐÂÆÑ ÖÔÓÇÆÐËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7.57). ®ÑÉÐÑ
ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÚÎÇÐÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ � s4z
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

D�t� � q
qt

s2�t� � 2

�t
0

dt
�
dk?

�1
ÿ1

dkzEaa�k2? � k2z ; t��

� exp
�ÿ k2zDz�t�

	 �
dR


F�R; t; tÿ t; kz�

�
z
:
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´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÎËâÐËÇ ÄÊÄÑÎÐÑÄÂÐÐÑÔÕË ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÆÄÑâÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÏÇÐâÇÕÔâ
à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë, ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ, ËÊÏÇ-
ÐâÇÕÔâ ÔÂÏÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË. ¿ÕË à××ÇÍÕÞ
ÔÄâÊÂÐÞ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, Ô ÍÑÐÇÚÐÑÔÕßá ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ
ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË, Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÑÎÐÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÔÑÄÒÂÆÂáÕ
ÔÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÔË ÐÂ
ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË.

8. ¬ÂÖÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ

²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ Ä ÓÂÏÍÂØ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(2.38)) ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.4, ÅÆÇ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂ-
ÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÑÐÂ ÒÑ ÔÄÑÇÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÕË ÃÎËÊÍÂ Í
ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÆË××ÖÊËË ÒÓËÏÇÔË Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ±ÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ
ÊÂÆÂÚË âÄÎâÇÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
ÒÑÎâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÒÓËÏÇÔË. ¿ÕÂ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÆÎâ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÊÂÆÂÚË ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ
ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ Ë ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ.

®ÇÕÑÆ ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËØ àÕÖ ÍÎÂÔÕÇÓÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, ËÔÒÑÎßÊÖÇ-
ÏÞÌ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ Ë ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÂÒÒÓÑÍÔË-
ÏÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÞÏ ÒÑ x ÒÑÎÇÏ, Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÒÓÑÆÑÎßÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÆÎâ ×ÂÊÞ ÄÑÎÐÞ ËÏÇÇÕ
ÒÑÓâÆÑÍ ÆÎËÐÞ ÕÓÂÔÔÞ [5, 40, 41]. ª Ä ÆÂÐÐÑÌ ÔËÕÖÂÙËË
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.39) ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÃÇÔÒÑÎÇÊÐÞÏ ÆÎâ
ÂÐÂÎËÊÂ ÇÅÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. °ÆÐÂÍÑ ÊÐÂÐËÇ
ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÄÑÎÐÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(2.38), ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ËÆÇÑÎÑÅËá ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË [24]. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÒÇÓÄÞÇ, ÒÑ-ÄËÆË-
ÏÑÏÖ, ÕÇÑÓËâ ÄÞÃÓÑÔÑÄ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÃÞÎÂ ÒÓËÏÇÐÇÐÂ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÊÂÆÂÚË Ñ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË
ÄÑÎÐ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [64, 65] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ
[66]).

£ÄÇÆÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÐÕÖÓÑÄ ì ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË x � const (ÆÄÖØÏÇÓÐÞÌ
ÔÎÖÚÂÌ), ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ I�x;R� � I � const, Ë
ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÖá ÔËÐÅÖÎâÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÖá
ÐÂ ÐËØ,

F�x;R; I� � d
ÿ
I�x;R� ÿ I

�
; �8:1�

âÄÎâáÜÖáÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ. ³ÓÇÆÐÇÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ (8.1) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÆÐÑ-
ÕÑÚÇÚÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ

P�x;R; I� � 
F�x;R; I�� � 
dÿI�x;R� ÿ I
�
: �8:2�

¹ÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá (8.2) ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÕÂÍËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ, ÍÂÍ
ÔÓÇÆÐââ ÑÃÜÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ
ÎËÐËâÏË ÖÓÑÄÐâ, ÅÆÇ I�x;R� > I,


S�x; I�� � �1
I

deI � dRP�x;R; eI� �8:3�

Ë ÔÓÇÆÐââ ÏÑÜÐÑÔÕß ÒÑÎâ, ÊÂÍÎáÚÇÐÐÂâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ

E�x; I�� � �1

I

eI deI � dRP�x;R; eI� : �8:4�

¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÆÇÕÂÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÇ ÒÑÎâ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÄÍÎáÚËÄ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË p�x;R� � HRI�x;R�.
´ÑÅÆÂ ÄÇÎËÚËÐÂ


L�x; I�� � � dR

�
dpjp�x;R�jP�x;R; I; p� �8:5�

ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÓÇÆÐáá ÑÃÜÖá ÆÎËÐÖ ÍÑÐÕÖÓÑÄ
I�x;R� � I � const, ÅÆÇ

P�x;R; I; p� � 
dÿI�x;R� ÿ I
�
d
ÿ
p�x;R� ÿ p

��
ì ÔÑÄÏÇÔÕÐÂâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ÒÑÎâ I�x;R� Ë ÇÅÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ p�x;R�.

£ÍÎáÚÇÐËÇ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÙÇÐËÕß ÔÓÇÆÐÇÇ
ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÌ (Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá
ÆÑ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÎËÐËÌ) ×ÑÓÏÖÎÞ


N�x;I�� � 
Nin�x; I�
�ÿ 
Nout�x; I�

� �
� 1

2p

�
dR


K�x;R; I�jp�x;R�jdÿI�x;R� ÿ I

��
; �8:6�

ÅÆÇ Nin�x; I�, Nout�x; I� ì ÚËÔÎÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÄÇÍÕÑÓ p ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÒÑ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ Ë ÄÐÇÛÐÇÌ ÐÑÓÏÂÎâÏ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, Â K�x;R; I�ì ÍÓËÄËÊÐÂ ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ:

K�x;R; I� �
�
ÿ p2y�x;R�

q2I�x;R�
qz2

ÿ p2z�x;R�
q2I�x;R�

qy2
�

� 2py�x;R�pz�x;R� q
2I�x;R�
qy qz

�
pÿ3�x;R� : �8:7�

¥Îâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÖá Ë ÃÖÆÇÏ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ, Ä ÔËÎÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÄÔÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ R, Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ (8.3) ë (8.7) (ÃÇÊ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ
ÒÑ R) ÃÖÆÖÕ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÖÆÇÎßÐÞÇ (ÒÓËØÑÆâÜËÇÔâ ÐÂ
ÇÆËÐËÙÖ ÒÎÑÜÂÆË) ÊÐÂÚÇÐËâ àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ. ±ÓË àÕÑÏ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ ÆÎËÐÞ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x � const,
ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ, âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÊÏÇÓ
ÒÇÓÄÑÌ ÊÑÐÞ ¶ÓÇÐÇÎâ Lf�x� �

��������
x=k

p
, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ

ÓÂÊÏÇÓ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÄÇÕ ë ÕÇÐß ÒÓË ÆË×ÓÂÍÙËË
ÐÂ ÍÓÂá ÐÇÒÓÑÊÓÂÚÐÑÅÑ àÍÓÂÐÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [40, 41]).
´ÑÅÆÂ ÖÆÇÎßÐÞÇ ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎËÐÞ ÍÑÐÕÖÓÑÄ Ë
ÑÙÇÐÍÂ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ËØ ÚËÔÎÂ ÃÖÆÖÕ ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ ÃÇÊÓÂÊ-
ÏÇÓÐÞÏË ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË


l�x; I�� � Lf�x�

jp�x;R�jd�I�x;R� ÿ I�� ; �8:8�


n�x; I��� 1

2p
L2
f �x�



K�x;R; I�jp�x;R�jd�I�x;R�ÿ I�� : �8:9�

¶ÑÓÏÖÎÂ (8.9) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÓÇÆÐáá ÓÂÊÐÑÔÕß ÚËÔÎÂ
ÍÑÐÕÖÓÑÄ Ô ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÌ ÑÓËÇÐÕÂÙËÇÌ ÄÇÍÕÑÓÑÄ
ÐÑÓÏÂÎË, ÒÓËØÑÆâÜËØÔâ ÐÂ ÒÇÓÄÖá ÊÑÐÖ ¶ÓÇÐÇÎâ.

¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ e�x;R� ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ ÒÑÎÇÏ Ô ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ Ë
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ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËâÏË

Be�x1 ÿ x2;R1 ÿ R2� �


e�x1;R1�e�x2;R2�

� �
�
�1
ÿ1

dqx

�
dqFe�qx; q� exp

�
iqx�x1 ÿ x2��

� iq�R1 ÿ R2�
	
;

Fe�qx; q�� 1

�2p�3
�1
ÿ1

dx

�
dRBe�x;R� expfÿiqxxÿ iqRg :

�8:10�
±Ñ ØÂÓÂÍÕÇÓÖ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË

ÑÔß x ÏÑÉÐÑ ÖÔÎÑÄÐÑ ÓÂÊÆÇÎËÕß ÐÂ ÕÓË ÑÃÎÂÔÕË:
ì ÑÃÎÂÔÕß ÔÎÂÃÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË;
ì ÑÃÎÂÔÕß ÔËÎßÐÞØ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ;
ì ÑÃÎÂÔÕß ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË.

8.1. °ÃÎÂÔÕß ÔÎÂÃÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
£ ÑÃÎÂÔÕË ÔÎÂÃÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ØÑÓÑÛÑ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÏÇÕÑÆÂ ÒÎÂÄÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÖÓÑÄÇÐß ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ

w�x;R� � 1

2
ln I�x;R�

ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÕÇÑÓËÇÌ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ë âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÖÓÑÄÐâ
ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÇÇ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ, Â ËÏÇÐÐÑ


w�x;R� � ÿs2w�x� :
£ÄÇÆÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ÑÃÞÚÐÑ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ ËÐÆÇÍÔÑÏ

ÏÇÓÙÂÐËâ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [40, 41]), b0�x� � 4s2w�x�. ±ÓË
àÕÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓË
ÖÔÎÑÄËË b0�x�5 1 ÃÖÆÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

s2I �x� �


I 2�x;R��ÿ 1 � b0�x� ;

Ë ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎß-
ÐÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ Ô ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ

P�x; I�� 1

I
����������������
2pb0�x�

p exp

�
ÿ 1

2b0�x�
ln2
ÿ
Ieb0�x�=2

��
:

�8:11�

°ÃÎÂÔÕß ÔÎÂÃÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÑÅÓÂÐË-
ÚËÄÂÇÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x�4 1. ¥Îâ ÎÑÅÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (8.11) ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂá-
ÜÂâ Ô ÆËÔÕÂÐÙËÇÌ ÍÓËÄÂâ

I ��x� � exp

�
ÿ 1

2
b0�x�

�
;

Ë ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÍË (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÑÏÇÐÕÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ hI n�x;R�i) ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÊÂ ÔÚÇÕ ÃÑÎßÛËØ
ÄÞÃÓÑÔÑÄ ÒÓÑÙÇÔÔÂ I�x;R� ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ.
¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÆÎâ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ I�x� ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÖáÕ ÕÂÍÉÇ ÏÂÉÑÓÂÐÕÐÞÇ ÑÙÇÐÍË, Ë, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ô ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕßá p � 1=2 ÆÎâ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

I�x� < 4 exp

�
ÿ 1

4
b0�x�

�

ÆÎâ ÎáÃÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ x. £ÔÇ àÕË ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂ ÖÍÂÊÞ-
ÄÂáÕ ÐÂ ÐÂÚÂÎÑ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ.

©ÐÂÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (8.11) ÎÇÅÍÑ ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍË ÕÂÍËØ ÍÎÂÔÕÇÓÐÞØ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÍÂÍ ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎß-
ÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ hs�x; I�i, ÄÐÖÕÓË ÍÑÕÑÓÞØ
I�x;R� > I, Ë ÖÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ ÏÑÜÐÑÔÕß he�x; I�i, ÔÑÔÓÇ-
ÆÑÕÑÚÇÐÐÂâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ [24].

·ÂÓÂÍÕÇÓ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ àÄÑÎáÙËË ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x� ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ×ËÍÔËÓÖÇÏÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ I. £ ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔ-
ÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ I > 1 Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË hs�0; I�i � 0 Ë
he�0; I�i � 0. ³ ÓÑÔÕÑÏ b0�x�) ÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÐÇÃÑÎßÛËÇ
ÍÎÂÔÕÇÓÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË, ÅÆÇ I�x;R� > 1, ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÔÑØÓÂ-
ÐâáÜËÇÔâ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ Ë ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ
ÄÕâÅËÄÂáÜËÇ Ä ÔÇÃâ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÖá ÚÂÔÕß ÑÃÜÇÌ ÏÑÜÐÑ-
ÔÕË. £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÎÑÜÂÆË àÕËØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÖÏÇÐßÛÂáÕÔâ
Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ b0�x�, Â ÔÑÆÇÓÉÂÜÂâÔâ Ä ÐËØ ÏÑÜÐÑÔÕß
ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÄÇÎËÚÇÐËá ÔÓÇÆÐÇÌ
âÓÍÑÔÕË ÄÐÖÕÓË àÕËØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ. ¿ÕË ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÔÄâÊÂÐÞ Ô
×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÑÌ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÑÕÆÇÎßÐÞÏË ÖÚÂÔÕÍÂÏË ÔÓÇÆÞ.

£ ÑÃÎÂÔÕË ÔÎÂÃÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ ÖÓÑÄÐâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ HRw�x;R�
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ w�x;R�. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÍÂÍ
ÄÞÚËÔÎËÕß ÖÆÇÎßÐÖá ÔÓÇÆÐáá ÆÎËÐÖ ÍÑÐÕÖÓÑÄ
I�x;R� � I, ÕÂÍ Ë ÑÙÇÐËÕß ÖÆÇÎßÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÕÂÍËØ
ÍÑÐÕÖÓÑÄ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ
ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÖÓÑÄÐâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ q�x;R� � HRw�x;R� Ä ÑÃÎÂ-
ÔÕË ÔÎÂÃÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ Ë [24]


l�x; I�� � 2Lf�x�

jq�x;R�j�IP�x; I� �

� Lf�x�
��������������
ps2q�x�

q
IP�x; I� ; �8:12�



n�x; I�� � ÿ 1

p
L2
f �x�



q2�x;R��I q

qI
IP�x; I� �

� L2
f �x�s2q�x�
pb0�x�

ln
ÿ
Ieb0�x�=2

�
IP�x; I� : �8:13�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËË I � I0�x� � expfÿb0�x�=2g
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (8.13) ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
ÆÎâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÓÇÆÐÇÇ ÖÆÇÎßÐÑÇ
ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ, ÑÅÓÂÐËÚËÄÂáÜËØ ÑÃÎÂÔÕß I�x;R� > I0,
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÖÆÇÎßÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÍÑÐÕÖÓÑÄ, ÆÎâ
ÍÑÕÑÓÞØ I�x;R� < I0.

£ÞÛÇ ÃÞÎË ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÑÃÜËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ, ÔÑÆÇÓÉÂ-
ÜËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ b0�x�, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÌ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÓÇÆÞ. £
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ e�x;R� ÒÑ
x ÇÅÑ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ (8.10) ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [5, 40, 41])

Be�x;R� � d�x�A�R� ; A�R� �
�1
ÿ1

dxBe�x;R� :

¥Îâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ×ÖÐÍÙËâ b0�x� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË [5, 40, 41]

b0�x� � 4s2w�x� � 2k2p2x
�1
0

dq qFe�q��

�
�
1ÿ k

q2x
sin

�
q2

k
x

��
; �8:14�

ÅÆÇ Fe�0; q� � Fe�q�ì ÕÓÇØÏÇÓÐÂâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÑÕ ÆÄÖØÏÇÓÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ q, ÇÔÎË ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÂâ ÔÓÇÆÂ
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ÊÂÐËÏÂÇÕ ÄÔÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ. ¦ÔÎË ÉÇ ÒÑÎÇ e�x;R� ÑÕÎËÚÐÑ
ÑÕ ÐÖÎâ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÐÍÑÏ ÔÎÑÇ Dx5 x (ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ
×ÂÊÑÄÞÌ àÍÓÂÐ), ÕÑ

b0�x� � 4s2w�x� � 2k2p2Dx
�1
0

dq qFe�q��

�
�
1ÿ cos

�
q2

k
x

��
: �8:15�

£ ÄÞÓÂÉÇÐËâØ (8.14), (8.15) ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÆËà-
ÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Fe�q� � AC 2
e q
ÿ11=3 exp

�
ÿ
�

q2

K2m

��
;

ÅÆÇ A � 0;033 ì ÚËÔÎÇÐÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ, C 2
e ì ÔÕÓÖÍÕÖÓ-

ÐÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐË-
ÙÂÇÏÑÔÕË, ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÄÐÇÛÐËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÕÑÍÑÄ, Â
Km ì ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÏËÍÓÑÏÂÔÛÕÂÃÖ
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË. ±ÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ
ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [40, 41]) ËÏÇÇÕ ÄËÆ
D�x� � K2mx=k4 1, ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x� ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ

b0�x� � 0;307C 2
e k

7=6x11=6 �Dx � x� ;
b0�x� � 0;563C 2

e k
7=6x5=6Dx �Dx5 x� : �8:16�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÆÎâ ÆËÔÒÇÓÔËË ÅÓÂÆËÇÐÕÂ
ÖÓÑÄÐâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÓË D�x�4 1 ËÏÇÇÏ ÆÎâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕ-
ÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÊÂÐËÏÂáÜÇÌ ÄÔÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ,

s2q�x� �
k2p2x
2

�1
0

dq q3Fe�q�
�
1ÿ k

q2x
sin

�
q2

k
x

��
�

� 1;476

L2
f �x�

D 1=6�x�b0�x� :

´ÇÒÇÓß ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË hl�x; I�i Ë
hn�x; I�i ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ b0�x� Ë D�x�, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÇ
×ÑÓÏÖÎÂÏË (8.12), (8.13). ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÓÇÆÐÇÌ ÖÆÇÎßÐÑÌ
ÆÎËÐÞ ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ Ë ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÖÆÇÎßÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÍÑÐ-
ÕÖÓÑÄ ÑÕ ÏËÍÓÑÏÂÔÛÕÂÃÂ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÏÇÎÍÑÌ ÓâÃË, ÐÂÍÎÂÆÞÄÂáÜÇÌÔâ ÐÂ ÃÑÎÇÇ
ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÓÇÎßÇ×. ¿ÕÂ ÓâÃß ÐÇ
ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÒÇÓÇÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÜÂÆÇÌ Ë ÏÑÜÐÑÔÕË, ÐÑ
ÄÇÆÇÕ Í ÃÑÎßÛÇÌ ËÊÓÇÊÂÐÐÑÔÕË ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ Ë Í ÒÑâÄÎÇ-
ÐËá ÏÂÎÞØ ÍÑÐÕÖÓÑÄ.

¬ÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß ÓÂÐÇÇ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ b0�x�4 1. ±ÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ
ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x� ÏÇÕÑÆ ÒÎÂÄÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ Ë ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓËÐËÏÂÕß ÄÑ
ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÌ ×ÂÊÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ. ¿ÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ,
ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÑÃÎÂÔÕßá ÔËÎßÐÞØ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ, ÑÚÇÐß
ÕÓÖÆÐÂ ÆÎâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ. ±ÓË ÆÂÎßÐÇÌ-
ÛÇÏ ÉÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x� �b0�x�5 10� ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÞØÑÆâÕ ÐÂ
ÓÇÉËÏ ÐÂÔÞÜÇÐËâ, Ë àÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
b0�x� ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕßá ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË.

8.2. °ÃÎÂÔÕß ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
£ ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑ-

ÄÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [24, 67, 68])

P�x; I� � 1������������������������
p�b�x� ÿ 1�p �1

0

dz�

� exp

�
ÿ zIÿ

ÿ
ln zÿ ÿb�x� ÿ 1

�
=4
�2

b�x� ÿ 1

�
; �8:17�

ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔ ÏÇÓÙÂÐËâ ÇÔÕß b�x� � hI 2�x�i ÿ 1.
¥Îâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ËÏÇÇÏ (ÔÏ.,

ÐÂÒÓËÏÇÓ, [5])

b�x� � 1� 0;861bÿ2=50 �x� �Dx � x� ;
b�x� � 1� 0;429bÿ2=50 �x� �Dx5 x� ; �8:18�

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ b0�x� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (8.16).
°ÕÏÇÕËÏ ÑÚÇÐß ÏÇÆÎÇÐÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b�x�
ÑÕ b0�x�. ´ÂÍ, ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏÖ ÒÇÓÇØÑÆÖ b0�x� ! 1 ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b�x� � 1, Â ÄÇÎËÚËÐÇ b0�x� � 1
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b�x� � 1;861.

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
(8.17) ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑ Ä ÖÊÍÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË I � 0 (ÑÍÓÇÔÕ-
ÐÑÔÕß ÕÇÏ ÖÉÇ, ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ b0�x�). ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô
ÕÇÏ, ÚÕÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (8.17) ÔÎÇÆÖáÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÑÎßÛËÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÄÇÎËÚËÐÞ 1=I�x;R�. °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ
ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ b0�x� (ÔÍÑÎß ÄÇÎËÍÑ ÑÐÑ ÐË ÃÞÎÑ ÃÞ)
ÄÇÎËÚËÐÞ hI n�x;R�i ÍÑÐÇÚÐÞ, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÑÎÉÐÑ
ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ P�x; 0� � 0. ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ
ÕÂÍÑÌ ÖÊÍÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË I � 0, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÐÇ ÔÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÒÑÄÇÆÇÐËË ÏÑÏÇÐÕÑÄ hI n�x;R�i ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x�.

¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (8.17), (8.18) ÑÒËÔÞÄÂáÕ
ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÑÃÎÂÔÕß ÐÂÔÞÜÇÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË (b�x� ! 1). £ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß
ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÄÐÖÕÓË ÍÑÕÑÓÞØ I�x;R� > I, Ë ÖÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ
ÏÑÜÐÑÔÕß, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÂâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ, ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË

P�I� � eÿI ;


s�I�� � eÿI ;



e�I�� � �I� 1�eÿI ; �8:19�

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÑÎâ ÑÃÜÇÌ ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÎÑÜÂÆË Ë ÔÓÇÆÐÇÌ
ÏÑÜÐÑÔÕË, ÊÂÍÎáÚÇÐÐÑÌ ÄÐÖÕÓË ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ, ÊÂÄËÔËÕ
ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ I. ¥Îâ ÃÑÎßÛËØ I àÕË ÆÑÎË ÐÇÔÖ-
ÜÇÔÕÄÇÐÐÞ.

¿ÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (8.19)
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÇ ÒÑÎÇ u�x;R� âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑ-
ÄÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. ±ÓË àÕÑÏ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ
ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ë âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ
[24]. °Ð ÕÂÍÉÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏ ÑÕ ÄÕÑÓÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß
ÖÆÇÎßÐÖá ÔÓÇÆÐáá ÆÎËÐÖ ÍÑÐÕÖÓÑÄ Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÖÆÇÎßÐÑÇ
ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ:


l�x; I�� � Lf�x�
������������������
2ps2q�x�I

q
eÿI ;



n�x; I�� � 2L2

f �x�s2q�x�
p

�
Iÿ 1

2

�
eÿI ; �8:20�

ÅÆÇ

s2q�x� �
1;476

L2
f �x�

D 1=6�x�b0�x� : �8:21�
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°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ×ÑÓÏÖÎÂ (8.20) ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÂ Ä ÖÊÍÑÌ
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÊÐÂÚÇÐËâ I � 0. ¥Îâ I � 0 ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß
hn�x; 0�i � 0.

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (8.20), Ä ÓÇÉËÏÇ ÐÂÔÞÜÇÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÌ ÔÓÇÆÐââ ÆÎËÐÂ ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÐ-
ÕÖÓÑÄ ÒÓÑÆÑÎÉÂáÕ ÓÂÔÕË Ô ÓÑÔÕÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x�, ØÑÕâ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÇ ËÏË ÔÓÇÆÐËÇ ÒÎÑÜÂÆË Ë ÏÑÜÐÑÔÕË, ÊÂÍÎá-
ÚÇÐÐÞÇ Ä ÐËØ, ÑÔÕÂáÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË, ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÆÓÑÃÎÇÐËá ÍÑÐÕÖÓÑÄ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎâá-
ÜÖá ÓÑÎß Ä àÕÑÏ ÓÇÉËÏÇ ËÅÓÂÇÕ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËâ ÒÂÓ-
ÙËÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ, ÒÓËØÑÆâÜËØ Ô ÓÂÊÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ.

¥ËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ ÔÖ-
ÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË
×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË Ë ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË ËÊÎÖÚÇÐËâ ÑÕÆÇÎßÐÞÏË
ÖÚÂÔÕÍÂÏË ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÞ [69]. ¶ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ ÐÂ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕâØ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä
ÒÑâÄÎÇÐËË ÄÞÔÑÍËØ ÒËÍÑÄ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÓÇÎßÇ×Ç ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË. £ ÓÇÉËÏÇ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞØ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ
(b0�x� � 1) ÑÍÑÎÑ ÒÑÎÑÄËÐÞ ÄÔÇÌ ÏÑÜÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ ÍÑÐ-
ÙÇÐÕÓËÓÖÇÕÔâ Ä ÖÊÍËØ ÄÞÔÑÍËØ ÒËÍÂØ. ±ÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x� ÐÂÚËÐÂÇÕ ÒÓÇÑÃÎÂÆÂÕß ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ
ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÒÓËÄÑÆâÜÂâ Í ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËá ÄÞÔÑÍËØ ÒËÍÑÄ Ë
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá ÔËÎßÐÑ ËÊÓÇÊÂÐÐÑÅÑ (ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÑÅÑ)
ÓÇÎßÇ×Â Ô ÃÑÎßÛËÏ ÚËÔÎÑÏ ÄÇÓÛËÐ ÖÓÑÄÐâ I � 1.

³ÓÇÆÐââ ÆÎËÐÂ ÖÓÑÄÐâ Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ,
ÍÓÑÏÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x�, ÊÂÄËÔâÕ ÕÂÍÉÇ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
D�x�, Õ.Ç. ÓÂÔÕÖÕ Ô ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ ÏËÍÓÑÏÂÔÛÕÂÃÂ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÔÕÇÌ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÃÑÎÇÇ ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛ-
ÕÂÃÐÞÌ ÓÇÎßÇ× ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ ÏÇÎÍÂâ ÓâÃß, ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜÂâ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕâØ.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÒÓËÐâÕÂ ÒÑÒÞÕÍÂ
ÆÂÕß ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÃÝâÔÐÇÐËÇ ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÌ (ÍÂÖÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ) ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÔÄÇÕÑÄÑÌ
ÄÑÎÐÞ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÇÇ
Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ë ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÙÇÐËÕß ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÞ ÕÂÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÆÂÚÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÏÐÑÅÑÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÂÐÂ-
ÎËÊÑÏ ÊÂÆÂÚË Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÕÑ ÆÎâ ÒÎÑ-
ÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÏ ì ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔÎÂÃÞØ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ. ¡ÐÂÎËÊËÓÑÄÂÎËÔß ÆÄÂ ÍÓÂÌÐËØ ÂÔËÏÒÕÑÕË-
ÚÇÔÍËØ ÔÎÖÚÂâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÔÎÂÃÞÏ Ë ÐÂÔÞÜÇÐÐÞÏ
×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. ³ÎÇÆÖÇÕ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ
ÔÍÑÓÇÇ ÄÔÇÅÑ ÒÓÇÆÇÎÞ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ
×ÑÓÏÖÎ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ ÖÓÑÄÐâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË I.
¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÆÖÏÂÕß, ÚÕÑ ÆÎâ ÏÇÐßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÖÓÑÄÐâ
àÕË ÒÓÇÆÇÎÞ ÓÂÔÛËÓâáÕÔâ.

¥Îâ ÂÐÂÎËÊÂ ÉÇ ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑÅÑ, Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ, ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÅÑ ÑÃÎÂÔÕË ÓÂÊÄËÕÑÌ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ÕÓÇ-
ÃÖÇÕÔâ ÊÐÂÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ë
ÇÇ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÆËÔÕÂÐÙËË, ÒÓÑÌÆÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ. ´ÂÍÑÌ ÂÐÂÎËÊ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÎËÃÑ ËÔÒÑÎßÊÖâ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÜËÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ [61], ÎËÃÑ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂ-
ÐËâ, ÄÞÒÑÎÐÇÐÐÑÅÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÓÂÃÑÕÂØ [44, 45].

9. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

±ÓËÄÇÆÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÑÃÜËÇ ÄÞÄÑÆÞ, ËÏÇáÜËÇ "×ËÎÑ-
ÔÑ×ÔÍËÌ" ÔÏÞÔÎ Ë ÄÞÕÇÍÂáÜËÇ ËÊ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐËâ.

ì ¥Îâ ÓâÆÂ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÐÇ ËÏÇáÕ
ÐËÚÇÅÑ ÑÃÜÇÅÑ Ô ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ, ÐÑ
Ë ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚÂÕ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ. ¥Îâ ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÕÓÂÆËÙËÑÐ-
ÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÏÑÏÇÐÕÐÑÏ ÑÒËÔÂÐËË, ÐÇËÐ-
×ÑÓÏÂÕËÄÇÐ. ¥Îâ ÐËØ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÏÇÕß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ
ÑÒËÔÂÐËÇ ÐÂ ÖÓÑÄÐÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (ÍÂÍ ÏËÐË-
ÏÖÏ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ËÎË ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ).

ì ³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ, ÑÆÐÂÍÑ, ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ
×ËÊËÚÇÔÍËÇ âÄÎÇÐËâ Ä ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ
ÔËÔÕÇÏÂØ, ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÜËÇÔâ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ.
¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÂÐÐÑÇ âÄÎÇÐËÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÑÚÕË
ÄÑ ÄÔÇØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ ÒÑÄÇÆÇÐËâ àÕÑÌ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ. ±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÕÂÍËÇ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ âÄÎÇÐËâ ÆÑÎ-
ÉÐÞ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß "ÔÒÎÑÛß Ë ÓâÆÑÏ", ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐË
ÒÓÑâÄÎâáÕÔâ ÆÂÉÇ Ä ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ,
ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇÏ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (2.1). ±ÓÑÜÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä ×ËÊËÍÇ
ÐÇ ÃÞÄÂÇÕ. ±ÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÏÑÆÇÎßá ÆÎâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÞ, âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË-ÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ.

ì ³ÂÏË ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÇ âÄÎÇÐËâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ
ÑÕ ÏÑÆÇÎË ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ Ë Ä ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÞ Ä
ÓÂÏÍÂØ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞØ Ë ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÑÄ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑ-
ÅÓÂ×ËË. ±ÓË àÕÑÏ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ àÕÑ âÄÎÇÐËÇ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ
ÄÓÇÏÇÐÂ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ Ë ËØ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÏÂÔÛÕÂÃÞ), ÏÑÅÖÕ ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÏÑÆÇÎÇÌ.

ì ªÊÖÚÇÐËÇ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ âÄÎÇÐËÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÂÍÕÖÂÎß-
ÐÑ ÆÎâ ÕÂÍËØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÊÐÂÐËâ, ÅÆÇ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ,
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÂÐÔÂÏÃÎß ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ Ë
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÕÑÓÞ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ËÏÇáÕ ÆÇÎÑ Ô ÑÕÆÇÎß-
ÐÞÏË ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏË. ¿ÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä
ÅÇÑ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÃÎÇÏÂØ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÂÕÏÑÔ×ÇÓÑÌ
©ÇÏÎË Ë ÑÍÇÂÐÑÏ.

²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ÚÂÔÕËÚÐÑÌ ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ
²ÑÔÔËÌÔÍÑÅÑ ×ÑÐÆÂ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ
(ÒÓÑÇÍÕÞ 98-05-64479, 96-15-98527, 96-05-65347) Ë
CRDF (å RM1-272). £ÕÑÓÑÌ ÂÄÕÑÓ ÄÞÓÂÉÂÇÕ ÒÓËÊ-
ÐÂÕÇÎßÐÑÔÕß NCAR (Boulder, CO) ÊÂ ÒÑÆÆÇÓÉÍÖ ÒÓË
ÊÂÄÇÓÛÇÐËË ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÞ.

³ÒËÔÑÍ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ
1. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª µ¶¯ 164 531 (1994)
2. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª, ³ÂËÚÇÄ ¡ ª¨¿´¶ 111 1297 (1997)
3. ¬ÎâÙÍËÐ £ª³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ Ô

×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜËÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1975)
4. ¤ÖÓÃÂÕÑÄ ³ ¯, ®ÂÎÂØÑÄ ¡ ¯, ³ÂËÚÇÄ ¡ ª ¯ÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÔÎÖÚÂÌ-

ÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÔÓÇÆÂØ ÃÇÊ ÆËÔÒÇÓÔËË (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1990)
5. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª ³ÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÄÑÎÐÞ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-

ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1980); Ondes et eÂquations
stochastiques dans les milieux aleÂatoirement non homogeÂnes (Besan-
cË on Cedex France: Les eÂ ditions de physique, 1985)

6. Kulkarny V A, White B S Phys. Fluids 25 1770 (1982)
7. White B S SIAM J. Appl. Math. 44 127 (1983)
8. Zwillinger D, White B SWave Motion 7 207 (1985)
9. Klyatskin V IWaves Random Media 3 93 (1993)
10. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª ®ÇÕÑÆ ÒÑÅÓÖÉÇÐËâ Ä ÕÇÑÓËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ

ÄÑÎÐ (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1986)
11. Scattering and Localization of Classical Waves in Random Media

(World Scientific Series onDirections in CondensedMatter Physics,
Vol. 8, Ed. P Sheng) (Singapore: World Scientific, 1990)

206 £.ª. ¬­Á¸¬ª¯, ¥. ¤µ²¡²ª« [µ¶¯ 1999



12. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª, ³ÂËÚÇÄ ¡ ª µ¶¯ 162 (3) 161 (1992)
13. Klyatskin V I, in Progress in Optics Vol. 33 (Ed. E Wolf)

(Amsterdam: North-Holland, 1994) p. 1
14. Nicolis G, Prigogine I Exploring Complexity: an Introduction (New

York: W.H. Freeman, 1989)
15. ©ÂÌÏÂÐ ¥É ®ÑÆÇÎË ÃÇÔÒÑÓâÆÍÂ. ´ÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÂâ ×ËÊËÍÂ ÑÆÐÑ-

ÓÑÆÐÑ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ (®.: ®ËÓ, 1982)
16. Kac M Bull. Amer. Math. Soc. 49 314 (1943)
17. Rice S O Bell Syst. Tech. J. 23 282 (1944), 24 46 (1945), in Selected

Papers on Noise and Stochastic Processes (Ed. N Wax) (New York:
Dover, 1954)

18. Longuet-Higgins M S Proc. Cambridge Philos. Soc. 52 234 (1956),
53 230 (1957); Philos. Trans. R. Soc. London Ser. A 249 321 (1957),
250 157 (1957)

19. Swerling P I.R.E. Tranc. Inf. Theory IT-8 315 (1962)
20. Isichenko M B Rev. Mod. Phys. 64 961 (1992)
21. Klyatskin V I,WoyczynskiWA, in StochasticModels in Geosystems

(The IMA Volumes in Mathematics and Its Applications, Vol. 85,
Eds S AMolchanov,WAWoyczynski) (NewYork: Springer, 1997)
p. 171

22. Saichev A I, Woyczynski W A, in Stochastic Models in Geosystems
(The IMA Volumes in Mathematics and Its Applications, Vol. 85,
Eds S AMolchanov,WAWoyczynski) (NewYork: Springer, 1997)
p. 359

23. Klyatskin V I,WoyczynskiWA,Gurarie D, in StochasticModelling
in Physical Oceanography (Progress in Probability, Vol. 39, Eds
R JAdler, PMuller, BRozovskii) (Boston: Birkhauser, 1996) p. 221;
J. Stat. Phys. 84 797 (1996)

24. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª, ÁÍÖÛÍËÐ ª ¤¨¿´¶ 111 2044 (1997)
25. Zirbel C L, CË inlar E, in Stochastic Models in Geosystems (The IMA

Volumes in Mathematics and Its Applications, Vol. 85, Eds
S A Molchanov, W A Woyczynski) (New York: Springer, 1997)
p. 459

26. Mesinger F J. Atmos. Sci. 22 479 (1965)
27. Mesinger F, Mintz Y Tech. Rep. 4, 5 (Los Angeles: Dep. Meteoro-

logy, Univ. of California, 1970)
28. ¤ÂÓÆËÐÇÓ ¬ £ ³ÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ ÏÇÕÑÆÞ Ä ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÐÂÖÍÂØ

(®.: ®ËÓ, 1986)
29. ÁÓÑÜÖÍ ª ° "¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ

ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÎÑËÔÕÞØ ÎËÐÇÌÐÞØ Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÔÓÇÆÂØ", ¥ËÔ. ... Í-ÕÂ ×ËÊ.-ÏÂÕ. ÐÂÖÍ (£ÎÂÆËÄÑÔÕÑÍ: ´ËØÑÑÍÇÂÐ-
ÔÍËÌ ÑÍÇÂÐÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ËÐÔÕËÕÖÕ, 1986)

30. Casti J, Kalaba R Imbedding Methods in Applied Mathematics
(Reading, MA: Addison-Wesley Publ. Co., 1973)

31. Bellman R, Wing G M An Introduction to Invariant Imbedding
(Philadelphia: SIAM, 1992)

32. Kagiwada H H, Kalaba R Integral Equations Via Imbedding
Methods (Reading, MA: Addison Wesley Publ. Co., 1974)

33. Guzev M A, Klyatskin V I, Popov G IWaves Random Media 2 117
(1992)

34. ±ÇÆÎÑÔÍË ¥É ¤ÇÑ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÂ (®.: ®ËÓ, 1984)
35. ¬ÎâÙÍËÐ £ ª ªÊÄ. ²¡¯ ³ÇÓ. ¶ËÊ. ÂÕÏ. Ë ÑÍÇÂÐÂ 32 824 (1996)

36. Klyatskin V I, Gurarie D, in Stochastic Modelling in Physical
Oceanography (Progress in Probability, Vol. 39, Eds R J Adler,
P Muller , B L Rozovskii) (Boston: Birkhauser, 1996) p. 149

37. ¤ÓâÐËÍ ¯ £, ¬ÎâÙÍËÐ £ ªªÊÄ. ²¡¯ ³ÇÓ. ¶ËÊ. ÂÕÏ. Ë ÑÍÇÂÐÂ 33
723 (1997); Klyatskin V I, Gryanik NV, Gurarie DWaveMotion 28
333 (1998)

38. ¤ÓâÐËÍ ¯ £, ¬ÎâÙÍËÐ £ ª¨¿´¶ 111 2030 (1997)
39. ®ÑÐËÐ ¡ ³, ÁÅÎÑÏ ¡ ® ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÅËÆÓÑÏÇØÂÐËÍÂ ¹. I,

II (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1965, 1967)
40. ´ÂÕÂÓÔÍËÌ £ ª ²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÂÕÏÑÔ-

×ÇÓÇ (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1967)
41. ²ÞÕÑÄ ³ ®, ¬ÓÂÄÙÑÄ À ¡, ´ÂÕÂÓÔÍËÌ £ ª £ÄÇÆÇÐËÇ Ä ÔÕÂÕË-

ÔÕËÚÇÔÍÖá ÓÂÆËÑ×ËÊËÍÖ. ¹. 2 ³ÎÖÚÂÌÐÞÇ ÒÑÎâ (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1978)
42. Guzev M A, Klyatskin V IWaves Random Media 1 275 (1991)
43. ¤ÖÓÄËÚ ¡ ³, ¬ÂÎÎËÔÕÓÂÕÑÄÂ ® ¡, ®ÂÓÕÄÇÎß ¶ ¿ ªÊÄ. ÄÖÊÑÄ

²ÂÆËÑ×ËÊËÍÂ 20 1020 (1977)
44. FlatteÂ S M, Wang G-Y, Martin J J. Opt. Soc. Am. A 10 2363 (1993)
45. FlatteÂ SM, Bracher C,WangG-Y J. Opt. Soc. Am. A 11 2080 (1994)
46. µËÊÇÏ ¥É ¢ ­ËÐÇÌÐÞÇ Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÄÑÎÐÞ (®.: ®ËÓ, 1977)
47. ­ÂÐÆÂÖ ­ ¥, ­Ë×ÛËÙ ¦ ® ¤ËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÂ (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1986)
48. Hopf E J. Ration. Mech. Anal. 1 87 (1952)
49. Furutsu K J J. Res. NBS D 667 303 (1963)
50. ¯ÑÄËÍÑÄ ¦ ¡ ¨¿´¶ 47 1919 (1964)
51. Donsker MD Proc. Conference on Theory and Applications of

Analysis in Functional Space (Boston MA: M.I.T. Press, 1964)
p. 17, ÒÇÓÇÄÑÆ ®ÂÕÇÏÂÕËÍÂ 11 128 (1967)

52. Klyatskin V I, inMathematics of RandomMedia (Lectures in Appl.
Math., Vol. 27, Eds W EKohler, B SWhite) (Providence RI: AMS,
1991) p. 447

53. ­Ë×ÛËÙ ª ®, ¤ÓÇÆÇÔÍÖÎ ³ ¡, ±ÂÔÕÖÓ ­ ¡ £ÄÇÆÇÐËÇ Ä ÕÇÑÓËá
ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1982)

54. ¡ÐÙÞÅËÐÂ ´ ¯, ±ÂÔÕÖÓ ­ ¡, ³ÎáÔÂÓÇÄ £ ¡¶¯´ 7 5 (1981)
55. Klyatskin V I, Woyczynski W A¨¿´¶ 108 1403 (1995)
56. Pumir A, Shraiman B, Siggia E D Phys. Rev. Lett. 66 2984 (1991)
57. Gollub J P et al. Phys. Rev. Lett. 67 3507 (1991)
58. Holzer M, Pumir A Phys. Rev. E 47 202 (1993)
59. Pumir A Phys. Fluids 6 2118 (1994)
60. Holzer M, Siggia E D Phys. Fluids 6 1820 (1994)
61. Kerstein A R, McMurtry P A Phys. Rev. E 49 474 (1994)
62. Shraiman B I, Siggia E D Phys. Rev. E 49 2912 (1994)
63. ¬ÎâÙÍËÐ £ª,¯ÂÎÃÂÐÆâÐ°¤ªÊÄ. ²¡¯³ÇÓ. ¶ËÊ. ÂÕÏ. Ë ÑÍÇÂÐÂ

33 291 (1997)
64. ¢ÖÐÍËÐ ¶ £, ¤ÑÚÇÎÂÛÄËÎË ¬ ³ ªÊÄ. ÄÖÊÑÄ, ²ÂÆËÑ×ËÊ. 11 1864

(1968)
65. ¢ÖÐÍËÐ ¶ £, ¤ÑÚÇÎÂÛÄËÎË ¬ ³ ªÊÄ. ÄÖÊÑÄ, ²ÂÆËÑ×ËÊ. 12 875

(1969)
66. ¤ÑÚÇÎÂÛÄËÎË ¬ ³, ºËÛÑÄ £ ª £ÑÎÐÞ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ

ÔÓÇÆÂØ (ªÕÑÅË ÐÂÖÍË Ë ÕÇØÐËÍË. ³ÇÓ. ²ÂÆËÑ×ËÊËÍÂ. ¶ËÊËÚÇÔÍËÇ
ÑÔÐÑÄÞ àÎÇÍÕÓÑÐËÍË. ¡ÍÖÔÕËÍÂ, ´. 1, ±ÑÆ. ÓÇÆ. ¯ ¥ µÔÕËÐÑÄÂ)
(®.: £ª¯ª´ª ¡¯ ³³³², 1981)

67. Dashen R Opt. Lett. 9 110 (1984)
68. Churnside J H, Clifford S F J. Opt. Soc. Am. A 4 1923 (1987)
69. Yakushkin I G, Zavorotny V UWaves RandomMedia 2 165 (1992)

Coherent phenomena in stochastic dynamical systems

V. I. Klyatskin
Institute of Atmospheric physics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia, Pacific Oceanological Institute,

Russian Academy of Sciences (Far East Division), Vladivostok, Russia

Tel. (7-095) 269-12-83; E-mail: klyatskin@hotmail.com

D. Gurarie
Math. Department, Case Western Reserve University, Cleveland, Ohio 44106-7044, USA

E-mail: dxg5@po.cwru.edu

Basic ideas of statistical topography of random processes and éelds are presented, which are used in the analysis of coherent phenomena
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under the action of random forces; dynamic localization of plane waves in randomly stratiéed media; clustering of randomly advected
passive tracers; formation of caustic structures for wave éelds in randomly inhomogeneous media. All these phenomena are studied
based on the analysis of one-point (space-time) probability distribution functions.

PACS numbers: 02.50.±r, 05.40.±j, 05.45.+b, 42.50.±p

Bibliography Ð 69 references Received 8 June 1998

´. 169, å 2] ¬°¤¦²¦¯´¯½¦ Á£­¦¯ªÁ £ ³´°·¡³´ª¹¦³¬ª· ¥ª¯¡®ª¹¦³¬ª· ³ª³´¦®¡· 207


	1. Ââåäåíèå
	2. Ïðèìåðû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ôîðìóëèðîâêà çàäà÷ è îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ â ðåàëèçàöèè èõ ðåøåíèé
	2.1. ×àñòèöà â ïîëå ñëó÷àéíûõ ñêîðîñòåé è ñèë
	2.2. Ïëîñêèå âîëíû â ñëîèñòûõ ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ
	2.3. Ïàññèâíàÿ ïðèìåñü â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé
	2.4. Âîëíû â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ
	2.5. Óðàâíåíèÿ ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè
	2.6. Çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îò êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé

	3. Èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ è óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ
	3.1. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
	3.2. Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà
	3.3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òîïîãðàôèÿ ñëó÷àéíûõ ïîëåé

	4. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
	4.1. Ïðÿìîå è îáðàòíîå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà--Ïëàíêà è êðàåâûå óñëîâèÿ ê íèì
	4.2. Òèïè÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
	4.3. Ëîãàðèôìè÷åñêè-íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

	5. ßâëåíèå ïåðåáðîñà â ñèíãóëÿðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ
	5.1. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé
	5.2. Âîçíèêíîâåíèå êàóñòèê â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ
	5.3. Ôàçà êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ïëîñêîé âîëíû â ñëîèñòûõ ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ

	6. Ëîêàëèçàöèÿ ïëîñêèõ âîëí â ñëîèñòûõ ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ
	6.1. Îäíîñëîéíàÿ ìîäåëü ñðåäû
	6.2. Äâóõñëîéíàÿ ìîäåëü ñðåäû
	6.3. Ëîêàëèçàöèÿ âîëí â ïàðàáîëè÷åñêîì âîëíîâîäå

	7. Ïàññèâíàÿ ïðèìåñü â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé
	7.1. Ëàãðàíæåâî îïèñàíèå
	7.2. Ýéëåðîâî îïèñàíèå
	7.3. Ó÷åò äîïîëíèòåëüíûõ ôàêòîðîâ

	8. Êàóñòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âîëíîâîãî ïîëÿ â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå
	8.1. Îáëàñòü ñëàáûõ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè
	8.2. Îáëàñòü ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè

	9. Çàêëþ÷åíèå
	 Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

