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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÐÂÖÚÐÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÆÑÎÅÑÇ ÄÓÇÏâ ÆËÔÍÖÕËÓÑÄÂÎÔâ
ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, ÒÓËÏÇÐËÏÂ ÎË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÏÇØÂÐËÍÂ
Í ÑÒËÔÂÐËá ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ [1]. ®ÐÑÅËÇ ÂÄÕÑÓÞ
ÒÑÎÂÅÂÎË, ÚÕÑ ÑÒËÔÂÕß ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÏÑÉÐÑ ÎËÛß
ÒÖÕÇÏ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ àÐÇÓÅËÌ ¤ËÃÃÔÂ ÍÂÉÆÑÌ
ÑÕÆÇÎßÐÑÌ ×ÂÊÞ. ±ÓË àÕÑÏ ÆÎâ ÓÂÔÚÇÕÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
àÐÇÓÅËË ÍÂÉÆÑÌ ×ÂÊÞ ÏÑÉÇÕ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕßÔâ ÔÄÑâ
ÏÑÆÇÎß. ©ÂÕÇÏ àÕË ÔÄÑÃÑÆÐÞÇ àÐÇÓÅËË ÐÂÆÑ ÔÓÂÄÐËÕß Ë
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß, ÍÂÍÂâ ËÊ ×ÂÊ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÍÂÍ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÂâ, Â
ÍÂÍÂâ ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÍÂÍ ÏÇÕÂÔÕÂÃËÎßÐÂâ. ²ÂÃÑÕÂ
°ÐÊÂÅÇÓÂ [2] ÒÑÍÂÊÂÎÂ, ÚÕÑ ×ÂÊÑÄÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ ÕÑÚÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÇÆËÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÔÖÏÏÞ ÔËÔÕÇÏÞ ÃÇÊ ÍÂÍËØ-ÎËÃÑ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÖÔÎÑ-
ÄËÌ.

¢ÑÎßÛÑÌ ÖÔÒÇØ Ä ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ×ÂÊÑ-
ÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÒÓËÐÇÔÎÑ ËÊÖÚÇÐËÇ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞØ
ÏÑÆÇÎÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËÇÏ, ÒÓÇÕÇÓÒÇÄÂâ ×ÂÊÑÄÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÒÇÓÄÑÅÑ ËÎË ÄÕÑ-
ÓÑÅÑ ÓÑÆÂ, Ë Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÚÐÖá
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÔÖÏÏÖ ÔËÔÕÇÏÞ [3]. ´ÂÍËÇ ÏÑÆÇÎË ÑÃÞÚÐÑ
ÐÇ ÆÑÒÖÔÍÂáÕ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÔÓÂÄÐÇÐËâ Ô àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÑÏ, ÑÆÐÂÍÑ ÑÐË ÒÑÎÇÊÐÞ ÆÎâ ÒÑÐËÏÂÐËâ ×ËÊËÍË
×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ. ¬ ÐÂÔÕÑâÜÇÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇ-
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´ÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÂâ ÏÑÆÇÎß, ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÜÂâ ×ÂÊÑÄÞÇ
ÒÇÓÇØÑÆÞ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ
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¯Â ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÕÑÚÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÑÒËÔÂÐËâ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÂÔÚÇÕÂ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ, ÔÑÒÑÔÕÂÄÎÇÐÞ Ô ÒÑÆØÑÆÂÏË ­ÂÐÆÂÖ Ë ÁÐÅÂ ë­Ë.®ÑÆÇÎßá ÔÎÖÉËÎÂ ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐ-
ÐÂâ ÒÑÎËÏÇÓÐÂâ ÙÇÒß Ô ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÑÌ, ÒÓËÎÑÉÇÐÐÑÌ Í ÍÑÐÙÖ ÙÇÒË. ¥Îâ àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÓÂÔÔÚËÕÂÐÂ ÕÑÚÐÂâ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÂÆÔÑÓÃÙËÑÐÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ Ë ÄÇÎËÚËÐÞ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ
ÒÓË ÎáÃÑÏ ÚËÔÎÇ ÊÄÇÐßÇÄ ÙÇÒËN. £ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÑÆÐÑÌ
ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ Ë ÆÄÖÏâ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞÏË, ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÏË ×ÂÊÂÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÆÄÖÏâ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂÏË ÒÑÓâÆÍÂ. ®ÇÉÆÖ àÕËÏË ×ÂÊÂÏË ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÕÔâ ×ÂÊÑÄÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ Ë
ËÏÇÇÕÔâ ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÚÍÂ. ±ÑÎÖÚÇÐÞ ÕÑÚÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ­ÂÐÆÂÖ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË
ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ. £ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÕÂÍÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÑÕ
ÆÄÖØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ. ¯ÂÌÆÇÐÑ ÕÑÚÐÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÐÖÎÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ ÒÓË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ. ±ÓÑÄÇÓÇÐÞ
ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ Ñ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕâØ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ë ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÞØ ÐÖÎÇÌ ÑÕ ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ N Ä ÔËÔÕÇÏÇ.
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ÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÖÆËÄËÕÇÎßÐÑ ÏÂÎÑ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ
ÑÅÓÑÏÐÞÇ ÖÔËÎËâ, ÊÂÕÓÂÚÇÐÐÞÇ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË.

¢ÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÏÑÆÇÎÇÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÚÂÔÕËÙÞ ËÎË ÔÒËÐÞ,
ÐÂØÑÆâÜËÇÔâ Ä ÖÊÎÂØ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÓÇÛÇÕÍË. ¬ÂÉÆÞÌ ÔÒËÐ
ËÊÑÃÓÂÉÂÇÕÔâ D-ÏÇÓÐÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ. ¥Îâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ
ÔËÔÕÇÏ Ë ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÒËÐÑÄ Ô ÃÎËÉÂÌÛËÏË ÔÑÔÇ-
ÆâÏË ÊÂÆÂÚÂ ÓÇÛÇÐÂ ÒÓË ÎáÃÞØ D Ë ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË
ÍÑÐÇÚÐÞØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ ÔËÔÕÇÏÂ ÐÇ ËÏÇÇÕ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÑÄ [4] (×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ Ä ÏÑÆÇÎË
¬ÂÙÂ [5] ÒÓË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÔÎÂÃÞØ ÔËÎÂØ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ
ÓÂÆËÖÔÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ). £ ÔÎÖÚÂÇ D!1 ÊÂÆÂÚÂ
ÓÇÛÇÐÂ ÕÑÚÐÑ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ Ë Ô ÖÚÇÕÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÇÌ
ÎËÃÑ ÆÂÎßÐÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÔËÎ [6] (àÕÂ ÊÂÆÂÚÂ àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÂ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË [7]). ¥Îâ
D � 1 ÐÂ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ ÔÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÃÎË-
ÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÇÌ Ë Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ ªÊËÐÅÂ) ÓÇÛÇÐËÇ ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ °ÐÊÂÅÇ-
ÓÑÏ [2]. ´ÑÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ
ÓÇÛÇÕÑÚÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÔÇÅÐÇÕÑàÎÇÍÕÓËÍÑÄ Ë ÂÐÕËÔÇÅÐÇÕÑ-
àÎÇÍÕÓËÍÑÄ [8]. £ÔÇ àÕË ÏÑÆÇÎË ËÏÇáÕ ÕÑÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ
ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ N!1 (N ì
ÚËÔÎÑ ÚÂÔÕËÙ Ä ÔËÔÕÇÏÇ).

¬ ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÏÑÆÇÎâÏ ÏÑÉÐÑ ÆÑÃÂÄËÕß ÓâÆ
ÏÑÆÇÎÇÌ ËÊ ×ËÊËÍË ÒÑÎËÏÇÓÑÄ. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÐËÊÍÑÏÑÎÇ-
ÍÖÎâÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏ, Ä ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÏÑÎÇÍÖÎÇ ÚÂÔÕËÙÞ
ÔÄâÊÂÐÞ Ä ÎËÐÇÌÐÖá ÙÇÒß (ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ à××ÇÍÕ
"ÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÂÏâÕË" [9]). ¥ÂÉÇ ÑÆÐÖ ÒÑÎËÏÇÓÐÖá ÙÇÒß
ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÑÕÆÇÎßÐÖá ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ, ÇÔÎË ÚËÔÎÑ ÏÑÐÑÏÇÓÐÞØ ÇÆËÐËÙ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÄÇÎËÍÑ [10]. ¥Îâ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÙÇÒË, ÔÒÑÔÑÃÐÑÌ Í
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ b-ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ¸ÄÂÐ-
ÙËÅ Ë ­ÂÖÓËÕÙÇÐ [11] ÒÑÎÖÚËÎË ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÜÇÇ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ ËÊ ÃÇÔÒÑÓâÆÑÚÐÑ
ÔÎÑÉÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ä ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÖá, ÓÇÅÖÎâÓÐÖá.
¥ÂÎßÐÇÌÛËÇ ÏÑÆË×ËÍÂÙËË àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË, ÖÚËÕÞÄÂáÜËÇ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÍÎÖÃÍÑÄÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ä ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ,
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎËÔß Ä ÓÂÃÑÕÇ [12]. ¥ÓÖÅÑÌ ÍÎÂÔÔ ÏÑÆÇÎÇÌ
ÔÄâÊÂÐ Ô ÑÒËÔÂÐËÇÏ ÒÎÂÄÎÇÐËâ ¥¯¬ [13] Ë Ô ÂÆÔÑÓÃÙËÇÌ
ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÙÇÒË ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâØ ÓÂÊÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ì
ÒÎÑÔÍÑÌ [14 ë 16] ËÎË Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ [17].

±ÑÏËÏÑ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÇ-
ÔÍÑÎßÍÑ ÑÃÜËØ ÒÑÆØÑÆÑÄ Í ÑÒËÔÂÐËá ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÑÄ. ±ÇÓÄÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÃÞÎ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ ­.¥. ­ÂÐÆÂÖ Ä
1937 Å. [4]. ªÆÇâ ­ÂÐÆÂÖ ÔÑÔÕÑâÎÂ Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË ÑÃ
ÂÐÂÎËÕËÚÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ ÑÕ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ
ÔËÔÕÇÏÞ. £ÃÎËÊË ÕÑÚÍË ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÒÑÓâÆÍÂ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß, ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ
ÓÂÊÎÂÅÂÇÕÔâ Ä ÓâÆ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ, ÚÕÑ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÍÖ ÔËÔÕÇÏÞ. ±ÑÊÆÐÇÇ
ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÕÇÑÓËâ­ÂÐÆÂÖ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËá ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ. µÚÇÕ ÎÑÍÂÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑÊÄÑÎËÎ ÒÑÔÕÓÑËÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐ-
ÐÖá ÕÇÑÓËá ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ [18].
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÂâ ×ÑÓÏÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓ-
ÅËË ­ÂÐÆÂÖ ÄÔÇÅÆÂ ÒÑÔÕÖÎËÓÑÄÂÎÂÔß, Â ÐÇ ÄÞÚËÔÎâÎÂÔß
ÕÑÚÐÑ ÆÎâ ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÏÑÆÇÎË (ÄÑ ÄÔâÍÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ ÐÇ ÊÐÂÇÏ ÕÂÍËØ ÒÓËÏÇÓÑÄ).

¥ÓÖÅÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÑÒËÔÂÐËâ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÃÞÎ
ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ ÁÐÅÑÏ Ë ­Ë Ä 1952 Å. [19] Ë ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÐÖÎÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÔÖÏÏÞ. ¦ÔÎË Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ, ÕÑ Ä
ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ N!1 ËØ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÂ

ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÎËÊÍÑ ÒÓËÃÎË-
ÉÂÇÕÔâ Í ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË. ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍËÌ ÒÑÆØÑÆ, ÔÄâÊÞÄÂáÜËÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÆÇÍÔ Ë
ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ÕÇÒÎÑÇÏÍÑÔÕË ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂØ Ô ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÐÖÎÇÌ [20], Â ÕÂÍÉÇ
ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞÇ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐËâ ÆÎâ àÕËØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ [21].
ÁÄÎââÔß ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÔÕÓÑÅÑÌ, ÕÇÑÓËâ ÁÐÅÂ ë­Ë ÐÇ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÏÖ ÓÇÙÇÒÕÖ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÎÖÚËÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÖÎÇÌ ÐÇ ÎÇÅÚÇ, ÚÇÏ
ÐÂÌÕË ÕÑÚÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ.
±ÓÂÍÕËÚÇÔÍË, ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÐÖÎÇÌ ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂÎË ÚËÔÎÇÐÐÑ ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ Ä ÔËÔÕÇÏÇ N, Â ÊÂÕÇÏ ÒÓÑ-
ÄÑÆËÎË ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ àÍÔÕÓÂÒÑÎâÙËË Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÑÎßÛËÏ
N [22].

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÒÑÆØÑÆÂÏË ÒÓË
ÑÒËÔÂÐËË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÓÂÐÇÇ ÐËÍÑÅÆÂ ÐÇ ÃÞÎÑ
ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐÑ ÆÎâ ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË. ³ÕÓÇÏÎÇÐËÇ ÄÑÔÒÑÎÐËÕß àÕÑÕ ÒÓÑÃÇÎ Ë
ÒÑÔÎÖÉËÎÑ ÒÓËÚËÐÑÌ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßË.

®Þ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÏÑÆÇÎß ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑÎËÏÇÓ-
ÐÑÌ ÙÇÒË ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ Ë ÒÑÎÖÚËÏ ÕÑÚÐÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÇÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ. °ÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ Ä ÕÇÓÏÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÑÆÐÑÌ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ Ë ÆÄÖÏâ
ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞÏË, ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÏË ×ÂÊÂÏË, ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖáÜËÏËÔâ ÆÄÖÏâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÒÑÓâÆÍÂ. ®ÇÉÆÖ àÕËÏË
×ÂÊÂÏË ÄÑÊÏÑÉÐÞ ×ÂÊÑÄÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÄÕÑÓÑÅÑ
ÓÑÆÂ Ë ËÏÇÇÕÔâ ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÚÍÂ.

®Þ ÒÑÎÖÚËÏ ÕÑÚÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
àÐÇÓÅËË ­ÂÐÆÂÖ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÒÑÓâÆÍÂ. £ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÖÆÂÇÕÔâ
ÒÑÎÖÚËÕß ÔÄÑÃÑÆÐÖá àÐÇÓÅËá ÍÂÍ ÔÑÄÏÇÔÕÐÖá ×ÖÐÍÙËá
ÆÄÖØ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ. ®Þ ÐÂÌÆÇÏ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÕÑÚÐÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÐÖÎÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÔÖÏÏÞ ÒÓË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ.
¥Îâ ËÔÔÎÇÆÖÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË ÕÑÚÐÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ ÆÎâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ ÖÆÂÇÕÔâ ÒÑÎÖÚËÕß ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ N!1, ÐÑ Ë ÒÓË
ÍÑÐÇÚÐÞØ N. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ àÕÑÏÖ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ
ÒÓÑÄÇÓËÕß ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ Ñ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎß-
ÐÞØ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕâØ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ë ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÞØ ÐÖÎÇÌ ÑÕ ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ N Ä ÔËÔÕÇÏÇ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ
ÏÑÉÐÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÓÑÔÎÇÆËÕß ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ "ÃÑÎßÛËØ"
ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ Í "ÏÂÎÞÏ" Ë ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß
ÒÓÑâÄÎÇÐËÇ à××ÇÍÕÑÄ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓË ×ÂÊÑÄÞØ
ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ.

¯ÂÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ, ÚÕÑ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÆÑÔÕÑËÐÔÕÄÑ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌÏÑÆÇÎË ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ ÐÇ Ä ÒÑÎÖÚÇÐËË ÐÑÄÞØ
ÐÇÑÉËÆÂÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ Ä ÑÃÎÂÔÕË ×ËÊËÍË ×ÂÊÑÄÞØ
ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ì ÆÎâ àÕÑÅÑ ÏÑÆÇÎß ÔÎËÛÍÑÏ ÒÓÑÔÕÂ (×ÂÊÑ-
ÄÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ Ä ÐÇÌ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÕËÒÂ
ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÞØ). ªÐÕÇÓÇÔ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ë ÐÇ Ä ÔÑÒÑÔÕÂÄÎÇ-
ÐËË ÕÇÑÓËË Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÏ ì ÆÎâ ÒÑÎËÏÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏ
ÕÂÍÑÇ ÔÑÒÑÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÓÑÄÑÆâÕ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎÇÇ
ÓÇÂÎËÔÕËÚÐÞÇÏÑÆÇÎË [23]. ¸ÇÎß ÔÕÂÕßËìÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓË-
ÓÑÄÂÕß ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÕÑÚÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ
×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ ÐÂ ÍÑÐÍÓÇÕ-
ÐÑÌ ÏÑÆÇÎË, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÒÑÆØÑÆÞ Ë ÏÇÕÑÆÞ
ÕÇÑÓËË ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ. £ÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍË ÒÓÑÔÎÇÆËÕß ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ë
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÄÎËâÐËÇ à××ÇÍÕÑÄ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÔËÔÕÇÏÞ,
ÒÑÎßÊÖâÔß ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
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×ËÊËÍË, Ä ÓÂÏÍÂØ ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ
ÏÑÆÇÎË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÇÊÐÑÌ Ë Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
ÏÇÕÑÆËÍË ÒÓÇÒÑÆÂÄÂÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË, ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ ×ÂÊÑÄÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÑÆËÐ ËÊ ÙÇÐÕ-
ÓÂÎßÐÞØ Ë ËÐÕÇÓÇÔÐÇÌÛËØ ÓÂÊÆÇÎÑÄ àÕÑÌ ÐÂÖÍË.

2. ®ÑÆÇÎß, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ

®ÑÆÇÎßá ÔÎÖÉËÕ ËÆÇÂÎßÐÂâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÙÇÒß, ÔÑÔÕÑâÜÂâ ËÊ
N ÔÇÅÏÇÐÕÑÄ Ë ÒÓËÍÓÇÒÎÇÐÐÂâ ÑÆÐËÏ ÔÄÑËÏ ÍÑÐÙÑÏ Í
ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÚÇÏÖ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÂâ
àÐÕÓÑÒËâ ÙÇÒË ÍÂÍ ÙÇÎÑÅÑ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. ¡ÆÔÑÓÃÙËÑÐÐÞÇ
ÔËÎÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ ÔÇÅÏÇÐÕÂÏË ÙÇÒË Ë ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕßá âÄÎâáÕÔâ ÍÑÓÑÕÍÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÏË. ®Þ ÃÖÆÇÏ ËÐÕÇ-
ÓÇÔÑÄÂÕßÔâ ÕÑÎßÍÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÃÎÖÉÆÂÐËâÏË Ä ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËË ÐÑÓÏÂÎË, Õ.Ç. Z-ÑÔË (ÃÎÖÉÆÂÐËâ Ä XÿY ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÐÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÞ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÑÃÞÚÐÞÏË ÅÂÖÔ-
ÔÑÄÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË). ¥Îâ ÏÑÆÇÎË ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÌ ÅÂÖÔÔÑ-
ÄÑÌ ÙÇÒË, ÒÑÔÎÇÆÐËÌ N-Ì ÔÇÅÏÇÐÕ ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÐÂ
ÓÂÔÔÕÑâÐËË z ÑÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ P�zjN�
Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá [24]

q
qN

P�zjN� ÿ l 2

6

q2

qz2
P�zjN� � 0 �1�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ P�zj0� � d�z�, ÖÚËÕÞÄÂáÜËÏ, ÚÕÑ
ÑÆËÐ ÍÑÐÇÙ ÙÇÒË ÒÓËÍÓÇÒÎÇÐ Í ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � 0.
¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÒÓË �h � 1, t � iN ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ÍÄÂÐÕÑÄÖá ÚÂÔÕËÙÖ ÏÂÔ-
ÔÑÌ 3=l 2, ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑ ÐÂØÑÆâÜÖáÔâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. £
ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÏ ËÊÎÑÉÇÐËË ÃÖÆÇÏ ÒÑÎÂÅÂÕß ÆÎËÐÖ ÔÇÅ-
ÏÇÐÕÂ l � 1, Â ÄÔÇ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÄÞÓÂ-
ÉÂÕß Ä ÇÆËÐËÙÂØ kT.

¬ÑÓÑÕÍÑÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÊÄÇÐß-
âÏË ÙÇÒË Ë ÒÎÑÔÍÑÔÕßá ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ
[25]
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ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËá ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ä
ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÆÇÎßÕÂ-ÑÃÓÂÊÐÑÅÑ ÒÔÇÄÆÑÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ. ³
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÂÆÔÑÓÃÙËâ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇ-
ÍÖÎÞ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÐÂÎËÚËá ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ. ±ÓË c > 0
ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎÂ ÔÕÓÇÏËÕÔâ ÄÞÎÑÉËÕßÔâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË,
ÒÓË c < 0 ÑÐÂ ÆÇÔÑÓÃËÓÖÇÕÔâ. ©ÐÂÚÇÐËÇ c � 0 ÑÕÄÇÚÂÇÕ
ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÏ ÖÔÎÑÄËâÏ ÂÆÔÑÓÃÙËË.
¢ÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ c ÑÃÔÖÉ-
ÆÂÇÕÔâ Ä ÓÂÃÑÕÇ [26].

µÓÂÄÐÇÐËâ (1), (2) ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÆË××ÖÊËË ÐÇÌÕÓÑÐÑÄ Ä ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÏ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÒÓË ÒÑÅÎÑÜÇÐËË �c < 0� ËÎË ÒÑÓÑÉÆÇÐËË �c � 0� ÚÂÔÕËÙ
ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ [27]. ¬ÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ �c � 0� ÑÕÄÇÚÂÇÕ
ÑÕÓÂÉÇÐËá ÐÇÌÕÓÑÐÑÄ ÑÕ ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ.

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (1), (2) ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÄÒÇÓÄÞÇ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [28] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [15]) Ë ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ~z � z=�2R�, ~c � cR, ÅÆÇ
R � �N=6�1=2 ì ÓÂÆËÖÔ ËÐÇÓÙËË ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ
ÙÇÒË Ä ÔÄÑÃÑÆÐÑÏ ÑÃÝÇÏÇ:

P�~zj~c� � �pR2�ÿ1=2 exp�ÿ~z 2��1� p1=2~cY�~zÿ ~c�� : �3�

©ÆÇÔß Y�t� � exp�t 2� erfc �t�, Â erfc �t� ì ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ
×ÖÐÍÙËâ ÑÛËÃÑÍ.

3. ¡ÆÔÑÓÃÙËâ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ,
ÒÓËÎÑÉÇÐÐÑÌ Í ÍÑÐÙÖ ÙÇÒË

¦ÔÎË Í ÔÄÑÃÑÆÐÑÏÖ ÍÑÐÙÖ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÙÇÒË ÒÓËÎÑÉÇÐÂ
ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÄÐÇÛÐââ ÔËÎÂ f, ÕÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÄÇÔ ÄÔÇØ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ, ÑÍÂÐÚËÄÂáÜËØÔâ ÐÂ ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌÉÇ ÄÞÔÑÕÇ z,
ÓÂÄÇÐ P�~zj~c� exp� fz�. ±ÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ f ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÕ ÔËÎÂÏ, ÑÕÓÞÄÂáÜËÏ ÒÑÎËÏÇÓÐÖá ÙÇÒß ÑÕ ÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕË, Â ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ f ì ÔËÎÂÏ, ÒÓËÉËÏÂáÜËÏ
ÍÑÐÇÙ ÙÇÒË. £ÄÑÆâ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá ~f � fR,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

P
ÿ
~zj~c; ~f

� � �pR2�ÿ1=2 exp� ~f 2 ÿ �~zÿ ~f �2��
� �1� p1=2~cY�~zÿ ~c�� : �4�

±ÑÔÎÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÄÔÇÏ ÒÑÎÑÉÇÐËâÏ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ
ÍÑÐÙÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÔÖÏÏÖ ÆÎâ ÂÆÔÑÓÃËÓÖá-
ÜÇÌÔâ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ [15]:

Q�~c; ~f� � ~cY�ÿ~c� ÿ ~fY�ÿ~f �
�~cÿ ~f � : �5�

4. ±ÂÓÂÏÇÕÓÞ ÒÑÓâÆÍÂ

£ ÕÇÑÓËâØ ÂÆÔÑÓÃÙËË ÔÓÇÆÐââ ÆÑÎâ ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÞØ
ÊÄÇÐßÇÄ hyi � hmi=N � ÿNÿ1 q lnQ=qc ÑÃÞÚÐÑ ËÅÓÂÇÕ
ÓÑÎß ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ [14, 15]. ¥Îâ ÙÇÒË Ä ÂÆÔÑÓÃËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË àÕÂ ÆÑÎâ ÊÄÇÐßÇÄ ÍÑÐÇÚÐÂ Ë ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕN. ¥Îâ ÆÇÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÙÇÒË Ë ÆÎâ ÙÇÒË, ÑÕÑÓÄÂÐÐÑÌ
ÑÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÑÌ, hyi � Nÿ1.

±ÓË ÂÆÔÑÓÃÙËË ÙÇÒË ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÄÄÇÔÕË ÇÜÇ ÑÆËÐ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÒÑÓâÆÍÂ ì ÔÓÇÆÐáá ÔÕÇÒÇÐß
ÄÞÕâÐÖÕÑÔÕË ÙÇÒË hzi � hzi=N � ÿNÿ1 q lnQ=qf Ä ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËË ÆÇÌÔÕÄËâ ÔËÎÞ, Õ.Ç. ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕË.
¥Îâ ÙÇÒË Ä ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÔÕÇÒÇÐß ÄÞÕâÐÖ-
ÕÑÔÕË ÒÓÇÐÇÃÓÇÉËÏÑ ÏÂÎÂ, Â ÆÎâ ÑÕÑÓÄÂÐÐÑÌ ÙÇÒË ì
ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ.

±ÑÎßÊÖâÔß ×ÑÓÏÖÎÑÌ (5), ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËâ
ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐ hmi=R Ë hzi=R, ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Ô
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÒÑÓâÆÍÂ:

hmi
R
� hyi

�������
6N
p

� �2~c 2 � 1�Y�ÿ~c� � �2= ���
p
p �~c

~cY�ÿ~c� ÿ ~fY�ÿ~f � ÿ 1

~cÿ ~f
; �6�

hzi
R
� hzi

�������
6N
p

� �2
~f 2 � 1�Y�ÿ~f � � �2= ���

p
p � ~f

~fY�ÿ~f � ÿ ~cY�ÿ~c� ÿ 1

~fÿ ~c
: �7�

£ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ (ÒÓË f � 0) ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (6),
(7) ÔÎÇÆÖáÕ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ:

hmi
R
� 2~c� 2���

p
p

Y�ÿ~c� ; �8�

hzi
R
� 1

~c
ÿ 1

~cY�ÿ~c� : �9�

5. ¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ

¥Îâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÆÎËÐÐÑÌ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË N!1
ÏÑÉÐÑ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÇÇ ×ÂÊÑÄÞØ ÔÑÔÕÑâÐËâØ. ¿ÕË ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ (ÓËÔ. 1).

2 µ¶¯, Õ. 168, å 7

´. 168, å 7] ´°¹¯° ²¦º¡¦®¡Á®°¥¦­¾, ¥¦®°¯³´²ª²µÀ»¡Á ¶¡©°£½¦ ±¦²¦·°¥½±¦²£°¤° ª £´°²°¤° ²°¥¡ 721



¥ÄËÉÇÐËÇ ÄÄÇÓØ ÒÑ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÄÇÎËÚÇÐËá
ÑÕÓÞÄÂáÜÇÌ ÔËÎÞ, ÄÐËÊ ì ÒÓËÆÂÄÎËÄÂÐËá ÍÑÐÙÂ ÙÇÒË Í
ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ¥ÄËÉÇÐËÇ ÐÂÒÓÂÄÑ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÖÄÇÎËÚÇÐËá
ÂÆÔÑÓÃÙËÑÐÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ, ÐÂÎÇÄÑ ì ÖÄÇÎËÚÇÐËá
ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâÏÇÉÆÖ ÔÇÅÏÇÐÕÂÏË ÙÇÒË Ë ÒÎÑÔÍÑÔÕßá. ´ÓË
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÑÃÎÂÔÕË ÐÂ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ "ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÑÌ" ×ÂÊÇ �hyi � hzi � 0�, "ÓÂÔÕâÐÖÕÑÌ" ×ÂÊÇ (hyi � 0
Ë hzi > 0) Ë "ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÑÌ" ×ÂÊÇ (hyi > 0 Ë hzi � 0).
ºÕÓËØÑÄÞÏË ÎËÐËâÏË ÑÕÏÇÚÇÐÞ ×ÂÊÑÄÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÎËÐËÇÌ ì ÒÇÓÇØÑÆÞ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÓÑÆÂ; ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÇ àÕËØ ÎËÐËÌ ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÖá
ÕÑÚÍÖ c � f � 0. £ ÍÂÉÆÑÌ ÚÂÔÕË ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÒÑÍÂÊÂÐÞ
ÕËÒËÚÐÞÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÂÙËË ÙÇÒË.

±ÓËÃÎËÉÇÐÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ
ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË ÒÑ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎË Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÑÃÎÂÔÕâØ
ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä ÕÂÃÎËÙÇ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2Â, Ã ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË hmi=R Ë
hzi=R ÑÕ ~c � cR ÒÓË ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâØ ~f. ¬ÓËÄÞÇ 1 ÑÕÄÇÚÂáÕ ÆÄËÉÇÐËá ÒÑ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎË Ä

´ÂÃÎËÙÂ

f > 0

hyi hzi�
N� fÿ c��ÿ1
f

6

�
1�Nf �cÿ f �

18

�
c

3

�
1ÿ 3f

N�cÿ f �c2
�

f

3

�
1ÿ 3c

N� fÿ c� f 2
�
; ÿc4 1

f

6

�
1�Nf � fÿ c�

18

�
; jcj5 1

�
N�cÿ f ��ÿ1 ; c4 1

f � 0 �Nc�ÿ1

�
2

3pN

�1=2�
1� �pÿ 2��6p�ÿ1=2N 1=2c

�
c

3

�
p
6N

�1=2

; ÿc4 1

�
2

3pN

�1=2�
1� 4ÿ p

2
�6p�ÿ1=2N 1=2c

�
; jcj5 1

�Nc�ÿ1 ; c4 1

f < 0 �Nc�ÿ1
�
1ÿ

�
c

f

�2�
�

p
6N

�1=2�
1�

���
p
6

r
N 1=2c

�
1

3
c

�
1� �j f j ÿ c�

Nj f jc2
�

2
ÿ
Nj f j�ÿ1 ; ÿc4 1

ÿ
Nj f j�ÿ1 ; jcj5 1

�
N�c� j f j��ÿ1 ; c4 1

IIII

I

III

III

c

f

²ËÔ. 1. ¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÔËÔÕÇÏÞ Ë ÕËÒËÚÐÞÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÂÙËË ÙÇÒË,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÍÂÉÆÑÌ ×ÂÊÇ: I ì "ËÊÑÕÓÑÒÐÂâ" ×ÂÊÂ; II ì
"ÓÂÔÕâÐÖÕÂâ" ×ÂÊÂ; III ì "ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÂâ" ×ÂÊÂ.
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²ËÔ. 2. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÚËÔÎÂ ÍÑÐÕÂÍÕÑÄ hmi=R �
� hmi�N=6�ÿ1=2 ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË Ô ÒÎÑÔÍÑÔÕßá (Â) Ë ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÌ
ÔÓÇÆÐÇÌ ÄÞÔÑÕÞ hzi=R � hzi�N=6�ÿ1=2 ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÍÑÐÙÂ ÙÇÒË (Ã) ÑÕ
ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÂÆÔÑÓÃÙËÑÐÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ ~c � cR ÒÓË
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÌ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ ~f � fR, ÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜÇÌ ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÞÌ ÍÑÐÇÙ ÙÇÒË: ÿ5 (ÍÓËÄÞÇ 1); 0 (2); 5 (3) Ë 10 (4).

722 ­.ª. ¬­µºª¯, ¡.®. ³¬£°²¸°£, ¡.¡. ¤°²¢µ¯°£ [µ¶¯ 1998



ÐËÉÐÇÌ ÚÂÔÕË ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ (ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÔËÎÞ,
ÒÓËÉËÏÂáÜÇÌ ÔÄÑÃÑÆÐÞÌ ÍÑÐÇÙ ÙÇÒË Í ÒÎÑÔÍÑÔÕË).
¬ÓËÄÞÇ 2 ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎË ÚÇÓÇÊ
ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÖá ÕÑÚÍÖ (Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ), Â
ÍÓËÄÞÇ 3, 4 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÆÄËÉÇÐËá Ä ÄÇÓØÐÇÌ ÚÂÔÕË
ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÑÕÓÞÄÂáÜÇÌ ÔËÎÞ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 3Â ë Å ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔÓÇÆÐËØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ ì ÆÑÎË ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÞØ ÊÄÇÐßÇÄ
ÙÇÒË hyi Ë ÔÕÇÒÇÐË ÄÞÕâÐÖÕÑÔÕË ÙÇÒË hzi ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ
ÂÆÔÑÓÃÙËÑÐÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ c ÒÓË ÓÂÊÐÞØ N. ²ËÔÖ-
ÐÑÍ 3Â, Ã ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÔÎÖÚÂá ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÓÑÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÄÐÇÛÐââ ÔËÎÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ � f � 0� Ë ÆÄËÉÇÐËÇ
ÒÑ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÚÇÓÇÊ ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÖá ÕÑÚÍÖ.
¬ÂÍ ÄËÆÐÑ, ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÚËÔÎÂ ÊÄÇÐßÇÄN ÒÂÓÂÏÇÕÓ
ÒÑÓâÆÍÂ hyi ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ËÊÎÑÏ, ÚÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑ ÆÎâ
×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ. £ÕÑÓÑÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ
ÒÑÓâÆÍÂ hzi ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ ÐÖÎâ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÙÇÒÇÌ ÍÑÐÇÚÐÑÌ
ÆÎËÐÞ. ²ËÔÖÐÑÍ 3Ä, Å ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ×ÂÊÑÄÑÏÖ ÒÇÓÇØÑÆÖ
ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÑÕÓÞÄÂáÜÂâ ÔËÎÂ f � 0;2.
£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ hyi Ë hzi ÆÎâ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÆÎËÐÐÑÌ ÙÇÒË ÏÇÐâáÕÔâ ÔÍÂÚÍÑÏ Ä
ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ c � f � 0;2.

6. ³ÄÑÌÔÕÄÂ ÔËÏÏÇÕÓËË

³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ (5) ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÂÆÔÑÓÃÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ~c Ë ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÌ ÄÐÇÛÐÇÌ
ÔËÎÞ ~f. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏ

ÔÏÞÔÎÇ ÂÆÔÑÓÃÙËâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËá ÄÐÇÛÐÇÌ
ÔËÎÞ [16]. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (6), (7), ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ
ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÞØ ÔÇÅÏÇÐÕÑÄ



m�cj f �� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÕÂÍÑÌ

ÉÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá, ÍÂÍ ÔÓÇÆÐââ ÄÞÔÑÕÂ
ÍÑÐÙÂ ÙÇÒË



z� f jc��. ­ÇÅÍÑ ÒÑÐâÕß, ÚÕÑ ÄÔÇ ÑÔÕÂÎßÐÞÇ

ÏÑÏÇÐÕÞ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÒÑ ÚËÔÎÖ ÍÑÐÕÂÍÕÑÄ m Ë ÒÑ
ÄÞÔÑÕÇ ÍÑÐÙÂ ÙÇÒË z ÕÑÉÇ ÒÇÓÇØÑÆâÕ ÆÓÖÅ Ä ÆÓÖÅÂ ÒÓË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÊÂÏÇÐÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ c$ f. ±ÑÆÑÃÐÞ Ë
ÔÂÏË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ±ÑàÕÑÏÖ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4) ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑ ÚËÔÎÖ ÍÑÐÕÂÍÕÑÄ
~m � m=�2R�:

P� ~mj~c; ~f � � �pR2�ÿ1=2 exp�~c 2 ÿ � ~mÿ ~c�2��
� �1� p1=2 ~fY� ~mÿ ~f �� : �10�

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ, ÂÆÔÑÓÃÙËâ ËÆÇÂÎßÐÑÌ
ÙÇÒË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ � f � 0�
ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÆÄËÉÇÐËá ÄÆÑÎß ÎËÐËË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ ÚÇÓÇÊ ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÖá ÕÑÚÍÖ Ë ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ
ÑÕÓÞÄÂÐËá ÙÇÒË ÒÓË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË ÂÆÔÑÓÃÙËÑÐ-
ÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ �c � 0�. ¡ÆÔÑÓÃÙËâ ÙÇÒË Ô ÒÓËÉÂ-
ÕÞÏ ÍÑÐÙÑÏ � f < 0� àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÓÂÔÕâÉÇÐËá ÙÇÒË,
ÒÓËÛËÕÑÌ Í ËÐÇÓÕÐÑÌ ËÎË ÑÕÕÂÎÍËÄÂáÜÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
�c < 0�, Ë ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÓÑÆÂ. ¡ÆÔÑÓÃÙËâ ÙÇÒË ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÒÑÔÕÑâÐÐÑ ÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜÇÌ ÑÕÓÞÄÂáÜÇÌ ÔËÎÞ � f > 0� àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÓÂÔÕâÉÇÐËá
ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÙÇÒË �c > 0�.
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²ËÔ. 3. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ ÔËÔÕÇÏÞ ì ÔÓÇÆÐÇÌ ÆÑÎË ÍÑÐÕÂÍÕÑÄ ÙÇÒË Ô ÒÎÑÔÍÑÔÕßá hyi � hmi=N (Â, Ä) Ë ÔÓÇÆÐÇÌ ÔÕÇÒÇÐË
ÄÞÕâÐÖÕÑÔÕË ÙÇÒË hzi � hzi=N (Ã, Å) ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ ÂÆÔÑÓÃÙËÑÐÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ c ÒÓË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ (Â, Ã), ÍÑÅÆÂ ÄÐÇÛÐââ
ÔËÎÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ � f � 0�, Ë ÒÓË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ (Ä, Å), ÍÑÅÆÂ ÒÓËÎÑÉÇÐÂ ÑÕÓÞÄÂáÜÂâ ÔËÎÂ f � 0;2. ¹ËÔÎÑ ÊÄÇÐßÇÄ Ä ÙÇÒËN � 50

(ÍÓËÄÂâ 1); 5� 102 (2); 5� 103 (3) Ë 5� 104 (4).
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7. ¿××ÇÍÕÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ
Ô ÍÑÐÇÚÐÑÔÕßá ÔËÔÕÇÏÞ

±ÓË ÂÐÂÎËÊÇ à××ÇÍÕÑÄ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂáÕ [29], ÚÕÑ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÂ ÔËÔÕÇÏÞ L
ÕÑÎßÍÑ Ä ÍÑÏÃËÐÂÙËË L=x, ÅÆÇ x � jTÿ Tcjÿn ì ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÑÐÐÂâ ÆÎËÐÂ, Â n ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ
ËÐÆÇÍÔ, Ë ÊÂÒËÔÞÄÂáÕ ÔÄÑÃÑÆÐÖá àÐÇÓÅËá Ä ÄËÆÇ
F � F

ÿjTÿ TcjL1=n
�
. ¦ÔÎË ÔËÔÕÇÏÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÚËÔ-

ÎÑÏ ÚÂÔÕËÙ N, ÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ L � N 1=d Ë,
ÔÚËÕÂâ, ÚÕÑ dn � 2ÿ a, ËÏÇáÕ

F � F
ÿjTÿ TcjN 1=�2ÿa�� ; �11�

ÅÆÇ aì ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÆÇÍÔ ÆÎâ ÕÇÒÎÑÇÏÍÑÔÕË.
£ÃÎËÊË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ÆÎËÐÂ x

ÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ ÆÎËÐÞ àÎÇÏÇÐÕÂ l Ë ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÆÄÂ
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÓÇÉËÏÂ: ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞÌ ÓÇÉËÏ L=x4 1, ÒÓË
ÍÑÕÑÓÑÏ F âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÇÇ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ, Ë
ÓÇÉËÏ L=x5 1, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ F ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ.
±ÎÂÄÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ ÓÇÉËÏÂ Í ÆÓÖÅÑÏÖ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË L=x � 1, Õ.Ç. Ä ÑÃÎÂÔÕË

DT � Nÿ1=�2ÿa� : �12�

³ÑÒÑÔÕÂÄËÏ (11), (12) Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÎÇ-
ÆÖáÕ ËÊ ÕÑÚÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ (5). ±ÓË ÆÄËÉÇÐËË
ÄÆÑÎß ÎËÐËË ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ f � 0 ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÌ
ÆËÂÅÓÂÏÏÇ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

F � const� ln
ÿ
Y�ÿ~c�� : �13�

¦ÔÎË ÉÇ ÏÞ ÆÄËÉÇÏÔâ Ä ÐËÉÐÇÌ ÚÂÔÕË ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÞ, ÍÑÅÆÂ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÒÓËÉËÏÂáÜÂâ
ÔËÎÂ, Ë ÒÇÓÇÔÇÍÂÇÏ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÖá ÎËÐËá ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÑÄ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÕÑ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÓÂÄÐÂ

F � F0 � ln
ÿ
~cY�ÿ~c� � pÿ1=2

�
; �14�

ÅÆÇ ÓÇÅÖÎâÓÐÂâ ÚÂÔÕß F0 ÔÑÆÇÓÉËÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÒÓË-
ÉËÏÂáÜÇÌ ÔËÎÞ ÿf.

£ ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ~c � c�N=6�1=2. ©ÐÂÚÇÐËÇ
~c � 1 ÓÂÊÆÇÎâÇÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÓÇÉËÏÞ ÒÑÄÇÆÇÐËâ. ³ÓÂÄ-
ÐËÄÂâ (13), (14) Ô ×ÑÓÏÖÎÂÏË (11), (12) Ë ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ jcj
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÑÕ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË, ÄËÆËÏ,
ÚÕÑ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ Ä ÐÂÛÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ âÄÎâáÕÔâ
ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÞÏË Ô ËÐÆÇÍÔÑÏ ÕÇÒÎÑÇÏÍÑÔÕË a � 0 Ë ÒÓÑËÔ-
ØÑÆâÕ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ jcj � Nÿ1=2 ÒÓË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËË ÄÇÓÕËÍÂÎß-
ÐÑÌ ÎËÐËË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ ÐÂ ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÇ (ËÎË Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ j f j � Nÿ1=2 ÒÓË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËË
ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÎËÐËË). ¢ËÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÑÃÎÂÔÕß ËÏÇÇÕ
ÛËÓËÐÖ ÒÑÓâÆÍÂ Nÿ1=2 Ä ÑÃÑËØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ ×ÂÊÑÄÑÌ
ÆËÂÅÓÂÏÏÞ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 4Â ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ hyi ÑÕ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÊÄÇÐßÇÄ Ä
ÔËÔÕÇÏÇ Nÿ1 Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ � f � 0� ÆÎâ
ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ c. ±ÑÎßÊÖâÔß ÖÔÎÑÄËÇÏ ~c � 1, ÇÔÕÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÄÄÇÔÕË ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎËÐÞ ÙÇÒË
N � � 6=c2, ÍÑÕÑÓÑÇ ÓÂÊÆÇÎâÇÕ "ÍÑÓÑÕÍËÇ" Ë "ÆÎËÐÐÞÇ"
ÙÇÒË, Õ.Ç. "ÏÂÎÞÇ" Ë "ÃÑÎßÛËÇ" ÔËÔÕÇÏÞ. ¿ÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ N � ÑÕÏÇÚÇÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 4Â ÔÕÓÇÎÍÂÏË. ¬ÂÍ
ÄËÆÐÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ ÕÂÃÎËÙÞ, ÒÓË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ c ÒÂÓÂ-

ÏÇÕÓ ÒÑÓâÆÍÂ hyi ÆÎâ "ÆÎËÐÐÞØ" ÙÇÒÇÌ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá
ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÆÎËÐÇÐËâ ÙÇÒË, ÍÂÍ Nÿ1, Â ÒÓË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ
ËÏÇÇÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ c=3. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÆÎâ
"ÍÑÓÑÕÍËØ" ÙÇÒÇÌ ÄÇÎËÚËÐÂ hyi � Nÿ1=2 ÄÐÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÑÕ ÕÑÅÑ, ÒÑ ÍÂÍÖá ÔÕÑÓÑÐÖ ÑÕ ÕÑÚÍË ÒÇÓÇØÑÆÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ
ÔËÔÕÇÏÂ. £ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÌ ÃÎËÊÑÔÕË Í ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ
c � 0 ÄÇÎËÚËÐÂN � ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑ ÓÂÔÕÇÕ, ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÚÇÅÑ
ÙÇÒË ÒÑÚÕË ÎáÃÑÌ ÆÎËÐÞ ÄÇÆÖÕ ÔÇÃâ, ÍÂÍ "ÍÑÓÑÕÍËÇ".

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÇ ÎËÐËË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÑÄ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÂÆÔÑÓÃÙËÑÐÐÞÇ ÔËÎÞ ÒÓËÕâ-
ÉÇÐËâ Í ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÖÄÇÎËÚËÄÂáÕÔâ Ë ËÏÇÇÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ
ÑÕÓÞÄÂáÜÂâ ÔËÎÂ f. ¦ÔÎË ÏÞ ÐÂØÑÆËÏÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÆÂÎÇÍÑ ÑÕ ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË Ë c4Nÿ1=2, f4Nÿ1=2,
ÕÑ ÔÄÑÃÑÆÐÖá àÐÇÓÅËá ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

F � ln
n
2t exp�t 2 � x2��xÿ1 sinh�2tx� � tÿ1 cosh�2tx��o �

� F0 � ln

�
sinh�2tx�

tx

�
; �15�

ÅÆÇ t � � f� c�=2 � f, x � � fÿ c�=2, Â F0 ì ÔÎÂÃÑ ÏÇÐâá-
ÜÂâÔâ ×ÖÐÍÙËâ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ,
ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÑÏÃËÐÂÙËÇÌ
tx � �Nf �Dc, ÅÆÇ Dc ì ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÑÕ ÕÑÚÍË ÒÇÓÇØÑÆÂ
c � f, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÇÓÇØÑÆÞ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÊÖáÕÔâÛËÓËÐÑÌDc � �Nf �ÿ1, ÍÑÕÑÓÂâ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÒÑ
ÏÇÓÇ ÖÆÂÎÇÐËâ ÑÕ ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË f � c � 0.
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²ËÔ. 4. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ hyi (ÔÓÇÆÐÇÌ ÆÑÎË
ÂÆÔÑÓÃÙËÑÐÐÞØ ÊÄÇÐßÇÄ) ÑÕ ÑÃÓÂÕÐÞØ ÓÂÊÏÇÓÑÄ ÔËÔÕÇÏÞ Nÿ1 (ÑÃ-
ÓÂÕÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÊÄÇÐßÇÄ Ä ÙÇÒË) ÒÓË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ Ä
ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ (Â) Ë ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ ÒÓË
ÆÇÌÔÕÄËË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÓÂÔÕâÅËÄÂáÜÇÌ ÔËÎÞ f � 0;2 (Ã). ³ÕÓÇÎÍÂÏË
ÒÑÍÂÊÂÐÞ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÞ N �, ÓÂÊÆÇÎâáÜËÇ "ÍÑÓÑÕÍËÇ" Ë
"ÆÎËÐÐÞÇ" ÙÇÒË. °ÕÍÎÑÐÇÐËâ ÑÕ ÕÑÚÍË ÒÇÓÇØÑÆÂ Dc � cÿ f ÓÂÄÐÞ 0,1
(ÍÓËÄÂâ 1); 0,05 (2); 0,01 (3); ÿ0;01 (4); ÿ0;05 (5) Ë ÿ0;1 (6).
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±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ
ËÐÆÇÍÔ ÕÇÒÎÑÇÏÍÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÑÉËÕß ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÓÂÄ-
ÐÞÏ ÇÆËÐËÙÇ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 10), ÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇÏ (12) (ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞÌ
ÓÇÉËÏ).

±ÓË ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÂÆÔÑÓÃËÓÖÇÕÔâ
ÙÇÒß, ÓÂÔÕâÐÖÕÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÔËÎÑÌ, ÔÓÇÆÐââ ÆÑÎâ ÂÆÔÑÓ-
ÃËÓÑÄÂÐÐÞØ ÊÄÇÐßÇÄ hyi Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÆÎËÐÐÑÌ
ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎÇ ÔÍÂÚÍÑÑÃÓÂÊÐÑ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ
ÒÇÓÇØÑÆÂ c � f ÑÕ ÐÖÎâ ÆÑ c=3 (ÔÏ. ÕÂÃÎËÙÖ). ¥Îâ
ÍÑÐÇÚÐÞØ N ÒÇÓÇØÑÆ ÔÅÎÂÉËÄÂÇÕÔâ (ÓËÔ. 3Ä). ®ÑÉÐÑ
ÄÄÇÔÕË ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ÔËÔÕÇÏÞ N � � 6� fDc�ÿ1, ÒÓË
ÆÑÔÕËÉÇÐËË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑÎËÏÇÓÐÖá ÙÇÒß ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß
"ÃÑÎßÛÑÌ" ÔËÔÕÇÏÑÌ, Â ÒÓË N < N � ì "ÏÂÎÑÌ". ¯Â
ÓËÔÖÐÍÇ 4Ã ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ
hyi ÑÕ Nÿ1 ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÓÂÔÕâÅËÄÂáÜÇÌ ÔËÎÇ f � 0;2 Ë
ÓÂÊÎËÚÐÑÏ ÖÆÂÎÇÐËË Dc � cÿ f ÑÕ ÕÑÚÍË ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ. ³ÕÓÇÎÍÂÏË ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÅÓÂÐËÙÞ N � ÏÇÉÆÖ "ÃÑÎß-
ÛÑÌ" Ë "ÏÂÎÑÌ" ÔËÔÕÇÏÂÏË. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË Dc < 0, ÕÑ
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ âÄÎâÇÕÔâ hyi � 0. ¦ÔÎË ÉÇ Dc > 0,
ÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÒÑÓâÆÍÂ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÍÑÐÇÚÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá
c=3. £ "ÃÑÎßÛËØ" ÔËÔÕÇÏÂØ ÔÕÓÇÏÎÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
ÒÑÓâÆÍÂ Í ÔÄÑÇÏÖ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÎËÐÇÌÐÑ ÒÑ Nÿ1, Ë ÐÂÍÎÑÐ àÕÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÑÌ Ë ÊÐÂÍÑÏ �Dc�ÿ1, Õ.Ç. ÖÆÂÎÇÐÐÑÔÕßá ÑÕ
ÕÑÚÍË ÒÇÓÇØÑÆÂ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÆÎâ "ÏÂÎÞØ" ÔËÔÕÇÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÒÑÓâÆÍÂ ÄÔÇÅÆÂ ÒÑÓâÆÍÂ Nÿ1=2 ÄÐÇ ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË ÑÕ ÕÑÅÑ, ÄÞÛÇ ËÎË ÐËÉÇ ÕÑÚÍË ÒÇÓÇØÑÆÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ
ÔËÔÕÇÏÂ, ÍÂÍ Ë ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ. ¥Îâ "ÏÂÎÞØ"
ÔËÔÕÇÏ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÒÑÎßÊÖâÔß ×ÑÓÏÖÎÑÌ (6), ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ

hyi �
�
3

�������
pN
6

r �ÿ1�
1�

�
3ÿ 8

p

�
6ÿ1=2N 1=2c

�
: �16�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ
ÎËÐÇÌÐÖá àÍÔÕÓÂÒÑÎâÙËá ÒÑ Nÿ1 ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÑÆËÕß
ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ "ÃÑÎßÛËØ" ÔËÔÕÇÏ Ô N4N �, Ë ÚÇÏ ÃÎËÉÇ Í
ÕÑÚÍÇ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ, ÕÇÏ ÃÑÎßÛÇ
ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ N �.

8. °ÒËÔÂÐËÇ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÕÇÑÓËË ­ÂÐÆÂÖ

8.1. ±ÇÓÇØÑÆÞ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ
¶ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ, ÒÓÇÆ-
ÎÑÉÇÐÐÂâ ­.¥. ­ÂÐÆÂÖ [17], ÑÔÐÑÄÂÐÂ ÐÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ F ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
ÒÑÓâÆÍÂ f. £ÃÎËÊË ÕÑÚÍË ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÓÑÆÂ F ÓÂÊÎÂÅÂÇÕÔâ Ä ÓâÆ ÒÑ f, ÒÓËÚÇÏ ÆÎâ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ
ÏÑÆÇÎË ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÄÇÆÇÕÔâ ÒÑ ÚÇÕÐÞÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ f:

F�f� � F0 � A�Tÿ Tc�f2 � Bf4 � . . . �17�

¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ A Ë B ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-
ÐÞÏË Ë ÒÓËÏÇÓÐÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÄÃÎËÊË ÕÑÚÍË ÒÇÓÇØÑÆÂ,
ÒÑàÕÑÏÖ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÌ ÚÎÇÐ ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ ÒÓË T � Tc.
®ËÐËÏËÊÂÙËâ ÒÑ f ÆÂÇÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ f0 � 0
ÒÓË T > Tc Ë f0 �

�
AjTÿ Tcj=�2B�

�1=2
ÒÓË T < Tc. ´ÇÒ-

ÎÑÇÏÍÑÔÕß ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÔÍÂÚÑÍ, ÓÂÄÐÞÌ TcA
2=�2B� Ä

ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ.
¥Îâ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÙÇÒË, ÂÆÔÑÓÃËÓÖáÜÇÌÔâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË,

ÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÔÄÑÃÑÆÐÖá àÐÇÓÅËá, ÒÓËØÑÆâ-
ÜÖáÔâ ÐÂ ÔÇÅÏÇÐÕ, ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËá ÆÑÎË ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÞØ

ÊÄÇÐßÇÄ y � m=N, ÔÚËÕÂâ, ÚÕÑ àÕÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÒÑÓâÆÍÂ
ÏÑÉÇÕ ×ÎÖÍÕÖËÓÑÄÂÕß Ë ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÓÇÆÐÇÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ.
³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ ÙÇÒË P�y� Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐÇÌ
ÔËÎÞ � f � 0� ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10):

P�y� �
�
pN
6

�ÿ1=2
exp

�
ÿ 3

2
Ny2 �Ncy

�
: �18�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ F�y� � ÿNÿ1 lnP�y�
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

F�y� � F0 ÿ cy� 3

2
y2 : �19�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (19) ËÏÇÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ
04y4 1, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÑÎâ ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÞØ ÔÇÅÏÇÐÕÑÄ
ÐÇÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ. £ ÕÑÉÇ ÄÓÇÏâ Ä
ÕÇÑÓËË ­ÂÐÆÂÖ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÊÂÏÇÐÞ f! ÿf Ë ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÂÐÂÎËÕËÚÐÑÌ ÄÃÎËÊË
f � 0. £ÄÑÆâ ÐÑÄÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá f, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÖá ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËÇÏ y � f2, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ �ÿ1; 1�:

F�f� � F0 ÿ cf2 � 3

2
f4 : �20�

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÂâ Ä ÕÂÍÑÌ ×ÑÓÏÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß F ÑÕ f
ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 5Â ÒÓË ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ c Ë ÒÑÎÐÑÔÕßá ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÞÓÂÉÇÐËá (17)
ÕÇÑÓËË ­ÂÐÆÂÖ. ´ÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÍÓËÄÞÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÒÑÚÕË ÄÑ
ÄÔÇØ ÖÚÇÃÐËÍÂØ ÒÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ, ÐÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ àÕË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ËÊ ÕÑÚÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ Ë ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, ÐÑ Ë ÆÎâ ÔËÔÕÇÏ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ.

¦ÔÎË ÐÂ ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÖá ÙÇÒß ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÒÓËÆÂÄÎË-
ÄÂáÜÂâ ÔËÎÂ � f < 0�, ÕÑ ÆÎâ ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ ÔÎÂÃÞØ ÔËÎ
j f j4Nÿ1=2 ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ, ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ f, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

F�f� � F0 ÿ cf2 � 3

2
f4 � 1

N
log

�
1� 1

3
j f jf4

�
�21�

Ë Ä ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇN!1 ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä (20).
ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÐËÊÍÑÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÕÇÑÓËâ

­ÂÐÆÂÖ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑÌ ÄÃÎËÊË ÕÑÚÍË ×ÂÊÑ-
ÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ËÊ-ÊÂ ÔËÎßÐÞØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÌ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ. ¥Îâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÓÑÎß ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ ËÅÓÂÇÕ ÆÑÎâ ÔÑÓÃËÓÑ-
ÄÂÐÐÞØ ÔÇÅÏÇÐÕÑÄ ËÎË ÔÕÇÒÇÐß ÄÞÕâÐÖÕÑÔÕË ÙÇÒË. £
ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÇ
ÎÑÍÂÎßÐÖá, Â "ÅÎÑÃÂÎßÐÖá" ÄÇÎËÚËÐÖ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖá-
ÜÖá ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎÖ ÍÂÍ ÙÇÎÑÇ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÐÇ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔÂ Ñ ÍÑÓÓÇÎâÙËâØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÕËØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ, Ë ÔËÔÕÇÏÂ ÄÔÇÅÆÂ ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÔÓÇÆÐÇ-
ÒÑÎÇÄÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ.

´ÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (20) ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÕÑÎßÍÑ
ÆÄÂ ÚÎÇÐÂ Ô f2 Ë f4, ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÖÒÓÖÅÑÔÕßá ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ
ÙÇÒË. ¦ÔÎË ÖÚËÕÞÄÂÕß ÍÑÐÇÚÐÖá ÓÂÔÕâÉËÏÑÔÕß ÒÑÎËÏÇÓ-
ÐÑÌ ÏÑÎÇÍÖÎÞ, ÕÑ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË F�f� ÒÑâÄâÕÔâ ÚÎÇÐÞ
ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ.

8.2. ±ÇÓÇØÑÆÞ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ­ÂÐÆÂÖ ÒÓË
×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÓÇÂÎËÊÖáÕÔâ
ÒÓË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËË ÎËÐËË c � f ÐÂ ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ.
³ÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓËË ­ÂÐÆÂÖ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ
àÐÇÓÅËâ F�f� Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÄÐÇÛÐËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
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ÆÑÎÉÐÂ ËÏÇÕß ÆÄÂ ÏËÐËÏÖÏÂ. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ÅÎÖÃÑÍËÌ ÏËÐË-
ÏÖÏ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá ÔËÔÕÇÏÞ, Â ÄÕÑ-
ÓÑÌ ÏËÐËÏÖÏ ì ÇÇ ÏÇÕÂÔÕÂÃËÎßÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá. ±Ñ
ÏÇÓÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎß-
ÐÂâ ÅÎÖÃËÐÂ àÕËØ ÏËÐËÏÖÏÑÄ ÏÇÐâÇÕÔâ Ë ÕÑÚÍÇ ×ÂÊÑÄÑÅÑ
ÒÇÓÇØÑÆÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÇÓÇÍÎáÚÇÐËÇ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ ÏËÐË-
ÏÖÏÂ Í ÆÓÖÅÑÏÖ. ±ÓË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ
ÔÍÂÚÑÍ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÔÑÄÇÓÛÂÇÕÔâ ÄÐÇÊÂÒÐÑ Ë ÐÇ
ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÓÑÔÕÑÏ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä ÒÓÇÆÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË.

£ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ×ÂÊÑÄÞÇ
ÒÇÓÇØÑÆÞ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ ÒÓÑËÔØÑÆâÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÄÑÇ-
ÑÃÓÂÊÐÑ. ³ÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ ­ÂÐÆÂÖ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÕÑÚ-
ÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ (10). °ÆÐÂÍÑ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÒÓË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ f Ë c ×ÖÐÍÙËâ F�f� Ä
ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ N!1 ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÂÐÂ-
ÎËÕËÚÇÔÍÑÌ Ë ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ÄÇÕÄÇÌì ÖÚÂÔÕÍÂ ÒÂÓÂÃÑÎÞ
Ë ÍÓËÄÑÌ ÚÇÕÄÇÓÕÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÍÂÔÂáÕÔâ ÆÓÖÅ
ÆÓÖÅÂ Ä ÕÑÚÍÇ f� � � f=3�1=2:

F�f� ÿ F0 �
� fÿ c�f2 ; f4f� ;

1

6
� f 2 ÿ c2� � 3

2

�
f2 ÿ c

3

�2

; f5f� :

8><>: �22�

£ ÕÑÚÍÇ ÍÂÔÂÐËâ ÄÕÑÓÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË F�f�
ÕÇÓÒâÕ ÓÂÊÓÞÄ, ÑÆÐÂÍÑ ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÞØ N ÄÔÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ËÔÚÇÊÂáÕ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 5Ã ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
àÐÇÓÅËË ­ÂÐÆÂÖ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ f ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓÞ-
ÄÂáÜÇÌ ÔËÎÇ f � 0;5 Ë ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ c. ºÕÓËØÑ-
ÄÑÌ ÎËÐËÇÌ ÑÕÏÇÚÇÐÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ f�. £ ÔÂÏÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ c � f ÍÓËÄÂâ F�f� ËÏÇÇÕ ÒÎÑÔÍËÌ ÖÚÂÔÕÑÍ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÔÍÂÚÑÍ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ. ¯ÂÎË-
ÚËÇ àÕÑÅÑ ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÖÚÂÔÕÍÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá
ÂÐÑÏÂÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä ÒÓÇÆÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË.

µ ×ÖÐÍÙËË F�f� ÄÔÇÅÆÂ ËÏÇÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ ÏËÐËÏÖÏ
Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇÕ ÏÇÕÂÔÕÂÃËÎßÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. ±ÓË-
ÚËÐÂ àÕÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÂ ÔÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂÏË. ³

ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, Ä ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÍÂÉÆÑÇ ËÊ ÔÑÔÕÑâÐËÌ
ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ÚÂÔÕÇÌ (×ÂÊ)ìÓÂÔÕâÐÖÕÑÅÑ ØÄÑÔÕÂ ÙÇÒË Ë
ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÚÂÔÕË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ¬ÂÉÆÑÇ ËÊ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ Ô ÎáÃÑÌ ÆÑÎÇÌ ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÞØ ÊÄÇÐßÇÄ ÓÂÄÐÑÄÇ-
ÓÑâÕÐÑ, ÚÕÑ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÎÑÔÍÑÌ ÚÂÔÕË. ³ ÆÓÖÅÑÌ
ÔÕÑÓÑÐÞ, ÂÍÕËÄÂÙËÑÐÐÞÌ ÃÂÓßÇÓ, ÓÂÊÆÇÎâáÜËÌ ÂÆÔÑÓÃË-
ÓÑÄÂÐÐÖá ÚÂÔÕß ÑÕ ÄÞÕâÐÖÕÑÌ, ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ (ÅÓÂÐËÙÇÌ ×ÂÊ
âÄÎâÇÕÔâ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÑÆËÐ ÔÇÅÏÇÐÕ).

¡ÐÂÎÑÅËÇÌ ÏÑÉÇÕ ÔÎÖÉËÕß ÔÏÇÔß ÉËÆÍÑÔÕß ë ÅÂÊ
ÄÐÖÕÓË ÙËÎËÐÆÓÂ ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ ÆÂÄÎÇÐËË, ÓÂÄÐÑÏ
ÆÂÄÎÇÐËá ÐÂÔÞÜÇÐÐÑÅÑ ÒÂÓÂ. ¶ÂÊÑÄÑ-ÓÂÊÆÇÎÇÐÐÞÇ
ÔÑÔÕÑâÐËâ (ÅÂÊ Ë ÉËÆÍÑÔÕß) ËÏÇáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÖá ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÖá àÐÇÓÅËá ÒÓË ÎáÃÑÏ ÑÃÝÇÏÇ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÏ ÖÚÂÔÕÍÇ ÄÂÐ-
ÆÇÓ-ÄÂÂÎßÔÑÄÑÌ ÍÓËÄÑÌ. °ÃÜÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÔËÔÕÇÏÞ,
âÄÎâáÜÂâÔâ "ÅÎÑÃÂÎßÐÞÏ" ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ÒÑÓâÆÍÂ, ÃÖÆÇÕ
×ÎÖÍÕÖËÓÑÄÂÕß ÏÇÉÆÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÉËÆÍÑÔÕË Ë ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕßá ÒÂÓÂ. ´ÂÍÑÌ ×ÂÊÑÄÑ-ÓÂÊÆÇÎÇÐÐÑÌ ÔÏÇÔË ÑÕÄÇÚÂÇÕ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÂâ ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕß (Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÓÑÅÑ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ).

9. ³ÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÒÑ ÆÄÖÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏ ÒÑÓâÆÍÂ
ÄÃÎËÊË ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË

£ÞÛÇ ÏÞ ÑÃÔÖÉÆÂÎË ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ä
ÕÇÓÏËÐÂØ ÆÄÖØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ y Ë z (ËÎË f2 � y Ë
c2 � z) ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑ ÄÞÔÑÕÇ ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÑÅÑ ÍÑÐÙÂ ÙÇÒË Ë ÒÑ ÚËÔÎÖ ÍÑÐÕÂÍÕÑÄ ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË
ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (4) Ë (10). ¹ÕÑÃÞ ÎÖÚÛÇ
ÒÑÐâÕß ÒÓËÚËÐÖ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÖÚÂÔÕÍÂ Ö ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË F�f� ÒÑÎÇÊÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÔÄÑÃÑÆÐÖá àÐÇÓÅËá ­ÂÐ-
ÆÂÖ, ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËá ÆÄÖØ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ F�f;c�.
®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß [30], ÚÕÑ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍË, ÅÆÇf5 1 Ëc5 1, ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

F�f;c� � ÿcf2 ÿ fc2 � 3

2
f4 � 3

2
c4 � 3f2c2 : �23�

0,2 0,4 0,60

0

0,1

0,2

0,3

ÿ0,2

ÿ0,1

1

2

3

f

F

0,2 0,4 0,60

0

0,1

0,2

0,3

ÿ0,1

1

2

3

f

F ÃÂ

²ËÔ. 5. ³ÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ ­ÂÐÆÂÖ F, ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ f, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ ÆÎâ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË, ÔÑÄÇÓÛÂáÜÇÌ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÓÑÆÂ (Â) (ÂÆÔÑÓÃÙËâ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ f � 0) Ë ÒÓË ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÇÓÇØÑÆÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ (Ã) (ÂÆÔÑÓÃÙËâ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÑÕÓÞÄÂáÜÇÌ ÔËÎÞ
f � 0;5). ºÕÓËØÑÄÑÌ ÎËÐËÇÌ ÑÕÏÇÚÇÐÂ ÕÑÚÍÂ ÔÑÚÎÇÐÇÐËâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÄÇÕÄÇÌ ×ÖÐÍÙËË F�f�. ©ÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ �cÿf �, Õ.Ç. ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÑÕ
ÕÑÚÍË ÒÇÓÇØÑÆÂ, ÓÂÄÐÑ ÿ0;5 (ÍÓËÄÂâ 1); 0 (2) Ë 0,5 (3).
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¦ÔÎË ÆÄËÅÂÕßÔâ ÄÆÑÎß ÎËÐËË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ
ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ c � f, ÒÇÓÇÔÇÍÂâ ×ÂÊÑÄÖá ÆËÂÅÓÂÏÏÖ ÒÑ
ÆËÂÅÑÐÂÎË, ÕÑ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ ­ÂÐÆÂÖ ÃÖÆÇÕ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ t 2 � f2 � c2 � y� z:

F � ÿct 2 � 3

2
t 4 : �24�

³ÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ hy� zi, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑÎÑÉÇ-
ÐËÇÏ ÏËÐËÏÖÏÂ ×ÖÐÍÙËË (23), ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ä
ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÑÌ ÕÇÑÓËË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ:

hy� zi �
0 ; c < 0 ;
c

3
; c > 0 :

(
�25�

¯Â ÎËÐËË ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ c � f �c; f > 0� ÄÔÇ
ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÆÂÐÐÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ hy� zi � c=3
ÑÃÎÂÆÂáÕ ÂÐÑÏÂÎßÐÑ ÃÑÎßÛËÏË ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË ÒÑ ÍÂÉ-
ÆÑÏÖ ËÊ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÄÔÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô
ÎáÃÞÏ y Ä ÑÃÎÂÔÕË ÏÇÉÆÖ 0 Ë c=3 ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ÄÇÓÑâÕÐÞ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ Ä
ÔËÔÕÇÏÇ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ­ÂÐÆÂÖ ÑÕ ÆÄÖØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ
ÊÂÆÂáÕ ËÊ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÖÆÑÃÔÕÄÂ Ë ÔËÏÏÇÕÓËË [18]. £
ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ àÕÑÅÑ, Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ F�f;c� ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÕÑÚÐÑÅÑ
ÄËÆÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ.

10. ¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÐÖÎË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ

±ÓË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË
ÑÃÎÂÆÂáÕ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕâÏË: ÑÐË ÔÂÏË ËÎË ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞÇ ËÏÇáÕ ÍÑÐÇÚÐÞÇ ËÎË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÇ ÔÍÂÚÍË. £ ÕÑ ÉÇ
ÄÓÇÏâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ, âÄÎâáÜÂâÔâ ÔÖÏÏÑÌ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÕ (ÔÖÏÏÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÄÇÔÑÄ ÔÑÔÕÑâÐËÌ), ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÂ Ë ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÐÇ ËÏÇÇÕ. ¦ÆËÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕß ÒÑâÄÎÇÐËâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÑÃÓÂÜÇÐËÇÏ Ä
ÐÖÎß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ (ËÎË ÔÕÓÇÏÎÇÐËÇÏ ÇÇ Í ÐÖÎá).
¿ÕÑ ÒÓËÄÇÎÑ ÁÐÅÂ Ë ­Ë [19] Í ËÆÇÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÐÖÎË
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ
ÂÐÔÂÏÃÎâ Ä ÏËÓÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÚËÔÇÎ ì ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËá
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ØËÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ. ±ÑÊÆÐÇÇ ¶ËÛÇÓ
[1] ÒÓÇÆÎÑÉËÎ ËÊÖÚÂÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÖÎÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÔÂÏÃÎâ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ ËÎË b � 1=�kT�.

ÁÐÅ Ë ­Ë ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÆÎâ ÍÑÐÇÚÐÞØ N ÃÑÎßÛÂâ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ ËÏÇÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ-ÔÑÒÓâ-
ÉÇÐÐÞÇ ÐÖÎË Ë ÐÇ ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÌ ÐÂ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË. ¦ÔÎË
Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ, ÕÑ ÒÑ ÏÇÓÇ
ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÐÖÎË ÄÔÇ ÃÎËÉÇ
ÒÑÆØÑÆâÕ Í ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË Ë Ä ÒÓÇÆÇÎÇ N!1 ÊÂÊÑÓ
ÏÇÉÆÖ ÐËÏË Ë ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔßá ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß.
´ÇÑÓÇÏÂ ÁÐÅÂ ë­Ë ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ØËÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ àÕË ÐÖÎË ÎÇÉÂÕ ÐÂ
ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÇÆËÐËÚÐÞÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ. ¥Îâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÐÖÎÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÔÂÏÃÎâ Ä
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ àÏÒËÓËÚÇÔÍË ÖÔÕÂÐÑ-
ÄÎÇÐÑ, ÚÕÑ ÑÐË ÑÃÞÚÐÑ ÎÇÉÂÕ ÐÂ ÅÎÂÆÍËØ ÍÓËÄÞØ Ë
ÒÑÆØÑÆâÕ Í ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË ÒÑÆ ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÖÅÎÑÏ o.

¤ÓÑÔÔÏÂÐ Ë ²ÑÊÇÐØÂÖÇÓ [20] ÆÂÎË ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËá
×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ, ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÐÖÎË
ÓÂÔÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÎËÐËË Ô ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá g�y�, ÅÆÇ yìÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÄÆÑÎß ÏÐËÏÑÌ ÑÔË.
¡ÐÂÎËÊ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ×ÑÓÏÖÎÇ ÆÎâ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ àÐÇÓÅËË
ÇÆËÐËÙÞ ÑÃÝÇÏÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÑÕÍÎÑÐÇÐËË ÑÕ

ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ D � bÿ bc:

E�D� � 2�1� cot2 o�1=2
�1
0

g�y� y coto� D

�y coto� D�2 � y2
dy :

�26�

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÄ, ÚÕÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÐÖÎÇÌ âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÇÒÇÐ-
ÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ g�y� � y 1ÿa, ÑÐË ÖÔÕÂÐÑÄËÎË ÔÎÇÆÖáÜÇÇ.

1. ¦ÔÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕß g�y� ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ ÒÓË
ÏÂÎÞØ y �a � 1�, ÕÑ ÐÖÎË ÒÑÆØÑÆâÕ Í ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË
ÒÑÆ ÒÓâÏÞÏ ÖÅÎÑÏ o � p=2, Â àÐÇÓÅËâ ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÞÌ
ÔÍÂÚÑÍ 2pg ÒÓË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËË ÕÑÚÍË b � bc. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ
àÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ×ÂÊÑÄÑÏÖ ÒÇÓÇØÑÆÖ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ.

2. ¦ÔÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÕÇÕ ÎËÐÇÌÐÑ Ô ÓÑÔÕÑÏ y �a � 0� Ë
ÒÇÓÇÔÇÍÂÇÕ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÑÔß ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ o � p=4, ÕÑ
àÐÇÓÅËâ ÏÇÐâÇÕÔâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ, ÐÑ ÕÇÒÎÑÇÏÍÑÔÕß ËÏÇÇÕ
ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÔÍÂÚÑÍ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÑÏÖ
×ÂÊÑÄÑÏÖ ÒÇÓÇØÑÆÖ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ.

3. ¦ÔÎË a � 0, ÐÑ o > p=4, ËÎË 0 < a < 1 ÒÓË ÒÓÑËÊ-
ÄÑÎßÐÑÏ o, ÕÑ ÕÇÒÎÑÇÏÍÑÔÕß Ä ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍÇ ÓÂÔ-
ØÑÆËÕÔâ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÒÓË a � 0 ËÎË ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÑ
ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÏÖ ÊÂÍÑÐÖ cv � jDjÿa ÒÓË ÑÔÕÂÎßÐÞØ a. £ ÑÃÑËØ
ÔÎÖÚÂâØ ÄÇÎËÚËÐÂ ÖÅÎÂo ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÕÇÒÎÑÇÏÍÑ-
ÔÕË ÒÑ ÑÃÇ ÔÕÑÓÑÐÞ ÑÕ ÒÇÓÇØÑÆÂ. £ÇÓÕËÍÂÎßÐÂâ ÎËÐËâ
o � p=2 ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏÖ ÒÇÓÇØÑÆÖ.

²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÏÑÆÇÎß ÂÆÔÑÓÃËÓÖáÜÇÌÔâ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ
ÙÇÒË, ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐËâ ¤ÓÑÔÔÏÂÐÂ Ë ²ÑÊÇÐ-
ØÂÖÇÓÂ. ±ÓË ÆÄËÉÇÐËË ÒÑ ×ÂÊÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ (ÔÏ. ÓËÔ. 1)
ÏÑÉÐÑ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÒÇÓ-
ÄÑÅÑ ÓÑÆÂ Í ×ÂÊÑÄÞÏ ÒÇÓÇØÑÆÂÏ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÐÑÔâÕ ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÞÇ ÐÖÎË ÆÑÎÉÐÞ ÔÐÂÚÂÎÂ ÒÇÓÇÔÇÍÂÕß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐ-
ÐÖá ÑÔß ÒÑÆ ÒÓâÏÞÏ ÖÅÎÑÏ, Â ÊÂÕÇÏ ÒÑÆØÑÆËÕß Í ÐÇÌ ÒÑÆ
ÖÅÎÑÏ p=4. £ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÖÒÓÂÄÎâáÜËÌ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓ c (ËÎË f ) ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ b, Â
ÚËÔÎÑ ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÞØ ÔÇÅÏÇÐÕÑÄ (ËÎË ÄÞÔÑÕÂ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÅÑ ÍÑÐÙÂ) ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ àÐÇÓÅËË E. ±ÓÑÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÔÖÏÏÖ Q�c; f0� Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ c ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ
f � f0, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ ËÎË ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞÏ, ÐÑ ÄÔÇÅÆÂ ÓÇÂÎßÐÞÏ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÖÎÇÌ ÒÓË ÒÇÓÇ-
ÔÇÚÇÐËË ÎËÐËË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ
� f0 � const > 0�. ¿ÕË ÐÖÎË ÐÂØÑÆâÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

cY

�
ÿc

����
N

6

r �
ÿ f0Y

�
ÿf0

����
N

6

r �
� 0 ; c 6� f0 ; �27�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÔÎÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÒÑÎâÓÐÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ
c � r exp�iw� Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÌ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË Y�x� ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÄËÆÖ:

r2 cos 2w� 6

N
log

r
f0
ÿ f 20 � 0 ; �28�

w� 1

6
r2N sin 2w � 2pk ; k � �1;�2; . . . �29�

­ËÐËâ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÎÇÉÂÕ ÐÖÎË, ÒÓË N!1 Ä ÒÑÎâÓÐÞØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

r2 cos 2w � f 20 ; �30�
Â Ä ÆÇÍÂÓÕÑÄÞØ x � Re�c�, y � Im�c�:

x2 ÿ y2 � f 20 �31�
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Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÅËÒÇÓÃÑÎÑÌ, ÒÇÓÇÔÇÍÂáÜÇÌ
ÓÇÂÎßÐÖá ÑÔß ÒÑÆ ÒÓâÏÞÏ ÖÅÎÑÏ Ä ÕÑÚÍÇ x � f0 Ë
ËÏÇáÜÇÌ ÆÄÇ ÂÔËÏÒÕÑÕÞ, ËÆÖÜËÇ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ o � p=4 Í
ÓÇÂÎßÐÑÌ ÑÔË. ªÊ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (29) Ë (30) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÐÖÎÇÌ ÐÂ ÅËÒÇÓÃÑÎÇ:

w� 1

6
f 20 N tan 2w � 2pk ; k � �1;�2; . . . �32�

±ÓË ÏÂÎÞØ w, Õ.Ç. ÄÃÎËÊË ÓÇÂÎßÐÑÌ ÑÔË

wk �
6pk

3�Nf 20
: �33�

±ÓÇÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÐÖÎÇÌ

g � lim
N!1

1

N

dk

ds
;

ÅÆÇ ds �
��������������������������
dr2 � r2 dw2

p
, ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ ÕÑÚÐÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

(29) Ë (32) Ë ÓÂÄÐâÇÕÔâ

g�r� � �6p�ÿ1r : �34�

£ ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÓÇÂÎßÐÑÌ ÑÔË r � f0; w � 0 ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÐÖÎÇÌ ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ g0 � f0=�6p�, ÚÕÑ,
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÌ ÄÞÛÇ ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËË, ÑÕÄÇÚÂÇÕ
×ÂÊÑÄÑÏÖ ÒÇÓÇØÑÆÖ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÔÍÂÚÍÑÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ 2pg0 � f0=3 Ë ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂ-
ÕÂÏË ÕÂÃÎËÙÞ. ³ÚËÕÂâ, ÚÕÑ ÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÄÇÕÄâØ
ÅËÒÇÓÃÑÎÞ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ s ÑÕ ÕÑÚÍË ÒÇÓÇØÑÆÂ ÄÆÑÎß ÍÓËÄÑÌ
ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÓÂÄÐÑ r, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ k-ÅÑ ÐÖÎâ:

rk �
�
12pk
N

�1=2

: �35�

±ÓË ÔÏÇÜÇÐËË ÐÂ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ ÒÑ ÎËÐËË ×ÂÊÑÄÞØ
ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ Í ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍÇ ×ÑÍÖÔÐÑÇ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÅËÒÇÓÃÑÎÞ f0 ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß g0. ±ÓË f0 � 0 ÅËÒÇÓÃÑÎÂ ÄÞÓÑÉ-
ÆÂÇÕÔâ Ä ÆÄÇ ÒÓâÏÞÇ ÎËÐËË, ËÆÖÜËÇ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ o � p=4 Í
ÓÇÂÎßÐÑÌ ÑÔË. ±ÓÇÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÐÖÎÇÌ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÓÂÄÐÑÌ g�jcj� � �6p�ÿ1jcj, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËË [20]
ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÑÏÖ ×ÂÊÑÄÑÏÖ ÒÇÓÇØÑÆÖ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÓÑÆÂ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÔÍÂÚÍÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ
2p�6p�ÿ1 � 1=3, ÅÆÇ �6p�ÿ1 ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË
(34). ¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ Ë ËÊ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÅÑ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË. ±Ñ ÏÇÓÇ ÖÆÂÎÇ-
ÐËâ ÑÕ ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÒÑ ÎËÐËâÏ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÑÄ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ ÐË ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÖÎÇÌ, ÐË ËØ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÐÇ ÏÇÐâáÕÔâ: o � p=4, g�r� � �6p�ÿ1r.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 6 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÐÖÎÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ (5), ÓÂÔÔÚË-
ÕÂÐÐÞØ ÚËÔÎÇÐÐÑ ÒÓË N � 100 Ë N � 500 ÒÓË ×ÂÊÑÄÞØ
ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÒÑÎËÏÇÓÐÂâ ÙÇÒß ÂÆÔÑÓ-
ÃËÓÖÇÕÔâ ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÓÂÔÕâÅËÄÂáÜÇÌ ÔËÎÇ f � 0;2 ËÎË
f � 0;5. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÐÖÎË ÓÂÔÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÐÂ ÅËÒÇÓÃÑÎÂØ Ë
ÒÑÆØÑÆâÕ Í ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË ÕÇÏ ÃÎËÉÇ, ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ
ÚËÔÎÑ ÊÄÇÐßÇÄ N.

±ÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÖÎÇÌ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ ÒÑÍÂ-
ÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 7. ±ÓËÄÇÆÇÐÞ ÆÄÂ ÔÎÖÚÂâ: ÍÑÅÆÂ ÄÐÇÛÐââ ÔËÎÂ
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ � f � 0� Ë ÍÑÅÆÂ ÑÐÂ ÒÓËÉËÏÂÇÕ ÔÄÑÃÑÆÐÞÌ
ÍÑÐÇÙ ÙÇÒË Í ÒÎÑÔÍÑÔÕË � f � ÿ0;2�. £ ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÒÑ
ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ N ÐÖÎË ÔÕÓÇÏâÕÔâ ÓÂÔÒÑÎÑÉËÕßÔâ ÐÂ
ÒÓâÏÞØ ÎËÐËâØ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ p=4 Ë ÒÓËÃÎËÉÂáÕÔâ Í ÕÑÚÍÇ

c � 0 ÐÂ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍËÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË.

11. ³ÍÇÌÎËÐÅÑÄÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÐÖÎÇÌ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ

³ÑÅÎÂÔÐÑ [21] ÄÃÎËÊË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÑÕ k-
ÅÑ ÐÖÎâ ÆÑ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÑÏÖ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

yk � Lÿ1=nk1=dn �36�

ÿ0,5

0

0,5

Im�c�

ÿ1 0,50ÿ0,5 Re�c�

²ËÔ. 6. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÖÎÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÂÆÔÑÓÃÙËÑÐÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ c ÒÓË×ÂÊÑÄÞØ
ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ (ÂÆÔÑÓÃÙËâ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÑÕÓÞÄÂáÜÇÌ ÔËÎÞ)
ÒÓË f � 0;2 (*,*) Ë f � 0;5 (&,&). ¹ÇÓÐÞÇ ÔËÏÄÑÎÞ ÑÕÄÇÚÂáÕN � 100;
ÔÄÇÕÎÞÇ ì N � 500. ³ÒÎÑÛÐÞÇ ÎËÐËË ì ÅËÒÇÓÃÑÎÞ, ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÞÇ
ÒÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá (31).

ÿ0,5

0

0,5

Im�c�

ÿ1 0,50ÿ0,5 Re�c�

²ËÔ. 7. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÖÎÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÂÆÔÑÓÃÙËÑÐÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ c ÒÓË×ÂÊÑÄÞØ
ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ (ÂÆÔÑÓÃÙËâ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ Ë ÒÓËÉËÏÂáÜÇÌ
ÔËÎÂØ) ÒÓË f � 0 (&, &) Ë f � ÿ0;2 (*, *). ¹ÇÓÐÞÇ ÔËÏÄÑÎÞ ÑÕÄÇÚÂáÕ
N � 100; ÔÄÇÕÎÞÇ ì N � 500. ³ÒÎÑÛÐÞÇ ÒÓâÏÞÇ ÎËÐËË ËÆÖÕ ÒÑÆ
ÖÅÎÑÏ o � �p=4.
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ËÎË, Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ N,

yk �
�
k

N

�1=dn

�
�
k

N

�1=�2ÿa�
: �37�

±ÑÎÂÅÂâ a � 0 ÆÎâ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÑÇ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐËÇ yk � �k=N�1=2, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÅÎÂ-
ÔÖÇÕÔâ Ô ÕÑÚÐÞÏ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ (35). ¥Îâ
ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ a � 1, Ë ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞÇ ÒÓÇÆÔÍÂ-
ÊÂÐËâ ÕÂÍÉÇ ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ Ô ÕÑÚÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ
yk � f0wk � �6p=f0��k=N�, ÔÎÇÆÖáÜËÏ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (29) Ë
(33).

®ÞÐÂÛÎË, ÚÕÑ ÃÎËÉÂÌÛËÌ Í ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË ÐÖÎß Ä
ÒÑÎâÓÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ ÓÂÄÇÐ

w1 �
6p

3�Nf 20
: �38�

¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ ÑÙÇÐÍË
ÛËÓËÐÞ ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ àÕÑÕ ÐÖÎß
ÆÑÎÉÇÐ ÎÇÉÂÕß ÐÇÆÂÎÇÍÑ ÑÕ ÂÔËÏÒÕÑÕÞ w1 � 1. ´ÑÅÆÂ
Nf 20 � 1 Ë f0 � Nÿ1=2 Ä ÔÑÅÎÂÔËË Ô ÑÙÇÐÍÑÌ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÌ
Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 7.

£ ÓÇÛÇÕÑÚÐÞØ ÏÑÆÇÎâØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ ÆÎâ
ÍÑÐÇÚÐÞØ ÔËÔÕÇÏ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎËÐÑÏÑÏ Ë ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÇ
ÚËÔÎÑ ÐÖÎÇÌ. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ àÕÑÅÑ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ
ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ ËÏÇÇÕ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÐÖÎÇÌ ÒÓË ÎáÃÞØ N, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÞ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÖá ÏÑÆÇÎß Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ
ÚËÔÎÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËÌ.

12. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÂÆÔÑÓÃÙËË ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË ÄÑ
ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÕÑÚÐÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÇÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ.
°ÐÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÕÓÑÅËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ­ÂÐÆÂÖ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÒÑÓâÆÍÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë
ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ Ë Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÃËÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË.
µÆÂÇÕÔâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÞØ ÐÖÎÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ. ±ÓË àÕÑÏ
ÔÕÓÑÅÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÒÓÑÄÇ-
ÔÕË ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, ÐÑ Ë ÆÎâ
ÔËÔÕÇÏ ÍÑÐÇÚÐÞØ ÓÂÊÏÇÓÑÄ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÓË àÕÑÏ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ: ÒÑÚÇÏÖ ÕÂÍÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÑÍÂÊÂ-
ÎÑÔß ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ Ë ÚÕÑ ÑÕÎËÚÂÇÕ ÒÑÎËÏÇÓÐÖá ÏÑÆÇÎß
ÑÕ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ, ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞØ ÓÇÛÇÕÑÚÐÞØ ÐËÊÍÑ-
ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ?

®ÑÉÐÑ ÖÍÂÊÂÕß, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ, ÐÂ ÕÓË ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÏÑÆÇÎË. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ ÑÕÆÇÎßÐÞÏË àÎÇÏÇÐÕÂÏË ÔËÔÕÇÏÞ
(ÏÑÐÑÏÇÓÐÞÏË ÊÄÇÐßâÏË ÙÇÒË) ÖÚËÕÞÄÂáÕÔâ ËÊÐÂ-
ÚÂÎßÐÑ ÒÓË ÐÂÒËÔÂÐËË ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) ÆÎâ ÙÇÒË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ. ³ÚË-
ÕÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÍÂÉÆÑÇ ÊÄÇÐÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ Ô
ÆÄÖÏâ ÔÄÑËÏË ÔÑÔÇÆâÏË ÒÑ ÙÇÒË, Â ÑÃÝÇÏÐÞÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÒÓË ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÔÃÎËÉÇÐËË ÊÄÇÐßÇÄ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ.
£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÑÃÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ ì ÔÕÇÒÇÐß ÄÞÕâÐÖÕÑ-
ÔÕË ÙÇÒË Ë ÆÑÎâ ÊÄÇÐßÇÄ, ÍÑÐÕÂÍÕËÓÖáÜËØ Ô ÒÎÑÔÍÑÔÕßá,
ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÞÏË, Â ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕ ÔËÔÕÇÏÖ ÍÂÍ
ÙÇÎÑÇ. ±ÑàÕÑÏÖ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
àÕËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ. £-ÕÓÇÕßËØ, ÄÐÇÛÐÇÇ ÒÑÎÇ,
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÇ ÒÑ ÐÑÓÏÂÎË Í ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÄÎËâÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ

ÔÄÑÃÑÆÐÞÌ ØÄÑÔÕ ÙÇÒË Ë ÐÇ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÐË ÐÂ ÒÇÕÎË, ÐË ÐÂ
ÂÆÔÑÓÃËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÖÚÂÔÕÍË ÏÑÎÇÍÖÎÞ. £ ÔÑÚÇÕÂÐËË Ô
ÅÂÖÔÔÑÄÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ àÕÑ
ÆÇÎÂÇÕ ÊÂÆÂÚÖ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ.

ªÊ-ÊÂ ÔÄÑÇÌ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ
ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÞÏ Ë, ÔÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ. ª
ËÏÇÐÐÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÔÄÑÇÌ ÒÓÑÔÕÑÕÇ ÕÂÍÂâ ÏÑÆÇÎß ÏÑÉÇÕ
ÔÎÖÉËÕß ØÑÓÑÛËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÆÎâ ÆÇÏÑÐÔÕÓÂÙËË ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ Ë ÒÑÆØÑÆÑÄ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ
×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ë ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÒÑÎÇÊÐÑÌ ÒÓË ÑÃÖÚÇÐËË
ÔÕÖÆÇÐÕÑÄ.

²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ×ËÐÂÐÔÑÄÑÌ ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ²ÑÔ-
ÔËÌÔÍÑÅÑ ×ÑÐÆÂ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ; ÅÓÂÐÕ
97-03-322661Â.
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The possibility of an exact analytical description of érst- and second-order transitions is demonstrated using a speciéc microscopic
model. Predictions using the exactly calculated partition function are compared with those based on the Landau and Young ëLee
approaches. The model employed is an adsorbed polymer chain with an arbitrary number of links and an external force applied to its
end, for which the variation of the partition functionwith the absorption interaction parameter and themagnitude of the applied force is
calculated. In the thermodynamic limit the system has two ordered phases, one isotopic and two anisotropic, each of which is
characterized by two order parameters and between which érst- and second-order transitions occur and a bicritical point exists. The
Landau free energy is found exactly as a function of each order parameter separately and, near the bicritical point, of both of them
simultaneously. An exact analytical formula is found for the distribution of the complex zeroes of the partition function at érst- and
second-order phase transitions. Hypotheses concerning the way the free energy and the positions of the complex zero scale with the
number of particles in the system N are veriéed.
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