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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

°ÆÐËÏ ËÊ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÒÑÎÑÉÇÐËÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ
âÄÎâÇÕÔâ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ, ÚÕÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕË-
ÙÂÏË ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÑÃÏÇÐÑÏ ÍÄÂÐÕÂÏË ÒÑÎâ. ¥Îâ ÆÄÖØ
ÚÂÔÕËÙ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ àÕÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÏÑÉÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÐÑÔÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ àÕËØ
ÚÂÔÕËÙ. £ÑÒÓÑÔ Ñ ÒÓËÓÑÆÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕË-
ÙÂÏË, ÐÂØÑÆâÜËÏËÔâ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ, ÄÔÇÅÆÂ
ÒÓËÄÎÇÍÂÎ ÄÐËÏÂÐËÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎÇÌ. ¥ÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÔÒÑÏ-
ÐËÕß ÆÑÎÅËÇ ÔÒÑÓÞ Ñ ÆÂÎßÐÑÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÏ ËÎË ÃÎËÊÍÑ-
ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÇ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËâ ÕÇÎ ÆÓÖÅ ÐÂ ÆÓÖÅÂ. £
ÏÇØÂÐËÍÇ ¯ßáÕÑÐÂ ÄÊÂËÏÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÕÇÎ ÆÓÖÅ ÐÂ ÆÓÖÅÂ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÔËÎÑÌ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÕÓÇÕßÇÏÖ ÊÂÍÑÐÖ
¯ßáÕÑÐÂ, ÔËÎÞ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜËÇ ÐÂ ÑÃÇ ÚÂÔÕËÙÞ, ÓÂÄÐÞ Ë
ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞ, Õ.Ç.
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ÅÆÇ r1 Ë r2 ìÄÇÍÕÑÓÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÑÃÇËØ ÚÂÔÕËÙ,U�r1; r2�ì
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙ. ³ÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ (1) ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ËÔØÑÆâ ËÊ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ
ÔÄÑÌÔÕÄÂì ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ U�r1; r2� Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÐÇ
ÏÇÐâÇÕÔâ, ÇÔÎË ÏÞ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÔÏÇÔÕËÏ ÑÃÇ ÚÂÔÕËÙÞ
ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ a:

U�r1; r2� � U�r1 � a; r2 � a� : �2�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (1) ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ
ÔÏÇÜÇÐËâ a, ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (2) ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ, ÇÔÎË

U�r1; r2� � U�r1 ÿ r2� : �3�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÕÓÇÕËÌ ÊÂÍÑÐ ¯ßáÕÑÐÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ. £ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ, ÑÆÐÂÍÑ, ÕÂÍÂâ ×ÑÓÏÖÎË-
ÓÑÄÍÂ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÊÂÍÑÐÂ ÑÃÞÚÐÑ ÐÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ, ÒÑÔÍÑÎß-
ÍÖ ¯ßáÕÑÐ, ÒÑÔÕÖÎËÓÖâ ÕÓÇÕËÌ ÊÂÍÑÐ, ËÏÇÎ Ä ÄËÆÖ
ÍÑÐÕÂÍÕÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÕÇÎ, Â ÐÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ
ÚÇÓÇÊ ÒÑÎÇ.

µÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ, ÚÕÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÆÄÖØ ÚÂÔÕËÙ ÊÂÄË-
ÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÐÑÔÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÜËÏ Ë
ÎÇÉËÕ Ä ÑÔÐÑÄÇ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜËØ ÚÂÔÕËÙ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÓÂÃÑÕÇ [1] ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ,
ÚÕÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË Ä ×ÑÐÑÐÐÑÏ
ÒÑÎÇ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÐÑÔÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÆÄÖØ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÑÄ. ±ÓËÚÇÏ àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄ ÆÎâ ÎáÃÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÞ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ àÎÇÍÕÓÑÐ-×ÑÐÑÐÐÑÌ ÔÄâÊË. ¿ÕÑ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËË Ô ËÊÄÇÔÕÐÞÏË ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÂÏË ÕÇÑÓËË ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÔËÎßÐÑÌ ÔÄâÊË.

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÃËÒÑÎâÓÑÐ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÆÄÂ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÔËÎßÐÑÏÖ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá ÔÑ ÔÓÇÆÑÌ. £ ÒÑÎâÓÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ
àÎÇÍÕÓÑÐ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖÇÕ Ô ×ÑÐÑÐÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÃËÒÑÎâÓÑÐ Ä ÒÑÎâÓÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ ÏÑÉÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÆÄÂ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÒÑÎâÓÑÐÂ. £ ÏÑÆÇÎË
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´ÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÂâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß Ë ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ

£.¥. ­ÂØÐÑ

£ ÓÂÃÑÕÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÂÐÂÎËÊËÓÖáÕÔâ ÓÂÊÎËÚËâ ÏÇÉÆÖ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏË ÕÇÑÓËâÏË ÃËÒÑÎâÓÑ-
ÐÂ Ë ÕÇÑÓËâÏË Ô ÐÂÓÖÛÇÐÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ ë
´âÃÎËÍÑÄÂ ÆÂÇÕ ÓÇÅÖÎâÓÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÄÄÇÆÇÐËâ ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÆÎâ ÆÄÖØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ ÒÑÎÇ
Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá ÏÇÉÆÖ àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË Ä ×ÑÐÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÊÂÄËÔâÜÇÏÖ
ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÐÑÔÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ±ÓËÄÑÆâÕÔâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÖÕÑÚÐÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÃËÒÑÎâÓÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÆÂÇÕ ÃÑÎÇÇ ÐËÊÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ, ÚÇÏ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÓÂÔÚÇÕÞ.
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ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ, ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÌ ±ÇÍÂÓÑÏ, ÔÚËÕÂ-
ÎÑÔß, ÚÕÑ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÓÇÛÇÕÍË âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ,
ÑÐÂ ÔÑÊÆÂÇÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÔÄâÊÞÄÂáÜËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÞ Ô ÒÓÑ-
ÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÏË ÔÒËÐÂÏË, Â àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÔÄÑËÏ àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ ÒÑÆÆÇÓÉËÄÂáÕ ÒÑÎâÓËÊÂÙËá, Õ.Ç. ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜÇÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞÏ, Â ÔËÏÏÇÕ-
ÓËâ ÄÔÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÒÑÐÕÂÐÐÑ ÐÂÓÖÛÇÐÐÑÌ.
£ÒÑÔÎÇÆÔÕÄËË ÕÇÓÏËÐ "ÃËÒÑÎâÓÑÐ" ÒÓËÑÃÓÇÎ ÃÑÎÇÇ
ÛËÓÑÍËÌ ÔÏÞÔÎ Ë ÒÓËÏÇÐâÇÕÔâ Í àÎÇÍÕÓÑÐÂÏ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄÖáÜËÏ Ô ÎáÃÞÏË ×ÑÐÑÐÂÏË, ÏÂÅÐÑÐÂÏË Ë ÆÓÖÅËÏË
ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙÂÏË.

°ÔÐÑÄÐÑÌ ÙÇÎßá ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÞ âÄÎâÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ
ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÍÂÓÕËÐÞ, ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜÇÌ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÆÄÖØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ ÒÑÎÇ Ë
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÅÑ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙ Ä ÔÎÖÚÂÇ ËØ ÔËÎßÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ Ô ÒÑÎÇÏ.±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÌ ÐËÉÇ ÒÑÆØÑÆ
ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÄÖØ ÚÂÔÕËÙ,
ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÎÖÚÂÇÄ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÒÑÎÇÏ.

°ÃÔÖÉÆÂÇÏÞÇ ÄÑÒÓÑÔÞ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÐÑÄÞÏË. £ÒÇÓ-
ÄÞÇ ÑÐË ÄÑÊÐËÍÎË ÒÓË ÒÑÒÞÕÍÇ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÕÓÂÐÔÎâ-
ÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÖá ÕÇÑÓËá ÆÎâ ÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ,
ÔËÎßÐÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÒÑÎÇÏ. ¬ÂÍ
ÃÖÆÇÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐËÉÇ, ÆÂÉÇ Ä àÕÑÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä
ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÇÆËÐÂâ ÕÑÚÍÂ ÊÓÇÐËâ.
®ÑÉÐÑ ÐÂÆÇâÕßÔâ, ÚÕÑ ÒÓÑÄÑÆËÏÞÌ ÐËÉÇ ÂÐÂÎËÊ
ÒÑÏÑÉÇÕ ÎÖÚÛÇ ÒÑÐâÕß ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÇ ÑÕÎËÚËâ ÕÓÂÐÔ-
ÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÕÇÑÓËÌ ÑÕ ÕÇÑÓËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ
ÕÂÍÂâ ÔËÏÏÇÕÓËâ ÐÂÓÖÛÇÐÂ.

2. ¶ËÊËÚÇÔÍËÇ ÑÔÐÑÄÂÐËâ ÆÎâ ÄÄÇÆÇÐËâ
ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ä ÒÓÑÃÎÇÏÇ
ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ

£ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎâÓÑÐÂ àÎÇÍÕÓÑÐ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖÇÕ Ô ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËÇÌ ÔÓÇÆÞ, ËÐÆÖÙËÓÖÇÏÑÌ ÔÂÏËÏ àÎÇÍÕÓÑÐÑÏ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, àÎÇÍÕÓÑÐ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ
j�rÿ r0�, ÅÆÇ r0 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ
âÏÞ, ÔÑÊÆÂÐÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ. £ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ Ë ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ r0 ÏÑÉÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ. ¦ÔÎË ÃÞ ÒÑÎÇj ÃÞÎÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ, ÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ r0 (Ä
ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÇÕÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÎâÓÑÐ ÒÑÍÑËÕÔâ), ÃÖÆÖÚË
ÑÆÐÂÉÆÞ ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ, ÑÔÕÂÄÂÎÂÔß ÃÞ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ. £
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÆÄÂ ÒÑÆØÑÆÂ. £ ÒÇÓÄÑÏ
ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ âÏÞ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÑ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ r0=const. ¿ÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÂÓÖ-
ÛÇÐÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË. £Ñ ÄÕÑÓÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ âÏÞ
ÐÇ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÑ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Â ÔÑÄÇÓÛÂÇÕ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÑÐÐÞÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÕÂÍ, ÚÕÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÇÇ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ Ä
ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÑÆËÐÂÍÑÄÂ. ¿ÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÑØÓÂÐÇÐËá ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË
ËÔØÑÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚË.

ªÔÕÑÓËÚÇÔÍË Ä ÕÇÑÓËË ÒÑÎâÓÑÐÂ ÄÐÂÚÂÎÇ ÃÞÎ ÓÇÂÎË-
ÊÑÄÂÐ ÒÇÓÄÞÌ ÒÑÆØÑÆ, Ä ÑÔÐÑÄÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÎÇÉÂÎÂ ÒÑÎÖ-
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ±ÇÍÂÓÂ [2]. ±ÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ âÏÂ
ÔÚËÕÂÎÂÔß ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ±ÑÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÒÑÎÇÄÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÒÑÎâÓÑÐÂ, ÑÔÐÑÄÞ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÃÞÎË ÊÂÎÑÉÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ ¶ÓÇÎËØÂ [3], ×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÑÔÕÂ-
ÄÂÎÑÔß Ä ÓÂÏÍÂØ àÕÑÌ ÉÇ ÒÂÓÂÆËÅÏÞ. ¯ÂËÃÑÎÇÇ âÓÍÑ àÕÖ
ÔËÕÖÂÙËá ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÙËÕÂÕÂ ËÊ [4]: "³ÂÏÑÊÂØÄÂÕ àÎÇÍÕÓÑÐÂ
ËÎË ÆÞÓÍË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ
ÔËÕÖÂÙËË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ ÔËÏÏÇÕÓËË Ë ÕÇÑÓËË
ÅÓÖÒÒ ÏÑÅÖÕ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÐÇÒÓÂÄËÎßÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ".

£ ÑÔÐÑÄÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÎÇÉÂÕ ÓÂÃÑÕÞ ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ
Ë ´âÃÎËÍÑÄÂ [5, 6], Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ âÏÂ ÐÇ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ±ÓË àÕÑÏ, ØÑÕâ ËÔØÑÆÐÞÌ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÊÂÒËÔÂÐ Ä ×ÑÓÏÇ, ÍÑÅÆÂ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÑ, Ô ÔÂÏÑÅÑ ÐÂÚÂÎÂ ÖÚËÕÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í r0.
¿ÕÑ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÄÇÆÇÐËâ ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÑÌ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ (ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÃÑÎÇÇ ÔÕÓÑÅÑ ì ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ). ±ÓË àÕÑÏ ÓÂÆËÖÔ-ÄÇÍÕÑÓ àÎÇÍÕÓÑÐÂ r ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ r � q� l, ÅÆÇ q ì ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÚÂÔÕß ÍÑÑÓÆËÐÂÕ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, l ì ËØ ×ÎÖÍ-
ÕÖËÓÖáÜÂâ ÚÂÔÕß. £ÔÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ [5, 6] ÄÞÓÂÉÇÐÞ Ä àÕËØ
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ q Ë l, ÐÇ ËÏÇáÜËØ ÒÓâÏÑÅÑ
×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÏÞÔÎÂ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÕÂÍÂâ
ÔËÕÖÂÙËâ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ âÏÂ, ÑÃÎÂÆÂáÜÂâ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑÌ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÑÔÕßá, ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ ÆÑÎÉÐÂ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.
¿ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÎÑ ÃÞ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËá ÓÇÛÇÐËÌ ÕÑÎßÍÑ
Ä ÄËÆÇ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ.

£ ÔËÎÖ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÕÇÑÓËâ Ô ÐÂÓÖÛÇÐÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÐÇ
ÄÄÑÆËÕ ÐÇ ËÏÇáÜËØ ÒÓâÏÑÅÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÏÞÔÎÂ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ, ÑÐÂ ÒÑÎÖÚËÎÂ ÛËÓÑÍÑÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ, Ä ÕÑ
ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÏÖ ÒÑÆØÑÆÖ ÃÞÎË
ÒÑÔÄâÜÇÐÞ ÇÆËÐËÚÐÞÇ ÓÂÃÑÕÞ. ±ÓË àÕÑÏ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ,
ÚÕÑ ÑÃÂ ÒÑÆØÑÆÂ, Õ.Ç. Ô ÐÂÓÖÛÇÐÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ Ë ÕÓÂÐÔ-
ÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÌ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÅÑ ÒÑÎâÓÑÐÂ
ÆÂáÕ Ä ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ.

³ËÕÖÂÙËâ ÏÇÐâÇÕÔâ, ÇÔÎË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÆÄÇ ÚÂÔÕËÙÞ Ä
ÒÑÎÇ. ¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâHint ÚÂÔÕËÙ Ô ÒÑÎÇÏ
Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ:

Hint � ej�r1 ÿ r0� � ej�r2 ÿ r0� ; �4�

ÅÆÇ r1 Ë r2 ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÒÇÓÄÑÌ Ë ÄÕÑÓÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ´ÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ
ÚÂÔÕËÙÂÏË Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ Ë ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÊÂÄËÔËÕ
ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕËÙÂÏË ÐËÍÑÅÆÂ ÐÇ
ÄÞÊÞÄÂÎ ÔÑÏÐÇÐËâ. £ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ àÕÑÕ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÔÓÂÊÖ Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÏÂÎÑ Ë ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÒÑ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÌ. ±ÖÔÕß, ÐÂÒÓËÏÇÓ, (4) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ
ÆÄÖØ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ ÔÑ ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. ¥Îâ
ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÒÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏ ÒÑÎâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (4) Hint

ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

Hint �
X
k

gCk

n
b�k exp

�ÿ i�r1 ÿ r0�k
��

� bk exp
�ÿ i�r2 ÿ r0�k

�� | :s :
o
; �5�

ÅÆÇ g ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÒÑÎÇÏ, Ck

ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÒÑÎÇÏ, b�k , bk ì ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÓÑÉÆÇÐËâ Ë
ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ ÍÄÂÐÕÑÄ ÒÑÎâ Ô àÐÇÓÅËÇÌ o�k�. £Ñ ÄÕÑÓÑÏ
ÒÑÓâÆÍÇ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ (5) ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

U�r1 ÿ r2� � ÿ2
X
k

g2
jCkj2
ok

cos k�r1 ÿ r2� : �6�

ªÊ (6) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÇ
ÑÃÏÇÐÑÏ ÍÄÂÐÕÂÏË ÒÑÎâ, ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÐÑÔÕË
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÚÂÔÕËÙ. ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÄÞÄÑÆ Ñ ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕËÙÂÏË ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÐÑ-
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ÔÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄ Ä ÎáÃÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. £ÕÑÓÑÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ ÊÆÇÔß ÕÑÎßÍÑ
ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÐÂÒËÔÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ (6) Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ. £ÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÄËÆÂ (6), ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÐÑÇ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÎÇÉËÕ Ä
ÑÔÐÑÄÇ ÏÐÑÅËØ ÕÇÑÓËÌ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÕÇÑÓËË ÐÖÍÎÑÐ-
ÐÖÍÎÑÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÑÏ
ÍÄÂÐÕÂÏË ÏÇÊÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ [7].

°ÔÐÑÄÐÖá ÕÓÖÆÐÑÔÕß ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÆÓÖÅÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ
ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ g4 1, Õ.Ç. ÔÎÖÚÂÌ ÔËÎßÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÒÑÎÇÏ. £ ÕÇÑÓËâØ Ô ÐÂÓÖÛÇÐÐÑÌ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÇÌ (ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÕÇÑÓËË) ÒÑÎÇ j Ä (4) Ä ÐÖÎÇÄÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕ ÍÂÍ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ, ÚÕÑ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ËÐÕÖËÕËÄÐÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá Ñ ÆÄËÉÇÐËË
ÚÂÔÕËÙÞ Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÇ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÚÂÔÕËÙ ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË Ë ÐÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ. ¹ÂÔÕËÙÞ Ä
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÄËÉÖÕÔâ Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÇ, ÒÑÎÑÉÇÐËÇ
ÍÑÕÑÓÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÑ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ³ËÕÖÂÙËâ ÔÑÄÇÓ-
ÛÇÐÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÒÑÎÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ, ÇÔÎË r0 ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÑ. ´ÇÑÓËâ ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ Ä
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá, ÍÑÕÑÓÑÇ ÊÂÄË-
ÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ r1 Ë r2 ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË, Õ.Ç. Ä ×ËÊËÚÇÔÍËØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÐÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÑÔÕßá.

£ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÕÇÑÓËâØ ÕÂÍÑÇ
ËÐÕÖËÕËÄÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÄÇÓÐÞÏ. ¶ÂÍ-
ÕËÚÇÔÍË ÆÂÉÇ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ g!1 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ñ ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÑÄÂÐËË ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÓÇÛÇÐËâ ÕÓÂÐÔÎâ-
ÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÊÂÆÂÚË ÑÛËÃÑÚÐÑ. ´ÂÍ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎâÓÑÐÂ ÔËÎßÐÑÌ ÔÄâÊË, ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÜÇÅÑ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÒÓËÏÇÓ ÚÂÔÕËÙÞ, ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÒÑÎÇÏ, ÒÑÔÎÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ, ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓÇÄÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä ÑÒÇÓÂÕÑÓ, ÅÆÇ ÐÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÕÓÂÐÔÎâÙËÌ
ÓÇÂÅËÓÖÇÕ ÎËÛß ÅÓÖÒÒÑÄÂâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ q, âÄÎâáÜÂâÔâ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÒÑÎâ.

´ÇÑÓËâ ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ âÏÂ ÐÇ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Õ.Ç. r0 ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÍÑÎÎÇÍÕËÄ-
ÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ, ÃÞÎÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ Ä [1]. ±ÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÏ
ÑÕÎËÚËÇÏ ÔÎÖÚÂâ ÆÄÖØ ÚÂÔÕËÙ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ âÄÎâÇÕÔâ
ÕÑ, ÚÕÑ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÆÎâ ÆÄÖØ
ÚÂÔÕËÙ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ Ä ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ, ËÏÇáÜËØ
×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÇ Ë ÑÕÎËÚÐÑÇ ÑÕ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ, Í ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÒÓËÄÑÆËÕ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËÇ ÆÄÖØ ÚÂÔÕËÙ Ô ÒÑÎÇÏ, ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ
ÓÂÊÐÑÔÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÆÄÖØ ÚÂÔÕËÙ.

3. £ÄÇÆÇÐËÇ ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
Ä ÕÇÑÓËË ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ

¥Îâ ÄÄÇÆÇÐËâ ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÔÎÇÆÖâ [1], ÒÇÓÇÌ-
ÆÇÏ Ä ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ (5) ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÚÂÔÕËÙ r1 Ë r2 Í
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ ËØ ÙÇÐÕÓÂ ÏÂÔÔ R � �r1 � r2�=2 Ë ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ r � r1 ÿ r2. ¥ÂÎÇÇ ÄÇÎËÚËÐÖ r0 Ä (5)
ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÐÇ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÒÑÎÑÉÇÐËÇÏ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ, Â ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ. ¦ÜÇ ÓÂÊ
ÒÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÔËÔÕÇÏÞ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÐÇ ÄÄÑÆâÕÔâ, Ë ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ,
Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÄÍÎáÚÇÐÞ ÐÇÒÑÔ-
ÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ, ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÑÆÐÖ Ë ÕÖ ÉÇ
×ËÊËÚÇÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ. ¸ÇÎßá ÄÄÇÆÇÐËâ ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞØ

ÍÑÑÓÆËÐÂÕ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÑÌ ÕÇÑÓËË. ³ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ ÒÑÎâ qk, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏË ÓÑÉÆÇÐËâ Ë
ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ ÍÄÂÐÕÑÄ ÒÑÎâ b�k , bk ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

qk � E�bk � b�ÿk����
2
p ; ÿi q

qqk
� i�b�k ÿ bÿk�

E
���
2
p ; �7�

ÅÆÇ E ì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÏÂÎÞÌ ÒaÓÂÏÇÕÓ, ÄÄÇÆÇÐÐÞÌ Ô
ÙÇÎßá ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÑÄÂÕß Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÏÂÎÑÔÕß ÚÂÔÕÑÕ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ ÒÑÎâ ok � E2nk, ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐÂ (5) ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

Hint �
X
k

2Ak cos
kr

2
exp

�
ik�Rÿ r0�

�
qk ;

Ak �
���
2
p

gCk

E
: �8�

£ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ (8) ËÐÄÂÓËÂÐÕÇÐ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÅÓÖÒÒÞ
ÕÓÂÐÔÎâÙËÌ R! R� a, qk ! qk exp�ÿika�. ¿ÕË ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÄÞÃÑÓ ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ä
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ Ä ÄËÆÇ

R � r0 � q ; �9�
ÅÆÇ r0 ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÇÌ ÚÂÔÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Â ÄÔÇ
ÕÓÂÐÔÎâÙËË ÒÓÑËÊÄÑÆâÕÔâ ÐÂÆ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ q. ³ÑÅÎÂÔÐÑ
(9), ÙÇÐÕÓ ÏÂÔÔ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ×ÎÖÍÕÖËÓÖÇÕ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÒÑÎÑÉÇ-
ÐËÇÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ. ±ÓË àÕÑÏ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑÇ Ë
ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÑÎÎÇÍ-
ÕËÄÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ q. £ÏÇÔÕÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ qk ÄÄÇÆÇÏ
ÐÑÄÞÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÒÑÎâ Qk:

qk � �Uk � EQk� exp
�ÿ i�kq�� : �10�

£ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÒÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÆÄÖØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÎáÔ ÒÑÎÇ
ÆÑÎÉÐÑ ÑÔÕÂÄÂÕßÔâ ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏ, ÐÂ ÐÑÄÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
(10) ÐÂÍÎÂÆÞÄÂáÕÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ:X

k

kv�kQk � 0 ; �11�

ÅÆÇ vk ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÚËÔÎÂ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÇ ÖÔÎÑ-
ÄËâÏ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÔÕË vÿk � v�k Ë ÖÔÎÑÄËâÏ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑ-
ÔÕËX

k

kakbv�kUk � dab : �12�

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (9) ë (12) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÍÂÐÑÐËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ, ÄÒÇÓÄÞÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÑÇ ¢ÑÅÑÎá-
ÃÑÄÞÏ Ë ´âÃÎËÍÑÄÞÏ Ä ÕÇÑÓËË ÒÑÎâÓÑÐÂ.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (8) ÄÏÇÔÕÑ R, qk ÐÑÄÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ
r0; q;Qk, ÒÓË ÖÔÎÑÄËË (11), (12) ÆÎâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÄÔÇÌ
ÔËÔÕÇÏÞ Ä [1], ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ H �
� H0 � EH1 � E2H2 � . . . ±ÓË àÕÑÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÐÖÎÇ-
ÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ H0 ÔÑÆÇÓÉËÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ, ÍÑÕÑ-
ÓÑÇ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÆÄÖØ
ÚÂÔÕËÙ r � r1 ÿ r2:

U�r1 ÿ r2� � 4
X
k

jAkj2
nk

�
cos

kr

2

��c�r���2 d3r cos k
2
�r1 ÿ r2� ;

�13�
ÅÆÇ c�r�ì ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ.
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±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÄÞÄÑÆ Ñ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕËÙÂÏË ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÐÑÔÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÚÂÔÕËÙ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÔÄâÊË.®ÂÎÑÔÕß
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ E (ÔËÎßÐÂâ ÔÄâÊß) ÐÇÑÃØÑÆËÏÂ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÕÑÅÑ,
ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (13) Ä
âÄÐÑÏ ÄËÆÇ.

²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÔÕÂÕßË [1], ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÍÑÕÑÓÑÌ
ËÊÎÑÉÇÐÞ ÄÞÛÇ, ÏÑÉÐÑ ÒÓËÏÇÐËÕß Í ÔÎÖÚÂá ÑÆÐÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ. ¥Îâ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÒÑÎÇÏ
ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:

U �
X
k

2g2
jCkj2
ok

; �14�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÓÂÔØÑÆËÕÔâ, ÇÔÎË Ä ÐÇÅÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÕß Ck, ÑÕÄÇÚÂá-
ÜÇÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ô ÒÓÑÆÑÎßÐÞÏË ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËÑÐÐÞÏË ×ÑÐÑÐÂÏË. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ,
ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÍÂÍ ÃÞÎÑ ÖÍÂÊÂÐÑ ÄÞÛÇ, Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÌ
ÒÑÆØÑÆ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÑÒËÔÂÐËË ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÍÑÑÓÆËÐÂ-
ÕÂØ, ËÏÇáÜËØ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ, ÒÓËÄÑÆËÕ Í àÐÇÓÅËË
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (14), ÍÑÕÑÓÂâ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÚÂÔÕËÙÞ. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (14) ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÍÂÍËÏ-
ÎËÃÑ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËâÏ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÑÐÑ Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÒÑÎâÓÑÐÂ ÏÂÎÑÅÑ
ÓÂÆËÖÔÂ U � e2=�~Erp�, ÅÆÇ rÿ1p ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÇÓØÐËÌ ÒÓÇÆÇÎ,
ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÑÃÓÇÊÂÇÕÔâ ÔÖÏÏÂ (14). ¶ËÊËÚÇÔÍÂâ ÒÓËÚËÐÂ
ÕÂÍÑÅÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ ÑÚeÄËÆÐÂ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ [1], àÎÇÍÕÓÑÐ Ä
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÎÖÍÕÖËÓÖÇÕ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÑÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÑÌ, ÍÑÕÑÓÂâ ÏÅÐÑÄÇÐÐÑ ÑÕÔÎÇÉËÄÂÇÕ
ÇÅÑ ÆÄËÉÇÐËÇ.

4. ¹ËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÂÔÚÇÕÞ

±ÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá àÐÇÓÅËá (13), ÄØÑÆâÜÖá Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÆÄÖØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÒÑÎÇ, Ä ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÔËÎßÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ
ÕÑÚÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÕÇÑÓËË.
ªÏÇÐÐÑ Ä àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÖÒÑÕÓÇÃÎâÇÕÔâ Ä [1] ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
"ÕÑÚÐÑÇ" ÓÇÛÇÐËÇ ÆÄÖØÚÂÔÕËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚË Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ
ÒÑÎÇ. £ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä [1] ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ ÐÇ ËÏÇáÕ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Ë ÃÞÎË ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÒÓÑËÐÕÇ-
ÅÓËÓÑÄÂÐÞ.

¡ÄÕÑÓÞ [8, 9] ÒÓËÏÇÐËÎË ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÒÓÑÃÐÞÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË Ë ÒÑÎÖÚËÎË ÆÎâ àÕËØ ÄÑÎÐÑ-
ÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ ÃÑÎÇÇ
ÐËÊÍËÇ, ÚÇÏ Ä [1]. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÇÛÇ-
ÐËâ, ÐÂÌÆÇÐÐÞÇ Ä [1], ÐÇ ÃÞÎË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÕÑÚÐÞÏË.
²ÂÔØÑÉÆÇÐËÇ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ 7 ë 14%. £ ÕÂÃÎËÙÇ ÒÓËÄÑÆâÕÔâ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÚÇÕÂ ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ: EL1,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÑÃÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ (9) Ä [8]; EL2,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÑÃÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ (11) [8]; EL ì
ÖÕÑÚÐÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ
ÔËÔÕÇÏÞ (43) Ä [1], ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä [10]. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ EL

ÎÇÉËÕ ÒÑ àÐÇÓÅËË ÐËÉÇ, ÚÇÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ

ÓÂÔÚÇÕÑÄ EL1 Ë EL2. ±ÓË àÕÑÏ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÆÂÐÐÞØ,
ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ Ä ÕÂÃÎËÙÂØ 1 ë 3 ÓÂÃÑÕÞ [1], ÑÕ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ
Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÕÑÚÐÇÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ, ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÒÓËÏÇÓÐÑ
5% [10]. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÖÕÑÚÐÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÇÕÑÄ ÆÓÖÅËØ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍËØ ÄÇÎËÚËÐ, ËÅÓÂáÜËØ ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß Ä ÕÇÑÓËË ÃËÒÑÎâ-
ÓÑÐÂ, ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [10, 11].

5. ²ÂÊÎËÚÐÞÇ ÄÂÓËÂÐÕÞ
ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÕÇÑÓËÌ

ªÔÕÑÓËÚÇÔÍË ÕÇÑÓËâ ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ ë ´âÃÎËÍÑÄÂ ÃÞÎÂ
ÑÆÐÑÌ ËÊ ÒÇÓÄÞØ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÕÇÑÓËÌ,
Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÔâ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËË
ÔÄÑÌÔÕÄ ÔËÏÏÇÕÓËË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÔËÔÕÇÏÞ, ÖÕÓÂÚËÄÂÇ-
ÏÞØ ÒÑÔÎÇ ÄÞÆÇÎÇÐËâ ËÊ ÃÑÊÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ. ®ÇÕÑÆÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ àÕÑÌ ÕÇÑÓËË
ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÐÇÌ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÒÑÎâÓÑÐÂ ÃÞÎÑ
ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÓÑÄÇÆÇÐÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÔÑ ÔÄâÊâÏË. £
ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËÇ ÔËÔÕÇÏ ÔÑ ÔÄâÊâÏË ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÓÇÛÇÐËá ÊÂÆÂÚË
ÖÔÎÑÄÐÑÅÑ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ, Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÓÇÛÇÐËâ ÕÂÍËØ ÒÓÑÃÎÇÏ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄÖÇÕ. ²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏ ÔÑ ÔÄâÊâÏË Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ ÔÕÂÎÑ ÂÍÕÖÂÎßÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ ÎËÛß ÔÒÖÔÕâ
ÚÇÕÄÇÓÕß ÄÇÍÂ ÒÑÔÎÇ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÓÂÃÑÕ ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ ë
´âÃÎËÍÑÄÂ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ Ä ËÔÍÓË-
ÄÎÇÐÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ ÐÇÒÇÓ-
ÕÖÓÃÂÕËÄÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ, ÕÂÍËØ ÍÂÍ ÍËÐÍË,
ËÐÔÕÂÐÕÑÐÞ, ÔÑÎËÕÑÐÞ Ë ÒÓ. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ Ä
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÞ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÒÑÆ-
ØÑÆÞ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÄÄÑÆâÕÔâ
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Ä ËÔØÑÆÐÑÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ ÒÑÆÑÃÐÑ
ÄÄÇÆÇÐËá r0 Ä (4), (5). ±ÓË àÕÑÏ ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ
ÔÒÑÔÑÃÞÐÂÎÑÉÇÐËâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ, ÔÑØÓÂÐâá-
ÜËØ ÒÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Ä ÔËÔÕÇÏÇ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä
ÏÇÕÑÆÇ [12, 13] ÄÏÇÔÕÑ ÖÔÎÑÄËâ ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ ë´âÃÎËÍÑÄÂ
ÒÓË ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÒÑÎâ Ä ÓâÆ ¶ÖÓßÇ Ô ÔÂÏÑÅÑ ÐÂÚÂÎÂ
ÖÏÇÐßÛÂáÕ ÚËÔÎÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ¶ÖÓßÇ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ, ÓÂÄ-
ÐÖá ÚËÔÎÖ ÄÄÑÆËÏÞØ ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ.

£ ÕÇÑÓËË ÃËÒÑÎâÓÑÐÂ ÏÇÕÑÆ ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ ë´âÃÎËÍÑÄÂ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [14, 15]. £ àÕËØ ÓÂÃÑÕÂØ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÇ ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ ë´âÃÎËÍÑÄÂ ÒÓËÏÇÐâÎÑÔß Í ÅÂÏËÎß-
ÕÑÐËÂÐÖ (5), ÐÑ ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÐÇ ÄÄÑÆËÎËÔß.
¯ÖÎÇÄÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ Ä ÕÂÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÇÏ
ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ, ÚÕÑ Ë Ä ÕÇÑÓËâØ Ô ÐÂÓÖÛÇÐÐÑÌ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÇÌ. ¬ÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎâÓÑÐÂ, àÕË ÕÇÑÓËË ÑÒÇÓËÓÖáÕ
ÕÑÎßÍÑ Ô ÓÂÔÜÇÒÎÇÐÐÞÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ
ËÏÇáÕ ÒÓâÏÑÅÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÏÞÔÎÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä
àÕËØ ÓÂÃÑÕÂØ ÐÇ ÃÞÎÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ,
ÍÑÕÑÓÂâ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ, ËÏÇáÜËÇ ×ËÊË-
ÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ, ÕÂÍËÇ ÍÂÍ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
r � r1 ÿ r2 Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ àÐÇÓÅËâ U�r1 ÿ r2�.

£ÞÛÇ ÏÞ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÆËÎË ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙ Ä ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ.
£ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÂÐÂÎËÊ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÆÑÎÉÇÐ
ÄÍÎáÚÂÕß Ä ÔÇÃâ ÖÚÇÕ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ,

´ÂÃÎËÙÂ

Z 0 0,053 0,094 0,132 0,166 0,199 0,228 0,256 0,282 0,305 0,317

EL1

EL2

EL

ÿ1,36
ÿ1,41
ÿ1,44

ÿ1,28
ÿ1,33
ÿ1,35

ÿ1,22
ÿ1,25
ÿ1,28

ÿ1,15
ÿ1,19
ÿ1,21

ÿ1,09
ÿ1,12
ÿ1,15

ÿ1,03
ÿ1,05
ÿ1,08

ÿ0,97
ÿ0,99
ÿ1,02

ÿ0,92
ÿ0,93
ÿ0,96

ÿ0,86
ÿ0,87
ÿ0,90

ÿ0,81
ÿ0,82
ÿ0,85

ÿ0,78
ÿ0,79
ÿ0,82
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ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÅÑ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕßá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔËÅÐÂÎÂ.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑÎâ Ä ÓÇÎâÕË-
ÄËÔÕÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ×ÑÓÏÖÎËÓÖáÕÔâ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÞØ, ÃÇÊÓÂÊÎËÚÐÞØ Í ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏ ÔËÏÏÇÕÓËË, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Í ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ë ÄÓÇÏÇÐË,
ÄÞÄÑÆ Ñ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÐÑ-
ÔÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÚÂÔÕËÙ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄ Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÌ ÊÆÇÔß
ÏÇÕÑÆ ÄÄÇÆÇÐËâ ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ ë´âÃÎËÍÑÄÂ Ä ÆÄÖØÚÂÔÕËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ
ÃÞÎ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÆÇÌÕÓÑÐÂ
[16]. ¿ÕÑÕ ÏÇÕÑÆ ÆÂÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍË ÍÑÓÓÇÍÕÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÆÎâ âÆÇÓÐÞØ ÔËÎ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÊÂÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÐÑÔÕË
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÖÍÎÑÐÑÄ.

¡ÄÕÑÓ ÄÞÓÂÉÂÇÕ ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß £.¬. ¶ÇÆâÐËÐÖ,
¯.®. ±ÎÂÍËÆÇ, ª.£. ±ÖÊÞÐËÐÖ, ¤.¯. ¹ÖÇÄÖ, £.¡. °ÔËÒÑÄÖ
Ë¦.¡.¬ÑÚÇÕÑÄÖ ÊÂÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ Ë ÙÇÐÐÞÇ
ÊÂÏÇÚÂÐËâ.
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Translation invariance and the problem of the bipolaron
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Differences between translation-invariant and broken-symmetry bipolaron theories are analyzed in detail. It is shown that Bogolyu-
bov ëTyablikov's canonical transformation allows collective coordinates to be introduced in a regular way for two particles in a
quantum éeld and that for the case of the polaron the resulting electron-electron interaction in a phonon éeld depends on the electron
coordinate difference alone. Predictions using a revised solution of nonlinear differential equations for a polaron are given. It is shown
that solving bipolaron equations numerically reduces total polaron energies compared to known variational results.
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