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ÚËÇ âÊÞÍÑÄ Ë ÙÇÎÇÌ ×ËÊËÍÑÄ Ë ÏÂÕÇÏÂÕËÍÑÄ ÒÓËÄÑÆËÕ
ËÐÑÅÆÂ Í ÐÇÒÓÇÑÆÑÎËÏÞÏ ÍÑÏÏÖÐËÍÂÙËÑÐÐÞÏ ÒÓÑÃÎÇ-
ÏÂÏ Ä ÑÕÐÑÛÇÐËË ÍÂÍ ÔÂÏÑÅÑ ÒÓÇÆÏÇÕÂ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ, ÕÂÍ
Ë ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ËÏÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÚËÕÂÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ. ³ÍÂÊÂÐ-
ÐÑÇ ÏÑÉÐÑ ÒÑâÔÐËÕß ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÃÎÖÉÆÂÐËÌ Ô ÊÂÙÇÒÎÇÐËâÏË ì ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ ÑÃÝÇÍÕÇ
ËÊÖÚÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË ÒÑÎËÏÇÓÑÄ. ¯ÂÚËÐÂâ Ô
70-Ø ÅÑÆÑÄ, ÒÑÔÎÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËx ÓÂÃÑÕ ¬ÑÐÄÇâ, ÒÇÓÄÞÌ
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ì ÒÑÎËÐÑÏ ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ ì
ÔÕÂÎ ÑÚÇÐß ÒÑÒÖÎâÓÇÐ Ä ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ, Ë,
ÍÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ×ËÊËÍË, ÓÂÃÑÕÂáÜËÇ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÑÒÑÎÑÅËË, ÒÑÎÖÚËÎË ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎÇÇ ÏÑÜÐÞÌ ÕÑÒÑ-
ÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ, ÚÇÏ ÒÓÑÔÕÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ¤ÂÖÔÔÂ.
¬ÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÑÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐ-
ÕÑÄ Ä ×ËÊËÍÇ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎ ÃÞÎÑ ÓÂÊÄËÕÑ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ
ÓÂÃÑÕÂØ ¡.£. £ÑÎÑÅÑÆÔÍÑÅÑ, ®.¥. ¶ÓÂÐÍ-¬ÂÏÇÐÇÙÍÑÅÑ Ë
ÆÓ. [1]. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ Ä ÒÑÆÂÄÎâáÜÇÏ
ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÇ ÓÂÃÑÕ ÒÑ ÕÑÒÑÎÑÅËË ÒÑÎËÏÇÓÑÄ ÒÓË ÏËÍÓÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÓÂÔÚÇÕÂØ ÂÄÕÑÓÞ ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ËÐÄÂÓËÂÐÕ
¤ÂÖÔÔÂ (ËÎË ÇÅÑ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÂÃÇÎÇÄÞ ÏÑÆË×ËÍÂÙËË),
ÎËÛß ÑÕÏÇÚÂâ ÐÇÒÑÎÐÑÕÖ àÕÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ. ª ÕÑÎßÍÑ
ÔÚËÕÂÐÐÞÇ ÓÂÃÑÕÞ ÒÑÔÄâÜÇÐÞ ÒÑÒÞÕÍÂÏ ÄÞÌÕË ÊÂ ÓÂÏÍË
ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ Ë ÖÚÇÔÕß ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞÌ
ØÂÓÂÍÕÇÓ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ.

°ÆÐÂ ËÊ ÒÓËÚËÐ ÕÂÍÑÌ ËÐÇÓÕÐÑÔÕË ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ,
ÄÇÓÑâÕÐÑ, Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ËÆÇË ÚÂÔÕÑ ×ÑÓÏÖ-
ÎËÓÖáÕÔâ ÍÂÍ ÕÇÑÓÇÏÞ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ, Ë ÕÓÇÃÖáÕÔâ
ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÇ ÄÊÂËÏÐÞÇ ÖÔËÎËâ ×ËÊËÍÑÄ Ë ÏÂÕÇÏÂÕËÍÑÄ,
ÚÕÑÃÞ ÄÞÓÂÃÑÕÂÕß ÑÃÜÖá ÕÑÚÍÖ ÊÓÇÐËâ Ë ÒÓÇÄÓÂÕËÕß
ÕÇÑÓÇÏÖ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ Ä ÓÇÂÎßÐÑÇ ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÑÇ
ÔÓÇÆÔÕÄÑ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÇ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË.

¸ÇÎß ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÞ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÒÑÒÞÕÍÇ ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÕß ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÞÇ ÆÑÔÕËÉÇÐËâ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÑÒÑÎÑÅËË Ë ÕÇÑÓËË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÐÂ
ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ ÆÎâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÅÑ Ë ÒÑ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÒÑÎÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÔÕÂÓÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ì
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ àÐÕÓÑÒËË ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÅÇÐÇÓËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÖÊÎÂ
Ë/ËÎË ÐÇ×ÂÐÕÑÏÐÑÌ ("ÕÇÎÇÔÐÑÌ") ÏÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÙÇÒË Ä
ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇ-
ÕËÕß, ÚÕÑ ËÊÎÑÉÇÐËÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÔÕÓÑÅËÏ
Ë ÕÂÏ, ÅÆÇ àÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÔÕÓÑÅËÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ÊÂÏÇÐÇÐÞ
×ËÊËÚÇÔÍË ÑÃÑÔÐÑÄÂÐÐÞÏË ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâÏË. £ ÙÇÎÑÏ
ÓÂÃÑÕÂ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÂÐÂÎËÊÖ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÞØ ÒÓÑÃÎÇÏ Ä
ÕÑÒÑÎÑÅËË (ÊÂÆÂÚÂÏ ÑÃ àÐÕÓÑÒËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÖÊÎÂ) Ë ËØ
ÒÓËÎÑÉÇÐËá Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ ÒÑÎËÏÇÓÐÞØ
ÔËÔÕÇÏ Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË.

³×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÏ ÍÓÂÕÍÑ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÃÑÕÞ.
1. £ÞÚËÔÎÇÐÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÆÎËÐÐÂâ ÔÎÖÚÂÌ-

ÐÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ, ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÒÑÎÐâáÜÂâ ÓÇÛÇÕÍÖ, ÑÃÓÂ-
ÊÖÇÕ ÖÊÇÎ Ä ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÐÂÒÇÓÇÆ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË
(ÓÂÊÆÇÎ 2). ¥ÂÐÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ, Ë ÒÑÍÂÊÂÐÂ
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÂâ ÔÄâÊß ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË Ô ÕÇÓÏÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ Ô
ÊÂÏÑÓÑÉÇÐÐÞÏ ËÎË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÑÏ Ä ÍÑÐ-
ÔÕÂÐÕÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ.

2. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÐÂ ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ,
ËÏÇáÜËØ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í ÕÑÒÑÎÑÅËË; Ä ÍÑÐÕÇÍÔÕÇ ÕÑÒÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍËØ ÒÓÑÃÎÇÏ ËÊÖÚÇÐÞ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ Ä ÓÂÃÑÕÇ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÅÓÖÒÒ
(ÓÂÊÆÇÎ 3). £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÔÄâÊß ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ ­âÒÖÐÑÄÂ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÔÎÖ-

ÚÂÌÐÞØ ÏÂÕÓËÙ ì ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ ÅÓÖÒÒÞ ÍÑÔ ì Ô ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍÑÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÎÑÉÐÑÔÕË ÖÊÎÂ (ÔÕÇÒÇÐË ÒÑÎËÐÑ-
ÏËÂÎßÐÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÖÊÎÂ). µÔÕÂÐÑÄÎÇÐÐÂâ ÔÄâÊß
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÂ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ àÐÕÓÑÒËË ÖÊÎÂ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐ-
ÐÑÅÑ ÍÑÔÑÌ. ±ÑÍÂÊÂÐÑ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÔÎÑÉÐÑÔÕß ÖÊÎÂ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÏÖ ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏÖ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏÖ ËÐÄÂÓËÂÐÕÖ ì ÒÓËÏËÕËÄÐÑÏÖ ÒÖÕË,
ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÏÖ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ ÒÑÎËÏÇÓÐÞØ ÙÇÒÇÌ Ô
ÊÂÙÇÒÎÇÐËâÏË.

3. ªÊÖÚÇÐÂ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ
Ä ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ
(ÓÂÊÆÇÎ 4). ³ ÒÑÏÑÜßá ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÒÑÔÕÓÑÇÐ
ÒÑÎÐÞÌ ÐÇÂÃÇÎÇÄ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ Ë ÒÑÍÂÊÂÐÑ,
ÚÕÑ ÏÐÑÅËÇ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÄÇ-
ÆÇÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏË ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐËâÏË ÔÎÇÆÖáÕ ËÊ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÕÇÑÓÇÏ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ ÅÓÖÒÒÂØ.

²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÓÇÛÇÐËâ ÒÇÓÇ-
ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÏÑÆÇÎßÐÞØ ÊÂÆÂÚ, ÒÓËÏÇÐÇÐÞ ÒÓË
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ
ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ (×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ) ÅÎÑÃÖÎÞ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÌ
ÔÑÃÑÌ ÐÇÊÂÖÊÎÇÐÐÖá ÍÑÎßÙÇÄÖá ÒÑÎËÏÇÓÐÖá ÏÑÎÇÍÖÎÖ Ô
ÑÃÝÇÏÐÞÏË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏË (ÓÂÊÆÇÎ 5).

CÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÒÓÑÃÎÇÏÂÏË, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ-
ÐÞÏË Ä ÓÂÃÑÕÇ, ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 1.

2. ¥ËÂÅÓÂÏÏÞ ÖÊÎÑÄ ÍÂÍ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÇ
ÔÒËÐÑÄÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ

2.1. ¬ÓÂÕÍËÌ ÑÃÊÑÓ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÃÎÇÏ
Ä ÕÑÒÑÎÑÅËË
£ÊÂËÏÑÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÕÂÍËØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÕÇÑ-
ÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ Ë ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË, ÍÂÍ ÕÇÑÓËâ ËÐÕÇ-
ÅÓËÓÖÇÏÞØ ÔËÔÕÇÏ, ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÂâ ÕÑÒÑÎÑÅËâ Ë ÍÑÐ-
×ÑÓÏÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÒÑÎâ, ÒÑÔÎÖÉËÎÑ ÍÂÕÂÎËÊÂÕÑÓÑÏ ÓÂÊÄË-
ÕËâ ÐÑÄÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ Ä ÕÑÒÑÎÑÅËË, Â ËÏÇÐÐÑ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ
ÖÊÎÑÄ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞØ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ.

³ÇÅÑÆÐâ ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÑÃÜÇÒÓËÐâÕÞÏ, ÚÕÑ ÔÎÇÆÖáÜËÇ
ÕÓË ÑÕÍÓÞÕËâ Ä ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ ÒÓËÐÇÔÎË ÔÄÇÉÖá
ÔÕÓÖá Ä ÕÑÒÑÎÑÅËá.

ì ¢ÞÎÂ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÂ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÂâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ
ÂÐÂÎÑÅËâ ÏÇÉÆÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÁÐÅÂ ë¢ÂÍÔÕÇÓÂ, âÄÎâá-
ÜËÏËÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÔÕË
ÕÓÂÐÔ×ÇÓ-ÏÂÕÓËÙÞ Ä ÕÇÑÓËË ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÔËÔÕÇÏ, Ë
ÑÆÐËÏ ËÊ ÆÄËÉÇÐËÌ ²ÂÌÆÇÏÂÌÔÕÇÓÂ, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞØ ÆÎâ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÖÊÎÑÄ.

ì ¢ÞÎÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ, ÚÕÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ
ÒÇÕÎË £ËÎßÔÑÐÂ c ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ¹ÇÓÐÂ ë³ÂÌÏÑÐÔÂ Ä ÕÑÒÑ-
ÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ
ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÐÇÂÃÇÎÇÄÞØ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ
ÖÊÎÑÄ Ä ÄËÆÇ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÍÑÐÕËÐÖÂÎß-
ÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ.

ì ±ÑËÔÍ ÐÑÄÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÁÐÅÂ ë¢ÂÍÔÕÇÓÂ
ÒÑÔÎÖÉËÎ ÏÑÜÐÞÏ ÔÕËÏÖÎÑÏ Í ÄÞÆÇÎÇÐËá ÕÇÑÓËË
"ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÅÓÖÒÒ" Ä ÔÂÏÑÔÕÑâÕÇÎßÐÞÌ ÓÂÊÆÇÎ ÏÂÕÇÏÂÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË.

±ÓËÄÇÆÇÐÐÞÌ ÔÒËÔÑÍ, ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑ, ÐÇ ËÔÚÇÓÒÞÄÂÇÕ
ÄÔÇØ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÞx ÆÑÔÕËÉÇÐËÌ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÊÂ
ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÆÇÔâÕß ÎÇÕ, ÑÆÐÂÍÑ ËÏÇÐÐÑ àÕË ÑÕÍÓÞÕËâ
ÄÞÊÄÂÎË ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÌ "ËÆÇÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ" ÒÑÄÑÓÑÕ Ä
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÐÂÖÍÇ: Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÕÑÒÑÎÑÅËá ÖÉÇ
ÐÇÎßÊâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÑÕÆÇÎßÐÖá, ÊÂÏÍÐÖÕÖá Ä ÔÇÃÇ
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ÑÃÎÂÔÕß ÏÂÕÇÏÂÕËÍË, ÎáÃÑÌ ÒÓÑÅÓÇÔÔ Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÕÓÇÃÖÇÕ
ÔÕÑÎßÍÑ ÖÔËÎËÌ, ÚÕÑ ÒÑÓÑÌ ÍÂÉÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÔÇÓÇÆËÐÇ 80-Ø ÅÑÆÑÄ ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÖ ÃÞÎ
ÄÞÒÖÜÇÐ "ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÆÉËÐ". °Ð ÒÑÊÄÑÎËÎ
ÔÄâÊÂÕß ÑÃÜËÏÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÏ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÑÏ ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍËÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÕÑÒÑÎÑÅËË, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË Ë
ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ. ¯ÑÄÞÌ ÒÑÆØÑÆ Í ÔÕÂÓÞÏ ÒÓÑÃÎÇÏÂÏ Ë
ËÊâÜÐÑÔÕß ËÆÇË ÒÓÑËÊÄÇÎË ÔËÎßÐÑÇ ÄÒÇÚÂÕÎÇÐËÇ ÐÂ
×ËÊËÍÑÄ Ë ÏÂÕÇÏÂÕËÍÑÄ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ Ä ÒÑÔÎÇÆÐËÇ
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÎÇÕ ÚËÔÎÑ ÓÂÃÑÕ, ÒÑÔÄâÜÇÐÐÞØ ÒÑËÔÍÖ ÐÑÄÞØ
ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÅÓÖÒÒÑÄÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÓÂÔÕÇÕ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÃÞÔÕÓÑ, ÆÂÎÇÍÑ ÄÞØÑÆâ ÊÂ ÓÂÏÍË ËÔØÑÆÐÞØ
ÑÃÎÂÔÕÇÌ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÑÄ ÐÂÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÒÓÑÐËÍÐÑ-
ÄÇÐËâ ËÆÇÌ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÅÓÖÒÒ Ä ×ËÊËÍÖ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË
ÒÓËÏÇÓÞ ÓÂÃÑÕ ÒÑ ÂÐËÑÐÐÑÌ ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË [2],
ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÃÎÖÉÆÂÐËâÏ [3], ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ ÅÂÓÏÑÐË-
ÚÇÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ [4] Ë Õ.Æ.

±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÄÓÇÏâ ÒÑÍÂÉÇÕ, âÄÎâÇÕÔâ ÕÂÍÂâ ÍÄÂÐ-
ÕÑÄÑ-ÅÓÖÒÒÑÄÂâ àÍÔÒÂÐÔËâ ×ËÊËÚÇÔÍË ÑÒÓÂÄÆÂÐÐÑÌ ËÎË
àÕÑ ÎËÛß ÆÂÐß ÏÑÆÇ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÖÉÇ ÔÇÅÑÆÐâ âÔÐÑ, ÚÕÑ
ÏÐÑÅËÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÞ ÐÂ ÐÑÄÑÏ âÊÞÍÇ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÍÑÐÔÕÓÖËÓÑÄÂÕß ÐÇÂÃÇÎÇÄÞ
ÑÃÝÇÍÕÞ Ë ÓÂÃÑÕÂÕß Ô ÐËÏË.

³ÓÇÆË ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÓÂÃÑÕ, ÒÑÔÄâÜÇÐÐÞØ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ
ÂÔÒÇÍÕÂÏ ÕÇÑÓËË ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÔËÔÕÇÏ, ÐÂÛÇ ÑÔÑÃÑÇ
ÄÐËÏÂÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÔÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÐÑ ÐÂ ÕÓÖÆÂØ, ÑÃÔÖÉÆÂá-
ÜËØ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÖÊÎÑÄ Ë ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌ ÐÂ
ÑÔÐÑÄÇ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË.
³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÓÇÍÓÂÔÐÞØ ÑÃÊÑÓÑÄ Ë ÍÐËÅ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [5, 6]), ÑÕÐÑÔâÜËØÔâ Í ÆÂÐÐÑÌ ÕÇÏÇ. ¯ÂÛÇÌ
ÙÇÎßá ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÏÒËÎâÙËâ ËÎË ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ ËØ
ÔÑÆÇÓÉÂÐËâ; Ä ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÔÆÇÎÂÐÂ ÒÑÒÞÕÍÂ ÒÑÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ Í ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞÏ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÞÏ
ÒÓÑÃÎÇÏÂÏ Ä ÕÑÒÑÎÑÅËË, Â ÕÂÍÉÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐ ÓâÆ ÄÑÒÓÑÔÑÄ,
ÎÇÉÂÜËØ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÕÑÒÑÎÑÅËË Ë ÕÇÑÓËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË.
²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÞÇ ÆÑÔÕËÉÇÐËâ
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÎÑÅËË ÕÂÍËÇ, ÍÂÍ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÕÑÒÑ-
ÎÑÅËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÖÊÎÑÄ Ë ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌ, ÓÂÊÄËÕÞÇ Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [5, 7].

¯ÂÓâÆÖ Ô ÕÂÍËÏË ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÞÏË ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎß-
ÐÞÏË ÒÓÑÃÎÇÏÂÏË ÕÑÒÑÎÑÅËË, ÍÂÍ ÍÑÐÔÕÓÖËÓÑÄÂÐËÇ
ÐÑÄÞØ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ë ËÊÖÚÇÐËÇ ÔÄÑÌÔÕÄ

ÓÂÔÔÎÑÇÐËÌ Ë ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍËØ ÍÎÂÔÔÑÄ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß
ÓâÆ ÓÑÆÔÕÄÇÐÐÞØ, ÐÑ ÅÑÓÂÊÆÑ ÏÇÐÇÇ ËÊÖÚÇÐÐÞØ ÊÂÆÂÚ.
±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ËÏÇáÕÔâ Ä ÄËÆÖ ÄÑÒÓÑÔÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô
ÄÞÚËÔÎÇÐËÇÏ "àÐÕÓÑÒËË ÖÊÎÂ". £ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ ÄËÆÇ
ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÂ ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ. ±ÖÔÕß ÇÔÕß ÓÇÛÇÕÍÂ ZZ 3, ÄÎÑÉÇÐÐÂâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÑ IR3, Ë ÒÖÔÕß ON ÇÔÕß ÂÐÔÂÏÃÎß ÄÔÇØ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ
ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÔÂÏÑÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËØÔâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ËÊ N
ÛÂÅÑÄ Ô ÑÆÐÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ ÐÂ ZZ 3. °ÃÑÊÐÂÚËÏ
ÚÇÓÇÊ o ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÍÑÐÍÓÇÕÐÖá ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËá (ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËá) ÕÓÂÇÍÕÑÓËË. ±ÓÑÃÎÇÏÂ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË PN ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÖÊÇÎ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞÌ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÇÌ o 2 ON, ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏÖ ÊÂÆÂÐ-
ÐÑÏÖ ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍÑÏÖ ÕËÒÖ. ¶ÑÓÏÂÎßÐÑ àÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÂ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:
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ÅÆÇ Invfog ÇÔÕß ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÂ ÖÊÎÂ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË fr1; . . . ; rNg;
Inv ÇÔÕß ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÌ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ, ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÊÖáÜËÌ ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍËÌ ÕËÒ ÖÊÎÂ, Ë D�x�ì ÆÇÎßÕÂ-
×ÖÐÍÙËâ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ: D�x � 0� � 1 Ë D�x 6� 0� � 0. ±ÇÓÄÂâ
ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËâ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (2.1) ÄÞÓÇÊÂÇÕ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ Ô ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ, Â ÄÕÑÓÂâ Ë ÕÓÇÕßâ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÕ
ÊÂÏÍÐÖÕÑÔÕß Ë ÔÂÏÑÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂÇÏÑÔÕß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË.

¶ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ PNfInvg ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑ-
ÄËá ÐÑÓÏËÓÑÄÍËX

po wsem gomotopi~eskim
klassam
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¿ÐÕÓÑÒËâ SNfInvg ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÖÊÎÂ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËÇÌ ÆÎËÐÞ N ÐÂ ZZ 3, ÇÔÕß
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�
ONPNfInvg
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±ÓÑÃÎÇÏÞ, ÍÂÔÂáÜËÇÔâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÐÕÓÑÒËË ÖÊÎÂ,
ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂÎËÔß Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ.
°ÆÐÂÍÑ ÆÑ ÔÇÓÇÆËÐÞ 80-Ø ÅÑÆÑÄ ÚËÔÎÑ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ

³ÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ ÊÂÆÂÚË Ë ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ
ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâØ

³ÎÖÚÂÌÐÞÇ ÃÎÖÉÆÂÐËâ Ä ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ
ÓÇÛÇÕÍÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ

¥Ë××ÖÊËâ ÐÂ ÆÄÂÉÆÞ (ÏÐÑÉÇÔÕÄÇÐÐÑ)
ÒÓÑÍÑÎÑÕÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË

±ÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÕÇÒÇÐÇÌ
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÔÎÖÚÂÌÐÑ
ÅÇÐÇÓËÓÑÄÂÐÐÞØ ÖÊÎÑÄ

ªÐÄÂÓËÂÐÕÞ ÖÊÎÑÄ Ë ÐÇÂÃÇÎÇÄÂ
ÕÇÑÓËâ ÒÑÎâ (¹ÇÓÐÂ ë³ÂÌÏÑÐÔÂ)

³ÕÂÕËÔÕËÍÂ ÓÇÛÇÕÑÚÐÞØ ÖÊÎÑÄ Ë ÕÇÓÏÑ-
ÆËÐÂÏËÍÂ ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÔÕÇÍÎÂ ±ÑÕÕÔÂ

³ÎÖÚÂÌÐÞÇ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ ÍÑÔ ®ÑÐÑÆÓÑÏËâ Ë ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞØ ÕÇÑÓËÌ

±ÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉ-
ÆÂÐËÌ ÐÂ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâØ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ

³ÎÖÚÂÌÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ
Ë "ÎÑÍÂÎßÐÞØ" ÅÓÖÒÒÂØ

´ÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ Ë
ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ

²ËÔ. 1.³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑ-ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏË ÒÓÑÃÎÇÏÂÏË. £ ÔÒÎÑÛÐÞx ÓÂÏÍÂxìÒÓÑÃÎÇÏÞ, ÑÃÔÖÉÆÇÐÐÞÇ
Ä ÓÂÃÑÕÇ, Ä ÛÕÓËØÑÄÞØ ÓÂÏÍÂØ ì ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÔÕÂÎËÔß ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÂÏË ÆÂÐÐÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ.
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ÐÑÄÞØ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÑÔÕÂÄÂÎÑÔß ÐÇÊÐÂÚË-
ÕÇÎßÐÞÏ. ¬ÂÍ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß, ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ÄÂÉÐÖá
ÓÑÎß ÆÎâ ÓÂÊÄËÕËâ ÆÂÎßÐÇÌÛËØ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËÌ ÔÞÅÓÂÎË ÓÂÃÑÕÞ ¡.£. £ÑÎÑÅÑÆÔÍÑÅÑ Ë ÆÓ. [1], ÒÑ-
ÔÄâÜÇÐÐÞÇ ÒÇÓÄÑÏÖ ÖÔÒÇÛÐÑÏÖ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËá ÐÇÂÃÇÎÇ-
ÄÞØ (ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞØ) ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ
¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ ÒÓË ÍÑÏÒßáÕÇÓÐÞØ ÓÂÔÚÇÕÂØ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÃËÑ×ËÊËÍÇ. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÊÂÆÂÚË ×ËÊËÍË ÒÑÎËÏÇÓÑÄ,
ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÐÕÓÑÒËË ÖÊÎÂ,
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5.

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ âÔÐÑÔÕß ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÃÓÂÊÂ, ÕÑÒÑ-
ÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô ÃÑÎßÛËÏ ÕÓÖÆÑÏ ÒÑÆ-
ÆÂáÕÔâ ×ÑÓÏÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÏÖ ÑÒËÔÂÐËá, ÚÕÑ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÑÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÕÓÖÆÐÑÔÕË
ÒÓË ÒÑÒÞÕÍÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ àÐÕÓÑÒËË ÖÊÎÂ
ÄÞÊÄÂÐÞ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇÏ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ
ÒÑÎÐÑÅÑ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ÆÎâ ÕÑÅÑ
ÚÕÑÃÞ ØÑÕâ ÃÞ ÑÕÚÂÔÕË ÒÓËÃÎËÊËÕßÔâ Í ÓÇÛÇÐËá ÊÂÆÂÚË
ÑÃ àÐÕÓÑÒËË ÖÊÎÂ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ, ÏÞ
ÊÂÏÇÐËÎË ÇÇ ÊÂÆÂÚÇÌ Ñ ÄÞÚËÔÎÇÐËË àÐÕÓÑÒËË ÖÊÎÂ Ô
ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ. ¥ÂÐÐÂâ ÒÓÑ-
ÃÎÇÏÂ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ËÔØÑÆÐÑÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÐË ÑÆËÐ ËÊ
ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÐÇÂÃÇÎÇÄÞØ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ
(ÒÑÎËÐÑÏÞ ¥ÉÑÐÔÂ, ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ, HOMFLY) ÐÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÚÐÞÏ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ËÔÍÎáÚÇ-
ÐËÇ ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ£ÂÔËÎßÇÄÂ [8], ÐÑ ËØ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐËÇ ÄÞØÑÆËÕ ÊÂ ÓÂÏÍË ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÞ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ÕËÒ ÖÊÎÂ ÏÞ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏ ÊÂÆÂÐËÇÏ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ.

£ ÊÂÆÂÚÂØ ÑÃ àÐÕÓÑÒËË ÖÊÎÂ ÑÔÑÃÑ ÄÂÉÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
ËÏÇÇÕ ÔËÕÖÂÙËâ, ÍÑÅÆÂ o âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ. ªÏÇÐÐÑ àÕÑÏÖ ÒÑÆÍÎÂÔÔÖ ÊÂÆÂÚ Ë ÖÆÇÎÇÐÑ
ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÐÂÌÕË ÊÂÏÍÐÖ-
ÕÖá ÕÓÂÇÍÕÑÓËá ËÊ N ÛÂÅÑÄ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ IR 3 Ä
ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÐÂÒÇÓÇÆ ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:
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ÅÆÇ g�rj�1 ÿ rj� ÇÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÐÂÌÕË (j� 1)-Ì ÛÂÅ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ÕÑÚÍÇ rj�1, ÇÔÎË j-Ì ÛÂÅ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ
rj. £ ÒÓÇÆÇÎÇ a! 0 Ë N!1 (Na � L � const) Ä ÕÓÇØÏÇÓ-
ÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
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£ÄÑÆâ ÄÓÇÏâ s ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß
×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ PNfInvg (ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2.4)) Ä
ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÏÇÓÞ
£ËÐÇÓÂ:
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£ÞÓÂÉÇÐËÇ (2.6) Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÄÑÓÑÕÂ £ËÍÂ Ë
ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ a
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÄÏÐÑÅÑÔÄâÊÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ a ËÏÇÇÏ
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¦ÔÎË ÄÔÇ ×ÂÊÑÄÞÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÞ
ÆÓÖÅ Ä ÆÓÖÅÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÌ, ÕÑ
ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ Ä (2.7) ÆÑÎÉÐÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ ÐÂ ÄÔÇ
ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ÒÖÕÇÌ. ¦ÔÎË ÉÇ ×ÂÊÑÄÑÇ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÐÇÔÄâ-
ÊÂÐÐÞØ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÕÑ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ Ä (2.7)
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÎËÛß ÐÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÇ
ÑÆÐÑÏÖ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏÖ ÕËÒÖ, ÚÕÑ ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ ÄÇÆÇÕ Í
ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÐÕÓÑÒËË ÖÊÎÂ ËÎË ÊÂÙÇÒÎÇÐËâ.

2.2. ¡ÃÇÎÇÄÞ ÒÓÑÃÎÇÏÞ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÃÎÖÉÆÂÐËÌ Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË
Ë ÐÇÒÑÎÐÑÕÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¤ÂÖÔÔÂ
°ÔÐÑÄÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËÌ ÃÞÎË ÊÂÎÑÉÇÐÞ Ä 1967 Å. ³.¶. ¿ÆÄÂÓÆÔÑÏ [9],
ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓÇÆÎÑÉËÎ ÐÑÄÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËØÔâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ, ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ Ô
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÐËÕßá (Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ) ËÎË ÑÔÑÃÑÌ
ÕÑÚÍÑÌ (Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ). ¥ÂÐÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÎÂÔß Ä ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ Ë ÓÂÐÇÇ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [10]), ÐÑ ¿ÆÄÂÓÆÔ ÃÞÎ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÒÇÓÄÞÏ,
ÍÕÑ ÑÃÓÂÕËÎ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÅÎÖÃÑÍÖá ÂÐÂÎÑÅËá ÏÇÉÆÖ
ÂÃÇÎÇÄÞÏË ÊÂÆÂÚÂÏË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË ÏÂÓÍÑÄ-
ÔÍËØ ÙÇÒÇÌ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÏË ÊÂÆÂÚÂÏË ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÏ ÒÑÎÇ (ÒÓÑÃÎÇÏÂ ¡ÓÑÐÑÄÂ ë ¢ÑÏÂ; ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕË
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÍÐËÅÇ [12], Â ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÐÑÄÞÇ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ, ÑÕÐÑÔâÜËÇÔâ Í ÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ, ÔÑÆÇÓÉÂÕÔâ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [11]).

¥ÄÖÏÇÓÐÞÌ ÄÂÓËÂÐÕ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ¿ÆÄÂÓÆÔÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕß Ô ÄÞÍÑÎÑÕÑÌ ÕÑÚÍÑÌ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ àÕÂ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÏÑÆÇÎËÓÖÇÕ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÆÎËÐÞ L Ô
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË ÐÂÚÂÎßÐÑÌ Ë ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÑÚÇÍ r0 Ë rL
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ±ÖÔÕß n ì ÚËÔÎÑ ÑÃÑÓÑÕÑÄ, ÔÆÇÎÂÐÐÞØ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÇÌ ÄÑÍÓÖÅ ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍË (ÓËÔ. 2). £ÑÒÓÑÔ
ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
Pn�r0; rL;L�.

£ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÒÖÕË C ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÚËÔÎÑÏ ÑÃÑÓÑÕÑÄ n.
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ (ÂÃÇÎÇÄ) ËÐÄÂÓËÂÐÕ
ËÊÄÇÔÕÇÐ ÍÂÍ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ¤ÂÖÔÔÂ Ë (ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ Ä ÄËÆÇ
ÍÑÐÕÖÓÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ) ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

Inv
�
r�s�	 � GfCg �

�
C

y dxÿ xdy

x2 � y2
�

�
�
C

A�r� dr � 2pn� # ; �2:8�
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ÅÆÇ

A�r� � x� r

r 2
; x � �0; 0; 1� �2:9�

Ë # ì ÖÅÎÑÄÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÙÂÏË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (2.8) Ä (2.6) Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ ÆÎâ d-×ÖÐÍÙËË
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÏÖ
ÄÞÓÂÉÇÐËá

Pn�r0; rL;L� � 1

pLa
exp

�
r20 � r2L
La

��1
ÿ1

Ijlj

�
2r0rL
La

�
�

� exp
�
il�2pn� #��dl ; �2:10�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÓÂÃÑÕÞ [9]. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÑÃÑÃÜÇÐËâ ÔÑÆÇÓÉÂÕÔâ Ä ÓÂÃÑÕÇ [11].

¶ËÊËÚÇÔÍË ÄÂÉÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ (2.10), âÄÎâÇÕÔâ àÐÕÓÑÒËÌÐÂâ ÔËÎÂ

fn�r� � ÿ q
qr

lnPn�r;L� ; �2:11�

ÆÇÌÔÕÄÖáÜÂâ ÐÂ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÕÓÂÇÍÕÑÓËá �r0 � rL � r,
# � 0� Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÏÇÐâÇÕÔâ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÒÓÇ-
ÒâÕÔÕÄËÇÏ Ë ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËË. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÒÓËÄÑ-
ÆâÕ Í ÔËÎßÐÑÏÖ ÒÓËÕâÉÇÐËá ÙÇÒË Í ÒÓÇÒâÕÔÕÄËá ÆÎâ
ÎáÃÑÅÑ n 6� 0 Ë Í ÔÎÂÃÑÏÖ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËá ÆÎâ n � 0.

¥ÓÖÅÂâ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÂâ ÊÂÆÂÚÂ, ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÂâ Ô
ÊÂÆÂÚÇÌ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ ÄÞÛÇ, ÍÂÔÂÇÕÔâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÊÂÆÂÐÐÑÌ
ÆÎËÐÞ L Ô ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÌ ÒÎÑÜÂÆßá
(Õ.Ç. Ô ÒÎÑÜÂÆßá ÔÑ ÊÐÂÍÑÏ).

°ÆËÐ ËÊ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÒÑÆØÑÆÑÄ Í ÓÇÛÇÐËá àÕÑÌ
ÊÂÆÂÚË, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÌ ÂÄÕÑÓÂÏ ÓÂÃÑÕÞ [13], ÊÂÍÎá-
ÚÂÇÕÔâ Ä ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂ-
ÐËâ (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.6)) Ô ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ

d
h
Inv
�
r�s�	ÿ Inv

i
! d

h
S
�
r�s�	ÿ S

i
; �2:12�

ÅÆÇ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÊÂÒËÔÂÐÂ Ä ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ
­ÂÐÆÂÖ:

S
�
r�s�	 � 1

2

�
C

y dxÿ xdy � 1

2

�
C

eA�r�_r ds; eA � x� r

�2:13�

(ÔÓ. Ô ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË (2.8), (2.9)).

±ÑÔÎÇ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ (2.6) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ
[12]:

PS�r0; rL;L� � 1

2p

�1
ÿ1

dg exp�iqS�Pq�r0; rL;L� ; �2:14�

ÅÆÇ

Pq�r0; rL;L� � l
4p sin�Lal=4� exp

�
l
2
�x0yL ÿ y0xL� ÿ l

4
�

� ��xL ÿ x0�2 � �yL ÿ y0�2
�
cot

Lal
4

�
�2:15�

Ë l � ÿiq.
¥Îâ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ×ÑÓÏÖÎÞ (2.14), (2.15)

ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ:

Pcl
S �N� � 2La cosh2

�
2pS
La

�
: �2:16�

²ÂÊÎËÚÐÞÇ ÂÔÒÇÍÕÞ ÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ ËÊÖÚÂ-
ÎËÔß Ä ÓÂÃÑÕÇ [11].

®ÇÉÆÖ ÊÂÆÂÚÂÏË Ñ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÃÎÖÉÆÂÐËË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË Ô ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌ ÊÂ ÑÆÐÑ ÕÑÒÑ-
ÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÇ ËÎË Ô ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÂÎÅÇÃÓÂË-
ÚÇÔÍÑÌ ÒÎÑÜÂÆßá ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÅÑ
ÓÂÊÎËÚËâ: ÑÃÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ËÏÇáÕ ÂÃÇÎÇÄÖ (Õ.Ç. ÍÑÏÏÖÕÂ-
ÕËÄÐÖá) ÒÓËÓÑÆÖ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÐÂ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÔÕÂÐÑÄËÕßÔâ ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ Ä ÔËÎÖ ÇÇ ÅÎÖÃÑÍÑÌ ÔÄâÊË
Ô ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ ·ÂÓÒÇÓÂ ë·Ñ×ÛÕÂÆÕÇÓÂ, ÍÂÔÂá-
ÜÇÌÔâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÐÂ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
ÓÇÛÇÕÍÇ Ä ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ [14]. ¥ÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ, ÒÇÓÇÒËÛÇÏ (2.4) ÔÑ ÔÆÇÎÂÐÐÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ
(2.12) Ä ÄËÆÇ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑ ÚËÔÎÖ ÛÂÅÑÄ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ (Õ.Ç. ÒÑ ÚËÔÎÖ "ÒÓÞÉÍÑÄ" àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÂ) N:

Pq�rN�1;N� 1� �
�
drNg rN�1 ÿ rN� ��

� exp

�
iq

2
x�rN � rN�1�

�
Pq�rN;N�: �2:17�

¥Îâ ÕÂÍÑÅÑ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÒÑ
ÓÇÛÇÕÍÇ ZZ 2 ÔÆÇÎÂÇÏ ÊÂÏÇÐÖ�

drNg�rN�1 ÿ rN��. . .� !
X
frNg

w�rN�1 ÿ rN��. . .� ; �2:18�

ÅÆÇ w rN�1 ÿ rN� � ì ÏÂÕÓËÙÂ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÎÑÍÂÎßÐÞØ
ÒÓÞÉÍÑÄ ÐÂ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ
w �

�
1

4
; esli �x; y� ! �x; y� 1� ili �x; y� ! �x;�1; y�;

0 w ostalxnyh slu~aqh :

8<:
�2:19�

°ÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ (Ä ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ ­ÂÐÆÂÖ) ËÏÇÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:

4

e
W�x; y; q; e� � exp

�
1

2
iqx

�
W�x; yÿ 1; q��

� exp

�
ÿ 1

2
iqx

�
W�x; y� 1; q��

� exp

�
1

2
iqy

�
W�xÿ 1; y; q��

� exp

�
ÿ 1

2
iqy

�
W�x� 1; y; q� ; �2:20�

y

0

n � 1

r0

rL

²ËÔ. 2. ³ÎÖÚÂÌÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄÃÎËÊË ÑÆÐÑÌ ÑÔÑÃÑÌ
ÕÑÚÍË Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.
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ÅÆÇ W�x; y; q; e�ì ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÂâ
ÍÂÍ W�x; y; q; e� �P1N�0 eNPS�rN;N�, Ë q ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÚÇÓÇÊ ÍÑÐÕÖÓ, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÌ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ÓÇÛÇÕÍÇ.

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÃÑÎÇÇ ËÎË ÏÇÐÇÇ ÖÔÒÇÛ-
ÐÞÇ ÒÑÒÞÕÍË ÓÇÛÇÐËâ ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÑÔÕÂÇÕÔâ ÐÇÒÑÐâÕ-
ÐÞÏ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÌ ×ÂÍÕ. ³ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑ-
ÓÑÐÞ, ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÂâ ÄÇÓÔËâ ÆÂÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ËÏÇÇÕ
ØÑÓÑÛÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÖá ÂÃÇÎÇÄÖ ÑÔÐÑÄÖ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÕ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ì
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÖá ÒÎÑÜÂÆß (ÔÏ. (2.13)). ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ,
Ä ÓÂÃÑÕÇ [15] ÃÞÎÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ·ÂÓÒÇÓÂ
(2.20), ÊÂÒËÔÂÐÐÑÇ Ä ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ Sfrg � �C y dx, ËÏÇÇÕ
ÔÍÓÞÕÖá ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÅÓÖÒÒÑÄÖá ÔËÏÏÇÕÓËá, ÔÄâÊÂÐÐÖá Ô
ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ C �-ÂÎÅÇÃÓÑÌ [16], âÄÎâáÜÇÌÔâ ÐÇÂÃÇÎÇ-
ÄÑÌ. °ÃÞÚÐÑ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ ÏÞ ÑÉËÆÂÇÏ, ÚÕÑ
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÒÓË ÔÕÓÇÏÎÇÐËË ÓÂÊÏÇÓÂ âÚÇÌÍË
ÓÇÛÇÕÍË Í ÐÖÎá ÒÓË ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÇ
ÄÔÇØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÊÂÆÂÚË ÐÇ ÏÇÐâÇÕ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ
ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÍÂÓÕËÐÞ âÄÎÇ-
ÐËâ. °ÆÐÂÍÑ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÑÒËÔÂÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË
ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏË Í ÏËÍÓÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍËÏ ÆÇÕÂÎâÏ Ë ÔËÎßÐÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÅÇÑÏÇÕÓËË
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ.

°ÆÐÑ ËÊ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÑÃÑÃÜÇÐËÌ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ
ÄÞÛÇ ÒÓÑÃÎÇÏ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÄÞÚËÔÎÇÐËË ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ, ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÅÑ Ô k > 1 ÒÓÇÒâÕÔÕÄËâÏË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÏË Ä ÕÑÚÍÂØ fr1; . . . ; rkg. ¯Â ÒÇÓÄÞÌ
ÄÊÅÎâÆ, ÏÇÕÑÆÞ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÇ ÐÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
¤ÂÖÔÔÂ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ, ÒÑÊÄÑ-
ÎâáÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑÔÕÑ ÓÇÛËÕß ÆÂÐÐÖá ÊÂÆÂÚÖ. ¥ÇÌ-
ÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÑÆÔÕÂÄËÏ Ä (2.8) ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ A�r�
Ä ÄËÆÇ

A�r1; . . . ; rk� � x�
Xk
j�1

rÿ rj

jrÿ rjj2
: �2:21�

´ÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÃÖÆÇÕ ÂÎÅÇ-
ÃÓÂËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÑÌ ÑÃÑÓÑÕÑÄ (ÔÑ ÊÐÂÍÑÏ) ÄÑÍÓÖÅ ÑÔÑÃÞØ
ÕÑÚÇÍ, ÚÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓâÏÞÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ
¤ÂÖÔÔÂ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÊÂÙÇÒÎÇÐÐÑÌ ÊÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ.

´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÆÂÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÐÇ ÓÇÛÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ
ÒÓÑÃÎÇÏÞ: Ä ÔËÔÕÇÏÇ Ô ÆÄÖÏâ ËÎË ÃoÂ ÎßÛËÏ ÚËÔÎÑÏ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË,
ÊÂÙÇÒÎÇÐÐÞÇ ÊÂ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ,
ÑÆÐÂÍÑ ÐÇ ÊÂÙÇÒÎÇÐÐÞÇ ÊÂ ÍÂÉÆÑÇ ËÊ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ ÒÑ
ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÕÂÍËØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ ÍÑÐÕÖÓ ±ÑØÅÂÏÏÇÓÂ, ËÊÑÃÓÂÉÇÐÐÞÌ ÐÂ
ÓËÔ. 3. ¯ËÍÂÍËÇ ÂÃÇÎÇÄÞ ÏÑÆË×ËÍÂÙËË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
¤ÂÖÔÔÂ ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÕÑÚÐÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÕß ÕÑÒÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ àÕÑÅÑ ÍÑÐÕÖÓÂ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÓÇ-
ÒâÕÔÕÄËâÏ.

±ÑâÔÐËÕß ÔÍÂÊÂÐÐÑÇ ÏÑÉÐÑ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÒÑÐâÕËÇ ÅÑÏÑ-
ÕÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÅÓÖÒÒÞ [17]. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ R � IR2 ÿ fr1; r2g, ÅÆÇ fr1; r2g ì ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË (ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ), Ë ÄÞÃÇ-
ÓÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÐÂÚÂÎßÐÖá ÕÑÚÍÖ r0 6� rj, j 2 �1; 2�. ²ÂÔ-
ÔÏÑÕÓËÏ ÂÐÔÂÏÃÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ, ÐÂÚËÐÂá-
ÜËØÔâ Ë ÍÑÐÚÂáÜËØÔâ Ä ÕÑÚÍÇ r0. ±ÖÔÕß g1�s� Ë g2�s�
�0 < s < L� ì ÃÂÊËÔÐÞÇ ÒÇÕÎË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÑÃØÑ-
ÆÂÏ ÄÑÍÓÖÅ ÕÑÚÇÍ r1 Ë r2 ÒÑ ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍÇ. ´Ç ÉÇ ÒÖÕË,

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÎÇÄÑÔÕÑÓÑÐÐËÏ ÑÃØÑÆÂÏ, ÑÃÑÊÐÂÚËÏ
ÍÂÍ gÿ11 �s� Ë gÿ12 �s�.

±ÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÒÖÕÇÌ ÇÔÕß ËØ ÍÑÏÒÑÊËÙËâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
g1g2 � g1 � g2. ¦ÆËÐËÚÐÞÌ (ÕÓËÄËÂÎßÐÞÌ) ÒÖÕß âÄÎâÇÕÔâ
ÑÃÝÇÆËÐÇÐËÇÏ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÒÖÕË Ô ÑÃÓÂÕÐÞÏ:

e � gig
ÿ1
i � gÿ1i gi ; i � f1; 2g : �2:22�

±ÖÕË gi�s� Ë ~gi�s� ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏË, ÇÔÎË
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÑÇ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÞØ s � s�~s�, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÇÓÇÄÑÆËÕ gi�s� Ä ~gi�s�. ¤ÑÏÑÕÑÒËÚÇ-
ÔÍËÇ ÍÎÂÔÔÞ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÖÕÇÌ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÅÓÖÒÒÖ ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÑÒÇÓÂÙËË ÖÏÐÑÉÇÐËâ; ÇÆËÐËÙÇÌ âÄÎâÇÕÔâ
ÍÎÂÔÔ ÕÓËÄËÂÎßÐÞØ ÒÖÕÇÌ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÅÓÖÒÒÂ
ËÊÄÇÔÕÐÂ ÍÂÍ ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍÂâ ÅÓÖÒÒÂ p1�R; r0�.

¬ÂÉÆÞÌ ÊÂÏÍÐÖÕÞÌ ÒÖÕß ÐÂ R ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐ ÔÎÑÄÑÏ, ÔÑÔÕÑâÜËÏ ËÊ ÐÂÃÑÓÂ "ÃÖÍÄ"
fg1; g2; gÿ11 ; gÿ12 g. ±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
(2.22), ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÔÑÍÓÂÕËÕß ÍÂÉÆÑÇ ÔÎÑÄÑ ÆÑ ÏËÐË-
ÏÂÎßÐÑÅÑ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÅÑ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÔÎÑÄÑ
W � g1g

ÿ1
2 g1g1g

ÿ1
1 gÿ12 g2g

ÿ1
1 gÿ12 ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÆÖÙËÓÑÄÂÐÑ

ÆÑ ÔÎÑÄÂ W � g1g
ÿ1
2 gÿ12 . ­ÇÅÍÑ ÒÑÐâÕß, ÚÕÑ ÔÎÑÄÑ W � e

ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÑÐÕÖÓÂÏ, ÐÇ ÊÂÙÇÒÎÇÐÐÞÏ
ÊÂ ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË. ©ÂÙÇÒÎÇÐËÇ ÐÂ ÓËÔ. 3 ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÐÇÒÓË-
ÄÑÆËÏÑÏÖ ÔÎÑÄÖ W � gÿ11 g2g1g

ÿ1
2 � 1. ¯ÇÂÃÇÎÇÄ ØÂÓÂÍÕÇÓ

ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÊÂÙÇÒÎÇÐËâ ÐÇ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ: g1g2 6� g2g1. £
ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ËÐÆÇÍÔ ÊÂÙÇÒÎÇÐËâ (ÚËÔÎÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ
ÑÃØÑÆÑÄ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ) ÆÎâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÐÂ ÓËÔ. 3 ÓÂÄÇÐ
ÐÖÎá, Õ.Ç. ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÏÖ ÍÎÂÔÔÖ ÅÑÏÑÎÑ-
ÅËÌ.

2.3. ¯ÇÂÃÇÎÇÄÞ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ÖÊÎÑÄ
£ ÔÄâÊË ÔÑ ÔÍÂÊÂÐÐÞÏ ÄÞÛÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ
ÔÂÏÞÇ ÑÚÇÄËÆÐÞÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ÍÂÔÂá-
ÜËÇÔâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÖÊÎÂ ÒÓË
ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÊÂÏÞÍÂÐËË ÍÑÐÙÑÄ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÃÎÖÉÆÂÐËâ, ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÊÖÚÇÐÞ Ô ÒÑÏÑÜßá ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÂ ¤ÂÖÔÔÂ ËÊ-ÊÂ ÇÅÑ ÐÇÒÑÎÐÑÕÞ.

±ÓÑÓÞÄ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÃÞÎ ÔÆÇÎÂÐ Ä 1975 ë 1976 ÅÅ. Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [1], Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÃÞÎÑ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÇ (ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÞÇ) ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ¡ÎÇÍÔÂÐ-
ÆÇÓÂ ÆÎâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ, ÅÇÐÇÓËÓÑÄÂÐÐÞØ ÐÂ
ÍÑÏÒßáÕÇÓÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ ®ÑÐÕÇ-¬ÂÓÎÑ. ±ÑÔÎÇ
àÕËØ ÓÂÃÑÕ ÔÕÂÎÑ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÎËÐÑÏÞ ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ,
âÄÎââÔß ÐÇÔÓÂÄÐËÏÑ ÃÑÎÇÇ ÔËÎßÐÞÏË ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË, ÚÇÏ
ËÐÕÇÅÓÂÎ ¤ÂÖÔÔÂ, ÏÑÅÖÕ ÔÎÖÉËÕß Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÖÆÑÃÐÑÅÑ
ÔÓÇÆÔÕÄÂ ÒÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-

²ËÔ. 3. ¬ÑÐÕÖÓ ±ÑØÅÂÏÏÇÓÂ, ÊÂÙÇÒÎÇÐÐÞÌ ÊÂ ÑÃÂ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËâ ÔÓÂÊÖ,
ÐÑ ÐÇ ÊÂÙÇÒÎÇÐÐÞÌ ÊÂ ÍÂÉÆÑÇ ËÊ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË.
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ÔÍËÏË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË. ³ÕÂÕËÔÕËÍÑ-ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ÒÑÆ-
ØÑÆ, ÓÂÊÄËÕÞÌ Ä [1], ÑÍÂÊÂÎÔâ ÄÇÔßÏÂ ÒÎÑÆÑÕÄÑÓÐÞÏ, Ë
ÑÔÐÑÄÐÞÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ Ñ
ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄÂØ ÖÊÎÑÄ Ë ÊÂÙÇ-
ÒÎÇÐËÌ ÒÑÎÖÚÇÐÞ ËÏÇÐÐÑ Ô ÒÑÏÑÜßá àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ Ë ÇÅÑ
ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ÏÑÆË×ËÍÂÙËÌ.

£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÆØÑÆ Í
ÓÇÛÇÐËá ÃÂÊËÔÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË
ÖÊÎÑÄ ì ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÐÂÌÕË ÖÊÇÎ, ÅÇÐÇÓËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË. ±ÓË ÓÇÛÇÐËË àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ÏÞ âÄÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÎË ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÞÇ ÆÑÔÕËÉÇÐËâ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÎÑ-
ÅËË, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÔÚËÕÂÇÏ ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÞÏ ÍÓÂÕÍÑ
ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÔØÇÏÖ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ¥ÉÑÐÔÂ,
ÔÎÇÆÖâ ÒÑÆØÑÆÖ ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ.

2.3.1. ¯ÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß ±ÑÕÕÔÂ Ë ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ
ÃËØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÒÑÎËÐÑÏÞ. ·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÂâ ÏÑÆÇÎß ±ÑÕÕÔÂ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÅÓÂ×ÂÏ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ [18, 19].
¥ÂÐÐÖá ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËá ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÑÃÑÃÜËÕß ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ
ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ Ô ÃÇÔÒÑÓâÆÍÑÏ Ä ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ.

¯ÂÒÑÏÐËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÔÄÇÆÇÐËâ, ÍÂÔÂá-
ÜËÇÔâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ Ä ÄËÆÇ ÃËØÓÑÏÂÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎËÐÑÏÂ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÒÎÑÔÍËÌ
ÅÓÂ× L Ô N ÄÇÓÛËÐÂÏË. ³ÑÒÑÔÕÂÄËÏ ÍÂÉÆÑÌ ÄÇÓÛËÐÇ
ÅÓÂ×Â ÔÒËÐÑÄÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá si �i 2 �1;N��, ÒÓËÐËÏÂá-
ÜÖá q ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÕ 1 ÆÑ q ÐÂ ÔËÏÒÎÇÍÔÇ. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ,
ÚÕÑ ÄÍÎÂÆ Ä àÐÇÓÅËá ÆÂÇÕ ÎËÛß ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÔÑÔÇÆÐËØ
ÔÒËÐÑÄ, Õ.Ç. ÔÒËÐÑÄ, ÔÑÇÆËÐÇÐÐÞØ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ ÓÇÃÓÑÏ
ÅÓÂ×Â. °ÒÓÇÆÇÎËÏ àÐÇÓÅËá ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÒËÐÑÄ ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

Ekl � Jkl d�sk; sl� �
� Jkl ; sk � sl ; �sk; sl� ÿÿ sosedi ;

0 w ostalxnyh slu~aqh;

�
�2:23�

ÅÆÇ Jkl ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÏÑÉÇÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÓÂÊÐÞÇ ÊÐÂ-
ÚÇÐËâ ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÓÇÃÇÓ ÅÓÂ×Â; ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ sk � sl
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÑÔÇÆÐËÇ ÔÒËÐÞ ÒÓËÐËÏÂáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÐÂ ÔËÏÒÎÇÍÔÇ.

³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÊÂÒËÔÂÐÂ ÍÂÍ

Zpotts �
X
fsg

exp

�X
fklg

Jkl
T

d�sk; sl�
�
; �2:24�

ÅÆÇ Tì ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ.
£ ÔÎÖÚÂÇ q � 2 ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2.24) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÕÂÐ-

ÆÂÓÕÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ ÏÑÆÇÎË ªÊËÐÅÂ Ô ÃÇÔÒÑÓâÆÍÑÏ
Ä ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ì ÏÑÆÇÎË, ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ
ËÊÖÚÂáÜÇÌÔâ Ä ÕÇÑÓËË ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÕÇÍÑÎ [20].

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÏÑÆÇÎß ±ÑÕÕÔÂ Ä ÄËÆÇ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÅÓÂ×ÂÏ, ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá
ÔÖÏÏÖ (2.24) Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

Zpotts �
X
fsg

Y
fklg

�
1� vkl d�sk; sl�

�
; vkl � exp

�
Jkl
T

�
ÿ 1:

�2:25�
¦ÔÎË ÅÓÂ× L ËÏÇÇÕ N ÄÇÓÛËÐ, ÕÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ (2.25)

ÔÑÆÇÓÉËÕ N ÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ. ¬ÂÉÆÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ

ÍÑÏÃËÐÂÙËÌ ÆÄÖØ ÚÎÇÐÑÄ: 1 Ë vkl d�sk; sl�. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ (2.25) ÓÂÊÎÂÅÂÇÕÔâ Ä ÔÖÏÏÖ 2N

ÚÎÇÐÑÄ.
¬ÂÉÆÞÌ ÚÎÇÐ ÔÖÏÏÞ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÄÑ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑ-

ÊÐÂÚÐÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÚÂÔÕßá ÅÓÂ×Â L. ¥Îâ
ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÔÆÇÎÂÕß àÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÃÑÎÇÇ âÔÐÞÏ,
ÒÑÕÓÇÃÖÇÏ, ÚÕÑÃÞ ÍÂÉÆÞÌ ÚÎÇÐ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÎ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ N ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ, ÒÑ
ÑÆÐÑÏÖ ÑÕ ÍÂÉÆÑÅÑ ÓÇÃÓÂ ÅÓÂ×Â. ±ÓËÏÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ
ÒÓÂÄËÎÂ:

(Â) ÇÔÎË ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÓÇÃÓÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ
ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎß ÓÂÄÇÐ 1, ÕÑ ÏÞ ÖÃËÓÂÇÏ ÆÂÐÐÑÇ ÓÇÃÓÑ ËÊ
ÅÓÂ×Â L;

(Ã) ÇÔÎË ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÓÇÃÓÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ
ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎß ÓÂÄÇÐ vkl d�sk; sl�, ÕÑ ÏÞ ÑÔÕÂÄÎâÇÏ ÐÂ
ÏÇÔÕÇ ÆÂÐÐÑÇ ÓÇÃÓÑ Ä ÅÓÂ×Ç.

±ÑÔÎÇ ÒÑÄÕÑÓÇÐËâ ÒÑÆÑÃÐÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ ÔÑ ÄÔÇÏË
ÓÇÃÓÂÏË ÅÓÂ×Â ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÇ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÄÔÇÏË ÚÎÇÐÂÏË ÔÖÏÏÞ (2.25) Ë ÐÂÃÑÓÑÏ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ (ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÔÄâÊÐÞØ) ÅÓÂ×Â L.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕËÒËÚÐÞÌ ÅÓÂ×G, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÌm ÓÇÃÇÓ Ë
C ÔÄâÊÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ, ÒÓË àÕÑÏ ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÖá ÄÇÓÛËÐÖ
ÅÓÂ×Â ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÑÆÐÖ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ. ¯ÂÎË-
ÚËÇ d-×ÖÐÍÙËÌ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (2.25) ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑ ÔÒËÐÑÄ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÑÆÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÑÔÎÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÄÔÇÏ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏ ÔÒËÐÂÏ Ë ÄÔÇÏ
ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÓÂÊÃËÇÐËâÏ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÅÓÂ×Â ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ
ÒÑÆÅÓÂ×ÑÄ G ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÐÑÄÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ ±ÑÕÕÔÂ (2.24)

Zpotts �
X
fGg

qC
Ym
fklg

vkl ; �2:26�

ÅÆÇ
Qm
fklg ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏ ÓÇÃÓÂÏ ÅÓÂ×Â G.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2.26) ÒÓË vkl � v ÆÎâ ÄÔÇØ
fk; lg ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ
ÔÕÂÕÔÖÏÏÞ ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ Ä ÄËÆÇ ÃËØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎËÐÑÏÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [18, 19]).

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (2.26) ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÂÐÂÎË-
ÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÔÒËÐÑÄ ±ÑÕÕÔÂ ÐÂ ÐÇÙÇ-
ÎÞÇ Ë ÆÂÉÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ q. £ ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ
ÓÂÊÆÇÎÂØ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÍÂÍ ÆÂÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÂÎÅÇ-
ÃÓÂËÚÇÔÍËÏË ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË ÖÊÎÑÄ.

2.3.2. ¥ÄËÉÇÐËâ ²ÂÆÇÏÂÌÔÕÇÓÂ Ë ÔÄâÊß ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ô ÄÇÓÛËÐÐÞÏË ÏÑÆÇÎâÏË. ±ÖÔÕß K ì ÖÊÇÎ
ËÎË ÊÂÙÇÒÎÇÐËÇ, ÄÎÑÉÇÐÐÞÇ Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÇÍÙËá K ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕß Ë ÒÑÎÖÚËÏ ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÖá ÆËÂÅÓÂÏÏÖ ÖÊÎÂ (ÕÂÍÉÇ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏÖá K) Ä
ÑÃÜÇÏ ÒÑÎÑÉÇÐËË, Õ.Ç. Ä ÔËÕÖÂÙËË, ÍÑÅÆÂ Ä ÑÆÐÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÐÂ ÒÓÑÇÍÙËË ÒÇÓÇÔÇÍÂÇÕÔâ ÐÇ ÃÑÎÇÇ ÆÄÖØ ÖÚÂÔÕÍÑÄ K.
°ÒÓÇÆÇÎËÏ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÒÓÑØÑÆÞ Ë ÒÇÓÇ-
ØÑÆÞ, Õ.Ç. ÖÚÂÔÕÍË ÒÖÕÇÌ, ÒÓÑØÑÆËÏÞÇ "ÔÄÇÓØÖ" ËÎË
"ÔÐËÊÖ" Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÇÌ ÖÊÎÂ
K Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

¥Îâ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÖÊÎÂ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ô ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇ-
ÏÑÌ ÒÓÑØÑÆÑÄ Ë ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÔÎÇÆÖáÜÂâ
ÕÇÑÓÇÏÂ (¬. ²ÂÆÇÏÂÌÔÕÇÓ [22]).

¥ÄÂ ÖÊÎÂ Ä IR3 ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ
ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐÞ ÑÆËÐ Ä ÆÓÖÅÑÌ ÕÑÅÆÂ Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ,
ÍÑÅÆÂ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÑÆÐÑÅÑ ÖÊÎÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏË-
ÓÑÄÂÐÂ Ä ÆËÂÅÓÂÏÏÖ ÆÓÖÅÑÅÑ ÖÊÎÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÑÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑÔÕË ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ I, II Ë III, ËÊÑÃÓÂÉÇÐÐÞØ
ÐÂ ÓËÔ. 4.
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¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÆÂÐÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÞ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä ÓÂÃÑÕÇ
[22]. ¥ÄÂ ÖÊÎÂ ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ÓÇÅÖÎâÓÐÑ ËÊÑÕÑÒËÚÇÔÍËÏË,
ÇÔÎË ÑÐË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÕÓÂÐÔ×ÑÓ-
ÏËÓÑÄÂÐÞ ÆÓÖÅ Ä ÆÓÖÅÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÆÄËÉÇÐËÌ ²ÂÆÇÏÂÌ-
ÔÕÇÓÂ II Ë III; ÇÔÎË ÉÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÑÆÐÑÅÑ ÖÊÎÂ Ä
ÆÓÖÅÑÌ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÔÇØ ÆÄËÉÇÐËÌ, ÕÑ
ÖÊÎÞ ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ÂÏÃËÇÐÕÐÑ ËÊÑÕÑÒËÚÇÔÍËÏË. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ
ËÊ ÓËÔ. 4, ÆÄËÉÇÐËÇ ²ÂÆÇÏÂÌÔÕÇÓÂ I ÄÇÆÇÕ Í ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá
ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË ÐÂ ÒÓÑÇÍÙËË ÒÓË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏ ÔÕâÅËÄÂÐËË
ÒÇÕÎË, Ë ÆÂÐÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÒÓÇÜÇÐÐÞÏ ÆÎâ
ÅÎÂÆÍËØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ Ä
ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÄÔÇ ÖÊÎÞ (ÊÂÙÇÒÎÇÐËâ)
âÄÎâáÕÔâ ÂÏÃËÇÐÕÐÑ ËÊÑÕÑÒËÚÇÔÍËÏË.

°ÒËÛÇÏ ÕÇÒÇÓß ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËá ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÞØ ÔÍÑ-
ÃÑÚÐÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ, ÔÎÇÆÖâ ËÆÇâÏ ­. ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ [7, 23].
¿ÕË ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ä ÄËÆÇ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÑÔÖÜÇÔÕ-
ÄÎâÇÕÔâ ÒÑ ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏ ×ÑÓÏÂÎßÐÞÏ ÔÕÇÒÇ-
ÐâÏ ÔÄÑÃÑÆÞ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ 2D-ÆËÂÅÓÂÏÏÖ ÖÊÎÂ Ô ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ
ÒÓÑØÑÆÑÄ Ë ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÍÂÍ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÐÇÓÇÅÖÎâÓÐÖá
ÓÇÛÇÕÍÖ (ÅÓÂ×). £ÔÇ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÐÂ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ ÒÑÏÇÔÕËÏ
Ä ÄÇÓÛËÐÞ ÓÇÛÇÕÍË Ë ÒÓËÄÇÆÇÏ ËØ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ Í
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏÖ ÒÑÎÑÉÇÐËá, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËÇÔâ
ÖÚÂÔÕÍË ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
ÄÇÓÛËÐÞ Ë ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÖÅÎÞ �p=4 Ô ÑÔßá x. ®ÑÉÐÑ
ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÐËÉÇÔÎÇÆÖáÜËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÔÒÑÔÑÃÂ ÔÕÂÐÆÂÓÕËÊÂÙËË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÄÂ
ÕËÒÂ ÄÇÓÛËÐ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ
bi � �1, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ:

³ÎÇÆÖáÜËÌ ÛÂÅ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÂÎÅÇÃÓÂË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÍÂÍ ÔÖÏÏÞ ÒÑ ÆÄÖÏ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ
ÔÒÑÔÑÃÂÏ ÓÂÊÓÇÊÂÐËâ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ Ä ÄÇÓÛËÐÇ, Â ËÏÇÐÐÑ
ÏÞ ÒÓËÒËÔÞÄÂÇÏ ÍÂÉÆÑÏÖ ÓÂÊÓÇÊÂÐËá ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ
ÄÇÔÂ ÒÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÒÓÂÄËÎÂÏ: ÄÇÔ A ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÏÖ Ë
ÄÇÔ B ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÏÖ ÓÂÊÓÇÊÂÐËâÏ ÆÎâ ÄÇÓÛËÐÞ ÕËÒÂ (Â);
ÄÇÔ B ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÏÖ Ë ÄÇÔ A ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÏÖ ÓÂÊÓÇÊÂ-
ÐËâÏ ÆÎâ ÄÇÓÛËÐÞ ÕËÒÂ (Ã). ³ÍÂÊÂÐÐÑÇ ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË
ÏÑÉÐÑ ËÊÑÃÓÂÊËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ A Ë B ÃÖÆÖÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÒÑÊÆÐÇÇ.

¥Îâ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÖÊÎÂ Ô N ÄÇÓÛËÐÂÏË ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ 2N

ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÏËÍÓÑÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÍÂÉÆÑÇ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÂÃÑÓ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÓÂÊÓÇÊÂÐËÌ ÄÔÇØ N
ÄÇÓÛËÐ. ¬ÂÉÆÑÇ ÏËÍÓÑÔÑÔÕÑâÐËÇ S ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËá ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÖÊÎÂ (ÊÂÙÇÒÎÇÐËâ) Ä ÐÂÃÑÓ ÐÇÒÇÓÇÔÇ-
ÍÂáÜËØÔâ Ë ÔÂÏÑÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËØÔâ ÙËÍÎÑÄ. ¹ËÔÎÑ
ÙËÍÎÑÄ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÏËÍÓÑÔÑÔÕÑâÐËâ S ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏ
ÚÇÓÇÊ S. ­. ¬ÂÖ××ÏÂÐÖ ([7]) ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÔÖÏÏÖ

hKi �
X
fSg

dSÿ1AiB j ; �2:27�

ÅÆÇ
P
fSg ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏ 2N ÓÂÊÓÇÊÂÐËâÏ

ÅÓÂ×Â, i Ë j � Nÿ i ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÚËÔÎÂ ÄÇÓÛËÐ Ô
ÄÇÔÂÏË A Ë B ÆÎâ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ ÐÂÃÑÓÂ ÄÔÇØ ÓÂÊÓÇÊÂÐËÌ,
ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÏËÍÓÑÔÑÔÕÑâÐËá S.

±ÑÎËÐÑÏ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ A, B Ë d, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ
ÔÕÂÕÔÖÏÏÑÌ (2.27), ÇÔÕß ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ
ÓÇÅÖÎâÓÐÑ ËÊÑÕÑÒËÚÇÔÍËØ ÖÊÎÑÄ ÕÑÅÆÂ Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ,
ÍÑÅÆÂ ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË A, B Ë d ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ
ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ:

AB � 1 ;

ABd� A2 � B2 � 0 : �2:28�

±ÓËÄÇÆÇÏ ÍÓÂÕÍÑ ÔØÇÏÖ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ-
ÐÖá Ä ÓÂÃÑÕÇ [7]. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ h. . .i ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ
ÄÇÔ ÖÊÎÂ ËÎË ÇÅÑ ÚÂÔÕË. £ÇÎËÚËÐÂ hKi ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÄÔÇØ ÄÇÔÑÄÞØ ÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ ÑÕ ÄÔÇØ ÚÂÔÕÇÌ
ÆËÂÅÓÂÏÏÞ. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÄÇÆÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ
ÓÂÊÓÇÊÂÐËÌ, ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ, ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÞÇ ÆÎâ ÐÇÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÐÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ,

ÆÑÒÑÎÐÇÐÐÞÇ ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË

K [O

� � d


K
�
; esli K ne pusto; �2:30�

ÅÆÇ O ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÑÆËÐÑÚÐÖá ÕÓËÄËÂÎßÐÖá ÒÇÕÎá.
³ÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÍÎÖÃÍÂ (skein relations; ÔÏ. ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

(2.29)) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ ÄÞÛÇ ÄÇÔÂÏ ÅÑÓË-
ÊÑÐÕÂÎßÐÞØ Ë ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞØ ÓÂÊÓÇÊÂÐËÌ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2.30) ÆÂÇÕ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÄÇÔ ÍÑÏÒÑÊËÙËË
ÖÊÎÂ Ô ÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÒÇÕÎÇÌ. ¿ÕË ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÒÓÂÄËÎÂ
ÔÕÓÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÆÎâ ÊÂ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ ÖÊÎÂ, Õ.Ç. ÆÎâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÚÂÔÕË ÖÊÎÂ ÊÂ
ÒÓÇÆÇÎÂÏË ÔÍÑÃÑÍ (ÔÏ. ÄÞÛÇ). ±ÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÒÑÎËÐÑÏ
ÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÖÊÎÂ ÓÂÄÇÐ ÇÆËÐËÙÇ:

hOi � 1 : �2:31�

´ÇÒÇÓß ÑÔÕÂÎÑÔß ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËË ÏÇÉÆÖ A, B Ë d ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ
(2.27) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ
ÖÊÎÂ. ¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÑÔÐÑÄÂÐÑ ÐÂ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÒÓÑÄÇÓÍÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÔÕÂÕÔÖÏÏÞ hKi ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá
Í ÆÄËÉÇÐËâÏ ²ÂÆÇÏÂÌÔÕÇÓÂ II Ë III. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ

²
ÇÅ
ÖÎ
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Ð
Ââ

ÍÑ
Ï
Ò
Ñ
ÊË
Ù
Ë
â

¡
Ï
Ã
Ë
ÇÐ
ÕÐ

Ââ
Ë
ÊÑ
ÕÑ

Ò
Ë
â

²ËÔ. 4. ¥ÄËÉÇÐËâ ²ÂÆÇÏÂÌÔÕÇÓÂ I, II Ë III.

bi � �1,(Â) bi � ÿ1.(Ã)

A

B

Ë

B

A

A+ B,=

B+ A,=

(2.29)
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ÆÄËÉÇÐËâ ÕËÒÂ II ËÏÇÇÏ

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá ÍÑ
ÄÕÑÓÑÏÖ ÆÄËÉÇÐËá ²ÂÆÇÏÂÌÔÕÇÓÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÇÏÇÆ-
ÎÇÐÐÑ ÒÑÎÖÚÇÐÂ, ÇÔÎË ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÄÇÔÂ Ä
ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÔÕÓÑÍÇ ÙÇÒÑÚÍË (2.32) ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ä ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËË (2.28). ¯ÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÓÑÄÇÓÍÑÌ ÏÑÉÐÑ ÖÃÇ-
ÆËÕßÔâ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ
ÔÕÂÕÔÖÏÏÞ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÕÓÇÕßÇÏÖ ÆÄËÉÇÐËá ²ÂÆÇ-
ÏÂÌÔÕÇÓÂ ÐÇ ÐÂÓÖÛÂÇÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (2.28).

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (2.28) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÇÓÇÒËÔÂÐÞ Ä ÄËÆÇ

B � Aÿ1; d � ÿA2 ÿ Aÿ2 ; �2:33�

ÚÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ (2.27) âÄÎâÇÕÔâ
ÎÑÓÂÐÑÄÔÍËÏ ÒÑÎËÐÑÏÑÏ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ A.

­. ¬ÂÖ××ÏÂÐ ÕÂÍÉÇ ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ ÆÎâ ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐ-
ÐÞØ ÖÊÎÑÄ (ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌ) ËÐÄÂÓËÂÐÕ ÂÏÃËÇÐÕÐÑ ËÊÑÕÑÒËÚÇ-
ÔÍËØ ÖÊÎÑÄ (Õ.Ç. ÆËÂÅÓÂÏÏ, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá
ÍÑ ÄÔÇÏ ÕÓÇÏ ÆÄËÉÇÐËâÏ ²ÂÆÇÏÂÌÔÕÇÓÂ) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

f �K� � �ÿA�3Tw�K�hKi ; �2:34�

ÅÆÇ Tw�K� ì ÍÓÖÚÇÐËÇ (twisting) ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÖÊÎÂ, Õ.Ç.
ÔÖÏÏÂ ÄÔÇØ ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÐÞØ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ ÖÚÂÔÕÍÑÄ ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÞ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓÂÄËÎÖ:

(ÐÇ ÒÖÕÂÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Tw�K� Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ bi, ÄÄÇÆÇÐ-
ÐÞÏ ÄÞÛÇ). µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.34) ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÕÂÍÑÌ ÙÇÒÑÚÍË
ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ:

°ÒËÔÂÐÐÂâ ÄÇÓÛËÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß Ë ÔÍÑÃÑÚÐÞÇ ÒÑÎË-
ÐÑÏÞ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ¬ÂÖ××ÏÂÐÑÏ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕÔâ, ÐÂ
ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ, ÑÚÇÐß ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÞÏË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ËÔÒÑÎßÊÖáÕ Ä ÔÄÑÇÏ ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÕÂÍËÇ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÇ
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÒÓÂÄËÎÂ, ÍÂÍ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ "ÐÇ×ËÊË-
ÚÇÔÍËÏ" ÔÕÇÒÇÐâÏ ÔÄÑÃÑÆÞ ì ÓÂÊÓÇÊÂÐËâÏ ÄÑ ÄÔÇØ
ÄÇÓÛËÐÂØ. °ÆÐÂÍÑ ÑÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÞÇ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÞ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ f �K��A� ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌA ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô
ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË ¥ÉÑÐÔÂ V�t� ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ t, ÅÆÇ t � A1=4.
±ÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÞÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ V�t� ÃÞÎË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ
ÄÒÇÓÄÞÇ £.¶.². ¥ÉÑÐÔÑÏ ÒÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÍÑÔ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 3). ¥ÉÑÐÔÖ ÖÆÂÎÑÔß ÑÃÐÂÓÖ-
ÉËÕß ÅÎÖÃÑÍÖá ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË ÅÓÖÒÒÞ ÍÑÔ

Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÁÐÅÂ ë¢ÂÍÔÕÇÓÂ, âÄÎâáÜËÏËÔâ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÔÕË ÕÓÂÐÔ×ÇÓ-ÏÂÕÓËÙÞ
[6].

2.4. ²ÇÛÇÕÑÚÐÞÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÖÊÎÑÄ Ë ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌ
ÍÂÍ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß ±ÑÕÕÔÂ
±ÇÓÄÂâ ÒÑÒÞÕÍÂ ÒÓËÏÇÐËÕß ËÐÄÂÓËÂÐÕ ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ ÓÇÅÖ-
ÎâÓÐÑ ËÊÑÕÑÒËÚÇÔÍËØ ÖÊÎÑÄ ÒÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏË
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË Ä ÖÊÍÑÌ ÒÑÎÑÔÕË ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÒÓËÐâÕÂ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [24]. ¯ËÉÇ ÏÞ ÓÂÊÄËÄÂÇÏ ËÆÇË ÓÂÃÑÕÞ [24],
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÖÊÎÂ ÍÂÍ ÔÒÇÙË-
×ËÚÇÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌ ÊÂÏÑÓÑÉÇÐÐÑÅÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÂ.

®ÑÆÇÎß, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÂâ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÂ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. £ÑÊßÏÇÏ ÍÄÂÆÓÂÕÐÖá
ÓÇÛÇÕÍÖM, ÒÑÄÇÓÐÖÕÖá ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ p=4 ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í
ÑÔË x, Ë ÔÒÓÑÇÙËÓÖÇÏ ÐÂ ÐÇÇ ÖÊÇÎ K, ÄÎÑÉÇÐÐÞÌ Ä IR3, ÕÂÍ,
ÚÕÑÃÞ: Â) ÍÂÉÆÂâ ÕÑÚÍÂ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÖÊÎÂ
ÔÑÄÒÂÆÂÎÂ Ô ÍÂÍÑÌ-ÐËÃÖÆß ÄÇÓÛËÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË; Ã) ÐÇ
ÃÞÎÑ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÄÇÓÛËÐ ÓÇÛÇÕÍË (ÓËÔ. 5). £ ÍÂÉÆÑÌ
ÄÇÓÛËÐÇ ÓÇÛÇÕÍË ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÒÓÑØÑÆÞ Ë ÒÇÓÇØÑÆÞ:
bi � �1, Ë ÄÞÃÇÓÇÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÚÕÑÃÞ ÓÇÛÇÕÍÂ ÍÂÍ ÙÇÎÑÇ ÑÃÓÂÊÑÄÞÄÂÎÂ ÖÊÇÎ. ¯ÂÃÑÓ ÄÔÇØ
ÒÓÑØÑÆÑÄ Ë ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË
(ÓÇÛÇÕÑÚÐÞÌ ÖÊÇÎ) ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ×ËÍÔËÓÖÇÕ ÕÑÒÑÎÑÅËá
ÔËÔÕÇÏÞ.

±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÂâ ÏÑÆÇÎß âÄÎâÇÕÔâ
ÑÚÇÐß ÅÓÖÃÑÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÞ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÏË ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ë ÔÑØÓÂÐâÇÏ
ÎËÛß ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÕÑÒÑÎÑÅËË ÔËÔÕÇÏÞ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ
ÆÂÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓËÏÇÐÇÐÂ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÒÑÎËÏÇÓÐÞØ ÙÇÒÇÌ Ä ÍÑÐÆÇÐÔËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÏ (ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏ ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÏ) ÔÑÔÕÑâÐËË, Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÔËÎßÐÑ ÒÑÆÂ-
ÄÎÇÐÞ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏË ÏÇÉÆÖ
ÊÄÇÐßâÏË ÙÇÒË.

°ÔÐÑÄÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÄÞÚËÔÎÇÐËË
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË PNff �K�g ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÔÓÇÆË ÄÔÇØ 2N ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÞØ ÏËÍÓÑÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÂ fbig ÐÂÌÆÇÕÔâ ÓÇÛÇ-
ÕÑÚÐÞÌ ÖÊÇÎ K Ä ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ f �Kfb1; . . . ; bNg�. ¿ÕÂ ÄÇÓÑâÕ-

B2 += ABd+

A2 + AB=

�ABd� A2 � B2�+ AB.

+

= (2.32)

ÿ1(Ã)�1,(Â)

dA== B+

= �B� dA� � �ÿA�3.

²ËÔ. 5. ²ÇÛÇÕÑÚÐÞÌ ÖÊÇÎ Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÑÏ, ÓÇÂÎËÊÑ-
ÄÂÐÐÞÏ Ä ÄËÆÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑØÑÆÑÄ Ë ÒÇÓÇØÑÆÑÄ.
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ÐÑÔÕß ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÊÂÒËÔÂÐÂ Ä ÄËÆÇ (ÔÓ. Ô
(2.1))

PN

�
f �K�	� 1

2N

X
fbig

D
h
f
�
Kfb1; b2; . . . ; bNg

�ÿ f �K�
i
; �2:35�

ÅÆÇ f �Kfb1; . . . ; bNg� ÇÔÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ
¬ÂÖ××ÏÂÐÂ Ä ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËË ÄÔÇØ ÒÓÑØÑÆÑÄ Ë ÒÇÓÇØÑÆÑÄ
fbig ÐÂ ÓÇÛÇÕÍÇ M. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ
ÃÇÔÒÑÓâÆÑÍ, ÔÄâÊÂÐÐÞÌ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏ
ÄÞÃÑÓÑÏ ÒÓÑØÑÆÑÄ Ë ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÄÇÓÛËÐÇ
ÓÇÛÇÕÍË, âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÊÂÏÑÓÑÉÇÐÐÞÏ ÄÐÇÛÐËÏ
ÒÑÎÇÏ.

ªÆÇâ ÑÙÇÐÍË PNff�K�g ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆÄÂ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÞØ ÛÂÅÂ:

(Â) ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ ÏÞ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÏ Ä ÄËÆÇ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ Ô
ÃÇÔÒÑÓâÆÍÑÏ Ä ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ;

(Ã) ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ
ÂÐÔÂÏÃÎâ ÖÊÎÑÄ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ä ÓÂÏÍÂØ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ
ÏÇÕÑÆÑÄ ×ËÊËÍË ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÆÎâ ÑÃÞÚÐÑÌ
ÔÒËÐÑÄÑÌ ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ.

³ÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, ÏÞ ÏÑÅÎË ÃÞ ÑÒÖÔÕËÕß ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ
ÒÖÐÍÕÂ (Â), ÒÑÔÍÑÎßÍÖ àÕÑ ÐÇ ÄÇÆÇÕ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Í
ÑÕÄÇÕÖ ÐÂ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÑÒÓÑÔ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÏÞ ÒÓËÆÇÓÉË-
ÄÂÇÏÔâ ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË, ÒÓÇÔÎÇÆÖâ ÆÄÇ
ÙÇÎË: 1) ÏÞ ÃÞ ØÑÕÇÎË ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË-
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÂ Ä ÓÂÏÍÂØ
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÅÑ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ; 2) ÏÞ
ÃÞ ØÑÕÇÎË ÒÓËÏÇÐËÕß ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ËÔÔÎÇ-
ÆÑÄÂÐËâ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÔÒËÐÑÄÞØ ÔËÔÕÇÏ (Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑ-
ÔÕË, ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ) ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ËÔØÑÆÐÑÌ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÌ ÐËÉÇ ×ÑÓÏÂ-
ÎËÊÏ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ Ë
×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÊÂÏÇÐÇ ÏÑÆÇÎË Ô ÍÑÓÑÕÍÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÏÑ-
ÆÇÎßá Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ,
âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÞÚÐÞÏ ÆÎâ ÒÓÑÃÎÇÏ ÕÇÑÓËË ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐ-
ÐÞØ ÔËÔÕÇÏ Ë ÕÇÑÓËË ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÕÇÍÑÎ.

2.4.1. ¡ÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ÓÇÅÖÎâÓÐÑ ËÊÑÕÑÒËÚÇ-
ÔÍËØ ÖÊÎÑÄ. ±Ñ ¥ÉÑÐÔÖ Ë ¬ÂÖ××ÏÂÐÖ ÑÃÜËÌ ÔÒÑÔÑÃ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÂ ÖÊÎÂ ÔÄâÊÂÐ Ô ÒÑËÔÍÑÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ
f �Kfb1; . . . ; bNg�, ÍÑÕÑÓÞÌ ÃÞ ÐÇ ÊÂÄËÔÇÎ ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÖÊÎÂ,
Õ.Ç. ÃÞÎ ÃÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÇÐ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÆÇ×ÑÓ-
ÏÂÙËÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ì ÆÄËÉÇÐËÌ ²ÂÆÇÏÂÌÔÕÇÓÂ.

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¬ÂÖ×-
×ÏÂÐÂ ÓÇÅÖÎâÓÐÑ ËÊÑÕÑÒËÚÇÔÍËØ ÖÊÎÑÄ Ä ÄËÆÇ ÏÑÆÇÎË
±ÑÕÕÔÂ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÐÂÃÑÓÑÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ fbig, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÜËØ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ÃÇÔÒÑÓâÆÑÍ ÐÂ ÓÇÛÇÕÍÇ, ÔÄâÊÂÐÑ
Ô ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ ÓÇÛÇÕÍË M ÐÂ ÒÑÎËÅÑÐÞ ì ÔËÔÕÇÏÖ
ÒÎÑÕÐÑ ÖÒÂÍÑÄÂÐÐÞØ ÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËØÔâ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÍÑÐ-
ÕÖÓÑÄ. ³ÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÄÔÇØ ÒÑÎËÅÑÐÑÄ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÐÂÃÑÓ àÌÎÇÓÑÄÞØ ÒÖÕÇÌ, ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÒÑÎÐâáÜËØ
ÓÇÛÇÕÍÖ. ¿ÌÎÇÓÑÄÞ ÒÖÕË ÐÂØÑÆâÕÔâ ÄÑ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ
Ä ÄËÆÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÅÓÂ×ÂÏ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÏ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ
2.3.1 (ÔÏ. ÆÇÕÂÎË Ä ÓÂÃÑÕÇ [27]).

±ÇÓÇÒËÛÇÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ ÓÇÅÖÎâÓÐÑ ËÊÑÕÑ-
ÒËÚÇÔÍËØ ÖÊÎÑÄ hKi Ä ÄËÆÇ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË
±ÑÕÕÔÂ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ. £ÄÇÆÇÏ
ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ si � �1 Ä ÍÂÉÆÑÌ ÄÇÓÛËÐÇ
ÓÇÛÇÕÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ bi � �1 Ä ÕÑÌ ÉÇ

ÄÇÓÛËÐÇ:

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÏÇÇÏ

Kfbig

� �X
fSg
�A2 � Aÿ2�Sÿ1 exp

�
lnA

XN
i�1

bisi

�
: �2:36�

©ÂÒËÔÂÐÐÂâ Ä ÕÂÍÑÌ ×ÑÓÏÇ ÔÕÂÕÔÖÏÏÂ


Kfbig

�
ÒÓÇÆ-

ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÄÊÄÇÛÇÐÐÞÌ ÂÐÔÂÏÃÎß ÄÔÇØ àÌÎÇÓÑÄÞØ
ÒÖÕÇÌ 1 ÐÂ ÓÇÛÇÕÍÇ M. ±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÏËÍÓÑÔÑÔÕÑâÐËâ
ÏÑÆÇÎË ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ ÐÂØÑÆâÕÔâ ÄÑ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÏ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÏËÍÓÑÔÑÔÕÑâÐËâÏË ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ ÐÂ
ÆÖÂÎßÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ. ±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÄÒÇÓÄÞÇ ÔØÑÆÐÑÇ
ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÃÞÎÑ ÄÞÔÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [7].

(Â) ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÇÛÇÕÍÖ L, ÆÖÂÎßÐÖá Í ÓÇÛÇÕÍÇ M
(ÓËÔ. 6). ²ÇÃÓÂ ÓÇÛÇÕÍË L ÐÂØÑÆâÕÔâ ÄÑ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÄÇÓÛËÐÂÏË ÓÇÛÇÕÍËM. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÃÇÔÒÑÓâÆÑÍ ÐÂ ÓÇÃÓÂØ L ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÃÇÔÒÑÓâÆ-
ÍÑÏ Ä ÄÇÓÛËÐÂØM. ®Þ ÃÖÆÇÏ ÓÂÊÎËÚÂÕß ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎß-
ÐÞÇ Ë ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞÇ ÓÇÃÓÂ ÓÇÛÇÕÍË L. ¬ÂÉÆÑÇ ÓÇÃÓÑ �kl�
ÓÇÛÇÕÍË L ÐÇÔÇÕ ÔÎÖÚÂÌÐÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá bkl, âÄÎâá-
ÜÖáÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ bi ÓÇÛÇÕÍË M. ¯ÂËÃÑÎÇÇ
ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÞÃÑÓ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË bkl�bi� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ÐËÉÇ Ä
(2.46), ÅÆÇ i ì ÄÇÓÛËÐÂ ÓÇÛÇÕÍË M, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜÇÌ
ÓÇÃÓÖ �kl� ÆÖÂÎßÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË L.

(Ã) ¥Îâ ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ÓÂÊÓÇÊÂÐËÌ ÐÂ M Ë
ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ ÆÖÂÎßÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË L ÒÓËÏÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÔÑÅÎÂÛÇÐËÇ: ÑÕÏÇÕËÏ ÄÔÇ ÓÇÃÓÂ ÓÇÛÇÕÍË L, ÇÔÎË àÕË
ÓÇÃÓÂ ÐÇ ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕÔâ ÒÑÎËÅÑÐÂÏË ÓÇÛÇÕÍË M, ÄÔÇ ÉÇ
ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÓÇÃÓÂ ÓÇÛÇÕÍË L ÑÔÕÂÄËÏ ÐÇÑÕÏÇÚÇÐÐÞÏË Ë
ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÔÖÏÏÖ

P
sibi Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.36) ÔÎÇÆÖáÜËÏ

ÑÃÓÂÊÑÏ:

si � ÿ1.si � �1;

1 ¿ÌÎÇÓÑÄÞÏ ÒÖÕÇÏ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ, ÒÓÑØÑÆâÜÂâ ÚÇÓÇÊ ÄÔÇ
ÓÇÃÓÂ ÅÓÂ×Â Ë ÒÑÔÇÜÂáÜÂâ ÍÂÉÆÑÇ ÓÇÃÓÑ ÑÆËÐ ÓÂÊ.

M

L

²ËÔ. 6. ²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÖÊÎÂ ÐÂ ÓÇÛÇÕÍÇ M Ä ÂÐÔÂÏÃÎß
ÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËØÔâ àÌÎÇÓÑÄÞØ ÒÖÕÇÌ Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÏÑÆÇÎË ±ÑÕ-
ÕÔÂ Ä ÄËÆÇ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕË ÅÓÂ×ÑÄ ÐÂ ÆÖÂÎßÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ L.
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X
i

sibi �
X

otme~ :

sibi �
X

neotme~ :

sibi �
Xgoriz :

otme~ :

sibi �
Xwertik :

otme~ :

sibi�

�
Xgoriz :

neotme~ :

sibi �
Xwertik :

neotme~ :

sibi � ÿ
Xgoriz :

otme~ :

bkl ÿ
Xwertik :

otme~ :

bkl�

�
Xgoriz :

neotme~ :

bkl �
Xwertik :

neotme~ :

bkl �
X

wse rebra

bkl ÿ 2
X

otme~ :

bkl ;

�2:37�

ÅÆÇ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇX
neotme~ :

bkl �
X

otme~ :

bkl �
X

wse rebra

bkl :

(Ä) ±ÖÔÕß ms ì ÚËÔÎÑ ÑÕÏÇÚÇÐÐÞØ ÓÇÃÇÓ Ë Cs ì ÚËÔÎÑ
ÔÄâÊÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÑÕÏÇÚÇÐÐÑÅÑ ÅÓÂ×Â. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
¿ÌÎÇÓÂ ÆÎâ ÅÓÂ×Â ËÏÇÇÕ ÄËÆ

S � 2Cs �ms ÿN� w : �2:38�
©ÐÂÚÇÐËÇ w ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÓÑÆÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, Ä ÍÑÕÑÓÖá
ÄÎÑÉÇÐÂ ÓÇÛÇÕÍÂ (Õ.Ç. ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ). £
ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ N4 1 ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ w
ËÔÚÇÊÂÇÕ (ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÆÎâ ÒÎÑÔÍËØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ), Ë
ÐËÉÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÑÃÞÚÐÑÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ S � 2Cs �ms ÿN.

³ ÒÑÏÑÜßá ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ (Â) ë (Ä) ÏÑÉÐÑ ÎÇÅÍÑ ÕÓÂÐÔ-
×ÑÓÏËÓÑÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.36) Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÇ:



Kfbklg

� � �A2 � Aÿ2�ÿ�N�1�
YN

wse rebra

�
Abkl

��
�
X
fGg
�A2 � Aÿ2�2Cs

Yms

otme~ :

�
Aÿ2bkl�ÿA2 ÿ Aÿ2�� ;

�2:39�
ÅÆÇ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (2.37) Ë ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ
ÊÐÂÚÇÐËÇ N� 1 ÚÇÕÐÑ. ³ÓÂÄÐËÄÂâ (2.39) Ô (2.25), ÏÞ
ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇX

fGg
�A2 � Aÿ2�2Cs

Yms

otme~ :

�
Aÿ2bkl�ÿA2 ÿ Aÿ2�� �

�
X
fsg

Y
fklg

�
1� vkld�sk; sl�

�
; �2:40�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÕÂÕÔÖÏÏÑÌ ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ, ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐÐÑÌ Ä ÄËÆÇ ÃËØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎËÐÑÏÂ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ,

vkl � Aÿ2bkl�ÿA2 ÿ Aÿ2� � ÿ1ÿ Aÿ4bkl ;

q � �A2 � Aÿ2�2: �2:41�

´ÂÍ ÍÂÍ ÃÇÔÒÑÓâÆÑÍ bkl ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ �1, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Jkl Ä ÄËÆÇ

Jkl
T
� ln

�
1ÿ �A2 � Aÿ2�Aÿ2bkl� � ln�ÿAÿ4bkl � :

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÕÄÇÓÉÆÇ-
ÐËá.

´ÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ


K�A�� ÓÇÅÖ-

ÎâÓÐÑ ËÊÑÕÑÒËÚÇÔÍËØ ÆËÂÅÓÂÏÏ ÖÊÎÑÄ ÐÂ M ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ä ×ÑÓÏÇ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ±ÑÕÕÔÂ ÐÂ
ÆÖÂÎßÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ L


K�A�� � H
ÿ
A; fbklg

�
Zpotts

�
q�A�;�Jklÿbkl;A�	�; �2:42�

ÅÆÇ

H
ÿ
A; fbklg

� � �A2 � Aÿ2�ÿ�N�1� exp
�
lnA

X
fklg

bkl

�
�2:43�

ÇÔÕßÕÓËÄËÂÎßÐÞÌÏÐÑÉËÕÇÎß, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ÒÑÕÕÔÑÄ-
ÔÍËØ ÔÒËÐÑÄ;

Zpotts

�
q�A�; �Jkl�bkl;A�	� �
�
X
fsg

exp

�X
fklg

Jkl�bkl;A�
T

d�sk; sl�
�

�2:44�

ÇÔÕß ÔÕÂÕÔÖÏÏÂ ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ Ô ÍÑÐÔÕÂÐÕÑÌ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ Jkl Ë ÚËÔÎÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔÒËÐÂ q, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

Jkl
T
� ln�ÿAÿ4bkl �; q � �A2 � Aÿ2�2 ; �2:45�

ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ bkl ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÃÇÔÒÑÓâÆÍÂ ÐÂ ÓÇÃÓÂØ ÓÇÛÇÕÍË
L, ÆÖÂÎßÐÑÌ Í ÓÇÛÇÕÍÇ M. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ bkl Ë bi
ÕÂÍÑÄÑ:

bkl � ÿbi ; esli rebro �kl� wertikalxno;
bi ; esli rebro �kl� gorizontalxno:

�
�2:46�

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (2.44) ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ
ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÌ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÇÌ. ¯ÂÃÑÓ ÒÓÑ-
ØÑÆÑÄ Ë ÒÇÓÇØÑÆÑÄ fbklg ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ
ËÔÕËÐÐÑÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÇÓÇÒÎÇÕÇÐ-
ÐÞØ ÐËÕÇÌ ("ÍÑÄÓÂ") ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÖÊÎÂ ÑÍÂÊÂÎÂÔß àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ Ô ÃÇÔÒÑÓâÆÍÑÏ Ä ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ ÔÄâÊË. ²ÂÊÖ-
ÏÇÇÕÔâ, àÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÑÔÕÂÐÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ×ÑÓÏÂÎß-
ÐÞÏ ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ ÏÞ ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÑÃÎÂÔÕß ËÊÏÇÐÇ-
ÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ A, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ (2.44) ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß
×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ.

³ÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ (2.44)
âÄÎâÇÕÔâ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ T Ë ÚËÔÎÑÏ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ ÔÒËÐÂ q, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ T Ë q ÐÇÎßÊâ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÍÂÍ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ.

2.4.2. ¡ÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ÂÏÃËÇÐÕÐÑ ËÊÑÕÑÒËÚÇ-
ÔÍËØ ÖÊÎÑÄ. ´ÓÇÃÑÄÂÐËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÄÇÎËÚËÐÞ f �K�
ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá ÍÑ ÄÔÇÏ ÆÄËÉÇÐËâÏ ²ÂÆÇÏÂÌÔÕÇÓÂ (2.34)
ÄÇÆÇÕ Í ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÐÞØ àÌÎÇÓÑÄÞØ
ÒÖÕÇÌ, ÐÂÊÞÄÂáÜËØÔâ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÞÏË ÒÖÕâÏË 2.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÑÓËÇÐÕÂÙËâ ÓÇÛÇÕÍË ÐÂ ÓËÔ. 5
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÓËÇÐÕÂÙËÇÌ ÖÊÎÂ K Ä IR3. ¥Îâ
ÊÂÆÂÐÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÏÂÐØÇÕÕÇÐ-
ÔÍÖá ÓÇÛÇÕÍÖ, ÔÑÔÕÑâÜÖá ËÊ ÐËÕÇÌ Ô ÂÎßÕÇÓÐËÓÖáÜËÏË
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏË.

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÍÓÖÚÇÐËâ (twisting; ÔÏ. ÄÞÛÇ)
Tw�K� ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ, ÇÔÎË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÑÆÐÑÌ ÐËÕË Ä

2 ¤ÂÏËÎßÕÑÐÑÄ ÒÖÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÕÓÂÇÍÕÑÓËá,
ÒÑÔÇÜÂáÜÖá ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ ÓÂÊ ÄÔÇ ÓÇÃÓÂ ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÅÓÂ×Â.
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ÄÇÓÛËÐÇ ÓÇÛÇÕÍË ÏÇÐâÇÕÔâ ÐÂ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÇ. °ÒÓÇ-
ÆÇÎËÏ ÅÓÖÒÒÞ ÚÇÕÐÞØ Ë ÐÇÚÇÕÐÞØ ÄÇÓÛËÐ ÓÇÛÇÕÍË M
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓÂÄËÎÖ: ÄÇÓÛËÐÂ i ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÚÇÕÐÑÌ (ÐÇÚÇÕ-
ÐÑÌ), ÇÔÎË ÑÐÂ ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÏÖ (ÄÇÓÕË-
ÍÂÎßÐÑÏÖ) ÓÇÃÓÖ �kl� ÆÖÂÎßÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË L. ´ÇÒÇÓß
ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÍÓÖÚÇÐËÇ ÏÂÐØÇÕÕÇÐÔÍÑÌ
ÓÇÛÇÕÍË M ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ bkl.
°ÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ËÏÇÇÏ

f �K� � exp

�
3 ln�ÿA�

X
fklg

bkl

�

K
ÿfbklg;A�� ; �2:47�

ÅÆÇ


K
ÿfbklg;A�� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÄÞÓÂÉÇÐËá (2.42).

2.5. ±ÑÐâÕËÇ Ñ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ Ë ÊÂÏÑÓÑÉÇÐÐÞØ
ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÂ
¶ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÂâ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÆÎËÐÞ, ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÂâ Ä ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, âÄÎâÇÕÔâ ÕËÒËÚÐÞÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÊÂÏÑÓÑÉÇÐ-
ÐÑÅÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÖÊÇÎ ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÒÓË
ÊÂÏÞÍÂÐËË ÍÑÐÙÑÄ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ë ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ ÄÒÑÔÎÇÆ-
ÔÕÄËË ÒÓË ÎáÃÞØ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâØ ÒÇÕÎË.
¯ÂÎËÚËÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ ÓÂÊÃËÄÂÇÕ ×ÂÊÑ-
ÄÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÅÇÐÇÓËÓÑÄÂÐÐÞØ
ÒÇÕÇÎß ÐÂ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË, ÚÕÑ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÂÔÔÑ-
ÙËÂÙËË ÔÏÐÑÅÑÆÑÎËÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÔÕÇÍÎÂ. ¬ÂÉÆÂâ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕß
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑÆÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÌ ÒÇÕÎË Ô
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÂ.

®ÇÕÑÆÞ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÔËÔÕÇÏ Ô ÊÂÏÑÓÑ-
ÉÇÐÐÞÏ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÑÏ Ä ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ØÑÓÑÛÑ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÞ, ÑÔÑÃÇÐÐÑ Ä ÔÄâÊË Ô ËÔÔÎÇÆÑ-
ÄÂÐËÇÏ ÏÑÆÇÎÇÌ ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÕÇÍÑÎ [20]. ¸ÇÐÕÓÂÎßÐÞÏ ÆÎâ
àÕËØ ÏÇÕÑÆÑÄ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÐâÕËÇ ÔÂÏÑÖÔÓÇÆÐâÇÏÑÔÕË [21],
ÔÏÞÔÎ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÏÑÉÐÑ ÒÑâÔÐËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.
±ÖÔÕß F ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÂÆÆËÕËÄÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ (ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ) ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. ¶ÖÐÍÙËâ
F âÄÎâÇÕÔâ ÔÂÏÑÖÔÓÇÆÐâáÜÇÌÔâ ÄÇÎËÚËÐÑÌ, ÇÔÎË ÐÂÃÎá-
ÆÂÇÏÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ Fnab ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ F, ÖÔÓÇÆ-
ÐÇÐÐÞÏ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÄÔÇØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÂ:

Fnab � hFisr :
°ÔÐÑÄÐÂâ ÕÇØÐËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË
ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÖÔÓÇÆÐÇÐËË
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË F � ÿT lnZ ÒÑ ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ. £ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÏ,
ÍÂÍ àÕÂ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÕÇÑÓËË ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐ-
ÐÞØ ÔÒËÐÑÄÞØ ÔËÔÕÇÏ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
àÐÕÓÑÒËË ÖÊÎÂ.

¥ÓÖÅÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÓË ÖÔÓÇÆÐÇÐËË ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ Z (Â ÐÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË) ÒÑ ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÏ ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÂ. ¶ËÊËÚÇÔÍË ÕÂÍÂâ ÒÑÔÕÂ-
ÐÑÄÍÂ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÏÑÆÇÎË, ÍÑÅÆÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÄÑÒÓÑÔ Ñ
ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÔÓÇÆÐËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐ-
ÕÑÄ hK�A�i ËÎË f �K� Ä ÂÐÔÂÏÃÎÇ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ.
£ [26] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÔÓÇÆÐËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÊÄÎÇÚß ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÅÓÖÃÖá, ÐÑ ÕÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂ-
ÙËá Ñ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄÂØ ÖÊÎÑÄ.

2.5.1. ¿ÐÕÓÑÒËâ ÖÊÎÂ. ®ÇÕÑÆ ÓÇÒÎËÍ. ¯ÂÛÇÌ ÑÔÐÑÄÐÑÌ
ÙÇÎßá âÄÎâÇÕÔâ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ PNff �K�g (ÔÏ.
(2.35)). ®Þ ÐÇ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÑÒÓÇÆÇÎËÕß àÕÖ ×ÖÐÍÙËá

ÕÑÚÐÑ, ÐÑ, ÒÑÎßÊÖâÔß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ PNff �K�g Ä ÕÇÓÏË-
ÐÂØ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ, ÏÑÉÇÏ ÑÙÇÐËÕß
ÆÑÎá ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÅÇÐÇÓËÓÑÄÂÐÐÞØ ÖÊÎÑÄ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËØ
ÊÂÆÂÐÐÑÏÖ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏÖ ÍÎÂÔÔÖ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÕÓËÄË-
ÂÎßÐÑÏÖ). ªÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÙÇÒÑÚÍÖ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄ,
ÑÅÓÂÐËÚËÄÂâÔß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÔÎÖÚÂâ ÓÇÅÖÎâÓÐÑ ËÊÑ-
ÕÑÒËÚÇÔÍËØ ÖÊÎÑÄ:

£ÇÓÑâÕÐÑÔÕß PN

ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ÖÊÎÂ Ä ÊÂÆÂÐÐÑÏ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË

4

£ÇÓÑâÕÐÑÔÕß
PNfK�A�g ÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐËâ ÖÊÎÂ Ô ÊÂ-
ÆÂÐÐÞÏ ÕÑÒÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍËÏ ËÐÄÂÓËÂÐ-
ÕÑÏ K�A�h i ÆÎâ
Ä Ô Ç Ø A

4

£ÇÓÑâÕÐÑÔÕß
PNfK�A��g ÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ ÖÊÎÂ, ÑÕ-
ÄÇÚÂáÜÇÅÑ ÔÒ Ç -
ÙË×ËÚ Ç Ô ÍÑÏÖ
ÊÐÂÚÇÐËá A�, ÏË-
ÐËÏËÊËÓÖáÜÇÏÖ
ÔÄÑÃÑÆÐÖá àÐÇÓ-
ÅËá ÏÑÆÇÎË ±ÑÕ-
ÕÔÂ

�2:48�

±ÇÓÄÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕ
¬ÂÖ××ÏÂÐÂ ÓÇÅÖÎâÓÐÑ ËÊÑÕÑÒËÚÇÔÍËØ ÖÊÎÑÄ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÑÎÐÞÏ. ±ÑÔÎÇÆÐââ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß Ä (2.48) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÒÇÓÇÒËÔÂÐÂ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

PN

�
K�A��	�X

fbklg
YfbklgD

h

Kfbkl;A�g

�ÿ 
K�A���i; �2:49�
ÅÆÇ

P
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËâÏ

ÒÓÑØÑÆÑÄ Ë ÒÇÓÇØÑÆÑÄ fbklg; D-×ÖÐÍÙËâ ÄÞÓÇÊÂÇÕ ËÊ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ fbklg ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔÑ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ



Kfbkl;A�g

� � 
K�A���; Yfbklg
ì ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÂÃÑÓÂ ÒÓÑØÑÆÑÄ
Ë ÒÇÓÇØÑÆÑÄ.

£ ÒÓËÐÙËÒÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Yfbig ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÍË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ×ËÊËÚÇÔÍËÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÖÊÎÂ. ¯ËÉÇ
ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÏÔâ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÔËÕÖÂÙËÇÌ Ë ÒÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂÇÏ, ÚÕÑ:

(Â) ÒÓÑØÑÆÞ Ë ÒÇÓÇØÑÆÞ fbig Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÄÇÓÛËÐÂØ
ÓÇÛÇÕÍËM âÄÎâáÕÔâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÏË (ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ fbklg ÐÂ ÓÇÃÓÂØ
ÓÇÛÇÕÍË L ÕÂÍÉÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ)

Yfbig �
YN
i�1

P�bi�; �2:50�

(Ã) ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ bi (bkl) ÒÓËÐËÏÂáÕ ÊÐÂÚÇÐËâ �1 Ô
ÓÂÄÐÞÏË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕâÏË

P�bi� � 1

2
d�bi ÿ 1� � 1

2
d�bi � 1� : �2:51�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2.49), ÑÙÇÐËÏ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÖÊÎÂ ÍÂÍ
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K�A��� � 1 ÆÎâ ÕÓËÄËÂÎßÐÞØ ÖÊÎÑÄ.
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¯ÂÛÂ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÔÄÇÎÂÔß Í ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÐÇÙÇÎÞØ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ, Õ.Ç. ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÕËÒÂ hK iyfbkl;A�gi. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÐÇÙÇÎÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÂ Ä ×ËÊËÍÇ ÐÇÖÒÑÓâÆÑ-
ÚÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÕÇÑÓËË ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÕÇÍÑÎ.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ
F ÒÑ ÊÂÏÑÓÑÉÇÐÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÄÐÇÛÐÇÏÖ ÒÑÎá ÚÂÔÕÑ
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ ÓÇÒÎËÍ [28]. ªÆÇâ
àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ. ²ÂÊÎÑÉËÏ
ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ Zn � exp�n lnZ� Ä ÓâÆ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ n. °ÅÓÂÐË-
ÚËÄÂâÔß ÒÇÓÄÞÏ ÚÎÇÐÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ, ÒÑÎÖÚËÏ
Zn � 1� n lnZ�O�n2�. ´ÇÒÇÓß ÏÑÉÐÑ ÐÂÒËÔÂÕß

F � ÿ lnZ � ÿ lim
n!0

Zn ÿ 1

n
:

³ÎÇÆÖâ ÏÇÕÑÆÖ ÓÇÒÎËÍ, ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÐÂÌÕË hKni ÆÎâ
ÙÇÎÞØ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ n. ©ÂÕÇÏ, ÒÑÎÑÉËÄ n � iy,
ÄÞÚËÔÎËÕß ÑÔÕÂÄÛËÌÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ y Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (2.52).
¬ÑÐÇÚÐÑ, ÆÂÐÐÂâ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÕÓÇÃÖÇÕ ÑÃÑÔÐÑÄÂÐËâ, Ë ÃÞÎÑ
ÃÞ ÄÇÔßÏÂ ÉÇÎÂÕÇÎßÐÑ ËÏÇÕß ÔÑÒÑÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÐÂÛËØ
ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ Ô ÆÂÐÐÞÏË ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ.
°ÆÐÂÍÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ hKfbklgi âÄÎâÇÕÔâ ÐÇ ÃÑÎÇÇ ÔÒÇÍÖ-
ÎâÕËÄÐÞÏ, ÚÇÏ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÓÇÒÎËÍ.

³ØÇÏÂ ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÕÂÍÑÄÂ. ®Þ ÒÇÓÇ-
ÒËÛÇÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÑÃÞÚÐÑÌ
ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ, ÒÓÑËÊÄÇÆâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ Ä
ÓÂÏÍÂØ ÕÇÑÓËË ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË D � 2. ¥ÂÎÇÇ, ÏÞ ÒÑÎÖ-
ÚËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË F�A�.
®ËÐËÏËÊËÓÖâ F�A� ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ A, ÏÞ ÐÂÌÆÇÏ
"ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÇ" ÊÐÂÚÇÐËÇ A�. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚË-
ÔÎËÕß ÉÇÎÂÇÏÖá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß P�0�N �A��.

µÔÓÇÆÐââ n-á ÔÕÇÒÇÐß ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ ÒÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÒÓÑØÑÆÑÄ Ë ÒÇÓÇØÑÆÑÄ
bkl � �1, ÒÑÎÖÚËÏ

hKn�A�i �
�

. . .

�Y
kl

P�bkl� dbklK2nfbklg �

� �2 cosh�2b��ÿ2n�N�1�X
fsg

Y
kl

exp

�
ip
X
kl

d�sak; sal ��

� ln cosh

�
b
Xn
a�1

ÿ
4d�sak; sal � ÿ 1

���
; �2:53�

ÅÆÇ b � lnA. ©ÂÃÖÆÇÏ ÐÂ ÄÓÇÏâ Ñ ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ ÚËÔÎÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔÒËÐÂ q Ë ÍÑÐÔÕÂÐÕÑÌ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ë
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ jbj5 1. ±ÑÊÉÇ ÏÞ ÒÓÑÄÇÓËÏ ÔÂÏÑ-
ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÔÕß àÕÑÅÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ. ²ÂÊÎÑÉËÏ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÕÖ Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË Ä ÓâÆ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ b.
³ÑØÓÂÐââ ÚÎÇÐÞ ÆÑ ÒÑÓâÆÍÂ b2 ÄÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ, ÒÇÓÇÒË-
ÛÇÏ (2.53) Ä ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏ ÄËÆÇ n-ÓÇÒÎËÚÐÑÌ ÔÕÂÕÔÖÏÏÞ
ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ


Kn�A�� � �2 cosh�2b��ÿ2n�N�1� exp �N� 1

2
b2n2

��
�

�
X

fs1;...;sng
exp

�
J 2

2

XN
kl

Xn
a 6�b

sakas
b
kbs

a
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b
lb�

�
�
J 2

2
�qÿ 2� � �J0

�XN
kl

Xn
a�1

sakas
b
lb

�
; �2:54�

ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔÞ a; b ÏÇÐâáÕÔâ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ �0; qÿ 1�, b2 5 1 Ë

J 2 � 16b2 ;
�J0 � ipÿ 4b2n ;

q � 4� 16b2 > 4 : �2:55�
³ÑÅÎÂÔÐÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ ÓÂÃÑÕ [29, 30] ÔÒËÐ-ÔÕÇÍÑÎßÐÂâ

×ÂÊÂ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÑÃÞÚÐÑÇ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ
ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËÇ ÐÇ ÆÂÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÍÎÂÆÂ Ä ÔÄÑÃÑÆÐÖá
àÐÇÓÅËá ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ

�J0
J
<

qÿ 4

2
: �2:56�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (2.55) Ä (2.56), ÏÑÉÐÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ Ä ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË (2.56) Re [ÎÇÄÂâ ÚÂÔÕß]< Re [ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß] ÆÎâ ÄÔÇØ b.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÑÉËÆÂÇÏ, ÚÕÑ ÔÒËÐ-ÔÕÇÍÑÎßÐÞÌ
ÒÑÓâÆÑÍ (Ä ÏÑÆÇÎË Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ) ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÓÇÛÇÐËá

ma
a �



qd�sak; a� ÿ 1

� � 0 ;

Qab
ab �



qd�sak; a� ÿ 1

�

qd�sbk; b� ÿ 1

� 6� 0 ;

ÅÆÇ ma
a Ë Qab

ab ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ Ë ÔÒËÐ-
ÔÕÇÍÑÎßÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÒÑÓâÆÍÂ. ¦ÔÎË àÕÑ ÕÂÍ, ÕÑ ÏÞ
ÏÑÉÇÏ ÔÑØÓÂÐËÕß Ä àÍÔÒÑÐÇÐÕÇ (2.54) ÚÎÇÐ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÌ ÕÑÎßÍÑ ÏÇÉÓÇÒÎËÚÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏ.

¥ÂÎÇÇ, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÔÎÇÆÑÄÂÕß ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÔØÇÏÇ
ÂÐÂÎËÊÂ ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÕÇÍÑÎ ±ÑÕÕÔÂ, ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [29 ë 31]; ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÛÂÅË ÆÂÐÐÑÅÑ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÆÇÐÞ ÐËÉÇ. °ÔÖÜÇÔÕÄÎââ ÒÓÇ-
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ·ÂÃÃÂÓÆÂ ë³ÕÓÂÕÑÐÑÄËÚÂ Ë ÒÇÓÇØÑÆâ Í
ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÒÑÎâÏ Qab

iab, ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ
Qab

iab � Qab
i dab. ±ÇÓÇÒËÛÇÏ ÕÇÒÇÓß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2.54) ÔÎÇ-

ÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ [29]:

hKni � exp

�
N

�
ln

p
J 2

n�nÿ 1��qÿ 1�2ÿ

ÿ ln

�
2 cosh

J

2

�
� J 2n2

32

��
�

�
X
fsg

�Y
i

dQab
i exp

�
ÿ
�
HfQab

i g d2x

�
; �2:57�
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: �2:58�

£ [29, 31] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÑÇ ÓÇÒÎËÚÐÑ-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË
±ÑÕÕÔÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ ÒÓË q5 2 Ë ÔËÏÏÇÕÓËâ "ÐÂÓÖÛÇÐÂ
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ÐÂ ÑÆËÐ ÛÂÅ", ÑÕÄÇÚÂáÜËÌ ÒÇÓÄÑÏÖ ÖÓÑÄÐá ÔØÇÏÞ
±ÂÓËÊË. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.57), (2.58)
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÍÂÕß Ä ÄËÆÇ

Qab �
Q ; esli a i b prinadlevat odnoj

gruppe iz m replik ;
0 w ostalxnyh slu~aqh :

(
�2:59�

¡ÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ q > 4 (ÐÂÛ ÔÎÖÚÂÌ) ÒÇÓÇ-
ØÑÆ Ä ÔÒËÐ-ÔÕÇÍÑÎßÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ m � 1,
ÚÕÑ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕ ÐÂÎËÚËÇ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ
Fpm � Fss , ÅÆÇ Fpm Ë Fss ì ÔÄÑÃÑÆÐÞÇ àÐÇÓÅËË ÒÂÓÂÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÌ Ë ÔÒËÐ-ÔÕÇÍÑÎßÐÑÌ ×ÂÊ. ±ÇÓÇØÑÆ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä
ÕÑÚÍÇ

1ÿ 2

J 2
� �qÿ 4�2

3�q2 ÿ 18q� 42� : �2:60�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (2.55) Ä (2.60), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐ-
ÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÔÒËÐ-
ÔÕÇÍÑÎßÐÖá ×ÂÊÖ bkr :

bkr � 0;35 : �2:61�

¿ÕÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá b2kr 5 1,
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐÐÑÏÖ ÄÞÛÇ ÒÓË ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (2.54).

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ ÓÂÃÑÕÞ [29] n-ÓÇÒÎËÚÐÂâ ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÄÃÎËÊË ÕÑÚÍË ÒÇÓÇØÑÆÂ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ
ÄËÆ:

F ' 1

64
Nn�qÿ 1�2Qkr

�
1

b2
ÿ 1

b2kr

�2

; �2:62�

ÅÆÇ

Qkr � 2�4ÿ q�
q2 ÿ 18q� 42

> 0 �2:63�

(ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Qkr ì ÔÒËÐ-ÔÕÇÍÑÎßÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ
ÒÑÓâÆÍÂ).

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.62) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ �F
ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ A � exp �b� ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÔÄÑÇÅÑ
ÏËÐËÏÖÏÂ Ä ÕÑÚÍÇ A� � exp�bkr�. ±ÑÎßÊÖâÔß (2.62) Ë
(2.63), ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÅÑ
n-ÓÇÒÎËÚÐÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¬ÂÖ××ÏÂÐÂ hKni ÄÃÎËÊË ÕÑÚÍË
bkr (ÔÓ. Ô [29]):
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±ÑÆÔÕÂÄËÄ (2.64) Ä (2.52) Ë ÒÓËÐâÄ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ
n � iy, ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÑÔÕÂÄÛËÌÔâ ÅÂÖÔÔÑÄ ËÐÕÇÅÓÂÎ
ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ y Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ P�0�N �A�. ¬ÂÍ
ÖÉÇ ÃÞÎÑ ÔÍÂÊÂÐÑ ÓÂÐÇÇ, ÑÙÇÐÍÖ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÖÊÎÂÏÞÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÒÑÎßÊÖâÔß ÙÇÒÑÚÍÑÌ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄ (2.48) ÒÓË A � A� � exp�bkr�:

P�0�N �A�� ' exp�ÿcN� ; c � 1 : �2:65�

¥ÂÐÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÐÇ ÖÆËÄËÕÇÎßÐÂ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÇÎËÚËÐÂ
Z � lnP�0�N �A�� ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË. °ÆÐÂÍÑ,
ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÖâ ÆÂÐÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, ×ÂÍÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÔÕË ÕËÒËÚÐÑÌ ÔÎÑÉ-
ÐÑÔÕË ÖÊÎÂ (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÓÂÊÆÇÎ 3) ÚËÔÎÖ ÄÇÓÛËÐ ÓÇÛÇÕÍË
(Õ.Ç. ÑÃÝÇÏÖ ÔËÔÕÇÏÞ) ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÏÂÍÔËÏÖÏ ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ P�Z;N� ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÑÚÇÐß ÔÎÑÉ-
ÐÞØ (ÆÂÎÇÍËØ ÑÕ ÕÓËÄËÂÎßÐÞØ) ÖÊÎÑÄ. ¿ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎß-
ÔÕÄÑ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÓÑâÄÎÇÐËÇÏ à××ÇÍÕÂ
ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÔÕË ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ.

3. ³ÎÖÚÂÌÐÞÇ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ÎÑÍÂÎßÐÞØ
ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ

±ÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ ÃÞÎË ÑÕÏÇÚÇÐÞ ÒÑâÄÎÇÐËÇÏ ÃÑÎßÛÇÅÑ
ÍÑÎËÚÇÔÕÄÂ ÊÂÆÂÚ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÐÂ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ. ¬ÎÂÔÔË×Ë-
ÙËÓÖâ àÕË ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÞÆÇÎËÕß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÑÃÜËØ ÍÂÕÇÅÑÓËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÂâ ÒÓËÓÑÆÂ
âÄÎÇÐËÌ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒoÂ ÎÐÑ.

1. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
·ÂÓÒÇÓÂ ë·Ñ×ÛÕÂÆÕÇÓÂ [14], ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÅÑ ÆËÐÂÏËÍÖ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÐÂ ÓÇÛÇÕÍÇ Ä ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, Â
ÕÂÍÉÇ ËÊÖÚÇÐËÇ ÅÓÖÒÒ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÕÓÂÐÔÎâÙËÌ Ë ÔÄÑÌÔÕÄ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ [15, 32].

2. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÄÑÒÓÑÔÑÄ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÑÅÑ ØÂÑÔÂ ÐÂ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâØ: ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐËÇ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ Ë
ÄÞÄÑÆ ÓÂÊÎËÚÐÞØ×ÑÓÏÖÎ ÔÎÇÆÂ [33 ë 35], Â ÕÂÍÉÇ ÒÑÔÕÓÑÇ-
ÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÞØ ÏÇÓ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÐÂ
ÏÑÆÖÎâÓÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ [36].

3. ªÊÖÚÇÐËÇ ÒÓÑÃÎÇÏ, ÒÓËÄÑÆâÜËØ Í ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËá
ÕÇÑÓËË ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÅÓÖÒÒ Ä ×ËÊËÍÇ: ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍËØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ ÕËÒÂ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ [4] Ë
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ [3].

4. ²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÓâÆÂ ÄÑÒÓÑÔÑÄ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑ-
ÎÑÅËË: ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÐÇÂÃÇÎÇÄÞØ (ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞØ) ÕÑÒÑ-
ÎÑÅËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ [5, 23], ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÐÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÔÎÑÄ ÐÂ ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄ-
ÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏË ÊÂÆÂÚÂÏË
[37], ËÊÖÚÇÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÂÐËÑÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ
[38].

5. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÃÎÇÏ ÕÇÑÓËË ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞØ ÏÂÕÓËÙ Ë âÄÎÇÐËâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË: ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ ­âÒÖÐÑÄÂ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÐÇÍÑÏ-
ÏÖÕËÓÖáÜËØ ÏÂÕÓËÙ [39 ë 41], ËÊÖÚÇÐËÇ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞØ
ÔÄÑÌÔÕÄ Ë ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÏÂÕÓËÙ [21, 42].

¬ÑÐÇÚÐÑ, ÕÂÍÑÇ ÓÂÊÆÇÎÇÐËÇ ÒÓÑÃÎÇÏ ÐÂ ÍÎÂÔÔÞ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÐÂÛÖ ÒÇÓÔÑÐÂÎßÐÖá
ÕÑÚÍÖ ÊÓÇÐËâ. °ÆÐÂÍÑ ÏÞ ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞÇ
ÒÖÐÍÕÞ ÑÕÓÂÉÂáÕ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÚÂÔÕËÚÐÑ, ÓÂÔÕÖÜËÌ
ËÐÕÇÓÇÔ Ä ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ Í ÒÓÑÃÎÇÏÂÏ ÐÇÍÑÏÏÖ-
ÕÂÕËÄÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË. ³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÏÞ ÐÇ
ÍÂÔÂÇÏÔâ ÚËÔÕÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÂÔÒÇÍÕÑÄ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄ-
ÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ Ë ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞÇ ÐËÉÇ, ÑÕÐÑÔâÕÔâ
ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ Í Ò. 4 Ë Ò. 5 ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÔÒËÔÍÂ.

£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÏ ÂÐÂÎËÊ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÒÓÑÃÎÇÏ Ä ÕÇÑÓËË ÖÊÎÑÄ, ÐÑ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ
ÖÆÇÎâÇÏ ÊÂÆÂÚÂÏ, ÔÄâÊÂÐÐÞÏ Ô ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇÏ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÌ Ä ÏÂÓÍÑÄÔÍËØ ÙÇÒâØ, ÄÞÊÄÂÐÐÞØ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏË
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏË. ®ÇÕÑÆÞ, ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÐÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2,
Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÑÕÄÇÕËÕß ÐÂ ËÐÕÇÓÇÔÖáÜËÇ ÐÂÔ
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ÄÑÒÓÑÔÞ, ÐÑ ÏÞ ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÄÊÅÎâÆ ÐÂ ÒÓÑÃÎÇÏÖ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÐÕÓÑÒËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÖÊÎÂ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÐÂ ÐÇÍÑÏÏÖ-
ÕÂÕËÄÐÞØ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ ÅÓÖÒÒÂØ ÒÑÍÂÉÇÕ ÐÇÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÇÐÐÖá ÔÄâÊß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑ-ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÃÎÇÏ
ÔÑ ÔÕÂÕËÔÕËÍÑÌ ÏÂÓÍÑÄÔÍËØ ÙÇÒÇÌ Ä ÂÐÔÂÏÃÎâØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÏÂÕÓËÙ [46].

¥ÓÖÅÂâ ÒÓËÚËÐÂ, ÒÑÃÖÉÆÂáÜÂâ ÐÂÔ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (Ë ÖÔÎÑÄÐÞÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ) ÏÂÓÍÑÄÔÍËØ ÙÇÒÇÌ ÐÂ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂ-
ÕËÄÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ, ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÂÐÐÞÌ ÍÓÖÅ
ÒÓÑÃÎÇÏ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÒÇÓÄÞÌ ÛÂÅ Ä
ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÐÂ ÏÐÑÅÑÔÄâÊÐÞØ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâØ (ÕËÒÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ´ÇÌØÏáÎÎÇÓÂ); ÔÏ.
ÕÂÍÉÇ ÓÂÊÆÇÎ 4.

3.1. ¢ÓÑÖÐÑÄÔÍËÌ ÏÑÔÕ ÐÂ ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ
ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ Ë ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÖÊÎÑÄ
¬ÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÔÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ, ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÐÂ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ, ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ
ÑÃÔÖÉÆÂÎËÔß Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ Ë ÕÇÑÓËË ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌ.

´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ Ä ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑ-ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏ ÍÑÐÕÇÍ-
ÔÕÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ËÏÇáÜËÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í ËÊÖÚÇÐËá ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂ-
ÐËÌ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÄÇÔßÏÂ ÚÂÔÕÐÞØ ÔÎÖÚÂÇÄ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [41, 43, 49]), ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂ-
ÎËÔß. £ àÕËØ ÓÂÃÑÕÂØ ÃÞÎÂ ËÊÖÚÇÐÂ ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÖÕÇÌ Ô ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ
ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ Ä ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÒÓÇ-
ÒâÕÔÕÄËÌ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ë ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÆÂÐÐÂâ
ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄÇÆÇÐÂ Í ËÊÖÚÇÐËá ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÏÂÓÍÑÄÔÍËØ ÙÇÒÇÌ ÐÂ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ÐÂÍÓÞ-
ÄÂáÜÇÌ Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÇÌ ÆÇÓÇÄÂ ¬ÇÌÎË. ¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÐÇÂÃÇÎÇÄÞØ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ
ÆÎâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÐÂ ÆÄÂÉÆÞ ÒÓÑÍÑÎÑÕÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ë
ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÍÑÔ
B3 ÑÃÔÖÉÆÂÎËÔß Ä ÓÂÃÑÕÇ [44].

¯ËÉÇ ÏÞ ÄÞÚËÔÎâÇÏ ÖÔÎÑÄÐÑÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÏÑÔÕÑÄ (¢®) ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ ÍÑÔ
Ë ËÊÖÚÂÇÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÔÕÇÒÇÐË
ÒÑÎËÐÑÏÑÄ ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ ÖÊÎÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ËÊ ÔÎÖÚÂÌÐÑ
ÅÇÐÇÓËÓÑÄÂÐÐÞØ B3-ÍÑÔ. ªÔÔÎÇÆÖâ ÔÕÂÕËÔÕËÍÖ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÔÎÑÄ (ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ) ÐÂ ÎÑÍÂÎßÐÑ-ÔÄÑÃÑÆÐÞØ
ÅÓÖÒÒÂØ, ÏÞ ÄÞÔÍÂÊÞÄÂÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ Ñ
ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ ÔÎÑÄ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ Bn. ²âÆ ÐÑÄÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ,
ÍÂÔÂáÜËØÔâ ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÏÂÓÍÑÄÔÍËØ ÙÇÒÇÌ ÐÂ ÎÑÍÂÎßÐÑ-
ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ Ë ÅÓÖÒÒÂØ ÍÑÔ, ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä ÐÇÆÂÄÐËØ
ÓÂÃÑÕÂØ [52 ë 54].

3.1.1. °ÔÐÑÄÐÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÏÑÆÇÎß.
¤ÓÖÒÒÂ ÍÑÔ Bn, ÔÑÆÇÓÉÂÜÂâ n ÐËÕÇÌ, ËÏÇÇÕ nÿ 1 ÅÇÐÇÓÂ-
ÕÑÓÑÄ fs1; s2; . . . ; snÿ1g ÔÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË:

sisn�1si � sn�1sisn�1 �14 n < nÿ 1� ;
sisj � sjsi �jiÿ jj5 2� ;
sisÿ1i � sÿ1i si � e : �3:1�
­áÃÑÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ ÔÎÑÄÑ, ÐÂÒËÔÂÐÐÑÇ Ä ÕÇÓÏË-

ÐÂØ ÃÖÍÄ ì ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ ËÊ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ
fs1; . . . ; snÿ1; sÿ11 ; . . . ; sÿ1nÿ1g, ì ÆÂÇÕ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÖá
ÍÑÔÖ. ¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ ÍÑÔÞ

ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐËÉÇ:

: : : : : :

���� �������� ���� � si ;

1 2 : : : i i�1 : : : nÿ1 n

: : : : : :

���� �������� ���� � sÿ1i :

1 2 : : : i i�1 : : : nÿ1 n

¥ÎËÐÂ ÍÑÔÞìÑÃÜÇÇ ÚËÔÎÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞØ ÃÖÍÄ, Ä ÕÑ
ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÏËÐËÏÂÎßÐÂâ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÂâ ÆÎËÐÂ, ËÎË ÒÓËÏË-
ÕËÄÐÑÇ ÔÎÑÄÑ, àÕÑ ÐÂËÏÇÐßÛÂâ ÆÎËÐÂ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÌ
ÍÑÔÞ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÒÑÔÎÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÄÔÇØ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÅÓÖÒÒÞ (3.1). ¤ÓÂ×ËÚÇÔÍË ÍÑÔÂ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÍÂÍ ÐÂÃÑÓ ÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËØÔâ ÐËÕÇÌ,
ËÆÖÜËØ ÔÄÇÓØÖ ÄÐËÊ ÒÑÔÎÇ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÔÍÎÇËÄÂ-
ÐËâ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ.

©ÂÏÍÐÖÕÂâ ÍÑÔÂ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÔÍÎÇËÄÂÐËÇÏ "ÄÇÓØÐËØ" Ë
"ÐËÉÐËØ" ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÍÑÐÙÑÄ ÍÑÔÞ ÐÂ ÙËÎËÐÆÓÇ.

­áÃÂâ ÍÑÔÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏÖ ÖÊÎÖ ËÎË
ÊÂÙÇÒÎÇÐËá. ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÂâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÅÓÖÒÒÞ ÍÑÔ ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÖÊÎÑÄ Ë ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌ.
°ÆÐÂÍÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÍÑÔÂÏË Ë ÖÊÎÂÏË ÐÇ ÄÊÂËÏÐÑ
ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ, Ë ÍÂÉÆÞÌ ÖÊÇÎ ËÎË ÊÂÙÇÒÎÇÐËÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ ÐÂÃÑÓÑÏ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÍÑÔ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏÆËÂÅÓÂÏÏÖK ÖÊÎÂ Ä ÑÃÜÇÏ ÒÑÎÑÉÇÐËË ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ±ÖÔÕß f �K� ÇÔÕß ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ
ÖÊÎÂ K. °ÆËÐ ËÊ ÒÖÕÇÌ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÔÄâÊÂÐ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ
ÅÓÖÒÒÞ ÍÑÔ Ë ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ.

1. ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÖÊÇÎ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÍÑÔÑÌ b 2 Bn. °ÒÓÇÆÇ-
ÎËÏ ×ÖÐÍÙËá f ÕÂÍÖá, ÚÕÑ ÑÐÂ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÑÆÐË Ë ÕÇ ÉÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ ÄÔÇØ ÍÑÔ b, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËØ ÆÂÐÐÞÌ ÖÊÇÎ K.
¯ÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÖÔÎÑÄËâ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÞ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÌ
ÕÇÑÓÇÏÇ ®ÂÓÍÑÄÂ ë¢ËÓÏÂÐ [55].

¶ÖÐÍÙËâ fKfbg, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÂâ ÐÂ ÍÑÔÇ b 2 Bn, âÄÎâÇÕÔâ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ ÖÊÎÂ ËÎË ÊÂÙÇÒÎÇÐËâ ÕÑÅÆÂ
Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ ®ÂÓÍÑÄÂ

fKfb0 b00g � fKfb00 b0g ;
fKfb0 sng � fKfsn b0g � fKfb0g ; b0; b00 2 Bn ; �3:2�

ÅÆÇ b0 Ë b00 ì ÆÄÂ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ ÒÑÆÔÎÑÄÂ Ä ÍÑÔÇ
(ÓËÔ. 7).

2. ªÐÄÂÓËÂÐÕ fKfbg ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ jfbg, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÅÑ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ
ÍÑÔ Ë ÐÂÊÞÄÂáÜÇÅÑÔâ ÔÎÇÆÑÏ ®ÂÓÍÑÄÂ. ¿ÕÑÕ ÔÎÇÆ ÑÃÎÂ-
ÆÂÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË

jfb0 b00g � jfb00 b0g ;
jfb0 sng � tjfb0g ;
jfb0 sÿ1n g � �tjfb0g ; �3:3�

ÅÆÇ

t � jfsig; �t � jfsÿ1i g; i 2 �1; nÿ 1� : �3:4�
ªÐÄÂÓËÂÐÕ fKfbg ÖÊÎÂ K ÔÄâÊÂÐ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ ×ÖÐÍÙËÑ-

ÐÂÎÑÏ jfbg ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

fKfbg � �t�t�ÿ�nÿ1�=2
�

�t
t

��#���ÿ#�ÿ��=2
jfbg ; �3:5�
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ÅÆÇ #��� Ë #�ÿ� ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÚËÔÎÑ ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-
ÐÞØ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÍÑÔÇ.

¡ÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÇ ÒÑÎËÐÑÏÞ ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ ì ÒÇÓÄÞÇ
ÑÃÜÇËÊÄÇÔÕÐÞÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ÕÂÍÑÅÑ ÕËÒÂ. £ ÐÂÚÂÎÇ 80-Ø
£.¶.². ¥ÉÑÐÔ ÑÃÐÂÓÖÉËÎ ÐÑÄÞÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ÖÊÎÂ. °Ð
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÍÑÔ, "ÒÓÑÒÖÜÇÐÐÑÇ" ÚÇÓÇÊ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÂÎÅÇÃÓÞ ¤ÇÍÍÇ, ÅÆÇ ÂÎÅÇÃÓÂ ¤ÇÍÍÇ Hn�t� ÆÎâ
Bn ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÍÂÍ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ ÅÓÖÒÒÞ ÍÑÔ (3.1), ÕÂÍ
Ë ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÏÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ÓÇÆÖÍÙËË (ÔÏ. ÓÂÃÑÕÞ
[55, 56])

s2i � �1ÿ t�si � t : �3:6�

´ÇÒÇÓß ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÔÎÇÆ jfbg � j�t�fbg Ä ÍÑÎßÙÇ
ÒÑÎËÐÑÏÑÄ ÑÆÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ t. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ
j�t� ÐÂ ÍÑÔÂØ fb0 si b00g. µÓÂÄÐÇÐËÇ (3.6) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖ-
ÚËÕß ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ j�t� Ë ÆÎâ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÂ fK�t� (ÔÏ. ÆÇÕÂÎË Ä ÓÂÃÑÕÇ [58]):

j�t�fb0sib00g � �1ÿ t�j�t�fb0b00g � tj�t�fb0sÿ1i b00g ; �3:7�

f�K �t� ÿ t

�
�t
t

�
fÿK �t� � �1ÿ t�

�
�t
t

�1=2

f 0K�t� ; �3:8�

ÅÆÇ f�K � f fb0 si b00g, fÿK � f fb0 sÿ1i b00g, f 0K � f fb0 b00g Ë
ÑÕÐÑÛÇÐËÇ �t=t ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ.

3. ´ÇÐÊÑÓÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ ÅÓÖÒÒÞ ÍÑÔ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

si�u� � lim
u!1

X
klmn

Rkm
ln �u�I �1� 
 � � �

. . . I �iÿ1� 
 Ei
nk 
 Ei�1

ml 
 I �i�1� 
 � � � I �n� ; �3:9�
ÅÆÇ I �i� ì ÏÂÕÓËÙÂ ËÆÇÐÕËÚÐÑÔÕË, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÂâ ÐÂ
ËÐÆÇÍÔ i; Enk ì ÏÂÕÓËÙÂ Ô �Enk�pq � dnpdkq Ë Rkm

ln ì
ÏÂÕÓËÙÂ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÁÐÅÂ ë¢ÂÍÔÕÇÓÂX

abc

Rbq
cr �v�Rap

kc �u� v�Ria
jb �u� �

X
abc

R
ap
bq �u�Ria

cr �u� v�Rjb
ka�v� :
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£ ÓÂÏÍÂØ àÕÑÌ ÔØÇÏÞ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÑÃÂ
ËÊÄÇÔÕÐÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ (¥ÉÑÐÔÂ Ë ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ). £ ÚÂÔÕ-
ÐÑÔÕË, Ä ÓÂÃÑÕÂØ [57, 58] ÃÞÎÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.10) ÆÎâ ÅÓÖÒÒ SUq�2� Ë GL�1; 1� ÔÄâÊÂÐÞ

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ô ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË ¥ÉÑÐÔÂ Ë ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ.
¡ ËÏÇÐÐÑ:

(a) �t=t � t 2 ÆÎâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ¥ÉÑÐÔÂ, fK�t� � V�t�;
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.8) ÇÔÕß

tÿ1V��t� ÿ tVÿ�t� � �tÿ1=2 ÿ t 1=2�V 0�t� ; �3:11�

(b) �t=t � tÿ1 ÆÎâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ,
fK�t� � H�t�; ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.8) ÇÔÕß 3

H��t� ÿ Hÿ�t� � �tÿ1=2 ÿ t 1=2�H0�t� : �3:12�

¹ÕÑÃÞ ÊÂÍÑÐÚËÕß àÕÑÕ ÍÓÂÕÍËÌ ÑÃÊÑÓ ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÔÒÑÔÑÃÑÄ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ,
ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏË ÅÓÖÒÒÞ ÍÑÔ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÒÑ-
ÏâÐÖÕß, ÚÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ ÆÑÒÖÔÍÂáÕ ÕÂÍÉÇ
ÆÓÖÅÑÇ ÄÇÔßÏÂ ÒÑÎÇÊÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ [59]. ©ÂÒËÛÇÏ ÅÇÐÇÓÂ-
ÕÑÓÞ ÅÓÖÒÒÞ ÍÑÔ Ä ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË
®ÂÅÐÖÔÂ

sj � ŝj �

1 0 � � �
0 . .

.

..

. ..
.

. .
.

0
� � � 0 1

0BBBBBBB@

1CCCCCCCA j�q stroka ;

A �
1 0 0
t ÿt 1
0 0 1

 !
: �3:13�

±ÑÎËÐÑÏ ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ H�t�fKg ÖÊÎÂ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ-
ÐÑÅÑ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÍÑÔÑÌWfKg �QN

j�1 saj ÆÎËÐÞN, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

�1� t� t 2 � . . .� t nÿ1�H�t�fKg � det

"YN
j�1

ŝaj ÿ e

#
;

�3:14�

ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔ j ÒÓÑÃÇÅÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÆÑÎß ÍÑÔÞ, Õ.Ç. ÐÖÏÇÓÖÇÕ
ÚËÔÎÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞØ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ËÐÆÇÍÔ
a � f1; . . . ; nÿ 1; n; . . . ; 2nÿ 2g ÑÕÏÇÚÂÇÕ ÐÂÃÑÓ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐÐÞØ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ, ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ: fs1; . . . ; snÿ1; sÿ11 ; . . . ; sÿ1nÿ1g. £ ÐÂÛËØ ÆÂÎßÐÇÌÛËØ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ ÑÃÓÂÜÂÕßÔâ Í
àÕÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá.

®Þ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÏÔâ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ËÐÄÂÓËÂÐ-
ÕÑÄ ÖÊÎÑÄ Ë ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌ, ÍÑÅÆÂ ÆÎËÐÂ ÍÑÔÞ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, Õ.Ç. ÍÑÅÆÂ ÍÑÔÂ ÓÂÔÕÇÕ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ
ÏÑÉÇÏ ÔÕÓÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÑÐâÕËÇ ÔÎÑÉÐÑÔÕË ÖÊÎÂ,
âÄÎâáÜÇÅÑÔâ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ (ÑÆÐÂÍÑ ÃÑÎÇÇ ÅÓÖÃÑÌ)
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ, ÚÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÌ
ËÐÄÂÓËÂÐÕ.

¯ÂÊÑÄÇÏ ÔÎÑÉÐÑÔÕßá ÖÊÎÂ Z ÔÕÇÒÇÐß ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ, fK�t� (¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ,
¥ÉÑÐÔÂ, HOMFLY; ÔÏ. [26])

Z � lim
jtj!1

ln fK�t�
ln t

: �3:15�
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²ËÔ. 7. ¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3.2).

3 ³ÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÓÇÍÖÓÔËÄÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ ÒÑÎËÐÑÏÑÄ ¡ÎÇÍÔÂÐ-
ÆÇÓÂ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ (3.12) ÊÂÏÇÐÑÌ t 1=2 ÐÂ ÿt 1=2.
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© Â Ï Ç Ú Â Ð Ë Ç. ±Ñ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÔÎÑÉÐÑÔÕß ÖÊÎÂ
ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÑÆÐÑ Ë ÕÑ ÉÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÖÊÎÑÄ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÒÑÎËÐÑÏËÂÎß-
ÐÞÏËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏ ÑÆÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË, ÕÇÏ ÐÇÏÇÐÇÇ ÔÎÑÉÐÑÔÕß
ÖÊÎÂ ËÏÇÇÕ ÓâÆ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá
Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÏË ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË:

(Â) ÑÆÐÑ Ë ÕÑ ÉÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ Z ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÖÊÍËÌ ÍÎÂÔÔ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÃÎËÊÍËØ ÖÊÎÑÄ, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÄÄÇÔÕË ÔÅÎÂÉÇÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÎâ ÄÇÎË-
ÚËÐÞ Z;

(Ã) ÔÎÑÉÐÑÔÕß ÖÊÎÂ Z ÍÑÓÓÇÍÕÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÓÇÆÇÎß-
ÐÞÇ ÔÎÖÚÂË; Z � 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÎÂÃÑ ÊÂÖÊÎÇÐÐÞÏ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËâÏ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ Z � N ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÔÎÖÚÂá ÔËÎßÐÑ
ÊÂÖÊÎÇÐÐÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ;

(Ä) ÔÎÑÉÐÑÔÕß ÖÊÎÂ ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÄÔÇ ÐÇÂÃÇÎÇÄÞ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ë ËÏÇÇÕ ÒÓÑÊÓÂÚÐÖá
×ËÊËÚÇÔÍÖá ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖâ ÆÎËÐÇ ÒÓËÏË-
ÕËÄÐÑÅÑ ÔÎÑÄÂ Ä ÏÂÕÓËÚÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÑÃÓÂÊÖáÜËØ
ÅÓÖÒÒÞ ÍÑÔ;

(Å) ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÞÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ÏÑÉÇÕ ÆÂÕß ËÔÚÇÓ-
ÒÞÄÂáÜÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÕÑÒÑÎÑÅËË ÖÊÎÂ, ÑÆÐÂÍÑ,
ËÏÇâ ÆÇÎÑ ÔÑ ÔÕÂÕËÔÕËÍÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÖÊÎÑÄ, ÏÞ ÐÖÉ-
ÆÂÇÏÔâ Ä ÃÑÎÇÇ ÅÓÖÃÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÇ, ÒÑÊÄÑÎâáÜÇÌ
ÓÂÊÎËÚÂÕß ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÆÂÎÇÍËÇ ÖÊÎÞ. (±ÑÆÑÃÐÂâ ÒÓÑ-
ÃÎÇÏÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌÏÇØÂÐËÍÇ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ
ÑÕ ÏËÍÓÑÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Í ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá
¤ËÃÃÔÂ: ÏÞ ÕÇÓâÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËØ ÆÇÕÂÎÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÐÑ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÏ
ÅÎÂÆÍÑÔÕß ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ
ÔÒÑÔÑÃÐÞ ÒÓËÏÇÐâÕß ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ
ÏÇÕÑÆÞ Í ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ.)

¤ÎÂÄÐÂâ ÙÇÎß ÆÂÐÐÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÑÙÇÐÍÇ
×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ Z ÆÎâ ÖÊÎÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐ-
ÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÅÇÐÇÓËÓÑÄÂÐÐÞÏË ÊÂÏÍÐÖÕÞÏË ÍÑÔÂÏË Bn

ÆÎËÐÞ N. ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÏÞ ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ ÖÒÓÑÜÂÇÏ
ÑÃÜÖá ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÐÕÓÑÒËË ÖÊÎÂ, Â ËÏÇÐÐÑ
ÏÞ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÏ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ, ÚÕÑÃÞ
ÖÊÇÎ ÃÞÎ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÍÑÔÑÌ ËÊ ÅÓÖÒÒÞ Bn.

®Þ ÐÂÚËÐÂÇÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÖÊÎÂ, ÂÐÂÎËÊËÓÖâ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÍÖ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÇÕÇÎß ("ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÏÑÔÕÑÄ") ÐÂ
ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ. £ ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÑÃÜÇÏ ÄËÆÇ ÆÂÐÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑ-
ÄÂÐÂ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ±ÖÔÕß ÇÔÕß ÆËÔÍÓÇÕÐÂâ ÅÓÖÒÒÂ
Gn Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÑÃÓÂÊÖáÜËØ fg1; . . . ; gnÿ1g Ë ÒÖÔÕß
n ì ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ
fg1; . . . ; gnÿ1; gÿ11 ; . . . ; gÿ1nÿ1g. ¥Îâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ
hj � gi ÆÎâ j � i Ë hj � gÿ1i ÆÎâ j � i� nÿ 1;
n�hj� � 1=�2nÿ 2� ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ j. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ (ÒÓÂÄÑÔÕÑ-
ÓÑÐÐÇÇ) ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ (ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÔÎÑÄÑ) ÐÂ Gn Ô
ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá n: fxng, x0 � e 2 Gn Ë
Prob�xj � ujxjÿ1 � v� � n�vÿ1u� � 1=�2nÿ 2�. ¿ÕÑ ÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá 1=�2nÿ 2� ÏÞ ÆÑÃÂÄÎâÇÏ
àÎÇÏÇÐÕ haN Í ÔÎÑÄÖ hNÿ1 � ha1ha2 . . . haNÿ1 ÔÒÓÂÄÂ

4.
³ÎÖÚÂÌÐÑÇ ÔÎÑÄÑW, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÑÇ ËÊ N ÃÖÍÄ, ÄÞÃÓÂÐ-

ÐÞØ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ Ô ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
n � 1=�2nÿ 2� ËÊ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ fg1; . . . ; gnÿ1; gÿ11 ; . . . ; gÿ1nÿ1g,
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËÏ ÏÑÔÕÑÏ (¢®) ÆÎËÐÞ N ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ
Gn, ÇÔÎË ÍÓÂÕÚÂÌÛÇÇ (Ò Ó Ë Ï Ë Õ Ë Ä Ð Ñ Ç) ÔÎÑÄÑ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÔÎÑÄÖ W, ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÇÆËÐËÚÐÑÏÖ
(ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÄÖá ÆÎËÐÖ).

£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÍÑÐÍÓÇÕ-
ÐÞÇ ÄÑÒÓÑÔÞ.

1. ¬ÂÍÑÄÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß P�N� ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÏÑÔÕÂ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ Gn?

2. ¬ÂÍÑÄÂ ÖÔÎÑÄÐÂâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß P�k;mjN� ÕÑÅÑ, ÚÕÑ
ÒÑÆÔÎÑÄÑ W 0, ÔÑÔÕÑâÜÇÇ ËÊ m ÒÇÓÄÞØ ÃÖÍÄ N-ÃÖÍÄÇÐÐÑÅÑ
ÔÎÑÄÂ W, ËÏÇÇÕ ÒÓËÏËÕËÄÐÖá ÆÎËÐÖ k, ÇÔÎË ÔÎÑÄÑ W ÍÂÍ
ÙÇÎÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËÏ ÏÑÔÕÑÏ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ Gn?

£ ÓÂÃÑÕÇ [41] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄÇÆÇÐÂ Í ËÔÔÎÇ-
ÆÑÄÂÐËá ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÐÂ ÆÇÓÇÄÇ ¬ÇÌÎË Ô
ÍÑÑÓÆËÐÂÙËÑÐÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ 4. £ ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÔ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÂâ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÅÓÖÒÒÞ ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓËÏÇÐâÕß ÐÇÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÕÂÍËÇ ÉÇ ÒÓÑÔÕÞÇ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ.
´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÐÂ Bn ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄÇÆÇÐÂ Í ËÊÖÚÇÐËá
ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÏÂÓÍÑÄÔÍËØ ÙÇÒÇÌ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÅÓÂ×Ç C�G�.
£ ÔÎÖÚÂÇ ÅÓÖÒÒÞ B3 ÏÞ ÏÑÉÇÏ âÄÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß àÕÑÕ ÅÓÂ×,
Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÆÎâ ÅÓÖÒÒÞBn (n5 4) ÏÞÏÑÉÇÏ ÎËÛß ÆÂÕß
ÑÙÇÐÍÖ ÔÄÇÓØÖ ÆÎâ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÃÎÖÉÆÂÐËÌ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÍÖ ÏÂÓÍÑÄÔÍËØ ÙÇÒÇÌ
ÐÂ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ.

3.1.2. ³ÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÐÂ PSL(2, ZZ ), B3 Ë ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÔÕÇÒÇÐÇÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ. ¯ÂÚÐÇÏ Ô ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÎâ ÖÔÎÑÄÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ ÐÂ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÅÓÖÒÒÇ ÍÑÔ B3.
¤ÇÐÇÓÂÕÑÓÞ ÅÓÖÒÒÞ B3 ËÏÇáÕ ÄËÆ ÏÂÕÓËÙ 2� 2 Ä
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ®ÂÅÐÖÔÂ [59]:

s1 � ÿt 1
0 1

� �
; s2 � 1 0

t ÿt
� �

; �3:16�

ÅÆÇ t ì ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ. ·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ
ÆÎâ t � ÿ1 ÏÂÕÓËÙÞ s1 Ë s2 âÄÎâáÕÔâ ÑÃÓÂÊÖáÜËÏË
ÅÓÖÒÒÞ PSL�2; ZZ �, Â ÅÓÖÒÒÂ B3 ÇÔÕß ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÛË-
ÓÇÐËÇ PSL�2; ZZ � Ô ÙÇÐÕÓÑÏ
�s1s2s1�4l � �s2s1s2�4l � �s1s2�6l �

� �s2s1�6l � t 6l 0
0 t 6l

� �
: �3:17�

°ÅÓÂÐËÚËÄÂâÔß ÆÎâ ÐÂÚÂÎÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÅÓÖÒÒÞ
PSL�2; ZZ �, ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ~s1 � s1 Ë ~s2 � s2 (ÒÓË t � ÿ1).
¬ÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ PSL�2; ZZ � ÊÂÆÂÇÕÔâ ÖÐËÏÑ-
ÆÖÎâÓÐÞÏË ÏÂÕÓËÙÂÏË

S � 0 1
ÿ1 0

� �
; T � 1 1

0 1

� �
: �3:18�

¤ÓÖÒÒÑÄÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ~s1~s2~s1 � ~s2~s1~s2 Ä ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËË fS;Tg ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

S 2TSÿ2Tÿ1 � 1 : �3:19�

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÏÞ ËÏÇÇÏ

S 4 � �ST�3 � 1 : �3:20�

³ÄâÊß fS;Tg Ë f~s1; ~s2g ÕÂÍÑÄÂ:
~s1 � T �T � ~s1� ;

~s2 � Tÿ1STÿ1 �S � ~s1~s2~s1� : �3:21�4 ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÏÑÉÐÑ ÔÕÓÑËÕß Ë ÎÇÄÑÔÕÑÓÑÐÐËÇ ÏÂÓÍÑÄÔÍËÇ ÙÇÒË.

2 µ¶¯, Õ. 168, å 4
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®ÑÆÖÎâÓÐÂâ ÅÓÖÒÒÂ PSL�2; ZZ � âÄÎâÇÕÔâ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ
ÒÑÆÅÓÖÒÒÑÌ ÅÓÖÒÒÞ PSL�2; IR�. ¶ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÑÃ-
ÎÂÔÕß PSL�2; ZZ � ËÏÇÇÕ ×ÑÓÏÖ ÍÓÖÅÑÄÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ
ABC Ô ÖÅÎÂÏË f0; p=3; p=3g, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÑÅÑ Ä ÄÇÓØÐÇÌ
ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË Im z > 0 ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
z � x� iZ (ÓËÔ. 8). ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ×ÖÐÆÂÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÑÆËÐ àÎÇÏÇÐÕ ÍÂÉÆÑÌ
ÑÓÃËÕÞ PSL�2; ZZ � ÐÂØÑÆËÕÔâ ÄÐÖÕÓË ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ABC,
Ë ÆÄÂ àÎÇÏÇÐÕÂ ÎÇÉÂÕ ÐÂ ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ÑÓÃËÕÇ ÕÑÅÆÂ Ë
ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÑÐË ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÅÓÂÐËÙÇ ×ÖÐÆÂ-
ÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ABC. ¤ÓÖÒÒÂ PSL�2; ZZ �
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÑÔÐÑÄÐÞÏË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂÏË ÒÓË
ÆÇÌÔÕÄËË ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ S Ë T:

S : z! ÿ 1

z
;

T : z! z� 1 : �3:22�

£ÞÃÇÓÇÏ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ z0 ËÊ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎß-
ÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË Ë ÒÑÔÕÓÑËÏ ÅÓÂ× C�G�, ÍÑÕÑÓÞÌ ÔÑÇÆËÐâÇÕ
ÔÑÔÇÆÐËÇ ÑÃÓÂÊÞ àÎÇÏÇÐÕÂ z0, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÒÓË ÒÑÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÑÏ ÆÇÌÔÕÄËË ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ ËÊ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ
fS;T;Sÿ1;Tÿ1g ÐÂ àÎÇÏÇÐÕ z0. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÅÓÂ×
ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 8 ÛÕÓËØÑÄÑÌ ÎËÐËÇÌ, Â ÇÅÑ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 9. ®ÑÉÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß,
ÚÕÑ ØÑÕâ ÅÓÂ× C�G� ÐÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÇ Ë
ËÏÇÇÕ ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÙËÍÎÞ, ÇÅÑ ÔÍÇÎÇÕ C�g� ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ
ÆÇÓÇÄÂ ¬ÇÌÎË Ô ÚËÔÎÑÏ ÄÇÕÄÇÌ, ÓÇÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá ÔÑ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÑÌ C�G2�.

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÐÂ ÅÓÂ×Ç C�G�.
°ÒÓÇÆÇÎËÏ ÒÓÑÙÇÔÔ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.

1. £ÞÃÇÓÇÏ ÐÂÚÂÎßÐÖá ÕÑÚÍÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ
(ÍÑÓÇÐß) ÐÂ ÅÓÂ×Ç C�G�. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÇ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ Ä ÔÑÔÇÆÐËÇ ÄÇÓÛËÐÞ ÅÓÂ×Â Ô ÄÇÓÑâÕÐÑ-
ÔÕâÏË ÒÇÓÇØÑÆÂ n, ÒÑÓÑÉÆÇÐÐÞÏË ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇÏ ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ÑÃÓÂÊÖáÜËØ f~s1; ~s2; ~sÿ11 ; ~sÿ12 g.
¿ÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÕÂÍÑÄÞ (ÔÏ. (3.21)):

Prob
ÿ
xn � Tz0 j xnÿ1 � z0

� � 1

4
;

Prob
ÿ
xn � �Tÿ1STÿ1�z0 j xnÿ1 � z0

� � 1

4
;

Prob
ÿ
xn � Tÿ1z0 j xnÿ1 � z0

� � 1

4
;

Prob�xn � �TSÿ1T�z0 j xnÿ1 � z0� �
1

4
: �3:23�

±ÓË àÕÑÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓËÐâÕß ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÔÎÇÆÖáÜËÇ
×ÂÍÕÞ: àÎÇÏÇÐÕÞ Sz0 Ë Sÿ1z0 ÔÑÄÒÂÆÂáÕ, ÍÂÍ àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ
ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.22); Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÂÎ×ÂÄËÕÂ f~s1; . . . ; ~sÿ12 g
ÒÓÑÙÇÔÔ âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÓÍÑÄÔÍËÏ; ÔÖÏÏÂÓÐÂâ ÎÑÍÂÎßÐÂâ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ ÊÂ ÑÆËÐ ÛÂÅ âÄÎâÇÕÔâ ÔÑØÓÂÐâá-
ÜÇÌÔâ ÄÇÎËÚËÐÑÌ.

2. °ÒÓÇÆÇÎËÏ ÍÓÂÕÚÂÌÛÇÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ k ÒÑ ÅÓÂ×Ö
ÏÇÉÆÖ ÍÑÓÐÇÏ Ë ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËË. ±Ñ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá àÕÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÆÎËÐÑÌ
jWfS;Tgj ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÅÑ ÔÎÑÄÂ WfS;Tg,
ÊÂÒËÔÂÐÐÑÅÑ Ä ÂÎ×ÂÄËÕÇ fS;T;Sÿ1;Tÿ1g. ³ÄâÊß ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËâ k Ô ÆÎËÐÑÌ jWf~s1; ~s2gj ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÅÑ ÔÎÑÄÂ Wf~s1; ~s2g Ä
ÂÎ×ÂÄËÕÇ f~s1; ~s2; ~sÿ11 ; ~sÿ12 g ÕÂÍÑÄÂ: jWf~s1; ~s2gj � 0 ÕÑÅÆÂ Ë
ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ k � 0; ÆÎâ k4 1 ÆÎËÐÂ jWf~s1; ~s2gj
ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ: jWf~s1; ~s2gj � k� o�k�.

°ÒÓÇÆÇÎËÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÄÇÓÛËÐ ÅÓÂ×Â ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÔÒÑÔÑÃÑÏ (ÔÏ. ÓËÔ. 9).

(Â) °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÔÕÓÇÎÍÂÏË ÓÇÃÓÂ ÅÓÂ×Â G, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÇ ÑÃÓÂÊÖáÜËÏ T. ºÂÅ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá (ÒÓÑÕËÄ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ) ÔÕÓÇÎÍË ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂ T
(Tÿ1).

(Ã) ¢ÖÆÇÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÕß ÍÂÉÆÖá àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÖá
âÚÇÌÍÖ ÅÓÂ×Â G ÓÂÔÔÕÑâÐËÇÏ m ÄÆÑÎß ÔÍÇÎÇÕÂ ÅÓÂ×Â g ÑÕ
ÍÑÓÐâ.

(Ä) £ÄÇÆÇÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá a � f1; 2g, ÐÖÏÇÓÖáÜÖá ÄÇÓ-
ÛËÐÞ ÕÑÎßÍÑ ÄÐÖÕÓË ÍÂÉÆÑÌ âÚÇÌÍË. ®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ,
ÚÕÑ ÃÎÖÉÆÂáÜÂâ ÕÑÚÍÂ ÑÔÕÂÎÂÔß Ä âÚÇÌÍÇ M, ÓÂÔÒÑÎÑ-
ÉÇÐÐÑÌ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË m ÕÑÅÆÂ Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÑÐÂ
ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÑÆÐÑÌ ËÊ ÆÄÖØ ÄØÑÆâÜËØ ÄÇÓÛËÐ (ÔÏ. ÓËÔ. 9).
´ÂÍÂâ ÊÂÒËÔß ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÍÑÆËÓÑÄÂÕß ÄÇÔß
ÅÓÂ× C�G�.

°ÒÓÇÆÇÎËÏ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßUa�m;N� ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ
ÒÖÕß ÆÎËÐÞ N ÒÑ ÅÓÂ×Ö C�G�, ÐÂÚËÐÂáÜËÌÔâ ËÊ ÍÑÓÐâ,
ÊÂÍÂÐÚËÄÂÇÕÔâ Ä ÄÇÓÛËÐÇ a âÚÇÌÍË, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÑÌ ÐÂ
ÓÂÔÔÕÑâÐËË Ä m ÛÂÅÑÄ ÄÆÑÎß ÔÍÇÎÇÕÂ. ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ
Ua�m;N� ì ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÑÒÂÔÕß Ä ÎáÃÖá ËÊ
N g�m� � 3� 2mÿ1 âÚÇÇÍ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË m.

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÐÂÒËÔÂÕß ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕ-
ÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ Ua�m;N�, ÐÑ ÏÞ ËÐÕÇÓÇ-
ÔÖÇÏÔâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÃÑÎÇÇ ÅÓÖÃÞÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ. ¡ ËÏÇÐÐÑ ÏÞ ÄÞÚËÔÎâÇÏ ËÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ, ÄÞÌÆâ ËÊ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÄÇÓ-
ÛËÐÞ ÍÑÓÐÇÄÑÌ âÚÇÌÍË O, ÊÂÍÑÐÚËÕÔâ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ
ÄÇÓÛËÐÇ âÚÇÌÍË M, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÑÌ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË Ä m
ÛÂÅÑÄ ÒÑ ÔÍÇÎÇÕÐÑÏÖ ÅÓÂ×Ö. ¿ÕÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÇÔÕß

¶ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÂâ
ÑÃÎÂÔÕß PSL�2; ZZ �

²ËÔ. 8. ²ËÏÂÐÑÄÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÆÎâ ÏÑÆÖÎâÓÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ PSL�2; ZZ �.
¤ÓÂ× C�G�, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËÌ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ PSL�2; ZZ �,
ÒÑÍÂÊÂÐ ÛÕÓËØÑÄÑÌ ÎËÐËÇÌ.

M

T
T

T

S
S

0

¤ÓÂ× C�G�

³ÍÇÎÇÕÐÞÌ
ÅÓÂ× C�g�

²ËÔ. 9. ¤ÓÂ× C�G� Ë ÇÅÑ ÔÍÇÎÇÕ ì ÅÓÂ× C�g�.
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U�m;N� � 1

2

X
a�f1;2g

Ua�m;N� :

³ÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÓÂÔÔÕÑâÐËâÏË k ÒÑ ÅÓÂ×Ö G Ë m ÒÑ ÔÍÇÎÇÕÖ g
ÆÂÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ k � m� o�m� ÒÓË m4 1, ÚÕÑ ÐÇÒÑÔ-
ÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÅÓÂ×ÑÄ C�G� Ë C�g�.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÕÑÚÍÂ, ÃÎÖÉÆÂáÜÂâ ÒÑ ÅÓÂ×Ö,
ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÄÇÓÛËÐÇ a âÚÇÌÍË M, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÑÌ ÐÂ
ÓÂÔÔÕÑâÐËË m > 1 ÑÕ ÍÑÓÐâ (ÄÆÑÎß ÅÓÂ×Â C�g�). ªÊÏÇÐÇ-
ÐËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ m ÒÑÔÎÇ ÑÆÐÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÛÂÅÂ
(ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂ ËÊ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ f~s1; ~s2; ~sÿ11 ; ~sÿ12 g)
ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐÑ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÕÂÃÎËÙÇ:

ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ a ÆÄÂ ÛÂÅÂ ÖÄÇÎËÚË-
ÄÂáÕ ÆÎËÐÖ ÔÍÇÎÇÕÂ m ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÆÎËÐÞ (ÓÇÃÓÑ ÅÓÂ×Â),
ÑÆËÐ ÛÂÅ ÖÏÇÐßÛÂÇÕ m Ë ÑÆËÐ ÛÂÅ ÑÔÕÂÄÎâÇÕ m ÃÇÊ
ËÊÏÇÐÇÐËâ.

£ÄÇÆÇÏ à××ÇÍÕËÄÐÞÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË: p1 ì ÒÇÓÇÌÕË ÊÂ
ÑÆËÐ ÛÂÅ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÖá âÚÇÌÍÖ ÔÓÇÆË ÕÓÇØ
ÔÑÔÇÆÐËØ âÚÇÇÍ ÅÓÂ×Â C�G� Ë p2 ì ÑÔÕÂÕßÔâ Ä ÆÂÐÐÑÌ
âÚÇÌÍÇ. ªÊ-ÊÂ ÔËÏÏÇÕÓËË ÅÓÂ×Â ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÆÑÎÉÇÐ
ÃÞÕß ÐÂÒËÔÂÐ Ä ÄËÆÇ 3p1 � p2 � 1; ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÏÞ
ËÏÇÇÏ p1 � n � 1=4. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞÏÑÉÇÏ ÄÞÒËÔÂÕß
ÔËÔÕÇÏÖ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÆÎâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË U�m;N�:

U�m;N� 1� � 1

4
U�m� 1;N� � 1

4
U�m;N� � 1

2
U�mÿ 1;N�

�m5 2� ;
U�m;N� 1� � 1

4
U�m� 1;N� � 1

2
U�m;N� �m � 1� ;

U�m;N � 0� � dm;1 : �3:24�

²ÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3.24) ÆÂÇÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ
PSL�2; ZZ �.

²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË U�k;N�ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÇ N-ÃÖÍÄÇÐÐÑÇ ÔÎÑÄÑ Wf~s1; ~s2g Ô ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇÏ n � 1=4 ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ÑÃÓÂÊÖáÜËØ f~s1; ~s2; ~sÿ11 ; ~sÿ12 g
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÑÍÓÂÜÇÐÑ ÆÑ ÒÓËÏËÕËÄÐÑÅÑ ÔÎÑÄÂ ÆÎËÐÞ
k � m, ËÏÇÇÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ

U�k;N� ' h���
p
p �4ÿ h�

�
h

4�hÿ 2�
�N

�

�
1

N 3=2
; k � 0 ,

k

N 3=2
2k=2 exp

�
ÿ k2h

4N

�
; 15 k ,

8>><>>: �3:25�

ÅÆÇ h � 2�
���
2
p

=2.
³ Î Ç Æ Ô Õ Ä Ë Ç.²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË

U�k;mjN� ÕÑÅÑ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÅÇÐÇÓËÓÑÄÂÐÐÑÏ N-ÃÖÍ-
ÄÇÐÐÑÏ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÏ ÏÑÔÕÇ, ÐÂÒËÔÂÐÐÑÏ Ä ÂÎ×ÂÄËÕÇ
f~s1; ~s2; ~sÿ11 ; ~sÿ12 g, ÒÑÆÔÎÑÄÑ, ÔÑÔÕÑâÜÇÇ ËÊ ÒÇÓÄÞØ m ÃÖÍÄ,
ËÏÇÇÕ ÒÓËÏËÕËÄÐÖá ÆÎËÐÖ k, ÆÂÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-

ÎÇÐËÇÏ

U�k;mjN� � h���
p
p �4ÿ h�

k2�
m�Nÿm��3=2�

� exp

�
k2h

4

�
1

m
� 1

Nÿm

��
: �3:26�

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÖÔÎÑÄÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË U�m;mjN� ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ
ÐÂ ÅÓÂ×Ç C�g�, ÐÂÚÂÄÛÇÇÔâ Ë ÊÂÍÑÐÚËÄÛÇÇÔâ Ä ÍÑÓÐÇÄÑÌ
âÚÇÌÍÇ ÐÂ N-Ï ÛÂÅÇ, ÒÑÔÇÕËÕ ÒÑÔÎÇ m (m=N � const)
ÒÇÓÄÞØ ÛÂÅÑÄ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÄÇÓÛËÐÖ ÅÓÂ×Â, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ-
ÐÖá ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË m, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

U�m;mjN� � U�m;m�U�m;Nÿm�
U�m � 0;N�N g�m� ; �3:27�

ÅÆÇ N g � 3� 2mÿ1 Ë U�m;N� ÆÂÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (3.25).
±ÑÆÔÕÂÄÎââ (3.25) Ä (3.27), ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá
(3.26).

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÂâ ÄÞÛÇ ÊÂÆÂÚÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÎâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÏÑÔÕÑÄ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ
PSL�2; ZZ � ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ ÖÔÎÑÄÐÑÅÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÕÂÓÛÇÌ
ÔÕÇÒÇÐË ÒÑÎËÐÑÏÑÄ ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ ÖÊÎÑÄ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞØ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÊÂÏÍÐÖÕÞÏË ÍÑÔÂÏË, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÏË
ÅÓÖÒÒÇ B3.

©ÂÏÞÍÂÐËÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÍÑÔÞ b 2 B3 ÆÎËÐÞ N ÆÂÇÕ
ÖÊÇÎ (ÊÂÙÇÒÎÇÐËÇ) K. ²ÂÊÆÇÎËÏ ÍÑÔÖ b ÐÂ ÆÄÇ ÚÂÔÕË
(ÔÖÃÍÑÔÞ) b0 Ë b00 Ô ÆÎËÐÂÏË m Ë Nÿm ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ë
ÔÆÇÎÂÇÏ ×ÂÐÕÑÏÐÑÇ ÊÂÏÞÍÂÐËÇ ÔÖÃÍÑÔ b0 Ë b00, ÍÂÍ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 10. ¶ÂÐÕÑÏÐÑ ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ ÔÖÃÍÑÔÞ b0 Ë
b00 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÏÐÑÉÇÔÕÄÖ ×ÂÐÕÑÏÐÑ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÚÂÔ-
ÕÇÌ (ÔÖÃÖÊÎÑÄ) ÖÊÎÂK. £ÑÒÓÑÔ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË
ÖÔÎÑÄÐÑÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÐÂÌÕË àÕË ÔÖÃÖÊÎÞ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÑÏ ÔÎÑÉÐÑÔÕßá Z, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÖÊÇÎ K Ä
ÙÇÎÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÔÎÑÉÐÑÔÕßá Z � 0 (Õ.Ç. ÕÑÒÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ K ÃÎËÊÍÑ Í ÕÓËÄËÂÎßÐÑÏÖ).

¹ÕÑÃÞ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞÏ
×ÂÍÕÑÓÑÏ, ÑÕÐÑÔâÜËÏÔâ Í ÐÑÓÏÇ ÏÂÕÓËÙ s1 Ë s2, ÄÄÇÆÇÏ
ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ ÅÓÖÒÒÞ B3

jjs�1j jj � �det s�1j �ÿ1s�1j :

´ÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÔÕÇÒÇÐß ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ
¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.14)) Ä ÄËÆÇ

Z � �#��� ÿ#�ÿ��� Z ; �3:28�

a � 1 a � 2

~s1 � T

~s2 � Tÿ1STÿ1
~sÿ11 � Tÿ1

~sÿ12 � TSÿ1T

m! m� 1

m! m
m! mÿ 1

m! m� 1

~s1 � T

~s2 � Tÿ1STÿ1

~sÿ11 � Tÿ1

~sÿ12 � TSÿ1T

m! mÿ 1

m! m� 1

m! m� 1

m! m

b0

b00

²ËÔ. 10. ±ÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÏÑÔÕÂ ÆÎâ ÖÊÎÑÄ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ
B3-ÍÑÔÂÏË.

2*
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ÅÆÇ #��� Ë #�ÿ� ì ÚËÔÎÂ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ saj ËÎË sÿ1aj Ä
ÆÂÐÐÑÌ ÍÑÔÇ Ë Z ì ÔÕÇÒÇÐß ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ

QN
j�1 jjsaj jj. µÔÎÑÄËÇ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÏÑÔÕÂ

ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Z � 0 (Õ.Ç. #��� �#�ÿ� � 0 Ë Z � 0).
±ÖÔÕß

jjs1jj � T�t� ; jjs2jj � Tÿ1�t�S�t�Tÿ1�t� ; �3:29�

ÅÆÇ T�t� Ë S�t�ì ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ t-ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ
PSLt�2; ZZ �

T�t� �
������ÿtp

0

0
1������ÿtp

0@ 1A 1
1������ÿtp

0 1

0@ 1A ;

S�t� �
1������ÿtp 0

0
������ÿtp

0@ 1A 0 1
ÿ1 0

� �
: �3:30�

¤ÓÖÒÒÂ PSLt�2; ZZ � ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÃÇÊ ËÊÏÇÐÇÐËÌ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâ ÅÓÖÒÒÞ PSL�2; ZZ �, Õ.Ç. �T�t�S�t��3 � S 4�t� �
� T�t�S 2�t�Tÿ1�t�Sÿ2�t� � 1 (ÔÓ. Ô (3.19)). ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÇÔÎË ÏÞ ÔÕÓÑËÏ ÅÓÂ× C�Gt� ÆÎâ ÅÓÖÒÒÞ PSLt�2; ZZ �,
ÔÑÇÆËÐââ ÔÑÔÇÆÐËÇ ÑÃÓÂÊÞ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÄÊâ-
ÕÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ ËÊ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÏÞ ÏÑÉÇÏ
ÊÂÍÎáÚËÕß, ÚÕÑ ÅÓÂ×Þ C�Gt� Ë C�G� (ÔÏ. ÓËÔ. 9) ÕÑÒÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ. ¿ÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓâÏÞÏ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ
ÕÑÅÑ ×ÂÍÕÂ, ÚÕÑ ÅÓÖÒÒÂ B3 ÇÔÕß ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ
ÅÓÖÒÒÞ PSL�2; ZZ �. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÅÓÂ×ÑÄ C�Gt� Ë C�G� ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ËÊ-ÊÂ ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞØ ÄÎÑÉÇÐËÌ ÅÓÖÒÒ PSLt�2; ZZ � Ë PSL�2; ZZ � Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕß.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÂÕÓËÚÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ
QN

j�1 jjsaj jj
ÆÎâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ ÐÂØÑÆËÕÔâ
ÄÑ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ
ÃÎÖÉÆÂÐËÇÏ ËÊ N ÛÂÅÑÄ ÒÑ ÅÓÂ×Ö C�G�. ³ÕÇÒÇÐß ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËâ

QN
j�1 jjsaj jj ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÆÎËÐÑÌ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ

ÒÑ ÅÓÂ×Ö C�g�, Ë ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÄÑÆÖ, ÚÕÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ B3 Ä
ÕÇÓÏËÐÂØ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ (3.29) ÆÂÇÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (3.25), ÅÆÇ k ì ÔÕÇÒÇÐß ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâQN

a�1 jjsaj jj. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÇÓÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇ-
ÐËÇ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÂÐÔÂÏÃÎß ÖÊÎÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÊÂÏÞÍÂÐËÇÏ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ B3-ÍÑÔÞ ÆÎËÐÞ N Ô ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ
ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ÑÃÓÂÊÖáÜËØ. µÔÎÑÄÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË U�Z;mjN� ÆÎâ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔÎÑÉÐÑÔÕË Z
ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ (ÔÏ. (3.28)) ËÏÇÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÑ
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ Ë ÆÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (3.26) Ô k � Z.

3.2. ³ÎÖÚÂÌÐÞÇ ÃÎÖÉÆÂÐËâ
ÐÂ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ
£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÊÂÆÂÇÏÔâ ÙÇÎßá ÒÑÎÖÚËÕß ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍÖ ÖÔÎÑÄÐÞØ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ
ÏÑÔÕÑÄ ÐÂ ÅÓÖÒÒÂØ ÍÑÔ Bn. ¥Îâ ÔÎÖÚÂâ n > 3 àÕÂ ÒÓÑÃÎÇÏÂ
ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ÐÇ ÓÂÊÓÇÛÇÐÂ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÏÞ
ÏÑÉÇÏ ÑÙÇÐËÕß ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
¢® ÐÂ Bn, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÐÂ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ
[44, 48, 52 ë 54].

¤ÓÖÒÒÂ LF n�1�d� ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ, ÇÔÎË
ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ ff1; . . . ; fng ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÍÑÏ-
ÏÖÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ:

(a) ÍÂÉÆÂâ ÒÂÓÂ �fj; fk� ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕ ÔÄÑÃÑÆÐÖá ÒÑÆ-
ÅÓÖÒÒÖ ÅÓÖÒÒÞ F n�1, ÇÔÎË jjÿ kj < d;

(b) fj fk � fk fj ÆÎâ jjÿ kj5 d.
£ ÆÂÎßÐÇÌÜÇÏ ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÏÔâ ÔÎÖÚÂÇÏ d � 2, ÅÆÇ

LF n�1�2� � LF n�1.
±ÓËÄÇÆÇÏ ÔÓÂÊÖ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÇÆÇÎß-

ÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ.
±ÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ

ÃÎÖÉÆÂÐËâ ËÊ N ÛÂÅÑÄ (N4 1) ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ F n�1 ÆÎâ
ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÌ (ÒÓËÏËÕËÄÐÑÌ) ÆÎËÐÞ m ÇÔÕß

P�m;N� ' const

N3=2
exp

�
ÿN

6

�
m sinh m exp

�
ÿ 3m2

2N

�
�n � 3� ;

P�m;N� ' 1

2
������������
14pN
p exp

�
ÿ 8

7N

�
mÿ 3

4
N

�2�
�n4 1� :

�3:31�
¯ËÉÇ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÞ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÒÑÆØÑÆÞ, ÒÓËÏÇÐË-

ÏÞÇ Ä ÆÄÖØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ: (1) ÆÎâ n � 3 (ÅÓÖÒÒÂLF 4);
(2) ÆÎâ n4 1.

(1) £ÇÔßÏÂ ÒÑÎÇÊÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÌ
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÑÃÓÂÊ. µÔÕÂÐÑÄËÏ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚ-
ÐÑÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÖÕÇÏ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ
n-ÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ¤ËÎßÃÇÓÕÂ LHn�x1; . . . ; xn� Ë
ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÇÌ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ LF n�1, ÊÂÒËÔÂÐÐÑÌ Ä
ÕÇÓÏËÐÂØ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ ff1; . . . ; fÿ1n g. ¥Îâ ÃoÂ ÎßÛÇÌ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÑÔÕË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÍÑÅÆÂ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓ, ÔÍÂÉÇÏ, fj
(ËÎË fÿ1j ), ÆÑÃÂÄÎÇÐ Í ÖÉÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜÇÏÖ ÔÎÑÄÖ Ä ÅÓÖÒÒÇ
LF n�1, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
LHn�x1; . . . ; xn� ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÑÆËÐ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÌ
ÛÂÅ ÒÑ ÑÔË �0; xj� (ÆÎâ fÿ1j ì ÒÓÑÕËÄ ÑÔË).

´ÇÒÇÓß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (Â), (Ã) ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÎÑÍÂÎßÐÑ-
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ ÏÑÉÐÑ ÓÇ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß Ä ÕÇÓÏËÐÂØ
ÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ LF n. ¶ÂÍÕËÚÇÔÍË
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (Ã) ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÇ ÛÂÅË
ÒÑ ÑÔâÏ �0; xj� Ë �0; xk� �jjÿ kj5 2� ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ, ÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÇÚÇÐËÇ �xj; xk� ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ LHn ÒÎÑÔÍÑ Ë
ËÏÇÇÕ ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÏÇÕÓËÍÖ dx2j � dx2k. ³ËÕÖÂÙËâ ÔÑ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞÏË ÒÖÕâÏË Ä ÔÇÚÇÐËâØ �xj; xj�1� ÅËÎßÃÇÓÕÑÄÂ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ LHn ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ËÐÑÌ. ºÂÅË
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ
(Â) ÎÑÍÂÎßÐÑ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ, Ë ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÃÎÖÉÆÂÐËâÏ ÐÂ ÆÇÓÇÄÇ ¬ÇÌÎË. ·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ
ÆÇÓÇÄÑ ¬ÇÌÎË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÊÑÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÄÎÑÉÇÐÑ
(ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ Ë ÃÇÊ ÐÂÎÑÉÇÐËÌ) Ä 3-ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÖ, ÍÑÕÑÓÂâ
ÆÂÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÐÇÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÇÚÇÐËâ
�xj; xj�1� ËÏÇáÕ ÏÇÕÓËÍÖ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ, ÍÑÕÑ-
ÓÂâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÂ Ä ×ÑÓÏÇ �dx2j � dx2j�1�=x2j .

¥Îâ ÅÓÖÒÒÞ LF 4 àÕË ÂÓÅÖÏÇÐÕÞ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÏÇÕÓËÍÇ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ LH�3�

ds2 � dx21 � dx22 � dx23
x22

: �3:32�

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÔÇÚÇÐËÇ �x1; x3� ÒÎÑÔÍÑ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÔÇÚÇÐËâ
�x1; x2� Ë �x2; x3� ËÏÇáÕ ÏÇÕÓËÍÖ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄ-
ÔÍÑÅÑ. ¯ÇÇÄÍÎËÆÑÄÑ (ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÑÇ) ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ
ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÕÑÚÍÂÏË, M 0 Ë M 00, Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ H3

ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

cosh m�M 0M 00� � 1� 1

x2�M 0�x2�M 00� �

�
X3
i�1

�
xi�M 0� ÿ xi�M 00��2 ; �3:33�
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ÅÆÇ fx1; x2; x3g ì ÇÄÍÎËÆÑÄÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ä ÕÓÇØÏÇÓ-
ÐÑÏ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ x2 > 0 Ë m ì ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÂâ ÐÂ
4-ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ (ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ).

¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ, ÅÆÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ
ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ë
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.49) Ë
(3.51)). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓËÌÕË Í ÄÞÄÑÆÖ, ÚÕÑ
×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ Ps�m;N� (3.51) ë (3.54) ÆÂÇÕ
ÕÂÍÉÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÕÑÅÑ, ÚÕÑ N-ÃÖÍÄÇÐÐÑÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ
ÔÎÑÄÑ (ÊÂÒËÔÂÐÐÑÇ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ ËÊ ÅÓÖÒÒÞF 4) ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß
ÒÓËÏËÕËÄÐÞÌ ÒÖÕß ÆÎËÐÞ m (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.31)).

(2) ¥Îâ ÅÓÖÒÒÞ LF n�1 (n4 1� ÐÂÏ ÐÇ ÖÆÂÎÑÔß ÐÂÌÕË
ÂÐÂÎÑÅ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (3.32), Ë ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎËÕß, ÕÑÚÐÑ ÄÞÚËÔÎââ ÑÃÝÇÏ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂ-
ÕËÄÐÑÌ ÒÑÆÅÓÖÒÒÞ LF n�1.

±ÖÔÕß Vn�m� ì ÚËÔÎÑ ÄÔÇØ ÐÇàÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ ÒÓËÏË-
ÕËÄÐÞØ ÔÎÑÄ ÆÎËÐÞ m Ä ÅÓÖÒÒÇ LF n�1. °ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ
ÒÓË m4 1 Vn�m� ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ:

Vn�m� � const

�
1� 2

�
3ÿ 4p2

n2

��m
' 7m �n4 1� : �3:34�

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.34), ÏÞ
ÏÑÉÇÏ ÊÂÒËÔÂÕß ÍÂÉÆÑÇ ÒÓËÏËÕËÄÐÑÇ ÔÎÑÄÑ Wp ÆÎËÐÞ m
Ä ÅÓÖÒÒÇ LF n�1 Ä ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ
[51], ÒÑÆÑÃÐÑÏ ÔËÏÄÑÎËÚÇÔÍÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ, ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎß-
ÊÖÇÏÑÌ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ

Wp � fa1� �m1 fa2� �m2 . . . fas� �ms ; �3:35�
ÅÆÇ

Ps
i�1 jmij � m �mi 6� 0 8 i; 14 s4m) Ë ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-

ÐÑÔÕß ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ fai Ä (3.35) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÆÎâ ÄÔÇØ fai
(ÔÑÔÇÆÐËÇ fai ÓÂÊÎËÚÐÞ) ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÎÑÍÂÎßÐÞÏ ÒÓÂÄË-
ÎÂÏ:

(i) ÇÔÎË fai � f1, ÕÑ fai�1 2 f2; f3; . . . ; fnÿ1f g;
(ii) ÇÔÎË fai � fk (1 < k4 nÿ 1), ÕÑ fai�1 2 ffkÿ1; fk�1; . . .

. . . ; fnÿ1g;
(iii) ÇÔÎË fai � fn, ÕÑ fai�1 � fnÿ1.
¿ÕË ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÒÓÂÄËÎÂ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÒÇÓÇ-

ÚËÔÎËÕß ÄÔÇ ÓÂÊÎËÚÂáÜËÇÔâ ÒÓËÏËÕËÄÐÞÇ ÔÎÑÄÂ. ¦ÔÎË
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ Ä ÒÓËÏËÕËÄÐÑÏ ÔÎÑÄÇ
Wp ÐÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÒÓÂÄËÎÂÏ (i) ë (iii), ÏÞ ÍÑÏÏÖÕËÓÖÇÏ
ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ Ä ÔÎÑÄÇ Wp ÆÑ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÇ ÍÑÆËÓÑÄÂÐËÇ ÄÔÇØ ÐÇàÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÞØ ÒÓËÏËÕËÄÐÞØ ÔÎÑÄ Ä ÅÓÖÒÒÇ LF n�1.

¹ËÔÎÑ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÓËÏËÕËÄÐÞØ ÔÎÑÄ Vn�m� ÆÂÐÐÑÌ
ÆÎËÐÞ m ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

Vn�m� �
Xm
s�1

R�s�
X

fm1 ;...;msg

0
D
�Xs

i�1
jmij ÿ m

�
; �3:36�

ÅÆÇR�s�ìÚËÔÎÑ ÄÔÇØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕÇÌ ËÊ
s ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ ËÊ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ff1; . . . ; fng,
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËØ ÎÑÍÂÎßÐÞÏ ÒÓÂÄËÎÂÏ (i) ë (iii); ÄÕÑÓÂâ
ÔÖÏÏÂ ÆÂÇÕ ÚËÔÎÑ ÄÔÇØ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÒÓËÏË-
ÕËÄÐÑÅÑ ÒÖÕË ÆÎËÐÞ m ÆÎâ ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË
ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ (ÛÕÓËØ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ËÆÇÕ ÒÑ
ÄÔÇÏ mi 6� 0 Ë 14 i4 s; Dì×ÖÐÍÙËâ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ).

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÒÓÂÄËÎÂ (i) ë (iii)
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÑÃÑÃÜÇÐÐÖá ÙÇÒß ®ÂÓÍÑÄÂ Ô ÔÑÔÕÑâÐËâÏË,
ÊÂÆÂÄÂÇÏÞÏË ÏÂÕÓËÙÇÌ ËÐÙËÆÇÐÕÐÑÔÕË bTn ÓÂÊÏÇÓÂ n� n,
ÅÆÇ ÓâÆÞ Ë ÔÕÑÎÃÙÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂÏ f1; . . . ; fn:

£ ÕÂÃÎËÙÇ (3.37) ÒÑÍÂÊÂÐ ÔÎÖÚÂÌ Ô d � 2.
¹ËÔÎÑ ÄÔÇØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÐÑÓÏÂÎßÐÑ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ

ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕÇÌ ÔÎÑÄ ÆÎËÐÞ s Ô ÓÂÊÓÇÛÇÐÐÞÏË
ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞÏË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË ÆÂÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

Rn�s; d� � vin
� bTn�d�

�s
vout ; �3:38�

ÅÆÇ

vin � � 1 . . . 1
z���}|���{n

� ; vout �
1

..

.

1

0B@
1CA
9>=>;n : �3:39�

±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÅÎÂÄÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.36)
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËâÏË s4 1, ÏÞ ÊÂÏÇÐâÇÏ Rn�s�
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

Rn�s�
���
s4 1
� lmax

n

ÿ �s
; lmax

n � 3ÿ 4p2

n2
�O

�
1

n3

�
; �3:40�

ÅÆÇ lmax
n ì ÔÕÂÓÛÇÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÂÕÓËÙÞ bTn

ÒÓË n4 1.
³ÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ Ä (3.36) ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ R�s� Ë ÆÂÇÕX0

fm1;...;msg
D
�Xs

i�1
jmij ÿ m

�
� 2s

�mÿ 1�!
�sÿ 1�!�mÿ s�! : �3:41�

³ÑÃËÓÂâ ÄÔÇ ÚÎÇÐÞ ×ÑÓÏÖÎÞ (3.36) Ë ÑÙÇÐËÄÂâ ÔÖÏÏÖ
ÒÑ s, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá (3.34). ©ÐÂÚÇÐËÇ Vn�m; d�
ÓÂÔÕÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÃÞÔÕÓÑ Ô m, Ë ÔÍÑÓÑÔÕß àÕÑÅÑ
ÓÑÔÕÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

zeff ÿ 1 � Vn�m� 1�
Vn�m�

����
m4 1

' 7ÿ 8p2

n2
; �3:42�

ÅÆÇ zeff ì à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÙËÑÐÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÆÇÓÇÄÂ,
ÂÔÔÑÙËËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ Ô ÅÓÂ×ÑÏÎÑÍÂÎßÐÑ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ
LF n�1 ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.
£ÑÊßÏÇÏ ÔÄÑÃÑÆÐÖá ÅÓÖÒÒÖ Gn Ô ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂÏË
f~f1; . . . ; ~fng, ÅÆÇ ÄÔÇ ~fi (14 i4 n) ÐÇ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ. ¤ÓÖÒÒÂ
Gn ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÆÇÓÇÄÂ C�Gn� Ô 2n ÄÇÕÄâÏË, ÅÆÇ ÚËÔÎÑ
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÎÑÄ ÆÎËÐÞ m ÓÂÄÐÑ

eVn�m� � 2n�2nÿ 1�mÿ1 : �3:43�

¤ÓÂ× C�LF n�1�, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÅÓÖÒÒÇ LF n�1, ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐ ËÊ ÅÓÂ×Â C�Gn� Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË ÔÑ ÔÎÇÆÖá-

f1 f2 f3 f4 . . . fnÿ1 fn

bTn�d� �

f1
f2
f3
f4
..
.

fnÿ1
fn

0
1
0
0
..
.

0
0

1
0
1
0
..
.

0
0

1
1
0
1
..
.

0
0

1
1
1
0
..
.

0
0

. . .

. . .

. . .

. . .
. .

.

. . .

. . .

1
1
1
1
..
.

0
1

1
1
1
1
..
.

1
0

(3.37)
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ÜÇÌ ÓÇÍÖÓÔËÄÐÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÑÌ: (a) ÄÑÊßÏÇÏ ÍÑÓÐÇÄÖá
ÄÇÓÛËÐÖ ÅÓÂ×Â C�Gn� Ë ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÔÇ ÄÇÓÛËÐÞ ÐÂ
ÓÂÔÔÕÑâÐËË m � 2; ÑÕÑÉÆÇÔÕÄËÏ ÕÇ ÄÇÓÛËÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏ ÔÎÑÄÂÏ Ä ÅÓÖÒÒÇ LF n�1;
(b) ÒÑÄÕÑÓËÏ àÕÖ ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÄÔÇ ÄÇÓÛËÐÞ
ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË m � �1; 2; . . .� Ë ÔÍÎÇËÄÂâ (Õ.Ç. ÑÕÑÉÆÇÔÕ-
ÄÎââ) ÄÇÓÛËÐÞ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË m� 2 ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËá ÎÑÍÂÎßÐÑ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ. ±ÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÑÒËÔÂÐ-
ÐÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ ÏÞ ÔÕÓÑËÏ ÅÓÂ×, ËÏÇáÜËÌ Ä ÔÓÇÆÐÇÏ
zeff ÿ 1 ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÄÇÕÄÇÌ, ÄÇÆÖÜËØ ÐÂ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÙËÑÐÐÖá Ô×ÇÓÖ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, àÕÑÕ ÅÓÂ× ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ (Ä ÔÓÇÆÐÇÏ) Ô ÆÇÓÇÄÑÏ Ô zeff ' 8 ÄÇÕÄâÏË.

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÎÑÍÂÎßÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÅÓÂ×Â
C�LF n�1� ÑÚÇÐß ÔÎÑÉÐÂ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.42) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÐÂÌÕË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ÅÓÂ×Ç
C�LF n�1�. ©ÐÂâ zeff, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÐÂÒËÔÂÕß ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË P�m;N� ÐÂÌÕË ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ
ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË m ÑÕ ÍÑÓÐâ ÅÓÂ×Â ÒÑÔÎÇ N
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÛÂÅÑÄ ÒÑ ÅÓÂ×Ö C�LF n�1�:

P�m;N� 1� �
�
1ÿ 1

zeff

�
P�mÿ 1;N� � 1

zeff
P�m� 1;N�

�m5 2� : �3:44�
²ÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (3.44) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÐÂ ÒÑÎÖÒÓâÏÑÌ
Ô ÆÓÇÌ×ÑÏ ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ. ±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ àÕÖ
ÂÐÂÎÑÅËá, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÆÑÒÑÎÐËÕß (3.44) ÅÓÂÐËÚÐÞÏË Ë
ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË [52]. ´ÑÚÐÞÌ ÄËÆ ÅÓÂÐËÚÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ ÐÇ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (3.44) ÄÃÎËÊË ÏÂÍÔËÏÖÏÂ, Ë ÓÇÛÇÐËÇ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

P�m;N� ' 1

2
���������������������������
2p�zeff ÿ 1�Np �

� exp

�
ÿ z2eff

8�zeff ÿ 1�N
�
mÿ zeff ÿ 2

zeff
N

�2�
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÔÍÑÏÖá ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ (3.31) ÒÓËÏËÕËÄÐÑÌ ÆÎËÐÞ ÔÎÑÄÂ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ LF n�1.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (3.31) ÆÂÇÕ ÑÙÇÐÍÖ ÔÐËÊÖ ÆÎâ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓËÏËÕËÄÐÞØ ÔÎÑÄ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ Bn ÒÓË n4 1.

®Þ ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ÅÓÖÒÒÂØ LF n�1�d� ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ d ÑÚÇÐß ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÐÑ Ë ÏÑÉÇÕ ÆÂÕß ËÏÒÖÎßÔ
ÆÎâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÐÂ ÚÂÔÕËÚÐÑ ÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ. ¬ÓÑÏÇ
ÕÑÅÑ, ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞÌ ÍÓÖÅ ÄÑÒÓÑÔÑÄ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÄâ-
ÊÂÐ ÔÑ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÏË ÒÓÑÃÎÇÏÂÏË, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÏË Ä
ÕÇÑÓËË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÏÂÕÓËÙ.

3.3. ¢ÓÑÖÐÑÄÔÍËÇ ÏÑÔÕÞ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ
Ë ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâØ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÏÂÕÓËÙ
²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÊÂÆÂÚ Ñ ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ ÔÎÑÄ Ä ÎÑÍÂÎßÐÑ
ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÞØ ÅÓÖÒÒÂØ ÎÑÅËÚÇÔÍË ÒÓËÄÇÎÑ ÐÂÔ Í
ÒÓÑÃÎÇÏÇ ËÊÖÚÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÏÂÓÍÑÄÔÍËØ
ÙÇÒÇÌ ÐÂ ÅÓÂ×ÂØ, ËÏÇáÜËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, ÔØÑÆÐÖá Ô ÆÇÓÇÄÑÏ
¬ÇÌÎË, ÚÕÑ Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÒÑÔÎÖÉËÎÑ ÔÕËÏÖÎÑÏ Í
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâØ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ. (®Þ ÖÉÇ ÑÕÏÇ-
ÚÂÎË ÄÞÛÇ, ÚÕÑ ÅÓÂ×Þ ÕËÒÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÆÇÓÇÄÂ ¬ÇÌÎË
ËÊÑÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÄÍÎÂÆÞÄÂáÕÔâ ËÏÇÐÐÑ Ä ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ.)

¶ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ P�r; t� ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ Ä D-ÏÇÓÐÑÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÕÇÒÎÑÒÓÑ-
ÄÑÆÐÑÔÕË

q
qt
P�r; t� � DDP�r; t�

Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÆË××ÖÊËË D � 1=�2D� Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÏË ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ Ë ÐÑÓÏËÓÑÄÍÑÌ

P�r; t � 0� � d�r� ;
�
P�r; t� dr � 1 :

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆË××ÖÊËË ÆÎâ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË P�q; t� ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ
ÓËÏÂÐÑÄÑÏ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [62]) ÇÔÕß

q
qt
P�q; t� � D 1���

g
p q

qqi

� ���
g
p �gÿ1�ik

q
qqk

�
P�q; t� ; �3:45�

ÅÆÇ

P�q; t � 0� � d�q� ;
� ���

g
p

P�q; t� dq � 1 �3:46�

Ë gik ìÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ; g � det gik.
µÓÂÄÐÇÐËÇ (3.45) ØÑÓÑÛÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÑ ÆÎâ ÏÐÑÅÑ-

ÑÃÓÂÊËÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ. ¯ËÉÇ ÏÞ
ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÆÄÖØ
ÔÂÏÞØ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÔÎÖÚÂÇÄ: ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ, ÚÂÔÕÑ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏÞØ ÍÂÍ 3- Ë 4-ÒÔÇÄÆÑ-
Ô×ÇÓÞ.

¥Îâ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ ÏÞ ËÏÇÇÏ

jjgikjj � 1 0
0 sinh2m

���� �������� ���� ; �3:47�

ÅÆÇ m ì ÆÎËÐÂ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ ÐÂ 3-ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ. ³ÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆË××ÖÊËË ÇÔÕß

q
qt
Pp �m;j; t� � D

�
q2

qm2
�cothm q

qm
� 1

sinh2 m

q2

qj2

�
�

� Pp �m;j; t� : �3:48�
²ÇÛÇÐËÇ (3.48) ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

Pp �m; t� � exp�ÿtD=4�
4p

����������������
2p�tD�3

q �1
m

x exp
�ÿ x2=�4tD���������������������������������

cosh xÿ cosh m
p dx '

' exp�ÿtD=4�
4ptD

�
m

sinhm

�1=2

exp

�
ÿ m2

4tD
�
: �3:49�

¥Îâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ
gik ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐ ÍÂÍ

jjgikjj �
1 0 0
0 sinh2 m 0

0 0 sinh2 m sin2 y

������
������

������
������ : �3:50�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (3.50) Ä (3.45), ÏÞ ËÏÇÇÏ

Pc�m; t� � exp�ÿtD�
8p

��������������
p�tD�3

q m
sinh m

exp

�
ÿ m2

4tD
�
: �3:51�

£ÒÇÓÄÞÇ àÕË Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ë Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [63].
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®Þ ÃÞ ØÑÕÇÎË ÑÔÑÃÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß ÔÎÇÆÖáÜËÌ ×ÂÍÕ.
¶ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Pp �m; t� Ë Pc�m; t� ÆÂáÕ ÄÇÓÑâÕÐÑ-
ÔÕË ÐÂÌÕË ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t Ä
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÑÌ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË m Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ ÐÇÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ³ ÆÓÖÅÑÌ
ÔÕÑÓÑÐÞ, ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÐÂÌÕË ÍÑÐÇÙ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ
ÕÑÚÍÇ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË m ÇÔÕß

Pp ; s �m; t� � Pp ; s �m; t�N p ; s �m� ; �3:52�

ÅÆÇ

N p �m� � sinh m �3:53�
ì ÒÇÓËÏÇÕÓ ÍÓÖÅÂ ÓÂÆËÖÔÂ m ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ
Ë

N c�m� � sinh2 m �3:54�
ì ÒÎÑÜÂÆß Ô×ÇÓÞ ÓÂÆËÖÔÂ m Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ­ÑÃÂÚÇÄ-
ÔÍÑÅÑ.

²ÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ Pp ; s Ë Pp ; s ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ Ä ÐÇÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËË ÓÂÊÎËÚËÇ àÕËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÏ.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÏÑÔÕÂ, ÄÞÚË-
ÔÎËÏ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ËÊ N
ÛÂÅÑÄ, ÐÂÚÂÄÛÇÇÔâ Ë ÊÂÍÑÐÚËÄÛÇÇÔâ Ä ÕÑÚÍÇ m � 0, ÒÑÒÂÎÑ
ÒÑÔÎÇ ÒÇÓÄÞØ tÛÂÅÑÄ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÕÑÚÍÖ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË m
ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË (Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ) ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ.
¿ÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÇÔÕß (ÒÓË N!1)

Pp �m; tj0;N� � Pp �m; t�Pp �m;Nÿ t�
Pp �0; t� '

' N

4pDt�Nÿ t� m exp
�
ÿ m2

4D
�
1

t
� 1

Nÿ t

��
;

Ps �m; tj0;N� � Ps �m; t�Ps �m;Nÿ t�
Ps �0; t� '

' N3=2

8pt3=2�Nÿ t�3=2
m2 exp

�
ÿ m2

4D
�
1

t
� 1

Nÿ t

��
: �3:55�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÃÞÚÐÖá ÅÂÖÔÔÑÄÖ ×ÖÐÍ-
ÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ.

µÓÂÄÐÇÐËâ (3.55), ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ
ÐÂ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ
ÍÓËÄËÊÐÞ, ËÏÇáÕ ÒÓâÏÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í ÖÔÎÑÄÐÞÏ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ ­âÒÖÐÑÄÂ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ
ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÏÂÕÓËÙ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÇÓÄÑÇ ËÊ
ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (3.55). ¥ÇÎÂâ ÊÂÏÇÐÖ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
m � ln�1� jzj�=�1ÿ jzj�; j � arg z, z � x� iy ��z � xÿ iy�,
ÏÞ ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÏ 3-ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÖ �m;j� ÐÂ ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÆËÔÍ
jzj < 1 (ÏÑÆÇÎß ±ÖÂÐÍÂÓÇ). ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÏÇÕÓËÍÂ Ä
ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÏ ÄËÆÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ dl 2 � �4 dz d�z�=�1ÿ jzj2�2.
ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
z � �1� iw�=�1ÿ iw� ÄÑÔÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
¬ÎÇÌÐÂ, ÅÆÇ dl 2 � ÿ�4 dw d�w�=�wÿ �w�2 Ë Imw > 0
(w � u� iv; �w � uÿ iv).

³ÎÇÆÖáÜËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÑÄÇÓÇÐÞ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÏÇÕÓËÍË ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [17]). ¤ÓÖÒÒÂ ÆÓÑÃÐÑ-
ÎËÐÇÌÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ ËÊÑ-
ÏÑÓ×ÐÂ:

(i) ÅÓÖÒÒÇ SU�1; 1�=� 1 � PSU�1; 1� Ä ÏÑÆÇÎË ±ÖÂÐ-
ÍÂÓÇ;

(ii) ÅÓÖÒÒÇ SL�2; IR�=� 1 � PSL�2; IR� Ä ÏÑÆÇÎË
¬ÎÇÌÐÂ.

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ËÊÄÇÔÕÐÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [34]), ÚÕÑ
ÒÎÑÔÍÑÔÕß ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ H ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÆÇÐÕË×ËÙËÓÑ-
ÄÂÐÂ Ô ÅÓÖÒÒÑÌH � SL�2; IR�=SO�2�. ¿ÕÂ ÔÄâÊß ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÐÂÏ ÓÂÊÓÇÛËÕß (ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ) ÔÎÇÆÖá-
ÜÖá ÒÓÑÃÎÇÏÖ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËÌ ÏÑÔÕ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ
H, Õ.Ç. ÒÑÕÓÇÃÖÇÏ, ÚÕÑÃÞ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ N ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÏÂÕÓËÙ cMk 2 H �04 k4N� ÃÞÎÑ ÕÑÉÆÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÇ. ªÊÖÚËÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ ­âÒÖÐÑÄÂ d̂ ÆÎâ ÒÇÓÄÞØm ÏÂÕÓËÙ Ä
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËË. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ËÏÇÕß ÒÑÎÐÑÇ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄËÇ ÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÃÎÖÉÆÂÐËá ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ, ÐÂÒËÛÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ
ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÂWk �

ÿ
uk
vk

�
:

Wk�1 � cMkWk ; W1 � 1

1

� �
; �3:56�

ÅÆÇ Mk 2 H ÆÎâ ÄÔÇØ k 2 �1;N�. µÔÎÑÄËÇ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÏÑÔÕÂ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ

WN �W1 dlq N4 1 : �3:57�
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÔÎÖÚÂÌcMk � 1� bMk ; norm � bMk�5 1 : �3:58�
£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.56)
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÏÇÐÇÐÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏ. ¦ÅÑ ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ (3.45). ±ÑÍÂÊÂÕÇÎß ­âÒÖ-
ÐÑÄÂ d̂ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÏÂÕÓËÙ cM ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÆÎËÐÑÌ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ¬ÎÇÌÐÂ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓË ÖÔÎÑÄËâØ (3.57),
(3.58) ÏÞ ËÏÇÇÏ ÆÎâ d̂ ÑÃÞÚÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ¤ÂÖÔÔÂ,
ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÇ Ô ÒÇÓÄÞÏ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3.55). ¢ÇÊ ÖÔÎÑÄËâ
¢® (Õ.Ç. ÆÎâ ÑÕÍÓÞÕÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÖÕÇÌ) ÏÞ ÄÑÔÒÓÑ-
ËÊÄÑÆËÏ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ¶áÓÔÕÇÐÃÇÓÅÂ [39].

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ ÄÞÛÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ
ÍÂÉÇÕÔâ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÔØÇÏÂÕËÚÐÞÏ, ÑÐÑ âÔÐÑ ÑÕÓÂÉÂÇÕ
ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ.

µÔÎÑÄËÇ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÏÑÔÕÂ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂ-
ÐËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ
ÆÇÎÂÇÕ àÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ "à××ÇÍÕËÄÐÑ ÒÎÑÔÍËÏ", Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÓÇÆÇÎß-
ÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÇ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ.

£ÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, ËÏÇÇÕ ÎË ÆÂÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔËÎÖ ÆÎâ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ Ä ÐÇÇÄÍÎËÆÑÄÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ
ÐÇÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, ÒÑÍÂ ÑÔÕÂÇÕÔâ
ÑÕÍÓÞÕÞÏ.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÏÞ ØÑÕÇÎË ÃÞ ÄÞÔÍÂÊÂÕß ÆÄÇ ÅËÒÑÕÇÊÞ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÃÑÃÜÂáÕ ÐÂÛÇ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐËÇ.

³ÎÑÉÐÑÔÕß Z ÎáÃÞØ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÑÄ (¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ, ¥ÉÑÐÔÂ, HOMFLY) ÆÎâ ÖÊÎÂ,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÍÑÔÑÌ ÆÎËÐÞ N ËÊ ÅÓÖÒÒÞ Bn Ô ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ÑÃÓÂÊÖáÜËØ,
ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ:

P�Z;N� � const

N3=2
Z exp

�
ÿ a�n�N� b�n�Zÿ Z2

d�n�N
�
;

�3:59�

ÅÆÇ a�n�; b�n�; d�n�ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ, ÊÂÄËÔâÜËÇ ÎËÛß ÑÕ n.
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³ÎÑÉÐÑÔÕß ÖÊÎÂ Z Ä ÂÐÔÂÏÃÎÇ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÏÑÔÕÑÄ
(¢®) ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ Bn ËÏÇÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ, ÅÆÇ

hZi � 0 ; hZ2i � 1

2
d�n�N : �3:60�

¿ÕË ÅËÒÑÕÇÊÞ ÒÑÍÂ ÔÕÓÑÅÑ ÐÇ ÆÑÍÂÊÂÐÞ. ¤ÎÂÄÐÂâ ËÆÇâ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏÑÅÑ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÔÑÔÕoËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÎÑÉÐÑÔÕßá ÖÊÎÂ Z,
ÆÎËÐÑÌ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÅÑ (ÒÓËÏËÕËÄÐÑÅÑ) ÔÎÑÄÂ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ
ÍÑÔ (Ë ÎÑÍÂÎßÐÑ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÇ) Ë ÆÎËÐÑÌ ÅÇÑÆÇÊËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÑÏ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË.

4. ¬ÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ
Ä ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ
Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË

±ÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ ÃÞÎË ÑÕÏÇÚÇÐÞ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÏË ÆÑÔÕË-
ÉÇÐËâÏË Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÑÄ ÖÊÎÑÄ Ë ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌ Ë ËØ ÔÄâÊË Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ
Ë ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÕÇÑÓËâÏË ÒÑÎâ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÂÃÑÕÞ
[64]). °ÆÐÂÍÑ ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÓÂÊÄËÕËÇ ÑÃÜËØ ÍÑÐÙÇÒÙËÌ ËØ
ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ Ä ÕÂÍËØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË Ë ×ËÊËÍË, ÍÂÍ
ÕÇÑÓËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ë ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÆÎËÐÐÞØ ÙÇÒÐÞØ
ÏÑÎÇÍÖÎ, ÑÔÕÂÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÏ.

¥ÂÐÐÞÌ ÓÂÊÆÇÎ ÒÑÔÄâÜÇÐ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÏ ÏÇÕÑÆÂÏ Ä
ÕÇÑÓËË ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍËÏË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏË. ±ÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÔÄâÊÂÕß ÊÂÆÂÚË, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 2 Ë 3, Ô
ÒÓÑÃÎÇÏÂÏË ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÐÂ ÏÐÑÅÑÔÄâÊÐÞØ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕâØ. ®Þ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÏ, ÍÂÍ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÏÇÕÑÆÞ ÂÐÂ-
ÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÒÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÅÑ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ, âÄÎâáÜÇÅÑÔâ ÐÇÂÃÇÎÇÄÞÏ
ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÅÑ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ
¤ÂÖÔÔÂ. ®Þ ÕÂÍÉÇ ËÊÖÚÂÇÏ ÔÄâÊß ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ÆÄÂÉÆÞ ÒÓÑÍÑÎÑÕÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
Ô ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÚÇÕÞÓÇØÚÂÔÕËÚÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ Ô ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ
c � ÿ2. ²ÂÊÓÂÃÑÕÂÐÐÞÇ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÇÕÑÆÞ ÒÓËÏÇ-
ÐÇÐÞ Í ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ Ä
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË.

4.1. ±ÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÐÇÂÃÇÎÇÄÑÌ ÔÄâÊÐÑÔÕË ÆÎâ ÅÓÖÒÒ G2

Ë PSL(2, ZZ ) Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ
®Þ ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ÆÎËÐÞ L Ô
à××ÇÍÕËÄÐÞÏ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÏ ÛÂÅÑÏ a (a � 1) ÐÂ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � x� iy Ô ÆÄÖÏâ ÄÞÍÑÎÑÕÞÏË
ÕÑÚÍÂÏË. ±ÖÔÕß ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ àÕËØ ÕÑÚÇÍ ÇÔÕß A
(z1 � �0; 0�) Ë B (z2 � �c; 0�) (c � 1). ´ÂÍÑÌ ÄÞÃÑÓ ÐÇ
ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕ ÑÃÜÐÑÔÕË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÇ-
ÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÑÌ ÆÎËÐÞ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÛÂÅÂ a ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ Ë ÓÂÔÔÕÑâÐËâ c ÏÇÉÆÖ ÄÞÍÑÎÑÕÞÏË
ÕÑÚÍÂÏË ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÑÎÖÚËÕß ÎáÃÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ a Ë c.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÊÂÏÍÐÖÕÞÌ ÒÖÕß ÐÂ z Ë ÔÑÒÑ-
ÔÕÂÄËÏ ÑÃØÑÆÂÏ ÄÑÍÓÖÅ ÕÑÚÇÍ A Ë B ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ g1; g2
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÅÓÖÒÒÞ G Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÏÞ ÆÄËÉÇÏÔâ ÄÆÑÎß
ÒÖÕË ÒÑ ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍÇ, Ë gÿ11 ; gÿ12 ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓÑÕËÄ
ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍË (ÓËÔ. 11Ã). ¬ÑÐÕÖÓÞ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÑÃØÑ-
ÆÂÏ ÄÑÍÓÖÅ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÑÆÐÑÏÖ ÍÎÂÔÔÖ
ÅÑÏÑÎÑÅËÌ, ÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍËÇ
ÍÎÂÔÔÞ.

°ÔÐÑÄÐÑÌ ÄÑÒÓÑÔ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ. ¯ÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß P�m;L� ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÃÎÖÉÆÂÐËÇÏ ÆÎËÐÞ L ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÒÇÕÎË ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË z ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÇ ÔÎÑÄÑ,
ÊÂÒËÔÂÐÐÑÇ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ fg1; g2; gÿ11 ; gÿ12 g,
ËÏÇÇÕ ÆÎËÐÖ m.

ªÔÍÑÏÖá ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ P�m;L� ÏÑÉÐÑ
×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
Ô ÏÇÓÑÌ £ËÐÇÓÂ:
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ÅÆÇ Z � � P�m;L� dm Ë Wf. . . jzg ì ÆÎËÐÂ ÒÓËÏËÕËÄÐÑÅÑ
ÔÎÑÄÂ Ä ÅÓÖÒÒÇ G ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÐÂ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË.

¬ÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÔÄâÊ-
ÐÑÔÕß Ë ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ W ÆÎâ ÕÓÇÖÅÑÎßÐÞØ
ÅÓÖÒÒ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÏÂÕÓËÚÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ ÑÃÓÂÊÖá-
ÜËØ, Â ÕÂÍÉÇ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (4.1) Ä
ÊÂÏÍÐÖÕÑÏ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÏ ÄËÆÇ.
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²ËÔ. 11. ±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÓÂÄÐÑÔÕÑÓÑÐ-
ÐÇÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË w ÐÂ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎß-
ÐÖá ÑÃÎÂÔÕß �A �B �C ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ z: (Â) ÒÎÑÔÍÑÔÕß Ô ÓÇÛÇÕÍÑÌ ÑÔÑÃÞØ
ÕÑÚÇÍ; (Ã) ÆÄÂÉÆÞÒÓÑÍÑÎÑÕÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß z Ä ÕÑÚÍÂØA ËB Ô ÃÂÊËÔÐÞÏË
ÒÇÕÎâÏË; (Ä) ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÂâ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÂâ z Ô ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ
ÑÃÎÂÔÕßá, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÇ G2; P1 Ë P2 âÄÎâáÕÔâ
ÑÃÓÂÊÂÏË C1 Ë C2.
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±ÖÔÕß z�z� ì ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÆÄÂÉÆÞ
ÒÓÑÍÑÎÑÕÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � x� iy ÐÂ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÖá
ÐÂÍÓÞÄÂáÜÖá z � x� il. ²ËÏÂÐÑÄÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß z
ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ³ÆÇÎÂÇÏ ÕÓË ÓÂÊÓÇÊÂ ÐÂ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË A Ë B, ÏÇÉÆÖ B
Ë �1� Ë ÏÇÉÆÖ �1� Ë A ÒÑ ÎËÐËË Im z � 0. ¿ÕË ÓÂÊÓÇÊÞ
ÓÂÊÆÇÎâáÕ ÄÇÓØÐáá (Im z > 0) Ë ÐËÉÐáá (Im z < 0)
ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÎÑÔÍÑÔÕË z. ´ÇÒÇÓß ÑÔÖÜÇÔÕÄËÏ ÍÑÐ-
×ÑÓÏÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË Im z > 0 ÐÂ
×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÖá ÑÃÎÂÔÕß ÅÓÖÒÒÞ Gfg1; g2gì ÍÓÖÅÑÄÑÌ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ, ÐÂØÑÆâÜËÌÔâ Ä ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË Im z > 0
ÒÎÑÔÍÑÔÕË z. ¬ÂÉÆÂâ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÑÃÎÂÔÕß ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÎËÔÕ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÌ ÓÂÔÔÎÑÇÐËá ÐÂÆ z. £Ôâ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß z
âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÝÇÆËÐÇÐËÇÏ ÄÔÇØ ÕÂÍËØ ÎËÔÕÑÄ (ÓËÔ. 11Ä).

¬ÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÐÂÚÂÎßÐÞØ Ë ÍÑÐÇÚÐÞØ ÕÑÚÇÍ ÎáÃÑÌ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÐÂ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ z ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕ (ÔÏ. [66]): (Â) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÕÑÚÇÍ
ÐÂ z; (Ã) ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍËÌ ÍÎÂÔÔ ÎáÃÑÅÑ ÒÖÕË ÐÂ z. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÍÑÐÕÖÓÞ ÐÂ z ÊÂÏÍÐÖÕÞ ÕÑÅÆÂ Ë ÕÑÎßÍÑ
ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂWfg1; g2jzg � 1, Õ.Ç. ÍÑÅÆÂ ÑÐË ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ
ÕÓËÄËÂÎßÐÑÏÖ ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍÑÏÖ ÍÎÂÔÔÖ.

¬ÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÍÑÐÙÑÄ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÐÂ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ
ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ z ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÆÎâ ÒÖÕË ÐÂ ÆÄÂÉÆÞ ÒÓÑ-
ÍÑÎÑÕÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÇÌÔÕÄËâ ÅÓÖÒÒÞ G.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ
ËÐÄÂÓËÂÐÕ Inv�C� ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÊÂÏÍÐÖÕÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÅÑ
ÒÖÕË C, ÐÂÚËÐÂáÜÇÅÑÔâ Ë ÍÑÐÚÂáÜÇÅÑÔâ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ
ÕÑÚÍÇ z0 6� fz1; z2;1g ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z, Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË
ÐÂÚÂÎßÐÑÌ zn �z0� Ë ÍÑÐÇÚÐÑÌ zk �z0� ÕÑÚÇÍ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÅÑ ÍÑÐÕÖÓÂ P ÐÂ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ z. ¬ÑÐÕÖÓ P ÔÑÇÆËÐâÇÕ
ÑÃÓÂÊÞ ÕÑÚÍË z0 ÐÂ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ÎËÔÕÂØ. ±ÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÏ Inv�z��C� Ä ÄËÆÇ ÒÑÎÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÄÆÑÎß
ÍÑÐÕÖÓÂ C:

Inv�z��C� �def zn ÿ zk �
�
C

dz�z�
dz

dz : �4:2�

³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÑÚÇÐß ÐÂÅÎâÆÐÂâ ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂ-
ÙËâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ dz�z�= dz. ¶ÂÍÕËÚÇÔÍË ËÐÄÂÓËÂÐÕ Inv�C�
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄâÊÂÐ Ô ÒÑÕÑÍÑÏ ÚÇÓÇÊ ÍÑÐÕÖÓ C ÐÂ ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕË �x; y�:

Inv�C� � Inv�x;y��C� �
�
C

Hz�x; y�n dr �

�
�
C

n� Hz�x; y�v�s� ds ; �4:3�

ÅÆÇ n ì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ, ÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ Í ÍÓËÄÑÌ C,
dr � ex dx� ey dy ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË �x; y�; v�s� � dr= ds ÑÃÑ-
ÊÐÂÚÂÇÕ "ÔÍÑÓÑÔÕß" ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË; ds ì ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎ ÒÓËÓÂÜÇÐËâ ÆÎËÐÞ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË. ±ÓË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËË ÄÞÓÂÉÇÐËâ (4.3) ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÒÓÑ-
ÔÕÞÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ: (Â) n dr � ex dyÿ ey dx � dr� n;
(Ã) Hz�x; y�� dr� n� � �n� Hz�x; y�� dr; n � �0; 0; 1� ì
ÄÇÍÕÑÓ ÐÑÓÏÂÎË Í ÒÎÑÔÍÑÔÕË �x; y�.

£ÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ

A�x; y� � n� Hz�x; y� �4:4�
ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÐÇÂÃÇÎÇÄÂ ÑÃÑÃÜÇÐËâ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ, ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ Í ÒÎÑÔÍÑÔÕË �x; y� Ë ÒÇÓÇÔÇÍÂáÜÇÅÑ
ÒÎÑÔÍÑÔÕß Ä ÕÑÚÍÂØ �x1; y1� Ë �x2; y2�. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, A
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÎÑÔÍÖá ÔÄâÊÐÑÔÕß ÆÄÂÉÆÞ ÒÓÑÍÑÎÑÕÑÌ ÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕË z ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÇÌÔÕÄËâ ÅÓÖÒÒÞ G.

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÍÂÍ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (4.2) Ë
(4.3) ÒÓÇÑÃÓÂÊÖáÕÔâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ
Gkommfg1; g2g, ÍÑÕÑÓÂâ ÓÂÊÎËÚÂÇÕ ÎËÛß ÍÎÂÔÔÞ ÅÑÏÑÎÑ-
ÅËÌ ÍÑÐÕÖÓÂ C ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËÔÍÎáÚÇÐÐÞØ ÕÑÚÇÍ ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÇ
ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ z�z� � ln�zÿ z1��
� ln�zÿ z2�. ¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ ÆÂÇÕ ÂÃÇÎÇÄÖ
ÔÄâÊÐÑÔÕß Ë ËÐÕÇÅÓÂÎ ¤ÂÖÔÔÂ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ:

A�r� � n�
X

j�f1;2g

rÿ rj

jrÿ rjj2
;

Inv�C� �
�
C

A�r� dr � 2p�n1 � n2� ;

ÅÆÇ n1 (n2) ì ÚËÔÎÑ ÑÃØÑÆÑÄ ÍÑÐÕÖÓÂ C ÕÑÚÍË M1 (M2)
ÒÎÑÔÍÑÔÕË �x; y�.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.3), ÊÂÒËÔÂÐÐÑÇ Ä ÍÑÑÓÆËÐÂ-
ÕÂØ �x; y�, Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.1) Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
¶ÖÓßÇ ÆÎâ d-×ÖÐÍÙËË, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓËÄÇÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(4.1) Í ÄËÆÖ

P�m;L� � 1

2p

�1
ÿ1

exp�ÿiqm�P�q;L� dq ; �4:5�

ÅÆÇ

P�q;L� � 1

Z
�

. . .

�
Dfrg exp

�
ÿ 1

a2

�L
0

��
dr�s�
ds

�2

ÿ

ÿ iqA�r� dr�s�
ds

�
ds

�
: �4:6�

¶ÖÐÍÙËâ P�q;L� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ ¤ÓËÐÂ
P�r0; r � r0; q;L� ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐ-
ÅÇÓÂ ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä
ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ Ô ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ (4.4):

q
qL

P�r0; r; q;L� ÿ
�

1

2a
Hÿ iqA�r�

�2

P�r0; r; q;L� �

� d�L�d�rÿ r0� ; �4:7�
ÅÆÇ q ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÊÂÓâÆÂ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÕÓÂÐÔÄÇÓ-
ÔÂÎßÐÑ, Õ.Ç. rotA�r� � 0.

°ÒËÛÇÏ ÕÇÒÇÓß ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÒÑÎÖÚÇÐËâ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÅÑ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ. °ÆÐÑÊÐÂÚ-
ÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ z�z� � zÿ1�z� ÊÂÆÂÐÂ Ä ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË z ì ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÇ ABC. °ÒÓÇÆÇÎËÏ ÏÐÑÅÑÊÐÂÚ-
ÐÖá ×ÖÐÍÙËá f�z� ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

ì ×ÖÐÍÙËâ f�z� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô z�z� Ä ÑÔÐÑÄÐÑÌ ×ÖÐÆÂ-
ÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË;

ì ÄÑ ÄÔÇØ ÆÓÖÅËØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ z ×ÖÐÍÙËâ
f�z� ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇÏ ×ÖÐÍÙËË
z�z� ÚÇÓÇÊ ÅÓÂÐËÙÞ Ô ÒÑÏÑÜßá ÆÓÑÃÐÑ-ÎËÐÇÌÐÞØ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÆÇÌÔÕÄËá ÅÓÖÒÒÞ G.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÂ ÃÂÊËÔÐÞØ ÍÑÐÕÖÓÂ, P1 Ë P2, ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË z, ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÏË ÑÃÓÂ-
ÊÂÏË ÍÑÐÕÖÓÑÄ C1 Ë C2 (ÓËÔ. 11Ä). ¶ÖÐÍÙËâ f�z�
(z 6� fz1; z2;1g) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâÏ:

f�z!C1
z� ! ~f1�z� �

a1f�z� � b1
c1f�z� � d1

;

f z!C2
z

h i
! ~f2�z� �

a2f�z� � b2
c2f�z� � d2

; �4:8�
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ÅÆÇ

a1 b1
c1 d1

� �
� g1 ;

a2 b2
c2 d2

� �
� g2 �4:9�

ìÏÂÕÓËÙÞ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÑÍ ÅÓÖÒÒÞ Gfg1; g2g.
±ÓËÏÇÏ, ÚÕÑ z�z� âÄÎâÇÕÔâ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÆÄÖØ ×ÖÐÆÂ-

ÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ, u1�z� Ë u2�z�, ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÆË××Ç-
ÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ô ÑÔÑÃÞÏË
ÕÑÚÍÂÏË fz1 � �0; 0�; z2 � �0; 1�; z3 � �1�g. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ
ËÊ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
[68], ÓÇÛÇÐËâ u1�z� Ë u2�z� ËÔÒÞÕÞÄÂáÕ ÎËÐÇÌÐÞÇ ÒÑÆ-
ÔÕÂÐÑÄÍË ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z ÄÆÑÎß ÍÑÐÕÖÓÑÄC1

Ë C2 ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z:

C1 :
~u1�z�
~u2�z�

� �
� g1

u1�z�
u2�z�

� �
; C2 :

~u1�z�
~u2�z�

� �
� g2

u1�z�
u2�z�

� �
:

�4:10�

±ÓÑÃÎÇÏÂ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ×ÑÓÏÞ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑ ÇÅÑ ÏÂÕÓËÙÂÏ ÏÑÐÑÆÓÑÏËË g1 Ë g2
ÅÓÖÒÒÞ G ËÊÄÇÔÕÐÂ ÍÂÍ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ²ËÏÂÐÂ ë
¤ËÎßÃÇÓÕÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [68]). ®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÏÔâ
ÔÎÖÚÂÇÏ ØÑÓÑÛÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÐÞØ ÅÓÖÒÒ G2 (ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
ÅÓÖÒÒÞ) Ë PSL�2; ZZ � (ÏÑÆÖÎâÓÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ). ³ ÐËÏË
ÔÄâÊÂÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ:

z�zÿ 1� d2

dz2
u�f��z� � �2zÿ 1� d

dz
u�f��z� � 1

4
u�f��z� � 0

�4:11�
ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ Ë

z�zÿ 1� d2

dz2
u�m��z� �

�
5

3
zÿ 1

�
d

dz
u�m��z� � 1

12
u�m��z� � 0

�4:12�

ÆÎâ ÏÑÆÖÎâÓÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ.
¶ÖÐÍÙËâ, ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÜÂâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇ-

ÐËÇ ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË Im z > 0 ÐÂ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎß-
ÐÖá ÑÃÎÂÔÕß (ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ)ABC ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ
ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ z, ÇÔÕß

z�z� � u
�f;m�
1 �z�
u
�f;m�
2 �z�

; �4:13�

ÅÆÇ u�f�1;2�z� Ë u
�m�
1;2 �z�ì×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇ-

ÐËÌ (4.11) Ë (4.12) ÆÎâ ÅÓÖÒÒ G2 Ë PSL�2; ZZ � ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÐËÉÇ ÏÞ ÒÓËÄÑÆËÏ âÄÐÞÌ ÄËÆ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂA�z� ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞG2.
±ÑÆÔÕÂÄÎââ (4.13) Ä (4.2), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
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r
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�1
0

���������������
1ÿ K2

1ÿ zK2

r
dK :

¡ÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (4.14) ÕÂÍÑÄÂ:

dz�z�
dz
� zÿ1 ; z! 0 ,

�zÿ 1�ÿ1 ; z! 1

�
(ÔÓ. Ô ÂÃÇÎÇÄÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ).

4.2. ³ÎÖÚÂÌÐÞÇ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ÆÄÂÉÆÞ ÒÓÑÍÑÎÑÕÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ë ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÒÑÎâ
¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ, ÑÒËÔÂÐÐÞÇ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ
ÓÂÊÆÇÎÇ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÕÇÑÓËÇÌ ÒÑÎâ.
¯ÂËÃÑÎÇÇ ÐÂÅÎâÆÐÑ àÕÖ ÔÄâÊß ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑ-
ÄÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ©ÂÆÂÆËÏ ÔÇÃÇ ÄÑÒÓÑÔ: ÏÑÉÐÑ
ÎË ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.11) Ë
(4.12) ÂÔÔÑÙËËÓÑÄÂÕß Ô ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÐÂ ÚÇÕÞÓÇØÚÂÔÕËÚ-
ÐÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ (ÒÑÍÂ ÐÇ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐÐÑÌ) ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ? £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÏÞ
ØÑÕÇÎË ÃÞ ÒÑÐâÕß, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÎË ÔÒÑÔÑÃ ÒÑÆÑÃÓÂÕß ÕÂÍËÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ c ÂÎÅÇÃÓÞ £ËÓÑÔÑÓÑ Ë
ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË D ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ
ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÕÇÑÓËË, ÚÕÑÃÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÐÂ ÚÇÕÄÇÓÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ÔÑÄÒÂÆÂÎÑ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (4.11).
°ÕÄÇÕ ÐÂ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÒÑÎÑÉËÕÇÎÇÐ, Ë ÐËÉÇ ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ
àÕÑ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ÆÄÂÉÆÞ ÒÓÑ-
ÍÑÎÑÕÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ô ÏÑÐÑÆÓÑÏËÇÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞG2.

®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÎÖ-
ÚÂâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÆÎËÐÐÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ, Õ.Ç. ÃÖÆÇÏ ÒÓÇÆÒÑ-
ÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ L!1. ¯Â ÕÇÑÓÇÕËÍÑ-ÒÑÎÇÄÑÏ âÊÞÍÇ àÕÑ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÕÇÑÓËË
ÒÑÎâ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z. ³ÕÂÕÔÖÏÏÂ ÔÂÏÑ-
ÒÇÓÇÔÇÍÂáÜÇÅÑÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ z Ä ÒÑÎÇÄÑÏ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÅÇÐÇÓËÓÑÄÂÐÂ ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂ-
ÐÑÏH � �Hj�2=2�mj2, ÅÆÇ ÏÂÔÔÂm ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ØËÏËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÔÑÒÓâÉÇÐÐÑÅÑ ÆÎËÐÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË
(m � 1=L). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ L!1 ÏÞ ËÏÇÇÏ m � 0,
ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÌ ÕÇÑÓËË [65].

£ÄÇÆÇÏ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ j�z� ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË z. ²ÂÊÏÇÓÐÑÔÕß D àÕÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ
ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÏ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÑÏ


j�z�j�z0�� � 1

jzÿ z0j2D : �4:15�

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ j�z� âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÏÂÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ;
ÕÑÅÆÂ ÚÇÕÞÓÇØÕÑÚÇÚÐÂâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
hj�z1�j�z2�j�z3�j�z4�i ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá, ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÏÖ ËÊ ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ µÑÓÆÂ [65, 69, 70]. £ ×ÑÓÏÇ
ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ²ËÏÂÐÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÌ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ c�zjz1; z2; z3� �
� hj�z�j�z1�j�z2�j�z3�i Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË
fz1 � �0; 0�; z2 � �1; 0�; z3 � 1g ÇÔÕß [65, 69]�
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ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (4.11) ÒÓË ÑÆÐÑÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËË

D � ÿ 1

8
: �4:17�

¬ÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ
T�z� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË Ln ÎÑÓÂÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ T�z�: T�z� �P1n�ÿ1 Ln=z

n�2. ¿ÕË ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÂÎÅÇÃÓÖ £ËÓÑÔÑÓÑ [65]

�Ln;Lm� � �nÿm�Ln�m � 1

12
c�n3 ÿ n�dn�m;0 ;

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ c âÄÎâÇÕÔâ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ ÕÇÑÓËË.
ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔÄâÊß c � 2D�5ÿ 8D�=�2D� 1�, ÖÔÕÂÐÂÄÎÇÐÐÖá
Ä [69], Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.17), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

c � ÿ2 : �4:18�
³ÎÇÆÖáÜËÌ ×ÂÍÕ, ÑÕÏÇÚÇÐÐÞÌ ¢. ¥áÒÎÂÐÕßÇ, ÒÓÇÆ-

ÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ËÐÕÓËÅÖáÜËÏ. ¡ ËÏÇÐÐÑ ÑÐ ÖÍÂÊÂÎ ÐÂ
ÕÑ, ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ D � ÿ1=8 (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.17)) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ
ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÆÄÖØÚÂÔÕËÚÐÑÅÑ
ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂ ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÌ ×ÂÊÞ
ÓÇÛÇÕÑÚÐÑÌ O�n � 0�-ÏÑÆÇÎË (ËÎË, ÚÕÑ ÕÑ ÉÇ ÔÂÏÑÇ,
ÏÑÆÇÎË ±ÑÕÕÔÂ Ô q � 0), ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍÖ ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÏÂÐØÇÕÕÇÐÔÍÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ
(ËÊÄÇÔÕÐÑÅÑ ÕÂÍÉÇ ÍÂÍ ÏÑÆÇÎß ÒÎÑÕÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ; ÔÏ.
ÓÂÃÑÕÖ [27]). ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÏÑÆÇÎß ±ÑÕÕÔÂ ÖÉÇ ÖÒÑÏË-
ÐÂÎÂÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2 Ä ÔÄâÊË Ô ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÖÊÎÑÄ. ´ÓÖÆÐÑ ÒÑÄÇÓËÕß Ä
ÔÎÖÚÂÌÐÑÔÕß ÕÂÍÑÅÑ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ, Ë ÏÞ ÐÂÆÇÇÏÔâ, ÚÕÑ ÔÄâÊß
ÏÇÉÆÖ àÕËÏË ÒÓÑÃÎÇÏÂÏË ÃÖÆÇÕ ÒÓÑâÔÐÇÐÂ Ä ÃÎËÉÂÌÛÇÏ
ÃÖÆÖÜÇÏ.

¬ÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ
[66, 67] ÄÏÇÔÕÇ Ô ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËÇÌ ÔÄÑÌÔÕÄ
ÏÑÐÑÆÓÑÏËË ÚÇÕÞÓÇØÚÂÔÕËÚÐÑÅÑ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÕÑÓÂ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÓËÌÕË Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÄÑÆÖ.

¬ÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ÕÇÑÓËâ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÂâ
ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ c � ÿ2 Ë ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑ-
ÔÕßá D � ÿ1=8, ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÆÎËÐÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÏÖ ÃÎÖÉÆÂÐËá ÐÂ ÆÄÂÉÆÞ ÒÓÑÍÑÎÑÕÑÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË.

°ÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÚÇÕÞÓÇØÚÂÔÕËÚÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÊÂÆÂÕßÔâ ÄÑÒÓÑÔÑÏ: ÚÕÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÔÑ ÔÄâÊÐÑÔÕßá Aj�z�, ÇÔÎË ÂÓÅÖÏÇÐÕ zj ÒÓËÏÂÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ
j�zj� ÒÇÓÇÏÇÜÂÇÕÔâ ÄÆÑÎß ÊÂÏÍÐÖÕÑÅÑ ÍÑÐÕÖÓÂ C ÄÑÍÓÖÅ
ÕÓÇØ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË? ªÊ ÑÃÜÇÌ ÕÇÑÓËË
ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Aj�z� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐ, ÍÂÍ

Aj�z� � 2
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ÅÆÇ k ì ÖÓÑÄÇÐß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÂÎÅÇ-
ÃÓÞ ¬ÂÙÂ ë®ÖÆË Ë Ri, Rj ì ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ
ÒÓËÏÂÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ j�zi�, j�zj� ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÅÓÖÒÒÞ
[71]. °ÒÇÓÂÕÑÓ ÅÑÎÑÐÑÏËË w�C�, ÔÄâÊÂÐÐÞÌ Ô Aj�z�, ÇÔÕß

w�C� � P exp

�
ÿ
�
C

Aj�z� dz
�
: �4:20�

¢ÞÎÑ ÃÞ ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ÔÓÂÄÐËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (4.14) (Ô ÑÆÐÑÌ
ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍÑÌ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË) Ô ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (4.19).
¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.2) ÒÑÊÄÑ-
ÎËÕ ÐÂÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÅÑÎÑÐÑÏËË (4.20) ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

w�C� � exp�zn ÿ zk � :

¯Â àÕÑÏÏÞ ØÑÕÇÎË ÃÞ ÊÂÍÑÐÚËÕß ÍÓÂÕÍÑÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ
ÕÇÑÓÇÕËÍÑ-ÒÑÎÇÄÞØ ÂÔÒÇÍÕÑÄ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ Í
ÒÑÔÕÓÑÇÐËá ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÐÂ ÏÐÑÅÑÔÄâÊ-
ÐÞØ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâØ.

4.3. ³ÕÂÕËÔÕËÍÂ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ
Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË
Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ
¬ÑÐ×ÑÓÏÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓËÏÇÐÇÐ Í ÒÓÑÃÎÇÏÇ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂ-
ÐËâ Ä ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÒâÕ-
ÔÕÄËÌ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË w � u� iv (ÔÏ. ÓËÔ. 11).
±ÖÔÕß àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÌ âÚÇÌÍÑÌ ÓÇÛÇÕÍË âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÄÐÑ-
ÔÕÑÓÑÐÐËÌ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÑÌ ÆÎËÐÞ c.

£ÄÇÆÇÏ ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ P�w0;w;Ljhom�,
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÖá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ, ÐÂÚÂÄÛÂâÔâ Ä ÕÑÚÍÇ w0, ÊÂÍÂÐÚË-
ÄÂÇÕÔâ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË L Ä ÕÑÚÍÇ w Ë ÄÔÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË,
ËÆÖÜËÇ ËÊw0 Äw, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÑÆÐÑÏÖ ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍÑÏÖ
ÍÎÂÔÔÖ hom ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÓÇÛÇÕÍË ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ. ¶ÖÐÍÙËâ
P�w0;w;Ljhom� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá
ÆË××ÖÊËË

a

4
DwP�w;Ljhom� � q

qL
P�w;Ljhom� �4:21�

ÔÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ Ë ÖÔÎÑÄËÇÏ ÐÑÓÏË-
ÓÑÄÍË:

P�w;L � 0jhom� � d�z0� ;X
fhomg

P�w0;w;Ljhom� � 1

paL
exp

�
ÿ jwÿ w0j2

aL

�
:

ªÊÎÑÉÇÐÐÞÌ ÄÞÛÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.21) ÒÓËL4 a. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÍÑÐ×ÑÓÏ-
ÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÑÄÞÌ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÐÂ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ ÃÖÆÇÕ ÔÐÑÄÂ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞÏ, ÐÑ Ä ÊÂÄËÔâÜÇÏ ÑÕ ÏÇÕÓËÍË ÐÑÄÑÏ ÄÓÇÏÇÐË. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÏÞ ÊÂËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÐÞ Ä ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÄÇÓÑâÕÐÑ-
ÔÕË ÐÂÌÕË ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÔÎÖÚÂÌÐÖá ÕÓÂÇÍÕÑÓËá ÆÎËÐÞ L,
ÔÕâÅËÄÂÇÏÑÌ (ÐÇÊÂÙÇÒÎÇÐÐÑÌ) Ä ÓÇÛÇÕÍÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ
ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ.

±ÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ z�w� (ÔÏ. [66]),
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÔÖÜÇÔÕÄÎÇÐÑ Ä ÆÄÂ àÕÂÒÂ Ë ËÊÑÃÓÂÉÇÐÑ ÐÂ
ÓËÔ. 11.

1. ±ÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ w�z�
ÏÞ ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÏ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÖá âÚÇÌÍÖ ÒÎÑÔÍÑÔÕË w ÐÂ
ÄÇÓØÐáá ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕß Im�z� > 0 ÆÄÂÉÆÞ ÒÓÑÍÑÎÑÕÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË z. ¶ÖÐÍÙËâ w�z� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ
¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ ëºÄÂÓÙÂ

w�z� � c

B�1=3; 1=3�
�z
0

d~z

~z2=3�1ÿ ~z�2=3
: �4:22�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÕÑÚÇÍ ÄÇÕÄÎÇÐËâ (Õ.Ç. ÄÇÓÛËÐ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ
ABC) ÆÑ Ë ÒÑÔÎÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ w�z� ÕÂÍÑÄÑ:

A�w � 0� ! ~A�z � 0� ; B�w � c� ! ~B�z � 1� ;
C

�
w � c exp

�
ÿ i

p
3

��
! eC�z � 1� :

2. ±ÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ z ÆÎâ
ÆÄÂÉÆÞ ÒÓÑÍÑÎÑÕÑÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z ÓÇÂÎË-
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ÊÖÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÂÄÕÑÏÑÓ×ÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ¦ÔÎË ÒÑÕÓÇ-
ÃÑÄÂÕß, ÚÕÑÃÞ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÂâ ÃÞÎÂ ÔÄÑÃÑÆÐÂ ÑÕ ÑÔÑÃÞØ
ÕÑÚÇÍ, ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß

ÿ 1ÿ
z0�z��2 �z�z�	 � z2 ÿ z� 1

2z2�zÿ 1�2 ; �4:23�

ÅÆÇ
�
z�z�	ì ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ºÄÂÓÙÂ

�
z�z�	 � z000�z�

z0�z� ÿ
3

2

�
z00�z�
z0�z�

�2

; z0�z� � dz

dz
:

ªÊ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.23)
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ÍÂÍ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÄÖØ ×ÖÐÆÂ-
ÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÅÑ ÆË××Ç-
ÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ô ÆÄÖÏâ ÕÑÚ-
ÍÂÏË ÄÇÕÄÎÇÐËâ, Â ËÏÇÐÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.11) (ÔÏ. ÒÓÇÆÞÆÖ-
ÜËÌ ÓÂÊÆÇÎ Ë [68]). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ËÏÇÇÏ

z�z� � k2�z� � y42
ÿ
0; exp�ipz��

y43
ÿ
0; exp�ipz�� ; �4:24�

ÅÆÇ y2�0; z� Ë y3�0; z� ì àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÇ ÕàÕÂ-×ÖÐÍÙËË
ÁÍÑÃË [60];

y2
ÿ
w; exp�ipz�� � 2 exp

�
i
p
4
z
�
�

�
X1
n�0

exp
�
ipzn�n� 1�� cos�2n� 1�w ;

y3
ÿ
w; exp�ipz�� � 1� 2

X1
n�0

exp�ipzn2� cos 2nw : �4:25�

´ÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ eA, eB, eC ËÏÇáÕ ÑÃÓÂÊÞ Ä ÄÇÓÛËÐÂØ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ Ô ÐÖÎÇÄÞÏË ÖÅÎÂÏË, ÎÇÉÂÜÇÅÑ Ä ÄÇÓØÐÇÌ
ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z. ®Þ ËÏÇÇÏ ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.24)

eA�z � 0� ! �A�z � 1� ; eB�z � 1� ! �B�z � 0� ;
eC�z � 1� ! �C�z � ÿ1� :

±ÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕß Im z > 0 ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ
ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÔÕË w Ô ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÑÌ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ. ±ÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕß Im z > 0 ÐÇ
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÐË ÑÆÐÑÌ ÕÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ Ë ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÎËÔÕÑÄ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÍÂÉÆÞÌ
ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ËÏÇÇÕ ×ÑÓÏÖ ÍÓÖÅÑÄÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ Ô
ÐÖÎÇÄÞÏË ÖÅÎÂÏË Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÂÔÔÎÑÇÐËá ÐÂÆ w.

¬ÑÐ×ÑÓÏÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÆÂÇÕ ØÑÓÑÛÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÌ
ÐÇÂÃÇÎÇÄ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ì ÐÇÇÄÍÎËÆÑÄÑ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ Ë ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÑÚÍÂÏË ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËË ÐÂ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4.1). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆË××ÖÊËË ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ P�z;L�
ÐÂ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ z Ô ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ z0
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá

a

4

q2

qzqz
P�z; z0;L� �

��w 0�z���2 q
qL

P�z; z0;L� ; �4:26�

ÅÆÇ ÏÞ ÒÓËÐâÎË ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ ÒÓË ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÏ
ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËË ÑÒÇÓÂÕÑÓ ­ÂÒÎÂÔÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÔÎÇÆÖá-

ÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

Dw �
���� dzdw

����2Dz ;

���� dzdw
����2 � 1��w 0�z���2 :

£ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ âÍÑÃËÂÐÂ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ

��w 0�z���2 ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÕàÕÂ-
×ÖÐÍÙËÌ ÁÍÑÃË [72]. ±ÖÔÕß w 0�z� � w 0�z� z0�z�, ÅÆÇ

w 0�z� � c

B�1=3; 1=3�
y16=33

y8=32 y8=30

; z0�z� � ip
y42 y

4
0

y43
;

i
p
4
y40 �

d

dz
ln

�
y2
y3

�
:

(®Þ ÑÒÖÔÍÂÇÏ ÂÓÅÖÏÇÐÕÞ ÆÎâ Ã�ÑÎßÛÇÌ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÔÕË
ËÊÎÑÉÇÐËâ.)

´ÑÉÆÇÔÕÄÑ

y 01
ÿ
0; exp�ipz�� � dy1

ÿ
w; exp�ipz��
dw

����
w�0
�

� py0
ÿ
w; exp�ipz�� y2ÿw; exp�ipz�� y3ÿw; exp�ipz��

ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÏ ÒÑÎÖÚËÕß ×ËÐÂÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ��w 0�z���2 � c2h2
��y 01ÿ0; exp�ipz����8=3 ;

h � 1

p1=3B�1=3; 1=3� ' 0;129 ; �4:27�

ÅÆÇ

y1
ÿ
w; exp�ipz�� � 2 exp

�
i
p
4
z
�
�

�
X1
n�0
�ÿ1�n exp �ipn�n� 1�z� sin�2n� 1�w : �4:28�

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (4.26) Ë ÑÔÖÜÇÔÕÄËÏ ÍÑÐ×ÑÓÏ-
ÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË Im z > 0 ÄÑ
ÄÐÖÕÓÇÐÐÑÔÕß ÍÓÖÅÂ ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË t. ¿ÕÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÏÞ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÏ Ä
ÙÇÎâØ ÃÑÎÇÇ ÒÑÎÐÑÅÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÔÄÑÌÔÕÄ ÔËÏÏÇÕÓËË
ÐÂÛÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ. µÆÑÃÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄËÇ ÄÇÓÛËÐ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ �A �B �C ÆÑ
Ë ÒÑÔÎÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ:

�A�z � 1� ! A0�~z � 1� ;

�B�z � 0� ! B 0
�

~z � exp

�
ÿ i

2p
3

��
;

�C�z � ÿ1� ! C 0
�

~z � exp

�
i
2p
3

��
:

°ÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ, ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÜÇÇ àÕÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ,
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

z�t� � exp

�
ÿ i

p
3

�
tÿ exp�i2p=3�

tÿ 1
ÿ 1 ; �4:29�

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ âÍÑÃËÂÐ jw 0�t�j2 ÇÔÕß

jw0�t�j2 � 3c2h2

j1ÿ tj4
�����y 01
�
0; exp

ÿ
ipz�t���8=3

����� : �4:30�
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¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 12 ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ×ÖÐÍÙËâ g�r;c� �
� �1=c2�jw 0�t�j2, ÅÆÇ t � r exp�ic�.

±ÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÑ ÕÂÍÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
âÔÐÞÏ, ÇÔÎË ÏÞ ÖÔÓÇÆÐËÏ ×ÖÐÍÙËá g�r;c� ÒÑ ÖÅÎÖ c.
¹ËÔÎÇÐÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÆÂÇÕ

lim
r!1



g�r;c��c � lim

r!1

1

2p

�2p
0

g�r;c� dc � �o

�1ÿ r 2�2 ;

�4:31�

ÅÆÇ �o ' 0;0309 (ÓËÔ. 13).
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, âÔÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÊÐÂÚÇÐËÌ r, ÃÎËÊÍËØ Í

1, ÆË××ÖÊËâ ÖÒÓÂÄÎâÇÕÔâ ÎÂÒÎÂÔËÂÐÑÏ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ (ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂ-
ÚÇÄÔÍÑÅÑ). ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ Ä
ÇÆËÐËÚÐÑÏ ÍÓÖÅÇ Ë Ä ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË (Õ.Ç. Ä
ÏÑÆÇÎâØ ±ÖÂÐÍÂÓÇ Ë ¬ÎÇÌÐÂ) ÃÞÎÑ ÑÃÔÖÉÆÇÐÑ Ä ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ 3.4. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆË××ÖÊËË (4.26)
ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

q
qN

P�r;c;N� � D�1ÿ r 2�2Dr;cP�r;c;N� ; �4:32�

ÅÆÇ D � a2=4�oc2 ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ ËN � L=aìÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÆÎËÐÂ ÙÇÒË (Õ.Ç.
à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÛÂÅÑÄ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ).

°ÔÖÜÇÔÕÄÎââ ÊÂÏÇÐÖ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ �r;c� ! �m;c�, ÅÆÇ
m � ln�1� r�=�1ÿ r�, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÃÎÖÉÆÂ-
ÐËá ÐÂ 3-ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.49) ÓÂÊÆÇÎÂ 3.4).
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ P�m;N� ÇÔÕß

P�m;N�� exp�ÿND=4�
4p

�������������������
2p�ND�3

q �1
m

x exp�ÿx2=�4ND���������������������������������
cosh xÿ cosh m
p dx : �4:33�

­ÇÅÍÑ ÒÑÐâÕß ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÆÎËÐÞ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ
m ÐÂ 3-ÒÔÇÄÆÑÔ×ÇÓÇ: m ÇÔÕß ÆÎËÐÂ ÒÓËÏËÕËÄÐÑÅÑ ÒÖÕË Ä
ÓÇÛÇÕÍÇ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ, Õ.Ç. ÍÓÂÕÚÂÌÛÂâ ÆÎËÐÂ ÒÖÕË, ÑÔÕÂÄ-
ÛÂâÔâ ÒÑÔÎÇ ÄÔÇØ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÓÂÊÓÇÛÇÐÐÞØ ÔÑÍÓÂÜÇ-
ÐËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ÓÇÛÇÕÍÇ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ. ³ÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, m ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÐÇÂÃÇÎÇÄ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ, ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎÇÇ ÏÑÜÐÞÌ, ÚÇÏ
ËÐÆÇÍÔ ÊÂÙÇÒÎÇÐËâ ¤ÂÖÔÔÂ. ¿ÕÑÕ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÑÎÐÞÏ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÑÆÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ m � 0, ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÅÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÇ
ÕÓËÄËÂÎßÐÑÏÖ ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍÑÏÖ ÍÎÂÔÔÖ. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÕÂÍÉÇ
ÒÑÐâÕß, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ m ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÆÎËÐÇ ÐÇÒÓË-
ÄÑÆËÏÑÅÑ ÔÎÑÄÂ, ÊÂÒËÔÂÐÐÑÅÑ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÑÃÓÂÊÖáÜËØ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ.

5. ¶ËÊËÚÇÔÍËÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ. ±ÑÎËÏÇÓÐÞÌ âÊÞÍ
Ä ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ ÎËÐÇÌÐÞØ ÙÇÒÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ
Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË

´ÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÏÑÆË×Ë-
ÙËÓÖáÕ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ
ÔËÔÕÇÏ, ÔÑÔÕÑâÜËØ ËÊ ÎËÐÇÌÐÞØ ÙÇÒÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ËØ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÒÓËÓÑÆÞ. ±ÓÑÃÎÇÏÞ
ÖÊÎÑÄ Ë ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌ ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂÎËÔß Ä
ÍÑÐÕÇÍÔÕÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ, ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅÓÂÄË-
ÕÂÙËË, ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ Ä ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆÐË-
ÍÂØ, ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ·ÑÎÎÂ, ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ
ÔÄÑÌÔÕÄ ÊÂÙÇÒÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÐÞØ ÏÑÎÇÍÖÎ Ë Õ.Æ.
³ÑÄÓÇÏÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË ÒÑÊÄÑ-
ÎâáÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÎÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÄÎËâÐËÇ ÊÂÙÇÒÎÇ-
ÐËÌ ÐÂ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞØ
ÔËÔÕÇÏ, ÑÆÐÂÍÑ ÑÔÕÂáÕÔâ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÐÇâÔÐÞÏË ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÇ ÄÑÒÓÑÔÞ.

¬ÂÍ ÏÑÆË×ËÙËÓÖáÕÔâ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÎËÐÇÌÐÞØ ÏÂÓÍÑÄÔÍËØ ÙÇÒÇÌ Ô ÊÂÙÇÒÎÇÐËâÏË ÒÓË ËÊÏÇÐÇ-
ÐËË ËØ ÄÊÂËÏÐÑÅÑ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ?

¬ÂÍ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐ-
ÐÞÇ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÎÑÅËË ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËÑÐÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÕËÒÂ ¤ËÐÊÃÖÓÅÂ ë­ÂÐÆÂÖ, ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÜÇÌ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÙÇÒÐÞØ ÎËÐÇÌÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ Ô ÕÑÒÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍËÏË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏË?

¹ÕÑÃÞ ËÏÇÕß ÒÑÎÐÞÌ Ë×ËÊËÚÇÔÍË âÔÐÞÌ ÑÃÓÂÊ ÔËÔÕÇÏ
×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜËØ ÙÇÒÇÌ ÔÑ ÄÔÇÏË ÒÓËÔÖÜËÏË ËÏ ÕÑÒÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÑÃÜËÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ Ä
ÕÇÓÏËÐÂØ ×ËÊËÍË ÒÑÎËÏÇÓÑÄ. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ: ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕß ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍË âÔÐÞÌ ÑÃÓÂÊ ÒÑÎËÏÇÓÂ Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍËÏË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË ÍÂÍ ÏÑÆÇÎË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ
×ÑÓÏÂÎËÊÏÖ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÒÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ Ä ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ;
ÒÓÑÆÄËÐÖÕßÔâ Ä ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ
ÔÄÑÌÔÕÄ ÃËÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ Ë ÔËÐÕÇÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ, ÅÆÇ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ËÅÓÂáÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÖá
ÓÑÎß.

²ËÔ. 12. ²ÇÎßÇ× ×ÖÐÍÙËË g�r;c�.
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³×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÍÓÖÅ ÄÑÒÓÑÔÑÄ ËÏÇÇÕ, ÒÑ-ÄËÆË-
ÏÑÏÖ, ÐÂËÃÑÎÇÇ ÐÂÅÎâÆÐÑÇ Ë ×ËÊËÚÇÔÍË ÊÐÂÚËÏÑÇ ÒÓËÎÑ-
ÉÇÐËÇ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ ÒÑÎËÏÇÓÐÞØ ÙÇÒÇÌ.
°ÃÝÇÆËÐÇÐËÇ ÏÑÐÑÏÇÓÑÄ Ä ÙÇÒÐÞÇ ÏÑÎÇÍÖÎÞ ÒÓËÐÙËÒË-
ÂÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÇÐâÇÕ ÄÔÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ Ë ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÔËÔÕÇÏ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÚÇÅÑ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÑÎËÏÇÓÑÄ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÅÑÓÂÊÆÑ ÃoÂ Îß-
ÛËÏË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐÞÏË ÏÂÔÛÕÂÃÂÏË, ÚÇÏ Ö
ÔËÔÕÇÏ ÓÂÊÑÓÄÂÐÐÞØ ÊÄÇÐßÇÄ. ¯ÂÎËÚËÇ ÙÇÒÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÙÇÎÞÌ ÓâÆ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËâ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [73]): ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÖá ÎËÐÇÌÐÖá ÒÂÏâÕß (Õ.Ç. ÔÕÓÑÅÑ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐ-
ÐÑÇ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÍÂÉÆÑÌ ÏÑÐÑÏÇÓÐÑÌ ÇÆËÐËÙÞ ÄÆÑÎß
ÙÇÒË); ÐËÊÍÖá ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÖá àÐÕÓÑÒËá (Õ.Ç. ÑÅÓÂÐËÚÇ-
ÐËâ ÐÂ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÇ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÇ ÏÑÐÑÏÇÓÐÞØ ÇÆËÐËÙ
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÐÂÎËÚËá ØËÏËÚÇÔÍËØ ÔÄâÊÇÌ); ÃÑÎßÛËÇ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË (Õ.Ç. ÆÂÉÇ ÑÕÆÇÎßÐÂâ ÏÂÍÓÑ-
ÏÑÎÇÍÖÎÂ ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ
ÔËÔÕÇÏÂ Ô ÃÑÎßÛËÏ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑÏ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ).

³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÐÂÎËÚËÇ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÂÏâÕË
ÄÇÆÇÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÚÂÔÕË ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÏÑÎÇ-
ÍÖÎÞ, ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜËÇ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÐÇ ÏÑÅÖÕ "ÒÓÑÌÕË
ÆÓÖÅ ÔÍÄÑÊß ÆÓÖÅÂ" ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ (ÃÇÊ ÓÂÊÓÞÄÂ
ÙÇÒË). ¥Îâ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÇ×ÂÐÕÑÏÐÞØ ÍÑÎßÙÇÄÞØ ÙÇÒÇÌ àÕÑ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÆÑÔÕÖÒÐÞÏË ÆÓÖÅ ÆÎâ ÆÓÖÅÂ
âÄÎâáÕÔâ ÎËÛß ÕÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÂÙËË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÔÑÄÏÇÜÇÐÞ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ Ô ÒÑÏÑÜßá ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÏÞ Ô ÐÇËÊÃÇÉÐÑÔÕßá ÄÑÊ-
ÄÓÂÜÂÇÏÔâ Í ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÐÕÓÑÒËË ÖÊÎÂ,
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.

5.1. ±ÑÎËÏÇÓÐÂâ ÙÇÒß
Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ
´ÓÇØÏÇÓÐÂâ (3D) ÏÑÆÇÎß "ÒÑÎËÏÇÓÐÂâ ÙÇÒß Ä ÓÇÛÇÕÍÇ
ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ" (±¸²±) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ [43, 49, 66]. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇ-
ÍÖÎÂ ÆÎËÐÞ L � Na ÒÑÏÇÜÇÐÂ ÏÇÉÆÖ ÓÇÃÓÂÏË ÒÓÑÔÕÑÌ
ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÓÇÛÇÕÍË Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ c, ÅÆÇ N Ë a ì ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÚËÔÎÑ ÏÑÐÑÏÇÓÐÞØ ÇÆËÐËÙ Ä ÙÇÒË Ë ÓÂÊÏÇÓ
ÏÑÐÑÏÇÓÂ. ®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÙÇÒß ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÒÇÓÇ-
ÔÇÚß ("ÒÓÑÌÕË ÔÍÄÑÊß") ÎáÃÑÇ ÓÇÃÓÑ ÓÇÛÇÕÍË.

®ÑÆÇÎß ±¸²± âÄÎâÇÕÔâ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÑÃÜÇÒÓË-
ÊÐÂÐÐÞÏ ÃÂÊËÔÑÏ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÞØ ÕÇÑÓËÌ, ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜËØ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÂÐÔÂÏÃÎÇÌ ÒÑÎËÏÇÓ-
ÐÞØ ÙÇÒÇÌ Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË. £ àÕËØ
ÕÇÑÓËâØ ÑÃÞÚÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÕÍÂ ÒÓÇÒâÕ-
ÔÕÄËÌ ÏÑÆÇÎËÓÖÇÕ ÊÂÙÇÒÎÇÐËâ ÒÓÑÃÐÑÌ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎÞ
ÊÂ ÆÓÖÅËÇ ÙÇÒË ÔËÔÕÇÏÞ (ÔÓÇÆÞ). ±ÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËâÏË ÔÓÇÆÞ, Â ÕÂÍÉÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÞÆÇÎÇÐÐÂâ ÙÇÒß ÔÑÊÆÂÇÕ ÔÂÏÂ ÆÎâ ÔÇÃâ, ÏÞ
ÕÇÓâÇÏ ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÍÑÓÓÇÎâÙËâØ ÒÓÑÃÐÑÌ ÙÇÒË Ë
ÔÓÇÆÞ, ÑÆÐÂÍÑ ÆÂÉÇ Ä ÕÂÍÑÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÇÏ
ÒÑÎÖÚËÕß ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÇ ÄÞÄÑÆÞ Ñ ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ ÒÓÑÃÐÑÌ
ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎÞ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
ÔÄÑÌÔÕÄ ÓÇÂÎßÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏ Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍËÏË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÏÇÕß ÄÞÚËÔÎâÕß
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÙÇÒÇÌ Ä ÓÇÛÇÕÍÂØ ÒÓÇÒâÕ-
ÔÕÄËÌ, Â ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÂÍÉÇ ÐÂÖÚËÕßÔâ ÔÑÒÑÔÕÂÄÎâÕß
ÍÑÐÍÓÇÕÐÖá ÓÇÛÇÕÍÖ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ ËÊÖÚÂÇÏÑÌ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ, ÚÕÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÚÇÐß ÔÎÑÉ-
ÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ.

ªÕÂÍ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÒÑÎËÏÇÓÐÖá ÙÇÒß ÃÇÊ
ÑÃÝÇÏÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ (Õ.Ç. ÙÇÒß Ô ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇ-
ÐËâÏË), ÐÇ ÊÂÙÇÒÎÇÐÐÖá ÊÂ ÓÇÃÓÂ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË

ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ. ªÊ-ÊÂ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ ÏÂÍÓÑ-
ÏÑÎÇÍÖÎÂ ÃÖÆÇÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÃÑÎÇÇ ÍÑÏÒÂÍÕÐÖá ÍÑÐ×ÑÓ-
ÏÂÙËá, ÚÇÏ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ÃÇÊ ÍÂÍËØ-
ÎËÃÑ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ.

¯ÂÚÐÇÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ Ô ÓÇÛÇÕÑÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË
ÏÑÆÇÎË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎËÏÇÓÐÂâ ÙÇÒß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ËÊ N ÛÂÅÑÄ ÐÂ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ
ÓÇÛÇÕÍÇ Ô ÛÂÅÑÏ a � c. °ÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ a 6� c ÃÖÆÇÕ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ ÒÑÊÉÇ.

³ÎÖÚÂÌÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ÐÂ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ
ÓÇÛÇÕÍÇ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÓÇÅÖÎâÓÐÑÅÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÕÑÒÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍËØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ ì ÓÇÃÇÓ ÆÖÂÎßÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË ì àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÃÎÖÉÆÂÐËá ÐÂ ÅÓÂ×Ç ì
ÆÇÓÇÄÇ ¬ÇÌÎË Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÙËÑÐÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ z � 6.

³ÓÇÆÐËÌ ÓÂÊÏÇÓ R�N� � �������������
R2�N�p

ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÐÇÊÂÙÇ-
ÒÎÇÐÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ËÊ N ÛÂÅÑÄ
[43] ÇÔÕß

R � aN 1=4 : �5:1�

ªÊÎÑÉËÏ ÍÓÂÕÍÑ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ËÆÇË ÄÞÄÑÆÂ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
(5.1). ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÇÓÇÄÑ ¬ÇÌÎË Ô z
ÄÇÕÄâÏË (ÆÂÎÇÇ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ z-ÆÇÓÇÄÑÏ Ô z � 2D) ËÅÓÂÇÕ
ÓÑÎß ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÐÂÅÎâÆÐÞÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÑÃÓÂÊ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞG1 Ô
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÑÃÓÂÊÖáÜËØ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ
G1= ZZ

D � Gz=2, ÅÆÇ Gz=2 ì ÔÄÑÃÑÆÐÂâ ÅÓÖÒÒÂ Ô z ÅÇÐÇÓÂÕÑ-
ÓÂÏË. £ÞÒËÔÞÄÂâ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË P�k;N� ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ËÊ N
ÛÂÅÑÄ ÐÂ z-ÆÇÓÇÄÇ (ÔÓ. Ô ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (3.24) ë (3.44)), ÏÞ
ÏÑÉÇÏ ÎÇÅÍÑ ÐÂÌÕË ÒÓÇÆÇÎßÐÖá ÖÔÎÑÄÐÖá ×ÖÐÍÙËá
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ P�k;mjN� �
� P�k;m�P�k;Nÿm�=z�zÿ 1�kÿ1. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ
P�k;mjN� ÆÂÇÕ ÖÔÎÑÄÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÆÄÇ ÔÖÃÙÇÒË, C1 Ë C2, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ m Ë Nÿm
ÔÇÅÏÇÐÕÑÄ, ËÏÇáÕ ÑÃÜËÌ ÒÓËÏËÕËÄÐÞÌ ÒÖÕß ÆÎËÐÞ k ÒÓË
ÖÔÎÑÄËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÏÑÔÕÂ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 3.1), Õ.Ç. ÒÓË
ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÙÇÒß, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÂâ ËÊ ÖÚÂÔÕÍÑÄ C1 Ë C2,
ÊÂÏÍÐÖÕÂ Ë ÐÇ ÊÂÙÇÒÎÇÐÂ ÐË ÊÂ ÑÆÐÑ ËÊ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ
ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ:

P�k;mjN� '
�

N

2m�Nÿm�
�3=2

k2 exp

�
ÿ k2N

2m�Nÿm�
�
:

�5:2�
¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ ÆÎËÐÞ ÒÓËÏËÕËÄÐÑÅÑ ÒÖÕË hk�m�i ÊÂÏ-
ÍÐÖÕÑÌ ÐÇÊÂÙÇÒÎÇÐÐÑÌ ÙÇÒË ÆÎËÐÞ N, ÓÂÊÆÇÎÇÐÐÑÌ ÐÂ ÆÄÇ
ÚÂÔÕË Ô ÆÎËÐÂÏË m Ë Nÿm ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ:



k�m�� �XN

k�0
kP�k;mjN� ' 2���

p
p

������������������������
2m�Nÿm�

N

r
�N4 1� :

�5:3�
±ÓËÏËÕËÄÐÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÔÂÏÂ ÒÑ ÔÇÃÇ ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÇÔÎË ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß, ÚÕÑÃÞ ÎáÃÑÌ ÛÂÅ ÒÓËÏË-
ÕËÄÐÑÅÑ ÒÖÕË ÐÇ ÃÞÎ ÔÕÓÑÅÑ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÇÐ ÒÓÇÆÞÆÖ-
ÜÇÏÖ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ
h�r0 ÿ rm�2i ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÙÂÏË ÒÓËÏËÕËÄÐÑÅÑ ÒÖÕË ËÊ k�m�
ÛÂÅÑÄ ÓÂÄÐÑ
�r0 ÿ rm�2

� � z

zÿ 2
ka2 ; �5:4�
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ÅÆÇ rm ìÓÂÆËÖÔ-ÄÇÍÕÑÓ ÊÄÇÐÂ Ô ÐÑÏÇÓÑÏm Ë ÅÓÂÐËÚÐÞÏË
ÖÔÎÑÄËâÏË rN � r0 � 0. ³ÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ
ËÐÇÓÙËË hR2

gi N-ÊÄÇÐÐÑÌ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÐÇÊÂÙÇÒÎÇÐÐÑÌ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ
ÇÔÕß

hR2
gi �

1

2N2

X
n 6�m


�rn ÿ rm�2
� � 1

2N

XN
m�1


�r0 ÿ rm�2
� �

� z

zÿ 2

������
2p
p

8
a2

����
N
p

: �5:5�
¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÑÒÑÔÕÂÄËÕß ÔÑ ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚ-
ÐÞÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ ËÐÇÓÙËË ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÙÇÒË ÃÇÊ ÍÂÍËØ-ÎËÃÑ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ hR2

g;0i � a2N=12.
©ÂÄËÔËÏÑÔÕß R � N 1=4 ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ

ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÕËÒËÚÐÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÄÇÕÄâÜÇÌÔâ
ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎÞ. ²ÂÆËÖÔ ËÐÇÓÙËË ËÆÇÂÎßÐÑÌ
"ÓÇÛÇÕÑÚÐÑÌ ÊÄÇÓÖÛÍË" (lattice animal), ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÌ N
ÏÑÐÑÏÇÓÐÞØ ÊÄÇÐßÇÄ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ N 1=4. ¿ÕÑ ÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÃÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÑÆÐÑÏÖ Ë ÕÑÏÖ ÉÇ
ÍÎÂÔÔÖ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕË. ¬ÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ, ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÐÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4, ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÂÍÖá ÉÇ
ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÆÎâ ÊÂÆÂÚË Ñ ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ
ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ Ä ÓÇÛÇÕÍÇ ÒÓÇÒâÕ-
ÔÕÄËÌ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË.

±ÇÓÇÌÆÇÏ ÕÇÒÇÓß Í ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÑÏÖ ÄÞÚËÔÎÇÐËá
ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÆÇÍÔÂ n ÐÇÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÍÂáÜÇÅÑÔâ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ Ä ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ [74,
75]. £ ÓÂÏÍÂØ ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÕËÒÂ ¶ÎÑÓË ÐÇÓÂÄ-
ÐÑÄÇÔÐÂâ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ F�R� ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË
ÓÂÊÏÇÓÂ R Ô ÑÃÝÇÏÐÞÏË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÊÂÒËÔÂÐÂ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

F�R� � Fwz �R� � F|l �R� ; �5:6�
ÅÆÇ Fwz �R�ì àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ ÏÑÐÑÏÇÓÑÄ ÙÇÒË Ë
F|l �R�ì àÎÂÔÕËÚÇÔÍËÌ (Õ.Ç. ÚËÔÕÑ àÐÕÓÑÒËÌÐÞÌ) ÄÍÎÂÆ Ä
ÑÃÜÖá ÔÄÑÃÑÆÐÖá àÐÇÓÅËá ÔËÔÕÇÏÞ.®ËÐËÏËÊËÓÖâ F�R�
ÒÑ R ÆÎâ ÙÇÒË ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÆÎËÐÞ L � Na, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ËÔÍÑÏÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ R � N n.

©ÂÒËÛÇÏ ÔÄÑÃÑÆÐÖá àÐÇÓÅËá ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÙÇÒË Ä
ÄËÓËÂÎßÐÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË

Fwz �R� � V�Br2 � Cr3� ; �5:7�
ÅÆÇ V � RD ì ÑÃÝÇÏ, ÊÂÐâÕÞÌ ÙÇÒßá Ä D-ÏÇÓÐÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ; r � N=V ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÙÇÒË;
B � b�Tÿ y�=y Ë C � const > 0 ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÍÑÐ-
ÔÕÂÐÕÞ ÆÄÖØ- Ë ÕÓÇØÚÂÔÕËÚÐÞØ ÄÐÖÕÓËÙÇÒÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÌ. £ ÔÎÖÚÂÇ B > 0 ÄÍÎÂÆÑÏ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÄËÓËÂÎßÐÑÅÑ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.7) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß [73].

¿ÎÂÔÕËÚÇÔÍÂâ ÚÂÔÕß ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË F|l �R� ÊÂÏ-
ÍÐÖÕÑÌ ÐÇÊÂÙÇÒÎÇÐÐÑÌ ÙÇÒË ÓÂÊÏÇÓÂ R Ë ÆÎËÐÞ Na Ä
ÓÇÛÇÕÍÇ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÙÇÐÇÐÂ ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ:

F|l �R� � const� lnP�R;N� �
� const� ln

�
dkP�k;N�P�R; k� ; �5:8�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ P�k;N� ÕÂÍÂâ ÉÇ, ÍÂÍ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË (5.2), Ë P�R; k� ÆÂÇÕ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÕÑÅÑ, ÚÕÑ
ÒÓËÏËÕËÄÐÞÌ ÒÖÕß ÆÎËÐÞ k ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÙÂÏË R:

P�R; k� �
�

D

2pack

�D=2

exp

�
ÿ DR2

2ack

�
: �5:9�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.2) Ë (5.9) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.8),
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÑÙÇÐÍÖ:

F|l �R� � ÿ
�

R4

a2c2N

�1=3

� o�R4=3� : �5:10�

µÓÂÄÐÇÐËâ (5.7) Ë (5.10) ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß (5.6) Ä
×ÑÓÏÇ

F�R� ' B
N 2

RD
ÿ
�

R 4

a2c2N

�1=3

: �5:11�

®ËÐËÏËÊËÓÖâ (5.11) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑR ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ
ÊÐÂÚÇÐËË N, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

R � B 3=�4�3D��ac�2=�4�3D�N n ; n � 7

4� 3D
: �5:12�

£ÇÓØÐââ ÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ Dkr � 8. ¥Îâ D � 3 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.12) ÆÂÇÕ
� N 7=13.

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÔÓÂÄÐËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (5.12) Ô ÍÓËÕËÚÇÔÍËÏ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ nzw "ÓÇÛÇÕÑÚÐÑÌ ÊÄÇÓÖÛÍË" Ô ËÔÍÎáÚÇÐÐÞÏ
ÑÃÝÇÏÑÏ Ä D-ÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, nzw � 3=�4�D�
(nzw � 3=7 ÆÎâ D � 3). ²ÂÊÎËÚËÇ Ä ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâØ ÑÊÐÂÚÂÇÕ,
ÚÕÑ ÐÇÊÂÙÇÒÎÇÐÐÑÇ ÍÑÎßÙÑ Ô ÑÃÝÇÏÐÞÏË ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâÏË Ë ÔÂÏÑÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜÂâÔâ "ÓÇÛÇÕÑÚÐÂâ ÊÄÇ-
ÓÖÛÍÂ" ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÍÎÂÔÔÂÏ ÖÐËÄÇÓÔÂÎß-
ÐÑÔÕË.

5.2. ³ÍÑÎÎÂÒÔËÓÑÄÂÐÐÂâ ×ÂÊÂ ÐÇÊÂÖÊÎÇÐÐÑÅÑ ÒÑÎËÏÇÓÂ
£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÍÂÍËÇ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐËâ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÔËÎßÐÑ ÔÍÑÎÎÂÒÔËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÌ (ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÌ) ×ÂÊÞ ÐÇÊÂÖÊÎÇÐÐÑÅÑ ÍÑÎßÙÇÄÑÅÑ ÒÑÎË-
ÏÇÓÂ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÔÆÇÎÂÐÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË hR2

gi5 hR2
g;0i Ä

ÓÂÏÍÂØ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËâ Ñ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË Ä ÓÇÛÇÕÍÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ
ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ.

5.2.1. ¬ÑÐÙÇÒÙËâ ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ ÅÎÑÃÖÎÞ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ ÔËÎßÐÑ
ÔÍÑÎÎÂÒÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË.²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÊÂÏÍÐÖ-
ÕÖá ÔÂÏÑÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜÖáÔâ ÒÑÎËÏÇÓÐÖá ÙÇÒß ÆÎËÐÞ N
Ä ÕÓËÄËÂÎßÐÑÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË 5. ±ÑÔÎÇ ÒÑÐË-
ÉÇÐËâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÔÍÑÎÎÂÒÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ
(ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÌ) ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍË
ÄÞÅÑÆÐÞÏ [78]. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÑ Ä ÄËÓËÂÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÏÞ,
ÍÂÍ ÑÃÞÚÐÑ, ÏÑÉÇÏ ÄÄÇÔÕË ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÆÄÖØ- Ë ÕÓÇØÚÂÔ-
ÕËÚÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ: B � b�Tÿ y�=y < 0 Ë
C � const > 0. ¯Ñ Ä ÆÑÒÑÎÐÇÐËÇ Í ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÑÃÝÇÏ-
ÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏ ÏÞ ØÑÕËÏ ÒÓËÐâÕß ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ
ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ, ÑÚÇ-
ÄËÆÐÑ, ËÏÇáÕ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ.
£ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÏÞ ÄÞÔÍÂÊÞÄÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ
[79].

µÔÎÑÄËÇ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÖÊÎÂ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ
ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒßá ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ÔËÎßÐÑ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÄÔÇ
ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎÞ Ë ÄÇÆÇÕ Í
ÐÇÑÃÞÚÐÞÏ ×ÓÂÍÕÂÎßÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ÎËÐËË, ËÊÑÃÓÂÉÂá-
ÜÇÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËá ÙÇÒË Ä ÅÎÑÃÖÎÇ.

5 ´Ñ, ÚÕÑ ÊÂÏÍÐÖÕÂâ ÙÇÒß ÐÇÏÑÉÇÕ ÒÇÓÇÔÇÚß ÔÂÏÂ ÔÇÃâ, ÄÎÇÚÇÕ ÆÄÂ ÕËÒÂ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ: Â) ÑÃÝÇÏÐÞÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÔÚÇÊÂáÕ
ÆÎâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍËØ ÙÇÒÇÌ; Ã) ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÑÔÕÂáÕÔâ ÆÂÉÇ ÆÎâ ÙÇÒË ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ.
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®Þ ÐÂÊÞÄÂÇÏ ÕÂÍÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ (×ÓÂÍ-
ÕÂÎßÐÑÌ) ÅÎÑÃÖÎÑÌ.

¯ËÉÇ ÏÞ ÒÓËÄÑÆËÏ ÓâÆ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ Ä ÒÑÆÆÇÓÉÍÖ
àÕÑÅÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂâ ÔÒÑÔÑÃ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÆÂÐ-
ÐÑÌ ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ë ÒÑÍÂÊÞÄÂâ ÇÇ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍÖá ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß.

·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ Ä ÒÎÑØÑÏ ÓÂÔÕÄÑÓËÕÇÎÇ (B < 0)
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÆÎËÐÂ ÙÇÒË g�, ÊÂÄË-
ÔâÜÂâ ÑÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ë àÐÇÓÅËË ÑÃÝÇÏÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÌ, ÕÂÍÂâ, ÚÕÑ Ù�ÇÒË, ËÏÇáÜËÇ ÆÎËÐÞ Ã�ÑÎßÛÇ, ÚÇÏ g�,
ÍÑÎÎÂÒÔËÓÖáÕ. ¦ÔÎË ÄÊâÕß ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎËÐÐÖá ÙÇÒß, ÏÞ
ÏÑÉÇÏ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß àÕË g�-ÊÄÇÐÐÞÇ ÖÚÂÔÕÍË ÍÂÍ ÐÑÄÞÇ
ÃÎÑÚÐÞÇ ÏÑÐÑÏÇÓÐÞÇ ÇÆËÐËÙÞ (ÔÍÎÂÆÍË ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ
ÏÂÔÛÕÂÃÂ).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÚÂÔÕß ÙÇÒË, ÔÑÆÇÓÉÂÜÖá ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÃÎÑÚÐÞØ ÏÑÐÑÏÇÓÑÄ, Õ.Ç. ÔÍÎÂÆÑÍ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÏÂÔ-
ÛÕÂÃÂ. ¿ÕÂ ÐÑÄÂâ ÚÂÔÕß ÙÇÒË ÆÑÎÉÐÂ ÔÐÑÄÂ ÍÑÎÎÂÒÔËÓÑ-
ÄÂÕß "ÔÂÏÂ Ä ÔÇÃÇ", Õ.Ç. ÆÑÎÉÐÂ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÕß ÔÍÎÂÆÍÖ
ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ, ÇÔÎË ÆÓÖÅËÇ ÚÂÔÕË ÙÇÒË ÐÇ ÒÓÑ-
ÐËÍÂáÕ ÄÐÖÕÓß ÆÂÐÐÑÌ. ¸ÇÒß ÐÑÄÞØ ÔÖÃÃÎÑÍÑÄ (ÔÍÎÂÆÑÍ
ÐÑÄÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ) ÍÑÎÎÂÒÔËÓÖÇÕ ÔÐÑÄÂ Ë ÕÂÍ ÆÂÎÇÇ ÆÑ ÕÇØ
ÒÑÓ, ÒÑÍÂ ÙÇÒß ÍÂÍ ÙÇÎÑÇ ÐÇ ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÐÂËÃÑÎßÛÖá
ÔÍÎÂÆÍÖ (ÓËÔ. 14). ±ÓÑÙÇÆÖÓÂ ÊÂÄÇÓÛËÕÔâ, ÍÑÅÆÂ ÄÔÇ
ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÏÑÐÑÏÇÓÞ ÃÖÆÖÕ ÑÃÝÇÆËÐÇÐÞ Ä ÑÆÐÖ ÔÍÎÂÆÍÖ
ÐÂËÃÑÎßÛÇÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÎËÐËâ, ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÜÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËá ÙÇÒË Ë ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÂâ ÒÑ ÑÒËÔÂÐÐÑÌ
ÔØÇÏÇ, âÄÎâÇÕÔâ ÕÓÇØÏÇÓÐÞÏ ÂÐÂÎÑÅÑÏ ØÑÓÑÛÑËÊÄÇÔÕÐÑÌ
ÔÂÏÑÒÑÆÑÃÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ ±ÇÂÐÑ.

³ÒÇÙË×ËÚÇÔÍÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ ÅÎÑÃÖÎÞ
ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÄÔÇØ ÏÂÔÛÕÃÂØ ÐÂÚËÐÂâ Ô g� Ë
ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÖÚÂÔÕÍË ÙÇÒË ÐÇ ÒÇÓÇÒÖÕÂÐÞ
ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ Ë ÒÎÑÕÐÑ ÊÂÒÑÎÐâáÕ ÒÓÇÆÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ ËÏ
ÑÃÝÇÏ, Õ.Ç. ÔÍÑÎÎÂÒÔËÓÑÄÂÐÞ "ÔÂÏË Ä ÔÇÃÇ". ®ÑÉÐÑ ÃÞÎÑ
ÃÞ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË
ÓÂÊÓÖÛÂáÕ ÕÂÍÖá ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍË ÐÇÄÞÅÑÆÐÖá

ÏÂÔÛÕÂÃÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, ÑÆÐÂÍÑ, ÑÔÐÑÄÞ-
ÄÂâÔß ÐÂ ÏÑÆÇÎË ±¸²±, ÖÆÂÇÕÔâ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÇÔÎË
ÆÎËÐÂ ÙÇÒË Ä ÔÍÎÂÆÍÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÒÓÇÄÑÔ-
ØÑÆËÕ Ne, ÕÑ ÔÍÎÂÆÍË ÐÇ ÒÇÓÇÏÇÛËÄÂáÕÔâ, ÑÔÕÂÄÂâÔß
ÔÇÅÓÇÅËÓÑÄÂÐÐÞÏË Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (Ne ì ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ËÏÇáÜËÌ ÔÏÞÔÎ ÕËÒËÚÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ
ÊÄÇÐßÇÄ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÇÆÐËÏË ÒÑ ÙÇÒË ÊÂÙÇÒÎÇÐËâÏË [73],
Ne � 30� 300).

´ÂÍ ÍÂÍ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÚÂÔÕË ÙÇÒË Ä
ÍÂÉÆÑÌ ÔÍÎÂÆÍÇ ÊÂ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÑ Ë ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ
ÙÇÒË Ä ÙÇÎÑÏ (ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ), àÕÂ ÚÂÔÕß
ÙÇÒË Ä ÔÍÎÂÆÍÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÔÙÇÐÇÐÂ ÍÂÍ ÐÇÊÂÙÇÒÎÇÐÐÑÇ
ÍÑÎßÙÑ. ¥ÓÖÅËÇ ÚÂÔÕË ÙÇÒË (ÆÓÖÅËÇ ÔÍÎÂÆÍË) ËÅÓÂáÕ ÓÑÎß
à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ,
ÑÍÓÖÉÂáÜËØ ÒÓÑÃÐÖá ÙÇÒß (ÓËÔ. 15). ªÔÒÑÎßÊÖâ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ ÓÂÊÆÇÎÂ 5.1 (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÖ (5.5)), ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÊÂÍÎá-
ÚËÕß, ÚÕÑ ÎáÃÂâ ÍÑÎßÙÇÄÂâM-ÊÄÇÐÐÂâ ÔÖÃÙÇÒß ÃÇÊ ÑÃÝÇÏ-
ÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ, ÐÇ ÊÂÙÇÒÎÇÐÐÂâ ÐË ÊÂ ÑÆÐÑ ËÊ
ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ, ËÏÇÇÕ ÓÂÊÏÇÓ R�0��M� � aM1=4. ¦ÔÎË R�0�ì
ÓÂÊÏÇÓ ÖÚÂÔÕÍÂ ÙÇÒË Ä ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÓÂÄÐÑÄÇÔËË Ä
ÓÇÛÇÕÍÇ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ, ÕÑ àÐÕÓÑÒËÌÐÞÇ ÒÑÕÇÓË ÍÑÎßÙÇÄÑÌ
ÙÇÒË S ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÊÏÇÓÂR ÆÑÔÕËÅÂáÕ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÒÓË
R ' R�0� (ÔÏ. (5.10)), Ë ÐÂÃÖØÂÐËÇ ÙÇÒË ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËÌ R,
ÒÓÇÄÞÛÂáÜËØ R�0��M�, âÄÎâÇÕÔâ àÐÕÓÑÒËÌÐÑ ÐÇÄÞÅÑÆ-
ÐÞÏ. £ ÕÑ ÉÇ ÔÂÏÑÇ ÄÓÇÏâ Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ
ÑÃÝÇÏÂ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÑÚÇÄËÆÐÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
R�M�5 aM 1=3, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ×ÂÍÕÂ, ÚÕÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÙÇÒË r � R 3=N Ä ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÌ ×ÂÊÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÂ. £ ÔÄâÊË Ô
ÑÚÇÄËÆÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ R�M� > R�0��M� ÏÞ ÏÑÉÇÏ

Â Ã

Ä Å

²ËÔ. 14. ±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÇ àÕÂÒÞ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ (×ÓÂÍ-
ÕÂÎßÐÑÌ) ÅÎÑÃÖÎÞ (Â ë Ä). ³ÂÏÑÒÑÆÑÃÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ ÅÎÑ-
ÃÖÎÞ, ÔÇÅÓÇÅËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÐÂ ÄÔÇØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ (Å).

a

Ã

²ËÔ. 15. ¹ÂÔÕß ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÐÇÊÂÙÇÒÎÇÐÐÑÌ ÙÇÒË, ÑÍÓÖÉÇÐÐÑÌ ÆÓÖÅËÏË
ÚÂÔÕâÏË ÕÑÌ ÉÇ ÔÂÏÑÌ ÙÇÒË (Â). ¯ÇÊÂÙÇÒÎÇÐÐÑÇ ÍÑÎßÙÑ Ä ÓÇÛÇÕÍÇ
ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ (Ã). ±ÓÇÒâÕÔÕÄËâ ËÅÓÂáÕ ÓÑÎß ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐËÌ, ÒÓÑËÊÄÑÆËÏÞØ ÆÓÖÅÑÌ ÚÂÔÕßá ÕÑÌ ÉÇ ÔÂÏÑÌ ÙÇÒË.
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ÊÂÍÎáÚËÕß, ÚÕÑ ÐÂÃÖØÂÐËÇ ÙÇÒÇÌ Ä ÔÍÎÂÆÍÂØ ËÊ-ÊÂ ËØ
ÄÊÂËÏÑÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÒÇÕÎâÏË ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í àÐÕÓÑÒËÌ-
ÐÑÏÖ ÄÞËÅÓÞÛÖ, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÐÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÔËÔÕÇÏÇ Ô
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÓÂÊÏÇÓ
ÔÍÎÂÆÑÍ ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ ËÏÇÇÕ ÒÑÓâÆÑÍ ÓÂÊÏÇÓÂ
ÖÚÂÔÕÍÂ ÙÇÒË Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÒÎÑÕÐÑÌ ÖÒÂÍÑÄÍË, Ë ÔÍÎÂÆÍË
ÑÔÕÂáÕÔâ ÄÊÂËÏÐÑ ÔÇÅÓÇÅËÓÑÄÂÐÞ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ¿ÕË
ÄÑÒÓÑÔÞ ÑÃÔÖÉÆÇÐÞ Ä ÆÇÕÂÎâØ Ä ÓÂÃÑÕÇ [79].

³ËÔÕÇÏÂ ÒÎÑÕÐÑ ÖÒÂÍÑÄÂÐÐÞØ ÅÎÑÃÖÎâÓÐÞØ ÔÍÎÂÆÑÍ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÙÇÒË Ô ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÔÕßá Df � 3 (ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß Df � 3 ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÐÂÚËÐÂâ
Ô ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ g� Ë ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ
ÙÇÎÑÌ ÅÎÑÃÖÎÞ). ©ÐÂÚÇÐËÇ g� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÙÇÐÇÐÑ ÍÂÍ

g� � Ne�ra3�ÿ2 ; �5:13�
ÅÆÇ rì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÅÎÑÃÖÎÞ. ¿ÕÂ ÑÙÇÐÍÂ ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä
[79] Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÎÇÆÖáÜËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ: g � �ra3�ÿ2 ì
ÔÓÇÆÐââ ÆÎËÐÂ ÚÂÔÕË ÙÇÒË ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÔÑÔÇÆÐËÏË (ÒÑ
ÙÇÒË) ÍÑÐÕÂÍÕÂÏË Ô ÆÓÖÅËÏË ÚÂÔÕâÏË; ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
Neg ì ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÊÄÇÐßÇÄ ÚÂÔÕË ÙÇÒË ÏÇÉÆÖ ÕÑÒÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍËÏË ÍÑÐÕÂÍÕÂÏË (ÊÂÙÇÒÎÇÐËâÏË).

¿ÐÕÓÑÒËÌÐÞÇ ÒÑÕÇÓË, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇÏ
ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÙÇÐÇÐÞ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

S ' ÿ N

g�
: �5:14�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.14), ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ
ÅÎÑÃÖÎÞ r ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß Ä ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË, ÏËÐËÏËÊËÓÖâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÖá
ÔÄÑÃÑÆÐÖá àÐÇÓÅËá. ±ÎÑÕÐÑÔÕß ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ ÅÎÑÃÖÎÞ
ÏÇÐßÛÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÃÞÚÐÑÌ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ, ÚÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏË ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏË,
ÄÇÆÖÜËÏË Í ËÊÃÞÕÑÚÐÑÏÖ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËá ÏÇÉÆÖ ÔÍÎÂÆ-
ÍÂÏË:

rskl �
rrawn

1� const�a6=CNe� < rrawn ; �5:15�

ÅÆÇ rrawn ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÅÎÑÃÖÎÞ ­Ë×ÛËÙÂ.
¯ÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÂâ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÒÓÑÄÇÓÍÂ ÑÒË-

ÔÂÐÐÑÌ ÔÂÏÑÒÑÆÑÃÐÑÌ ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÐÇÊÂ-
ÖÊÎÇÐÐÑÅÑ ÍÑÎßÙÇÄÑÅÑ ÒÑÎËÏÇÓÂ Ä ÔÍÑÎÎÂÒÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ
×ÂÊÇ ÔÕÂÎÍËÄÂÇÕÔâ Ô ÓâÆÑÏ ÕÇØÐËÚÇÔÍËØ ÕÓÖÆÐÑÔÕÇÌ. ´ÇÏ
ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÓâÆ ÍÑÔÄÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ ØÑÓÑÛÑ ÔÑÅÎÂ-
ÔÖÇÕÔâ Ô ÅËÒÑÕÇÊÑÌ Ñ ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ ÅÎÑÃÖÎÇ (³¤).

1. ¶ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ³¤ ÄÇÆÇÕ Í ÆÄÖØÔÕÂÆËÌÐÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ
ÍÑÎÎÂÒÔÂ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎÞ ÒÑÔÎÇ ÓÇÊÍÑÅÑ ÖØÖÆ-
ÛÇÐËâ ÍÂÚÇÔÕÄÂ ÓÂÔÕÄÑÓËÕÇÎâ. ¥ÂÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÃÞÎ
ÐÇÆÂÄÐÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐ Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ÒÑ ÔÄÇÕÑÓÂÔÔÇËÄÂ-
ÐËá ¢. ¹Ö Ë ÆÓ. [80].

2. ¬ÑÐÙÇÒÙËâ ³¤ ÒÑÊÄÑÎËÎÂ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË ÑÃÝâÔÐËÕß
[84] àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÌ à××ÇÍÕ ÖÎÖÚÛÇÐËâ
ÔÑÄÏÇÔÕËÏÑÔÕË Ä ÓÂÔÒÎÂÄÇ ÍÑÎßÙÇÄÞØ Ë ÎËÐÇÌÐÞØ ÒÑÎË-
ÏÇÓÑÄ [85], Â ÕÂÍÉÇ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÖá ÕÇÑÓËá
ÍÑÎÎÂÒÔÂ N-ËÊÑÒÓÑÒËÎÂÍÓËÎÂÏËÆÐÑÅÑ ÅÇÎâ Ä ÄÑÆÇ ÒÓË
ËÊÏÇÐÇÐËË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ [83].

3. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ ÅÎÑÃÖÎÞ ÑÃÐÂÓÖ-
ÉÇÐÞ Ä ÚËÔÎÇÐÐÑÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ [82].

5.2.2. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÖÊÎÂ. ®Þ ÏÑÉÇÏ ÕÂÍÉÇ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÍÑÐÙÇÒÙËá ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ ÅÎÑÃÖÎÞ, ÚÕÑÃÞ
ÑÙÇÐËÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÖÊÎÂ
Ä ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÌ ×ÂÊÇ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ
ÑÔÐÑÄÐÂâ ÚÂÔÕß ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ Ñ ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ

ÖÊÎÑÄ Ë ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌ ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÚËÔÎÇÐ-
ÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÖÊÎÂ. ³ÓÇÆË ÐÂËÃÑÎÇÇ ÄÂÉÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ
ÏÑÉÐÑ yÒÑÏâÐÖÕß ÔÎÇÆÖáÜËÇ.

ì £ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÅÑ ÊÂÖÊÎËÄÂÐËâ ÙÇÒË p�N�
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÆÎËÐÞ ÙÇÒË N ÒÓË ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ
ÊÂÏÞÍÂÐËË ÇÇ ÍÑÐÙÑÄ [1, 86]. £ ÓÂÃÑÕÇ [87] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ
ÔÕÂÕßá [88]) ÒÓÑÙÇÆÖÓÂÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÃÞÎÂ ÒÓÑÆÎÇÐÂ ÆÑ
ÙÇÒÇÌ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ ÆÑ 2000 ÔÇÅÏÇÐÕÑÄ. ¥Îâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÖÊÎÂ Ä ØÑÓÑÛÇÏ Ë y-ÓÂÔÕÄÑ-
ÓËÕÇÎâØ ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÕËÒÂ (ÔÓ. Ô ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇÏ (2.65))

P0 � exp

�
ÿ N

N0�T�
�
:

³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ËÊÖÚÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÊÂ-
ÖÊÎËÄÂÐËâ ÆÎËÐÐÑÌ ÙÇÒË Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ
£ÂÔËÎßÇÄÂ ÃÞÎÑ ÒÓÇÆÒÓËÐâÕÑ Ä ÐÇÆÂÄÐÇÌ ÓÂÃÑÕÇ [88].

ì £ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÖÊÎÂ p ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÍÂÍ
×ÖÐÍÙËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÐÂÃÖØÂÐËâ a, ÅÆÇ a � �hR2

gi=hR2
g;0i�1=2,

hR2
gi ì ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ËÐÇÓÙËË ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ

ÙÇÒË Ë hR2
g;0i � Na2=12 ë ÕÑ ÉÇ ÔÂÏÑÇ ÆÎâ ÆÎâ ÐÇÄÑÊÏÖ-

ÜÇÐÐÑÌ �a � 1� ÙÇÒË (ÔÏ. ÓËÔ. 16 [1]). ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ àÕÂ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÓÇÊÍÑ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ, ÍÑÅÆÂ ÍÎÖÃÑÍ ÒÇÓÇØÑÆËÕ
ËÊ ÐÂÃÖØÛÇÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô a > 1 Ä ÅÂÖÔÔÑÄÑ Ô a � 1 [89] Ë
ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÍÑÅÆÂ ÑÐ ÔÉËÏÂÇÕÔâ Ä ÅÎÑÃÖÎÖ a5 1 [1, 86].

ì¢ÞÎÑ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ, ÚÕÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË a > 1 ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÒÑÎÐÑÔÕßá àÍÓÂÐËÓÖáÕÔâ
ÑÃÝÇÏÐÞÏË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏË [89].

ì ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÆÄÇ ÐÇÊÂÖÊÎÇÐÐÞÇ ÙÇÒË ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ
ÉÇ ÆÎËÐÞ ÆÂÉÇ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÑÃÝÇÏÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ Ä
ÔÑÔÕÑâÐËË ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÍÎÖÃÍÂ ÑÕÕÂÎÍËÄÂáÕÔâ ÍÂÍ ÐÇÒÓÑÐË-
ÙÂÇÏÞÇ Ô×ÇÓÞ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ ËÐÇÓÙËË ÒÑÓâÆÍÂ �hR2

g;0i�1=2
[1, 90].

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÓËÔ. 16, ÅÆÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ
ÖÊÎÂ p ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÐÂÃÖØÂÐËâ a Ä
ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË �a < 1�. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÔÉÂÕËâ, ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÆÎâ a < 0;6, ÆÂÐÐÞÇ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ àÍÔÒÇ-
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p�a� � 0;925 exp�ÿ0;03=a6�
p�a� � 1;2 exp�ÿ0;25=a2�

²ËÔ. 16. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ
ÖÊÎÂ p ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÐÂÃÖØÂÐËâ a Ä ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË. ´ÑÚÍËì
ÆÂÐÐÞÇ ÓÂÃÑÕÞ [1]; ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÎËÐËâ ì ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÎÂÃÑÅÑ
ÓÇÉËÏÂ ÔÉÂÕËâ (ÔÏ. ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (5.21)); ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÂâ ÎËÐËâ ì ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËÇ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÑÇ ÐÂ ÍÑÐÙÇÒÙËË ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ ÅÎÑÃÖÎÞ (ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ (5.23)).

3 µ¶¯, Õ. 168, å 4
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ÓËÏÇÐÕÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÚÇÐß ÕÓÖÆÐÑ ÆËÔÍÓËÏËÐË-
ÓÑÄÂÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÏÒßáÕÇÓÂ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÇ ÖÊÎÞ Ô ÃÑÎßÛËÏ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑÏ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ ÐÂ
ÆËÂÅÓÂÏÏÇ.

¯ËÉÇ ÏÞ ÒÓËÄÑÆËÏ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÇ ÑÙÇÐÍË ÄÇÓÑâÕÐÑ-
ÔÕË ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÖÊÎÂ p�a� Ä ÒÎÑÕÐÑÏ
ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË �a < 0;6�. ¯ÂÛË ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ
ÑÔÐÑÄÂÐÞ ÐÂ ÍÑÐÙÇÒÙËË ³¤. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ
ÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÖÊÎÂ ÒÓË ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÊÂÏÞÍÂÐËË ÎËÐÇÌÐÑÌ
ÙÇÒË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

q�a� � Z�a�
Z0�a� ; q�a� � 1ÿ p�a� ; �5:16�

ÅÆÇ Z�a� ì ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ
ÔÖÏÏÂ) ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÙÇÒË Ô ÑÃÝÇÏÐÞÏË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏË
ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÐÂÃÖØÂÐËâ a ËZ0�a�ì
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ ÕÇÐÇÄÑÌ ÙÇÒË ÃÇÊ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ, ÐÑ Ô ÕÇÏË ÉÇ ÔÂÏÞÏË ÑÃÝÇÏÐÞÏË ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâÏË. °ÃÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÖÏÏÞ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÑÙÇÐÇÐÞ Ä ÓÂÏÍÂØ ÕÇÑÓËË ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ. ¹ÕÑÃÞ àÕÑ
ÔÆÇÎÂÕß, ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÏ
¶ÎÑÓË ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÙÇÒË Ô ÆÂÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
a (Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÐËÉÇ ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ T � 1)

F�a� � ÿ lnZ�a� � Fwz �a� � F|l �a� ; �5:17�

ÅÆÇ

F|l �a� � ÿS�a� : �5:18�

£ÍÎÂÆÞ F|l �a� ÑÕ ÑÃÝÇÏÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ Ä ÔÄÑÃÑÆÐÞÇ
àÐÇÓÅËË ÐÇÊÂÖÊÎÇÐÐÑÌ Ë ÕÇÐÇÄÑÌ ÙÇÒË ÕÑÌ ÉÇ ÔÂÏÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË (Õ.Ç. Ô ÕÇÏ ÉÇ ÔÂÏÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ a) àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÞ. ±ÑàÕÑÏÖ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÖÒÓÖ-
ÅÑÌ ÚÂÔÕË ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË F|l , ËÎË, ÆÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË,
ÍÑÐ×ÑÓÏÂÙËÑÐÐÑÌ àÐÕÓÑÒËË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(5.16) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ×ÑÓÏÇ

q�a� � exp
ÿÿF�a� ÿ F0�a�

� � exp
ÿ
S�a� ÿ S0�a�

�
: �5:19�

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÄÞÚËÔÎÇÐËâÏË ¶ËÍÔÏÂÐÂ [91] àÐÕÓÑÒËâ
×ÂÐÕÑÏÐÑÌ ÙÇÒË S0�a� (S0�a� � lnZ0�a�) Ä ÑÃÎÂÔÕË a < 1
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÒËÔÂÐ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

S0�a� ' ÿaÿ2 : �5:20�

£ ÑÃÎÂÔÕË ÔÎÂÃÑÅÑ ÔÉÂÕËâ 0;6 < a4 1 ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß
ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÊÂÖÊÎËÄÂÐËâ p�a� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÙÇÐÇÐÂ
ËÔØÑÆâ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ àÐÕÓÑÒËË ×ÂÐÕÑÏÐÑÌ ÙÇÒË
(ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.20)). °ÃÝÇÆËÐââ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.19) Ë (5.20) Ë
ÔÓÂÄÐËÄÂâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (5.20) Ô ÆÂÐÐÞÏË ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ àÍÔÒÇ-
ÓËÏÇÐÕÂ [1], ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÐÂÒËÔÂÕß

p�a� � 1ÿ A1 exp�ÿB1aÿ2� �0;6 < a4 1� ; �5:21�

ÅÆÇ A1 Ë B1 ì ÚËÔÎÑÄÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ (ËØ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÓËÄÇ-
ÆÇÐÞ ÐËÉÇ).

¯ÇÕÓËÄËÂÎßÐÂâ ÚÂÔÕß ÐÂÛÇÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÔÄÑÆËÕÔâ ÕÇÏ
ÔÂÏÞÏ Í ÑÙÇÐÍÇ àÐÕÓÑÒËË ÔËÎßÐÑ ÔÉÂÕÑÌ �a5 1� ÍÑÎßÙÇ-
ÄÑÌ ÐÇÊÂÖÊÎÇÐÐÑÌ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ (5.13) Ë (5.14) Ë ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ a, ÐÂØÑÆËÏ

S�a� ' ÿ 1

Ne
aÿ6 : �5:22�

£ ËÐÕÇÓÇÔÖáÜÇÌ ÐÂÔ ÑÃÎÂÔÕË �a < 0;6� ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓÇ-
ÐÇÃÓÇÚß ÚÎÇÐÑÏ aÿ2 ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÚÎÇÐÑÏ aÿ6. ±ÑàÕÑÏÖ
×ËÐÂÎßÐÂâ ÑÙÇÐÍÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

p�a� � 1ÿ A2 exp

�
ÿ 1

Ne
aÿ6
�

�a < 0;6� ; �5:23�

ÅÆÇ A2 Ë Ne ì ÚËÔÎÑÄÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ (ËØ ÊÐÂÚÇÐËâ ÕÂÍÉÇ
ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐËÉÇ).

£ÇÓÑâÕÐÑÔÕË ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÖÊÎÂ
p�a� Ä ÔÎÂÃÞØ Ë ÔËÎßÐÞØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÔÉÂÕËâ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ
ÐÂ ÓËÔ. 16 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÖÐÍÕËÓÐÑÌ Ë ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ
ÎËÐËâÏË. ©ÐÂÚÇÐËâ ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÕÂÍÑÄÞ: A1 � 1;2, B1 � 0;25,
A2 � 0;925, Ne � 34; ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÑÐË ÄÞÃÓÂÐÞ ËÊ
ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (5.21) Ë (5.23) Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏË
ÆÂÐÐÞÏË ÓÂÃÑÕÞ [1].

5.2.3. ¬ÑÐÙÇÒÙËâ ÍÄÂÊËÖÊÎÑÄ Ä ÔÍÑÎÎÂÒÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ (ÅÎÑÃÖ-
ÎâÓÐÑÌ) ×ÂÊÇ ÐÇÊÂÖÊÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÊÆÇ-
ÎÑÄ 2 Ë 3 ÒÑÏÑÅÂáÕ ÑÕÄÇÕËÕß ÐÂ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ:
ÒÑÚÇÏÖ ÔÍÎÂÆÍË ÑÔÕÂáÕÔâ ÔÇÅÓÇÅËÓÑÄÂÐÐÞÏË Ä ÔÎÂÃÑ
ÊÂÖÊÎÇÐÐÑÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÐÂ ÄÔÇØ ÏÂÔÛÕÂ-
ÃÂØ ÒÓË ×ÎÖÍÕÖÂÙËâØ ÙÇÒË Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÐÇ ÒÇÓÇ-
ÒÖÕÞÄÂáÕÔâ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ? ¹ÕÑÃÞ ÓÂÊÝâÔÐËÕß àÕÑ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÂÚÂÕß Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÕÑÒÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔÍÎÂÆÍË, Õ.Ç. ÚÂÔÕË ÍÑÎßÙÇÄÑÌ ÙÇÒË.
²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÔÕÓÑÅÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÕÑÒÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÑ ÎËÛß
ÆÎâ ÊÂÏÍÐÖÕÑÅÑ (ËÎË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ) ÍÑÐÕÖÓÂ. ´ÇÏ ÐÇ
ÏÇÐÇÇ ÍÂÉÆÑÆÐÇÄÐÞÌ ÑÒÞÕ ÊÂÄâÊÞÄÂÐËâ ÛÐÖÓÍÑÄ ÐÂ
ÃÑÕËÐÍÂØ ÅÑÄÑÓËÕ ÐÂÏ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÂâ ÐËÕß
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÖÊÎÇÐÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ
ÒÓËÄÎÇÍÂÕÇÎßÐÞÏ ÄÄÇÔÕË ÒÑÐâÕËÇ ÍÄÂÊËÖÊÎÂ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÆÎËÐÐÞØ ÎËÐÇÌÐÞØ ÙÇÒÇÌ ÔÑ ÔÄÑÃÑÆÐÞÏË ÍÑÐÙÂÏË.

£ÒÇÓÄÞÇ ÒÑÆÑÃÐÞÇ ËÆÇË ÄÞÔÍÂÊÞÄÂÎËÔß Ä 1973 Å.
ª.®. ­Ë×ÛËÙÇÏ Ë ¡.À. ¤ÓÑÔÃÇÓÅÑÏ [92] ÆÎâ ÅÎÑÃÖÎâÓ-
ÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÙÇÒË. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÖá ÙÇÒß Ä
ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË. ²ÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÙÂÏË
ÙÇÒË ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ ÇÔÕß R � aN 1=3, Õ.Ç. ÅÑÓÂÊÆÑ
ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ ÍÑÐÕÖÓÐÂâ ÆÎËÐÂ ÙÇÒË L � Na. ±ÑàÕÑÏÖ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÒÇÕÎË, ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÜÇÌ ÔÑÃÑÌ ÑÃÝÇÆËÐÇÐËÇ ÔÂÏ�ÑÌ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÙÇÒË Ë
ÑÕÓÇÊÍÂ, ÔÑÇÆËÐâáÜÇÅÑ ÍÑÐÙÞ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÏÑÅÎÑ ÃÞ
ÅÓÖÃÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÕß ÕÑÒÑÎÑÅËá ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ
ÙÇÒË Ä ÙÇÎÑÏ. ³ÑÔÕÂÄÐÖá ÒÇÕÎá ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÍÂÍ ÍÄÂÊËÖÊÇÎ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÙÇÒË.

´ÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÍÄÂÊËÖÊÎÂ ÏÑÉÇÕ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÊÑÄÂÕßÔâ ÔÎÑÉÐÑÔÕßá Z, ÄÄÇÆÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3 (ÔÏ.
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.15)). ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÍÑÐÙÇÒÙËâ
ÍÄÂÊËÖÊÎÂ ÒÑÕÇÓÒÇÎÂ ÐÇÖÆÂÚÖ ÒÓË ÒÑÒÞÕÍÇ ÑÒËÔÂÐËâ
ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÙÇÒÇÌ, ÅÆÇ ÃÑÎßÛËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËË ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÙÂÏË ÙÇÒË ÒÓËÄÑÆâÕ Í
ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÍÄÂÊËÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ.

¯ÂÛÂ ÏÑÆÇÎß ÔÍÎÂÆÚÂÕÑÌ ÅÎÑÃÖÎÞ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÇÓÇ-
×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÂ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÍÄÂÊËÖÊÎÑÄ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÄÔÇØ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÒÇÕÇÎß, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞØ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞÏ ÊÂÏÞÍÂÐËÇÏ ÍÑÐÙÑÄ ÙÇÒË Ä ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÌ ×ÂÊÇ, Ë
ÄÞÆÇÎËÏ ÒÑÆÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÒÇÕÇÎß Ô Z�L� � 0. °ÒÓÇÆÇÎËÏ
ÕÇÒÇÓß ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÔÎÑÉÐÑÔÕË ÍÄÂÊËÖÊÎÂ hZ�l�i,
ÑÕÄÇÚÂáÜÇÅÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÔÖÃÚÂÔÕË ÆÎËÐÞ l
(l=L � h � const; 0 < h < 1) ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÒÇÕÎË
ÆÎËÐÞ L. £ ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß p�r�
ÐÂÌÕË ÍÑÐÇÙ ÙÇÒË ÆÎËÐÞ L Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÍÇ r ÄÐÖÕÓË
ÑÃÝÇÏÂ ÅÎÑÃÖÎÞ R3 ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ ÇÔÕß
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p�r� � 1=R3, Õ.Ç. âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÑÌ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ
ÕÑÚÍË r (àÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË La4R2).
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÌ ×ÂÊÞ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎÞ
ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ÒÇÕÎË Ä ÂÐÔÂÏÃÎÇ ÅÇÐÇÓË-
ÓÑÄÂÐÞ Ô ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ. ¦ÔÎË àÕÑ ÕÂÍ, ÕÑ
ÐÂÛÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÏÑÔÕÂ Ë ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÅËÒÑÕÇÊÇ ÓÂÊÆÇÎÂ 3 (×ÑÓÏÖÎÂ (3.60))
ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓËÏÇÐËÕß ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÖá Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÏÂÔ-
ÛÕÂÃÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÖá ÑÙÇÐÍÖ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÌ ÔÎÑÉÐÑÔÕË
ÍÄÂÊËÖÊÎÂ

��������������hZ2�l�ip��������������
hZ2�l�i

q
� l 1=2 � h1=2L1=2 : �5:24�

¿ÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÑÒÑÔÕÂÄËÕß Ô ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÌ ÔÎÑÉ-
ÐÑÔÕßá

��������������hZ2�l�ip
ÖÚÂÔÕÍÂ ÕÑÌ ÉÇ ÔÂÏÑÌ ÆÎËÐÞ l ÓÂÄÐÑÄÇÔ-

ÐÑÌ ÅÎÑÃÖÎÞ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ (ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÑÌ)
ÙÇÒßá ÆÎËÐÞ L, Õ.Ç. ÃÇÊ ÖÔÎÑÄËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÏÑÔÕÂ��������������

hZ2�l�i
q

� l � hL : �5:25�
³ÓÂÄÐËÄÂâ (5.24) Ë (5.25), ÏÞ ÊÂÍÎáÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÎáÃÂâ

ÚÂÔÕß ÍÑÎßÙÇÄÑÌ ÐÇÊÂÖÊÎÇÐÐÑÌ ÙÇÒË Ä ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË ÊÂÖÊÎÇÐÂ ÅÑÓÂÊÆÑ ÔÎÂÃÇÇ, ÚÇÏ ÕÂ ÉÇ ÔÂÏÂâ
ÚÂÔÕß ÎËÐÇÌÐÑÌ ÙÇÒË Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ ÅÎÑÃÖÎÇ. ±ÑÆÚÇÓÍ-
ÐÇÏ, ÚÕÑ ÆÂÐÐÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË
ÆÑÔÕÑÄÇÓÐÞÏ Ë ÐÇ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÍËÐÇÕËÍÑÌ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ÍÑÐÆÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ (×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÅÎÑÃÖÎÞ).

6. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÖÊÎÑÄÞÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ
ÕÇÑÓËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË

°ÃÞÚÐÑ Ä ÊÂÍÎáÚÇÐËË ÒÓËÐâÕÑ ÆÇÎÂÕß ÄÞÄÑÆÞ Ë ÐÇÊÂ-
ÏÇÕÐÑ ÒÑÆÄÑÆËÕß ÚËÕÂÕÇÎâ Í ÏÞÔÎË Ñ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÔÕË
ÒÓÑÆÇÎÂÐÐÑÌ ÂÄÕÑÓÑÏ ÓÂÃÑÕÞ. ¯Ç ØÑÕÇÎÑÔß ÃÞ ËÆÕË
ÑÃÞÚÐÞÏ ÒÖÕÇÏ Ë ÒÑÆÄÑÆËÕß ËÕÑÅ ÔÍÂÊÂÐÐÑÏÖ, ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ ÓÇÊáÏÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÍÑÐÔ-
ÒÇÍÕËÄÐÞÏ ËÊÎÑÉÇÐËÇÏ ËÆÇÌ Ë ÏÇÕÑÆÑÄ ÃÞÎÑ ÒÓËÄÇÆÇÐÑ
ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË, Â ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÐÇÊÂÄÇÓÛÇÐÐÑÔÕß ËÊÎÑÉÇÐËâ
ÎËÛß ÒÓÑÃÖÉÆÂÇÕ ×ÂÐÕÂÊËá.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÃÓÂÕËÕß ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ "ÒÑÆÄÑÆÐÞÇ ÍÂÏÐË",
ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑ ÄÔÕÓÇÚÂÎËÔß Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÓÂÃÑÕÞ, Â
ÕÂÍÉÇ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ, ÇÜÇ ÐÇ ÓÇÛÇÐÐÞÇ
ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ÎÑÅËÚÇÔÍË ÄÞÕÇÍÂáÜËÇ ËÊ ÆÂÐÐÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐËâ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÔØÇÏÂÕËÚÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚËÕß
ÅÓÂÐËÙÞ ÆÂÐÐÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ Ë ÒÓÇÆÑÔÕÂÄËÕß ÒÓÂÄÑ
ÚËÕÂÕÇÎá ÔÂÏÑÏÖ ÓÇÛÂÕß, ÊÂÔÎÖÉËÄÂÇÕ ÎË ÆÂÐÐÞÌ ÒÓÇÆ-
ÏÇÕ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÄÐËÏÂÐËâ.

6.1. ©ÂÏÇÚÂÐËâ Ë ÍÑÏÏÇÐÕÂÓËË Í ÓÂÊÆÇÎÖ 2
1. £ÞÄÑÆ ×ÑÓÏÖÎ (2.57), (2.58) ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ
ÏÑÆÇÎË Ô ÍÑÓÑÕÍÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ Í ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÑÌ ÕÇÑÓËË, Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÔÇ ÔÒËÐÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÕ ÔÑ ÄÔÇÏË. ³ ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ ÕÑÒÑÎÑÅËË ÕÂÍÂâ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËâ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇ×Ë-
ÊËÚÐÑÌ Ë ÕÓÇÃÖÇÕ ÑÃÑÔÐÑÄÂÐËâ. ®Þ ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞØ Ë ÓÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÑÄÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ Ä ÔÎÖÚÂÇ
"ÔÎÂÃÑÅÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÂ", Õ.Ç. ÍÑÅÆÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔËÎßÐÂâ
ÂÔÔËÏÇÕÓËâ Ä ÄÞÃÑÓÇ ÒÓÑØÑÆÑÄ Ë ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÐÂ ÓÇÛÇÕÍÇ.

2. ¬ÂÍ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÄÞÛÇ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÕÑÒÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¥ÉÑÐÔÂ Ô ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕßá ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ ÐÂÔ Í ËÊÖÚÇÐËá ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÏÑÆÇÎË
±ÑÕÕÔÂ. £ ÓÂÃÑÕÇ [57] ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÒÑÎËÐÑÏÞ ¡ÎÇÍ-
ÔÂÐÆÇÓÂ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔÖÏÏÑÌ ÏÑÆÇÎË ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, Ô ÏÑÆÇÎßá ªÊËÐÅÂ. £ÑÊÏÑÉÐÑ, ÚÕÑ ËÔ-

ÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÒÑÎËÐÑÏÑÄ ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ Ä ÓÂÏÍÂØ ÐÂÛÇÌ
ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÒÓËÄÇÎÑ ÃÞ Í ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ, ËÏÇáÜËÏ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏ
ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÕÇÍÑÎ ªÊËÐÅÂ.

3. £ÔÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÏÑÆÇÎË,
ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ à××ÇÍÕËÄÐÑ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÏÞ
ËÐÕÇÓÇÔÖÇÏÔâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÒÎÂÐÂÓÐÑÌ
ÒÓÑÇÍÙËË ÖÊÎÂ, Ë Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÄÔÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÇ ÔÕÇÒÇÐË ÔÄÑÃÑÆÞ Ë ÔÑØÓÂÐÇÐ ÎËÛß ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍËÌ ÃÇÔÒÑÓâÆÑÍ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÆÇÎß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÔËÕÖÂÙËË, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÌ ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÌ ×ÂÊÇ
ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË, ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ Ä ÖÊÍÑÌ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
ÜÇÎË. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÌ ËÐ-
ÕÇÓÇÔ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄÑÒÓÑÔ: ÍÂÍ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÏÑÆË-
×ËÙËÓÖáÕ ÐÂÛÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÙÇÐÍÖ
(2.65)?

6.2. ©ÂÏÇÚÂÐËâ Ë ÍÑÏÏÇÐÕÂÓËË Í ÓÂÊÆÇÎÂÏ 3 Ë 4
1. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÐÂ
ÏÐÑÅÑÔÄâÊÐÞØ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâØ (ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕâØ Ô ÐÂÃÑÓÑÏ
ÄÞÍÑÎÑÕÞØ ÕÑÚÇÍ) Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÕÇÑÓËË
ÒÑÎâ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÑÄ ËÔØÑÆâ ËÊ ÔÄÑÌÔÕÄ ÏÑÐÑÆÓÑÏËË ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐ-
ÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞØ ÕÇÑÓËÌ. £
ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÒÑÔÕÓÑÇ-
ÐËâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ Ô ÏÑÐÑÆÓÑÏËâÏË ÎÑÍÂÎß-
ÐÑ-ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÃÑÕÇ.

2. ¯ÇÔÑÏÐÇÐÐÑ, ÄÂÉÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÐÂÏ ÄÑÒÓÑÔ
ÑÃ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËË ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÔÕÓÖËÓÑÄÂÐËÇÏ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÑÄ ÖÊÎÑÄ Ë ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÐÂ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâØ. ±ÓË-
ÓÑÆÂ ÖÒÑÏâÐÖÕÑÌ ÔÄâÊË ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏÑÌ ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕË ÏÇÉÆÖ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË ÖÊÎÑÄ (Ä ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎËÐÑÏÑÄ ¡ÎÇÍÔÂÐÆÇÓÂ), ÊÂÒËÔÂÐÐÞÏË Ä ÕÇÓÏË-
ÐÂØ ÔÎÇÆÂ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÅËÒÇÓ-
ÃÑÎËÚÇÔÍÑÌ ÅÓÖÒÒÞ (ÔÏ. ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.14)), Ë ÔÎÇÆÂ
³ÇÎßÃÇÓÅÂ ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂ ÕÑÌ
ÉÇ ÅÓÖÒÒÇ.

3. ³ÑÒÑÔÕÂÄÎââ ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓËÏËÕËÄ-
ÐÞØ ÒÖÕÇÌ m (4.33) Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÎÑÉÐÑÔÕË
ÖÊÎÂ Z (3.15), ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÊÂÍÎáÚËÕß, ÚÕÑ ÑÃÂ àÕËØ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ËÏÇáÕ ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ ÉÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ:
ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ÐÂ ÐÂÍÓÞÄÂáÜÇÌ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÑÌ
ÆÎâ ÓÇÛÇÕÍË ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÌ, àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ, Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, Í ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÃÎÖÉÆÂÐËá ÐÂ ÆÇÓÇÄÇ
¬ÇÌÎË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÎÑÉÐÑÔÕß ÖÊÎÂ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎß-
ÐÂ ÆÎËÐÇ ÍÓÂÕÚÂÌÛÇÅÑ (ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÅÑ) ÔÎÑÄÂ, ÊÂÒËÔÂÐ-
ÐÑÅÑ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ ÅÓÖÒÒÞ ÍÑÔ, Õ.Ç. ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎßÐÂ ÆÎËÐÇ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ. ®Þ ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ
ÆÇÕÂÎßÐÑÇ ËÊÖÚÇÐËÇ àÕÑÌ ÄÊÂËÏÑÔÄâÊË ÑÍÂÉÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ
ÒÑÎÇÊÐÞÏ ÆÎâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐ-
ÕÑÄ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚ Ñ ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ ÂÐÔÂÏÃÎÇÌ ×ÎÖÍÕÖË-
ÓÖáÜËØ ÙÇÒÐÞØ ÏÑÎÇÍÖÎ Ô ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍËÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ ÍÂÉÆÑÌ ÑÕÆÇÎßÐÑÌ ÙÇÒË.

3. £ÑÒÓÑÔÞ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3, ÆÑÒÖÔÍÂáÕ
ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá Ä ÆÖØÇ ÒÓÑÃÎÇÏ ÕÇÑÓËË ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÕÇÍÑÎ,
ÑÃÔÖÉÆÇÐÐÞØ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ËÏÇÇÕÔâ
ÊÂÏÍÐÖÕÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÆÎËÐÞ L, ÍÑÕÑÓÖá ÏÞ ÔÎÖÚÂÌÐÑ
ÃÓÑÔÂÇÏ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕß Ô ÓÇÅÖÎâÓÐÞÏ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏ ÄÞÍÑ-
ÎÑÕÞØ ÕÑÚÇÍ (ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ). ±ÖÔÕß ÑÆÐÂ ÕÑÚÍÂ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËË ÊÂ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÂ. £ÑÊÐËÍÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄÑÒÓÑÔ:

3*
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ÍÂÍÑÄÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÑÃÐÂÓÖÉËÕß ÔÎÖÚÂÌÐÖá ÕÓÂÇÍÕÑÓËá
Ä ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË? ´ÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË âÄÎâÇÕÔâ ÕËÒËÚÐÞÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ
ÊÂÏÑÓÑÉÇÐÐÑÅÑ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÂ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÃÜÇÌ ÍÑÐÙÇÒ-
ÙËË, ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ (ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÔÖÏÏÖ), ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÔÓÇÆÐËÕß
ÏÑÏÇÐÕÞ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÒÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËá ¤ÂÖÔÔÂ (ÏÇÓÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË). ´Ç ÉÇ
ÔÂÏÞÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÐÂÏ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß,
ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ g�r;c� (âÍÑÃËÂÐ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ; ÔÏ. ÓËÔ. 12) ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÖÎßÕÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂ-
ÐËÇ Ë ÅÆÇ ÍÂÉÆÂâ ÆÑÎËÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏÖ
ÆÂÐÐÑÏÖ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá. ¹ÇÏ ÃÎËÉÇ r Í 1,
ÕÇÏ ÄÞÛÇ ÃÂÓßÇÓÞ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÇÆÐËÏË ÆÑÎËÐÂÏË. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÔÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎËÐÐÞÇ (La4 c2) ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ÕÂÍÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ ÔÕÂÐÖÕ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐ-
ÐÞÏË Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÔËÎßÐÑ ÊÂÙÇÒÎÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËâØ Ä
ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÖÕÞ-
ÄÂÐËâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÆÎËÐÞ La ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ ÇÔÕß
exp�ÿconst � �La=c2��. £ÑÊÏÑÉÐÑ, ÚÕÑ àÕÂ ÂÐÂÎÑÅËâ ÏÑÅÎÂ
ÃÞ ÃÞÕß ÒÑÎÇÊÐÂ ÆÎâ ÑÃÞÚÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÕÇÍÑÎ,
ÚÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÐÂÎËÚËÇÏ âÄÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÖÎßÕÓÂ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ±ÂÓËÊË [20] Ä
ÕÇÓÏËÐÂØ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÆÄÑâÍÑÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ.

6.3. ©ÂÏÇÚÂÐËâ Ë ÍÑÏÏÇÐÕÂÓËË Í ÓÂÊÆÇÎÖ 5
1. ®Þ ØÑÕÇÎË ÃÞ ÄÞÔÍÂÊÂÕß ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÇ (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [93])
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÒÇÓÇ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍË ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÞØ ÔÕÂÕËÔÕËÍÑ-ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÃÎÇÏ ÆÎâ ÔËÎßÐÑ
ÔÍÑÎÎÂÒÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇÓÐÞØ ÙÇÒÇÌ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 5.4) Ä
ÕÇÓÏËÐÂØ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ ÒÖÕâÏ Ô ÊÂÆÂÐÐÑÌ ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá (ÑÆÐÂÍÑ ÃÇÊ âÄÐÑÅÑ ÊÂÆÂÐËâ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ).

®Þ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ Ä ÂÐÔÂÏÃÎÇ ÔËÎßÐÑ ÔÍÑÎÎÂÒÔËÓÑ-
ÄÂÐÐÞØ ÐÇÊÂÖÊÎÇÐÐÞØ ÙÇÒÇÌ (ÒÖÕÇÌ) ÐÂËÃÑÎßÛÂâ ÆÑÎâ ËÊ
ÐËØ ËÏÇÇÕ ×ÓÂÍÕÂÎßÐÖá ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß Df � 3.

®Þ ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÑÚÕË ÄÔÇ ÒÖÕË Ä ÂÐÔÂÏÃÎÇ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËÌ Ô ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá Df � 3 ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË
ËÊÑÏÑÓ×ÐÞ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑÔÕÑÏÖ (Õ.Ç. ÃÎËÊÍÑÏÖ Í
ÕÓËÄËÂÎßÐÑÏÖ) ÖÊÎÖ.

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÎâ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË Ô ÕÑÒÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍËÏË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÄËÆÇ
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÖ O ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÒÖÕÇÌ Ô ×ËÍÔËÓÑ-
ÄÂÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎ 2)

Z �
�
O
DwfrgeÿH �

�
. . .

�
DwfrgeÿHd�Iÿ I0� ; �5:26�

ÅÆÇ Dwfrg ÑÊÐÂÚÂÇÕ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ Ô ÑÃÞÚÐÑÌ ÏÇÓÑÌ
£ËÐÇÓÂ Ë d�Iÿ I0� ÄÞÓÇÊÂÇÕ ÒÖÕË Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ (I0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÓËÄËÂÎß-
ÐÞÏ ÖÊÎÂÏ).

¦ÔÎË ÐÂÛÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÄÇÓÐÑ, ÕÑ ËÐÕÇÅËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑO
Ä (5.26) ÆÎâ ÙÇÒÇÌ Ä ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÌ ×ÂÊÇ (Õ.Ç. ÍÑÅÆÂ La4R2)
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÏÇÐÇÐÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÒÑ ÄÔÇÏ ÒÖÕâÏ
ÃÇÊ ÍÂÍËØ-ÎËÃÑ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ, ÐÑ ÔÑ
ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÌ ÐÑÄÑÌ ÏÇÓÑÌ Dffrg:

Z �
�

. . .

�
DffrgeÿH : �5:27�

°ÃÞÚÐÂâ ÏÇÓÂ £ËÐÇÓÂDwfrg ÔÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÐÂ ÐÂ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËâØ Ô ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá Df � 2. ®Þ ÒÓÇÆ-

ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÍÑÎßÙÇÄÞØ ÐÇÊÂ-
ÖÊÎÇÐÐÞØ ÙÇÒÇÌ ÆÑÎÉÐÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÏÇÓÂ Dffrg Ô
×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá Df � 3.

2. ®Þ ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÎÑÉ-
ÐÑÔÕË ÖÊÎÂ ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÆÇÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÏÑÉÇÕ
ÔÎÖÉËÕß ÑÕÒÓÂÄÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ Ä ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÔÓÇÆÐÇÒÑÎÇÄÑÌ
ÕÇÑÓËË ÕËÒÂ ¤ËÐÊÃÖÓÅÂ ë­ÂÐÆÂÖ ÆÎâ ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜËØ
ÒÑÎËÏÇÓÐÞØ ÙÇÒÇÌ Ô ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÒÑÎÑÅËÇÌ. £
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÂÉÐÞÏ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÕÇÑÓËË ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ, ÖÚËÕÞÄÂáÜÇÌ ÄÎËâ-
ÐËÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ ÐÂ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ×ÂÊÑÄÞØ
ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ä ÒÖÚÍÂØ ÒÇÓÇÒÖÕÂÐÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÎËÏÇ-
ÓÑÄ.

3. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÐÂÎËÚËÇ ÓâÆÂ àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÓÂÃÑÕ, ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖáÜËØ Ä ÒÑÎßÊÖ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÑÄÂÐËâ ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÅÎÑÃÖÎÞ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 5 Ë ÔÒËÔÑÍ
ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ), ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ àÕÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÞ Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ ÔÄâÊÂÐÑ ÔÑ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÏË ÕÇØÐËÚÇ-
ÔÍËÏË ÕÓÖÆÐÑÔÕâÏË Ë ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÐÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎÇÐÑ. ®Þ
ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá
ÏËÍÓÑÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÐÇÊÂÖÊÎÇÐÐÑÌ ÍÑÎßÙÇÄÑÌ ÏÑÎÇÍÖÎÞ Ä
ÅÎÑÃÖÎâÓÐÑÌ ×ÂÊÇ ÏÑÅÎÂ ÃÞ ÄÐÇÔÕË âÔÐÑÔÕß Ä ÄÑÒÓÑÔ Ñ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÅÎÑÃÖÎÞ.
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Problems of probabilistic topology: statistics of knots and noncommutative random walks
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The paper reviews the state of affairs in a modern branch of mathematical physics called probabilistic topology. In particular we
consider the following problems: (i) we estimate the probability of a trivial knot formation on the lattice using the Kauffman algebraic
invariants and show the connection of this problemwith the thermodynamic properties of 2D disordered Potts model; (ii) we investigate
the limiting behavior of random walks in multiconnected spaces and on noncommutative groups related to the knot theory. We discuss
the application of the above-mentioned problems in the statistical physics of polymer chains. On the basis of noncommutative
probability theory we derive some new results in the statistical physics of entangled polymer chains which unite rigorous mathematical
facts with intuitive physical arguments.
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