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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

±ÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÊÂÆÂÚ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË Ë
ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÕÇÒÎÑ- Ë ÏÂÔÔÑÒÇÓÇÐÑÔÂ Ä ÆÄÖØ×ÂÊÐÞØ
ÔËÔÕÇÏÂØ Ô ÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇÏÑÌ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá
ÏÇÉÆÖ ×ÂÊÂÏË (ËÎË ÔÑ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá ÏÇÉÆÖ
ÉËÆÍÑÔÕßá Ë ÅÂÊÑÏ) ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß ÔÕÂÎÍËÄÂÇÕÔâ Ô ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏË ÍÂÒËÎÎâÓÐÞÏË âÄÎÇÐËâÏË, Õ.Ç. âÄÎÇÐËâÏË,
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÏË ÐÂÎËÚËÇÏ ÔËÎ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇ-
ÐËâ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ×ÂÊ. ¶ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ
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±ÓÑÃÎÇÏÂ ÕÇÓÏÑÍÂÒËÎÎâÓÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
¢ÇÐÂÓÂ ë®ÂÓÂÐÅÑÐË

². ·. ©ÇÌÕÖÐâÐ

³×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ä ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÍÑÐÄÇÍÙËË Ô ÖÚÇÕÑÏ ÒÎÂÄÖÚÇÔÕË (¢ÇÐÂÓ)
Ë ÕÇÓÏÑÍÂÒËÎÎâÓÐÑÔÕË (®ÂÓÂÐÅÑÐË) Ä ÄâÊÍÑÏ ÔÎÑÇ ÔÎÂÃÑÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÏ ÔÐËÊÖ
ÐÂÅÓÇÕÑÌ ÕÄÇÓÆÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá, Â ÔÄÇÓØÖ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá c ÆÇÌÔÕÄÖáÜËÏË ÐÂ ÐÇÌ ÊÂÄËÔâÜËÏË
ÑÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÔËÎÂÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇÐËâ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÆÄÖÏâ ÑÔÐÑÄÐÞÏË ÏÇØÂÐËÊÏÂÏË. ±ÇÓ-
ÄÞÌ ì àÕÑ ÐÇÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÑ ÑÃÝÇÏÖ ÉËÆÍÑÔÕË ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÇÇ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ
ÓÂÔÛËÓÇÐËâ. £ÕÑÓÂâ ÒÓËÚËÐÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ìÐÂÎËÚËÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÄ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇÐËâ ÄÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÄÆÑÎß ÄÇÓØÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. £ àÕÑÌ ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÕÑÎßÍÑ ÄÕÑÓÑÌ à××ÇÍÕ, ÍÂÍ Ë ¢ÇÐÂÓ Ä ÔÄÑËØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ (ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ¢ÇÐÂÓÂ ë®ÂÓÂÐÅÑ-
ÐË). ´ÂÍ, ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ Ä ÕÑÐÍÑÏ ÔÎÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÑÃÑËØ à××ÇÍÕÑÄ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÐÇÑÒÓÂÄÆÂÐÐÑ, Â Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 3 Ô×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÏ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ Ô ÖÚÇÕÑÏ ÓÑÎË ÒÎÂÄÖÚÇÔÕË. ±Ñ ÔÖÕË, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÕß ÆÄÇ ÍÂÓÆËÐÂÎßÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ: ÒÇÓÄÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂì àÕÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÍÑÐÄÇÍÙËË Ä
ÏÇÎÍÑÌ ÄÑÆÇ Ô ÐÇÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇÏÑÌ ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá Ô ÚÂÔÕËÚÐÞÏ ÖÚÇÕÑÏ à××ÇÍÕÂ ®ÂÓÂÐÅÑÐË (ÖÔÇ-
ÚÇÐÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ¢®, ËÎËµ¢®), Â ÄÕÑÓÂâìÒÑÎÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ¢®ÆÎâ ÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇÏÑÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ à××ÇÍÕÂ ÒÎÂÄÖÚÇÔÕË. °ÔÐÑÄÐÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÖÆÇÎÇÐÑ ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÕÇÓÏÑÍÂÒËÎÎâÓÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ¢ÇÐÂÓÂ ë®ÂÓÂÐÅÑÐË ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÒÎÇÐÍÇ, ÕÂÍ ÍÂÍ ËÏÇÐÐÑ àÕÂ ÊÂÆÂÚÂ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ Ä ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÇ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ Ë ÕÇÑÓËÌ (ÄÑÎÐÑÄÂâ ÆËÐÂÏËÍÂ ÐÂ ÐÂÍÎÑÐÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË,
ÒÑ ÔÖÕË, ÇÌ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ). ®Þ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÓË ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÔËÕÖÂÙËË Ä ÔÎÖÚÂÇ ÕÑÐÍÑÌ ÒÎÇÐÍË Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ (Re) Ë ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÐËØ ÒÑÎÖÚËÏ ÓÂÊÐÞÇ
ÏÑÆÇÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ¿ÕË ÏÑÆÇÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÃÖÆÖÕ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÐÞ Ô ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÕÑÚÇÍ ÊÓÇÐËâ.
¤ÎÂÄÐÂâÉÇ ÊÂÆÂÚÂ ÔÕÂÕßË ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÄÞâÔÐÇÐËË ÓÑÎË ÚËÔÎÂ®ÂÓÂÐÅÑÐË Ä àÄÑÎáÙËË ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÄÓÇÏÇÐË. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÏÞ ÒÓËÄÇÆÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÚËÔÎÑÄÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ.

PACS numbers: 44.25.+f, 44.30.+v, 47.10+g, 47.27.+i

# ². ·. ©ÇÌÕÖÐâÐ 1998

R.Kh. Zeytounian. University of Lille I,
59655 Villeneuve d'Ascq Cedex, France.
for the correspondence: 12 rue Saint-Fiacre, 75002 Paris, France
E-mail: vipavlov@omega.univ-lille1.fr (for Prof. R. Kh. Zeytounian)

belous@francemultimedia.fr

³ÕÂÕßâ ÒÑÔÕÖÒËÎÂ 29 ÏÂâ 1997 Å.



à××ÇÍÕÑÄ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇÐËâ ÊÂËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÐÐÞÌ
ÚËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÐÂÌÕË Ä ÑÃÊÑÓÇ ­ÇÄËÚÂ Ë ¬ÓÞÎÑÄÂ [1].
¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÑÐ ÏÑÉÇÕ ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Í ÄÇÔßÏÂ ÎáÃÑÒÞÕÐÑÌ
ÔÕÂÕßÇ ³ÂÓÒÍÂâ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÌ ÃÑÅÂÕÞÌ ×ÂÍÕËÚÇÔÍËÌ ÏÂÕÇ-
ÓËÂÎ [2], ÅÆÇ ÂÄÕÑÓ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇÐËâ, ÓÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑ-ÂÍÕËÄÐÞØ
ÄÇÜÇÔÕÄ (±¡£), ÕÑÒÑÎÑÅËá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ Ë ÒÓË-
ÓÑÆÖ ÅËÆÓÑÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ ÐÂ ÚËÔÕÞØ Ë ÊÂÅÓâÊÐÇÐ-
ÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâØ.

¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÍÂÒËÎÎâÓÐÞÇ âÄÎÇÐËâ ËÏÇáÕ ÏÇÔÕÑ Ä
ÆÄÖØ ÔÎÖÚÂâØ:

Â) ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÓÂÊÆÇÎÂ ×ÂÊ ËÏÇÇÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÖá
ÍÓËÄËÊÐÖ;

Ã) ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÇ ÐÂÕâÉÇÐËÇ ÓÂÊÎËÚÐÑ Ä ÓÂÊÐÞØ
ÕÑÚÍÂØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË.

£ ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ ×ÂÊ ÄÑÊÐË-
ÍÂáÕ ÔËÎÞ, ÏÇÐâáÜËÇ ÔÂÏÖ ÒÓËÓÑÆÖ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÍÂÉÆÑÌ
ËÊ ×ÂÊ Ë ÄÞÊÞÄÂáÜËÇ ÆÄËÉÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ ÐÇ
ÃÞÎÑ. ³ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÇ ÐÂÕâ-
ÉÇÐËÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÄÎËâÐËÇ ÐÂ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÖ (Ë ÚÇÓÇÊ
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÖ ÐÂ ÕÇÒÎÑ- Ë ÏÂÔÔÑÒÇÓÇÐÑÔ) ÚÇÓÇÊ ËÊÏÇÐÇÐ-
ÐÞÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎ 2.2). £ÑÎÐÑÄÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
Ä ÔÎÑÇ ÉËÆÍÑÔÕË, ÍÑÐÕÂÍÕËÓÖáÜÇÌ Ô ÑÍÓÖÉÂáÜËÏÐÇÒÑÆ-
ÄËÉÐÞÏ ÄÑÊÆÖØÑÏ (ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ T � Ë
ÆÂÄÎÇÐËË pa), ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÑÆËÐ ËÊ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÄÂÉÐÞØ
ÔÎÖÚÂÇÄ ÒÓÑâÄÎÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÔËÎ. ¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ
ÆÇÌÔÕÄËÇ ÔËÎ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâáÜËÏ ×ÂÍÕÑÓÑÏ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÄÑÎÐ Ô
"ÏÂÎÑÌ" ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ l� (ÃÑÎßÛËÇ ÚËÔÎÂ £ÇÃÇÓÂ), ÐÑ
ÆÎâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÕÑÐÍÑÏ ÔÎÑÇ e � h�=l�5 1, ÅÆÇ
h� ì ÕÑÎÜËÐÂ ÉËÆÍÑÅÑ ÔÎÑâ (ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎËÐÐÞØ
ÄÑÎÐ). ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ
ÐÂÕâÉÇÐËâ ÄÆÑÎß ÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇÏÑÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËá ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÐÂÒÓâÉÇÐËâ
ÐÂ àÕÑÌ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, Ë, ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, Ä
ÉËÆÍÑÔÕË ÐÇËÊÃÇÉÐÑ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÇ ÒÑÕÑÍË
(ÍÂÍ Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ¢ÇÐÂÓÂ [3]). ¥ÄËÉÇÐËÇ, ÄÞÊÄÂÐÐÑÇ
ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÏË ÅÓÂÆËÇÐÕÂÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇÐËâ,
ÐÑÔËÕ ÐÂÊÄÂÐËÇ à××ÇÍÕÂ ®ÂÓÂÐÅÑÐË (ÒÑ ËÏÇÐË ÑÆÐÑÅÑ ËÊ
ÒÇÓÄÞØ ÖÚÇÐÞØ, ÆÂÄÛËØ ÑÃÝâÔÐÇÐËâ àÕÑÅÑ à××ÇÍÕÂ). ®Þ
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ, ÍÑÅÆÂ
ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇÐËâ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÄÎËâ-
ÐËÇ ÐÂ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÖ. °ÃÊÑÓ ÒÑ ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË®ÂÓÂÐÅÑÐË ÚËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÐÂÌÕË Ä ÔÕÂÕßÇ ¥àÄËÔÂ [4].
±ÓÇÍÓÂÔÐÞÏË ËÔÕÑÚÐËÍÂÏË ËÐ×ÑÓÏÂÙËË ÒÑ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâÏ à××ÇÍÕÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ
ÐÂÕâÉÇÐËâ âÄÎâáÕÔâ ÔÕÂÕßË ³ÕÇÓÐËÐÅÂ Ë ³ÍÓËÄÇÐÂ [5],
­ÇÄËÚÂ [6], ¬ÇÐÐËÐÅÂ [7], ¯ÑÓÏÂÐÂ Ë ÆÓ. [8], £ÇÎÂÓÆÇ Ë ¹Ö
[9] Ë ±ÓÑÃÛÕÇÌÐÂ [10].

£ ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÑÎßÍÑ ÕÇÓÏÑÍÂÒËÎ-
ÎâÓÐÞÌ à××ÇÍÕ, ÍÑÅÆÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÇ ÐÂÕâÉÇÐËÇ s
âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ T:

s � s�T� :

£ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÐÂÏË ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ì
ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÔÎÑÌ (ÔÎÂÃÑÔÉËÏÂÇÏÑÌ) ÉËÆÍÑÔÕË
ÑÅÓÂÐËÚÇÐ ÔÐËÊÖ ÕÄÇÓÆÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá, Â ÔÄÇÓØÖ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÅÑ ÄÑÊÆÖØÂ (Ô ÒÓÇÐÇÃÓÇ-
ÉËÏÑ ÏÂÎÑÌ ÄâÊÍÑÔÕßá Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕßá).

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ËÏÇÇÕÔâ ÃÑÎßÛÑÇ ÚËÔÎÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËÌ ÒÑ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÕÑÐÍÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ
ÒÎÇÐÍË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÐËÅÖ ÒÑÆ ÓÇÆÂÍÙËÇÌ ®ÇÌÇÓÂ [11]

Ë ÑÃÊÑÓ ­ËÐÂ Ë £ÂÐÅÂ [12] Ô ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÌÔâ ÕÂÏ ÃËÃÎËÑ-
ÅÓÂ×ËÇÌ (ÄÒÎÑÕß ÆÑ 1984 ë 1985 ÅÅ.)). °ÔÐÑÄÐÞÇ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ ÒÑ ÆÄÖÏÇÓÐÑÏÖ ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ ÕÇÚÇÐËá ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ
ÉËÆÍÑÔÕË (Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ à××ÇÍÕÂ ®ÂÓÂÐÅÑÐË) ÒÓËÄÇÆÇÐÞ
Ä ÐÇÆÂÄÐÑ ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐÐÞØ ÔÕÂÕßâØ ´ÓË×ÑÐÑÄÂ Ë ¸ÄÇÎÑ-
ÆÖÃÂ [13] Ë ±ÓÑÍÑÒËÖ, ¹ÇÐÅÂ Ë ¹ÂÐÅÂ [14]. ¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ
ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÒÎÇÐÍË, ÐÇÆÂÄÐââ ÔÕÂÕßâ ¹ÂÐÅÂ [15] ÆÂÇÕ
ÒÓÇÍÓÂÔÐÞÌ ÑÃÊÑÓ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÇÓÇØÑÆÐÞØ ÓÇÉËÏÑÄ ÐÂ
ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÒÎÇÐÍÇ. ±ÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ
àÕÑÅÑ ÑÃÊÑÓÂ ÚËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÐÂÌÕË Ä ÔÕÂÕßÇ ¹ÂÐÅÂ Ë
¥ÇÏÇØËÐÂ [16], ÐÑ Ä ÑÃÇËØ àÕËØ ÔÕÂÕßâØ ÂÄÕÑÓÞ ÐÇ
ÖÚËÕÞÄÂáÕ à××ÇÍÕÂ ®ÂÓÂÐÅÑÐË!

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑ ÒÑ à××ÇÍÕÖ ®ÂÓÂÐÅÑÐË
ÚËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÐÂÌÕË, ÑÃÓÂÕËÄÛËÔß Í ÃËÃÎËÑÅÓÂ×ËË Ä
ÑÃÊÑÓÇ [4] (ÆÑ 1985 ë 1986 ÅÅ.), Ë ÕÂÍÉÇ Ä ÃÑÎÇÇ ÒÑÊÆÐËØ
ÔÕÂÕßâØ [17 ë 46] (ÊÂ 1990 ë 1996 ÅÅ.).

£ ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ 2 ÏÞ ÆÂÇÏ ÕÑÚÐÖá ×ÑÓÏÖÎË-
ÓÑÄÍÖ ÒÑÎÐÑÌ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑ-
ÔÕË Ä ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÏ ÔÎÑÇ Ë, ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÏÞ ÄÞÄÑÆËÏ
ÔÄâÊÂÐÐÖá Ô ÐÇÌ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ÑÔÐÑÄÐÖá ÊÂÆÂÚÖ (ÒÑÎÐÞÌ
ÄÞÄÑÆ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÂÃÑÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÔÏ. Ä [47]).
²ÂÊÆÇÎ 3 ÒÑÔÄâÜÇÐ ÒÑÎÖÚÇÐËá ÐÇÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÄÑÌ ×ÑÓÏÖ-
ÎËÓÑÄÍË ÒÓÑÃÎÇÏÞ ¢ÇÐÂÓÂ ë®ÂÓÂÐÅÑÐË ÆÎâ ÐÇÆÇ×ÑÓÏË-
ÓÖÇÏÑÌ (ÐÑ Ô à××ÇÍÕÑÏ ÒÎÂÄÖÚÇÔÕË) Ë ÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇÏÑÌ (ÐÑ
ÃÇÊ à××ÇÍÕÂ ÒÎÂÄÖÚÇÔÕË) ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¥Îâ
àÕÑÌ ÙÇÎË ÏÞ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏ ÓÑÎß ÒÎÂÄÖÚÇÔÕË ÒÓË ÐÂÎËÚËË
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ, ÔÎÇÆÖâ [48]. ¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ
ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ¢ÇÐÂÓÂ ë®ÂÓÂÐÅÑÐË Ô ÐÇÆÇ-
×ÑÓÏËÓÖÇÏÑÌ ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá, ÍÑÅÆÂ à××ÇÍÕ ÒÎÂ-
ÄÖÚÇÔÕË âÄÎâÇÕÔâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÏ, ÔÏ. [48, æ 4] Ë ÔÕÂÕßË
¥ÂÖÃË Ë ­ÇÃÑÐÂ [49] Ë £ËÐÔÂ [50].

£ ÓÂÊÆÇÎÂØ 4 ë 6 ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÓË ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ
ÓÇÉËÏÂ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ, ÖÏÇÓÇÐÐÞØ Ë ÏÂÎÞØ ÚËÔÎÂØ ²ÇÌ-
ÐÑÎßÆÔÂ (Re) Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆÎËÐÐÞØ ÄÑÎÐ e5 1 Ë
ÄÞÄÇÆÇÏ ÏÑÆÇÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÕÑÎÜËÐÞ ÒÎÇÐÍË.
±ÓË Re4 1 ÏÞ ÑÃÑÃÜÂÇÏ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÍÂÆÑÄÂ ÆÎâ ÒÑÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÔÎÑâ [51] Ë ÄÞÄÑ-
ÆËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ³ÕáÂÓÕÂ ë­ÂÐÆÂÖ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÏÞ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË (Ë ÒÓËÄÑÆËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÚËÔÎÑÄÞÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ³. ¤ÑÆÕÔÂ Ë®. ©ÅÂÎÂ) Ë ÒÓÑâÄÎÇÐËâ ÃË×ÖÓÍÂ-
ÙËÌ, ØÂÑÔÂ Ë ÔÕÓÂÐÐÞØ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÑÄ. ±ÓË Re � O�1� ÏÞ
ÄÞÄÑÆËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ÖÓÂÏÑÕÑ ë³ËÄÂÛËÐÔÍÑÅÑ (¬³) Ô
ÖÚÇÕÑÏ à××ÇÍÕÑÄ ®ÂÓÂÐÅÑÐË Ë ¢ËÑÕÂ, Â ÕÂÍÉÇ ÑÃÔÖÉ-
ÆÂÇÏ ËÇÓÂÓØËá ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ Ë ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÑÄ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ
¬³ (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÔÕÂÕßá ¥ÇÏÇØËÐÂ, ´ÑÍÂÓÇÄÂ Ë ºÍÂÆÑÄÂ
[52]). ±ÓËRe5 1ÏÞ ÄÞÄÑÆËÏÏÑÆÇÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ¬³ë
¬Æ£ àÄÑÎáÙËË ÕÑÎÜËÐÞ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ë
ÑÃÔÖÉÆÂÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËÌ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ, Â ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
ÂÏÒÎËÕÖÆÞ.

2. °ÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
Ë ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ

2.1. µÓÂÄÐÇÐËâ
±ÖÔÕß ÔÎÑÌ ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÄâÊÍÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÒÑÍÑËÕÔâ ÐÂ
ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô ÑÆËÐÂÍÑÄÑÌ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ T � � DT �, Â ÇÅÑ ÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇÏÂâ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÅÓÂÐËÚËÕ Ô ÑÍÓÖÉÂáÜËÏ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÞÏ
ÄÑÊÆÖØÑÏ (Ô ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ T � Ë ÆÂÄÎÇÐËÇÏ pa Ë Ô ÒÓÇÐÇ-
ÃÓÇÉËÏÑ ÏÂÎÞÏË ÄâÊÍÑÔÕßá Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕßá). ³ÉËÏÂÇÏÂâ
ÄâÊÍÂâ ÉËÆÍÑÔÕß Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÔÑÔÕÑâÐËâ
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r � r�T� �2:1:1�

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐßáÕÑÐÑÄÔÍÖá ÉËÆÍÑÔÕß Ô ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÂÏË ÄâÊÍÑÔÕË l�T� Ë m�T�, ÒÎÑÕÐÑÔÕßá r�T�, ÖÆÇÎß-
ÐÑÌ ÕÇÒÎÑÇÏÍÑÔÕßá C�T� Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÕÇÒÎÑÒÓÑ-
ÄÑÆÐÑÔÕË k�T�; K � k=rC ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑ-
ÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË, Â n � m=r ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÄâÊÍÑÔÕË. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÇ ÐÂÕâÉÇÐËÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ
ÎËÐÇÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ (Ë ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÚÎÇÐ
qs=qt ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ÃÂÎÂÐÔÂ àÐÇÓÅËË, ÔÏ.
(2.2.3)):

s�T� � s�T�� ÿ g�Tÿ T�� ; �2:1:2�
ÅÆÇ g � ÿ ds�T�= dT ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÆÎâ
ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÂ ÉËÆÍÑÔÕÇÌ.

´ÑÚÐÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¯ÂÄßÇ ë³ÕÑÍÔÂ ÆÎâ
ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ËÏÇáÕ ÄËÆ

Dr
Dt
� rH � u � 0 ; �2:1:3�

r
Du

Dt
� Hp� rgk � H � T ; �2:1:4�

rC�T�DT

Dt
� pH � u � H � �kHT� � F�u� ; �2:1:5�

ÅÆÇ uìÄÇÍÕÑÓ ÔÍÑÓÑÔÕË, pìÆÂÄÎÇÐËÇ,TìÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ,
T ì (ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ) ÕÇÐÊÑÓ ÄâÊÍËØ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ Ä
ÉËÆÍÑÔÕË, Â F�u� ì ×ÖÐÍÙËâ ÆËÔÔËÒÂÙËË. £ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ
(2.1.3) ë (2.1.5) ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ:

u�t; x� � ÿui�t; xi�� ; D

Dt
� q

qt
� u � H ;

H � q
qxi

; x � �xi� ; i � 1; 2; 3;

Â (O; xi) ì ÆÇÍÂÓÕÑÄÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÔËÎÂ
g � ÿgk ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ Ä ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÄÆÑÎß
ÑÔË x3. ¥Îâ ÐßáÕÑÐÑÄÔÍÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË

T � l�T��H � u�I� 2m�T�D ; �2:1:6�
F�u� � 2m�T�D :D� l�T��H � u�2 ; D :D � d 2

i j ; �2:1:7�

Ë D ì ÐÑÓÏÂ ÕÇÐÊÑÓÂ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ Ô (ÆÇÍÂÓÕÑÄÞÏË)
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË dij � �1=2��qui=qxj � quj=qxi�. ¯ÂÍÑÐÇÙ,
I � di j ì ÔËÏÄÑÎ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ (i Ë j � 1; 2; 3).

¦ÔÎË e�T�ì ÖÆÇÎßÐÂâ ÄÐÖÕÓÇÐÐââ àÐÇÓÅËâ ÓÂÔÛËÓâÇ-
ÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÔÑÔÕÑâÐËâ (2.1.1), ÕÑ

De

Dt
� C�T�DT

Dt
; C�T� � De

DT
:

2.2. ¤ÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ
¥Îâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.1.3) ë (2.1.5) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ËÏÇáÕ ÄËÆ

u � 0 ; T � T� � DT� ; x3 � 0 ; �2:2:1�
ÿ �pÿ pa�n� T � n � 2s�T�Hn� HSs�T� ;

x3 � h�t; x1; x2� ; �2:2:2�

ÿ k�T�HT � n � q��Tÿ T�� � k�T��
�
DT�

h�

�
;

x3 � h�t; x1; x2� : �2:2:3�

®ÇÔÕÑÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇÏÑÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕË x3 � h�t; x1; x2� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÔÎÑÄËâ:

u3 � qh
qt
� u1

qh
qx1
� u2

qh
qx2

; x3 � h�t; x1; x2� : �2:2:4�

£ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ (2.2.2) Ë (2.2.3) H � ÿ�1=2��HS � n�
ì ÔÓÇÆÐââ ÍÓËÄËÊÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ, q� ë ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÕÇÒÎÑÒÇÓÇÆÂÚË, nì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ
ÐÑÓÏÂÎË (ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÌ ÑÕ ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÄÑÊÆÖØ) Ë HS ì
ÅÓÂÆËÇÐÕ ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä
ÖÔÎÑÄËË (2.2.2) ÏÞ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÖá ÄâÊ-
ÍÑÔÕß.

±ÓË ÑÃÞÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÉËÆÍÑÔÕß ÒÑÍÑËÕÔâ Ë ÕÇÒÎÑ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÊÂ ÔÚÇÕ ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË
ÄÄËÆÖ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÍÂÍËØ-ÎËÃÑ ÕÇÚÇÐËÌ; ÒÓË àÕÑÏ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÂ ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË
ÓÂÄÐÂ

Ts�x3� � T� � DT�
�
1ÿ

�
x3
h�

��
; �2:2:5�

Ë, ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, Ä (2.2.3) ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÚÇÔÕß ÐÂÎÑÉÇÐÐÞÌ
ÅÓÂÆËÇÐÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ dTs�x3�= dx3 � ÿ�DT�=h�� (ÔÏ. [4,
Ô. 407]).

£ÞÄÑÆ ÖÔÎÑÄËÌ ÐÂ ÔÍÂÚÍÇ ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
(2.2.2) Ë (2.2.3) ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÍÐËÅÇ ¥ÉÑÊÇ×Â Ë ²ÇÐÂÓÆË
[53, Ô. 20]. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ DT � > 0.

2.3. ¢ÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÑÔÐÑÄÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ
£ ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÂÃÑÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓ-
ÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ

a � bDT� ; b � ÿ
�
d�log r�

dT

�
T�T�

; �2:3:1�

ÏÂÎ, ËÊ ÒÑÎÐÑÌ ÕÑÚÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍË (2.1.3) ë (2.1.5),
(2.2.1) ë (2.2.4) ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÞÄÇÔÕË ÖÒÓÑÜÇÐÐÖá ÃÇÊÓÂÊ-
ÏÇÓÐÖá ÑÔÐÑÄÐÖá ÊÂÆÂÚÖ. ¬ÂÍ Ë Ä [47, 48], ÊÐÂÚÇÐËâ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ Ô ÐËÉÐËÏ ËÐÆÇÍÔÑÏ "0" ÒÓËÐËÏÂáÕÔâ
ÓÂÄÐÞÏË àÕÂÎÑÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ àÕËØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
ÒÓË T � T�. µÚËÕÞÄÂâ (2.1.1) Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎââ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ë ÆÂÄÎÇÐËâ Ä ÄËÆÇ

y � Tÿ T�

DT�
; �2:3:2a�

p � 1

Fr2

��
pÿ pa
r0gh�

�
�
�
x3
h�
ÿ 1

��
; �2:3:2b�

ÆÎâ vi � ui=�n0=h��, y Ë p ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËÌ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ

x0i �
xi
h�
; t 0 � t

h�2=n0

ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÏÇÔÕÑ (2.1.3) ë (2.1.5) ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÃÇÊÓÂÊ-
ÏÇÓÐÞÇ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ:

qvk
qx0k
� O�a� ; �2:3:3a�

Dvi
Dt 0
� qp
qx0i
ÿ a
Fr2

ydi3 ÿ H 02vi � O�a� ; �2:3:3b�

�
1ÿ aBo�p0a � 1ÿ x03�

� Dy
Dt 0
ÿ 1

Pr
H 02yÿ

ÿ 2BoFr2�d 0i j�2 � O�a� : �2:3:3w �
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©ÆÇÔß

d 0i j �
1

2

�
qvi
qx0j
� qvj
qx0i

�
;

D

Dt 0
� q

qt 0
� vi q

qx0i
;

H 02 � q2

qx021
� q2

qx022
� q2

qx023
; p0a �

pa
r0gh�

:

£ ±ÓËÎÑÉÇÐËË Í [48] ÚËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÐÂÌÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ
ÆÎâ ÚÎÇÐÑÄ ÒÑÓâÆÍÂO�a� Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.3.3).
£ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâØ Ë ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâØ

Pr � n0
K0
; Fr � n0=h�

�gh��1=2
; Bo � gh�

C0DT�
�2:3:4�

ì ÚËÔÎÂ ±ÓÂÐÆÕÎâ, ¶ÓÖÆÂ Ë ¢ÖÔÔËÐÇÔÍÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.
´ÇÒÇÓß ÆÎâ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.3.3) ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ

ÒÑÎÖÚËÕß ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ
vi, y Ë p ËÊ ÖÔÎÑÄËÌ (2.2.1) ë (2.2.4). ¥Îâ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÊÂÒËÛÇÏ Ä ÄËÆÇ
x3 � h�

�
1� dZ�t 0; x01; x02�

�
, ÅÆÇ d ì ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÌ ÒÂÓÂ-

ÏÇÕÓ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Z�t 0; x01; x02�
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕË x03 � 1. ªÊ (2.2.2) Ë (2.2.3) Ô
ÖÚÇÕÑÏ (2.1.2) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÚÇÕÞÓÇ ÑÔÐÑÄÐÞØ
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇÏÑÌ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË x03 � 1� dZ�t 0; x01; x02�:

p � dZ
Fr2
� 2d 0i jn

0
in
0
j ��WeÿMa y��H 0S � n0��O�a� ;�2:3:5a�

d 0i j t
0�s�
i n0j �

1

2
Ma t

0�s�
i

qy
qx0i
� O�a� ; s � 1; 2 ; �2:3:5b�

H 0y � n0 � Bi y� 1 � O�a� : �2:3:5w �

£ ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÏ ÅÓÂÐËÚÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË (2.3.5Ã)
t
0�1�
i Ë t

0�2�
i ìÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÆÄÖØ ÑÓÕÑÐÑÓÏË-

ÓÑÄÂÐÐÞØ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ Í ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË x03 � h0 (� 1� dZ) Ë n0i ì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
ÄÇÍÕÑÓÂ n0, Â ËÏÇÐÐÑ:

t 0�1� � 1�������
N 01

p �
1; 0;

qh 0

qx01

�
;

t 0�2� � 1�������������
N 01N 0

p �
ÿ qh 0

qx01

qh 0

qx02
; 1�

�
qh 0

qx01

�2

;
qh 0

qx02

�
;

n0 � 1������
N 0
p

�
ÿ qh 0

qx01
; ÿ qh 0

qx02
; 1

�
:

³ÑÅÎÂÔÐÑ [54, Ô. 213] ÇÆËÐËÚÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÇ
Ë ÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓÞ Í ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
x03 � h 0�t 0; x01; x02� ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä ÔËÔÕÇÏÇ �x01; x02; x03�.
¥Îâ �H 0

S � n0� ËÏÇÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:

H
0
S � n0 � ÿ

1=h�

�N 0�3=2
�
N 02

�
q2h 0

qx01qx
0
1

�
�N 01

�
q2h 0

qx02qx
0
2

�
ÿ

ÿ 2

�
q2h 0

qx01qx
0
2

��
qh 0

qx01

��
qh 0

qx02

��
;

ÅÆÇ

N 01 � 1�
�
qh 0

qx01

�2

; N 02 � 1�
�
qh 0

qx02

�2

;

N 0 � 1�
�
qh 0

qx01

�2

�
�
qh 0

qx02

�2

:

£ÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÚÎÇÐÑÄ O�a� Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÔÎÑÄËÌ
(2.3.5) ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä ±ÓËÎÑÉÇÐËË Í [48]. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÄÏÇÔÕÑ
(2.2.1) ÏÞ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÏ

vi � 0 ; y � 1 ; x03 � 0 ; �2:3:6a�
Ë ÄÏÇÔÕÑ (2.2.4) ì

v3 � d
�

qZ
qt 0
� v1 qZ

qx01
� v2 qZ

qx02

�
; x03 � 1� dZ : �2:3:6b�

£ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (2.3.5)

We � s0h�

r0n
2
0

; Ma � gh�DT�

r0n
2
0

; Bi � q
�

k0
�2:3:7�

ìÚËÔÎÂ £ÇÃÇÓÂ, ®ÂÓÂÐÅÑÐË (ÅÆÇ ÏÞ ÖÚÎË (2.1.2)) Ë ¢ËÑÕÂ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

3. ±ÓÑÃÎÇÏÂ ¢ÇÐÂÓÂ ë®ÂÓÂÐÅÑÐË

3.1. ° ÓÑÎË ÒÎÂÄÖÚÇÔÕË ì ÆÄÇ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÞ
£ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ [55, ÅÎ. 2] ÊÂÆÂÚÖ ²ÇÎÇâ ë¢ÇÐÂÓÂ Ñ ÍÑÐÄÇÍÙËË
Ä ÏÇÎÍÑÌ ÄÑÆÇ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÊÂÆÂÚÇÌ Ñ ÐÇÔÕÂÃËÎßÐÑÔÕË
ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÒÎÂÄÖÚÇÔÕË. °ÆÐÂÍÑ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÇ âÚÇÌÍË
¢ÇÐÂÓÂ [3] ÑÃÓÂÊÖáÕÔâ Ä ÒÇÓÄÖá ÑÚÇÓÇÆß ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ
ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇÐËâ, ÒÓËÚÇÏ ÔÂÏ ÅÓÂ-
ÆËÇÐÕ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ
ÄÆÑÎß ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË (ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ à××ÇÍÕ
®ÂÓÂÐÅÑÐË). ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, Ä ÒÑÎÐÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÊÂÆÂÚË Ñ
ÍÑÐÄÇÍÙËË (2.3.3), (2.3.5), (2.3.6) ÆÎâ ÔÎÂÃÑÔÉËÏÂÇÏÑÌ
ÄâÊÍÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÇÔÕß Ë ÅÓÂÆËÇÐÕ ÒÎÂÄÖÚÇÔÕË, Ë ÅÓÂÆËÇÐÕ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇÐËâ, ÒÑàÕÑÏÖ Ô ÐÂÛÇÌ ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ ÔÂÏÑÇ ÄÓÇÏâ ÊÂÆÂÕßÔâ ÄÑÒÓÑÔÑÏ: ÍÂÍÑÄÑ ÄÎËâÐËÇ
àÕËØ à××ÇÍÕÑÄ, ÍÑÅÆÂ ÉËÆÍÑÔÕß ÔÎÂÃÑÔÉËÏÂÇÏÂ (a! 0)?

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÂÍÉÇ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ä ÑÔÐÑÄÐÞØ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâØ (2.3.3Ã) Ë (2.3.3Ä) ÆÄÂ ÚÎÇÐÂ �a=Fr2�ydi3 Ë
aBo�p0a � 1ÿ x03��Dy=Dt 0� ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓ a! ³ ÆÓÖ-
ÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (2.3.5Â) ÄÍÎáÚÂÇÕ ÚÎÇÐ
dZ=Fr2!

¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÇÔÎË ÏÞ ØÑÕËÏ ÖÚÇÔÕß ÚÎÇÐ �a=Fr2�ydi3,
ÑÕÄÇÚÂáÜËÌ ÊÂ ÒÎÂÄÖÚÇÔÕß Ä (2.3.3Ã), ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ
a! 0 Ë Fr! 0 ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÑÕÐÑÛÇÐËË
a=Fr2 � O�1�. ¯Ñ Ä ÕÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä (2.3.5Â) ÒÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä
ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (ÒÓË d � O�1�) ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐ!

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÂÎßÕÇÓ-
ÐÂÕËÄÇ:

"­ËÃÑ ÒÎÂÄÖÚÇÔÕß ÒÓËÐËÏÂÇÕÔâ Ä ÓÂÔÚÇÕ Ë ÕÑÅÆÂ
à××ÇÍÕ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÓÇÐÇÃÓÇ-
ÉËÏÑ ÏÂÎ, ÒÓËÚÇÏ à××ÇÍÕ ®ÂÓÂÐÅÑÐË ÏÑÉÐÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß
ÎËÛß ÚÂÔÕËÚÐÑ, ÎËÃÑ à××ÇÍÕ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÓËÐËÏÂÇÕÔâ Ä ÓÂÔÚÇÕ Ë ÕÑÅÆÂ ÒÎÂÄÖÚÇÔÕß
ÐÇ ËÅÓÂÇÕ ÊÂÏÇÕÐÑÌ ÓÑÎË Ä ÒÑÎÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÕÇÓÏÑÍÂÒËÎ-
ÎâÓÐÑÔÕË ¢ÇÐÂÓÂ ë®ÂÓÂÐÅÑÐË".

3.2. ±ÓÑÃÎÇÏÂ ¢® Ô ÐÇÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇÏÑÌ ÄÇÓØÐÇÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá (ÒÓÑÃÎÇÏÂ µ¢®)
ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.3.3Ã) ÒÓË a! 0 ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÏÞ
ØÑÕËÏ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÚÎÇÐ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÌ ÊÂ ÒÎÂÄÖÚÇÔÕß,
Grydi3, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÂÎÑÉËÕß ÖÔÎÑÄËâ "ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ ¢ÖÔÔËÐÇÔÍÂ" [47]:

a! 0 ; Fr! 0

�
a

Fr2
� Gr � O�1�

�
: �3:2:1�
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£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ t 0 Ë x0i
Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓÂØ Pr, Bo Ë ÒÓË ÚÎÇÐÂØ O�a� ! 0 ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÇÎÍÑÌ ÄÑÆÞ ¢ÖÔÔËÐÇÔÍÂ ÆÎâ vi, y Ë p:

qvk
qx0k
� 0 ; �3:2:2a�

Dvi
Dt 0
� qp
qx0i
ÿGrydi3 � H 02vi ; �3:2:2b�

Dy
Dt 0
� 1

Pr
H 02y : �3:2:2w �

±ÓË Bo � O�1� Ë Fr5 1 ÏÑÆÇÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.2.2)
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÒÓË ÔÎÇÆÖáÜËØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÖÔÎÑÄËâØ:�

n20
g

�1=3

5 h�4C0
DT�

g
: �3:2:3�

´ÇÒÇÓß, ÇÔÎË ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ
ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ (2.3.5) Ä ÒÓÇÆÇÎÇ Fr! 0, ÕÑ ÖÄËÆËÏ,
ÚÕÑ Ä ÖÔÎÑÄËË ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË (2.3.5Â) ÒÇÓÄÞÌ
ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (ÒÓË d � O�1�) ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐ! ±ÑàÕÑÏÖ
ÖÔÎÑÄËÇ ÆÎâ ÆÂÄÎÇÐËâ ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË (2.3.5Â)
Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÂÃÑÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË
ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÑ Ô ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏË ÏÑÆÇÎßÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË
(3.2.2), ÕÑÎßÍÑ ÍÑÅÆÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÐÇÄÇÎËÍÂ, Õ.Ç. ÍÑÅÆÂ

d! 0 ; Fr! 0

�
d

Fr2
� d� � O�1�

�
: �3:2:4�

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÆÎâ ÖÚÇÕÂ ÄÎËâÐËâ (ÃÑÎßÛÑÅÑ)
ÚËÔÎÂ £ÇÃÇÓÂ Ä ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ¢® Ô ÐÇÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇ-
ÏÑÌ ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ

We4 1 ; d5 1 ; We �W� � O�1� : �3:2:5�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÕÂÍ ÍÂÍ d5 1, ËÊ (2.3.6Ã) ËÏÇÇÏ v3 � O�d� ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË x3 � 1.

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÏÑÆÇÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¢ÖÔÔË-
ÐÇÔÍÂ (3.2.2) Ô ÖÚÇÕÑÏ (3.2.4) Ë (3.2.5), ÍÑÅÆÂ Ë Ma Ë Bi
ÒÑÓâÆÍÂ O�1�, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÐÂÎÑÉËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÇ "ÐÇÆÇ-
×ÑÓÏËÓÖÇÏÞÇ" ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕË (ÒÓË x03 � 1):

p � d�ZÿW�
�

q2Z
qx021
� q2Z
qx022

�
; �3:2:6�

v3 � 0 ;
qv1
qx03
� ÿMa

qy
qx01

;
qv2
qx03
� ÿMa

qy
qx02

; �3:2:7a�

qy
qx03
� Biy� 1 � 0 : �3:2:7b�

±Ñ ÔÖÕË, ÖÔÎÑÄËÇ (3.2.6) ÆÎâ p ÒÓË x03 � 1 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÖÔÎÑÄËÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Z�t 0; x01; x02� ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕË x03 � 1.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÆÎâ ÊÂÆÂÚË µ¢® (ÊÂÆÂÚË ¢® Ô ÐÇÆÇ×ÑÓÏË-
ÓÖÇÏÑÌ ÄÇÓØÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá) Ô ÖÚÇÕÑÏ
à××ÇÍÕÑÄ ¢ËÑÕÂ, ®ÂÓÂÐÅÑÐË Ë £ÇÃÇÓÂ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ
vi, y Ë p ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.2.2) Ô ÖÔÎÑÄËâÏË (3.2.7Â) ÐÂ x03 � 1 Ë
(2.3.6Â) ÐÂ x03 � 0. £ ÊÂÆÂÚÇµ¢®ÏÞËÏÇÇÏ ÕÓË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
ÒÑÆÑÃËâ (Gr, d� ËW�) Ë ÕÓË ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ (Pr,
Ma Ë Bi). £ [49] ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß ËÏÇÐÐÑ àÕÂ ÏÑÆÇÎßÐÂâ
ÊÂÆÂÚÂ µ¢®.

3.3. ±ÓÑÃÎÇÏÂ ¢® ÆÎâ ÕÑÐÍÑÅÑ ÔÎÑâ (ÒÎÇÐÍË)
Ô ÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇÏÑÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá
¥Îâ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍË ÒÑÎÐÑÌ ÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ¢®, ÍÑÅÆÂ
ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÇÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË (d � O�1� Ä ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË h 0 � 1� dZ) ÐÇÎßÊâ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓËÐâÕß,
ÚÕÑ ÚËÔÎÑ ¶ÓÖÆÂ Fr ÒÑÓâÆÍÂ O�1�. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÏÞ
ÆÑÎÉÐÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÞÌ ÒÓÇÆÇÎß-
ÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ:

a! 0 ; Fr � O�1� : �3:3:1�

¯Ñ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, Bo5 1, ÕÂÍ ÍÂÍ
C0DT�=g4 h� � �n20=g�1=3. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÏÇÔÕÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ¢ÖÔÔËÐÇÔÍÂ (3.2.2) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ "ÐÇÔÉË-
ÏÂÇÏÞÇ" ÖÔÎÑÄËâ:

qvk
qx0k
� 0 ; �3:3:2a�

Dvi
Dt 0
� qp
qx0i
� H 02vi ; �3:3:2b�

Dy
Dt 0
� 1

Pr
H 02y : �3:3:2w �

¥Îâ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3.3.2) ÄÄËÆÖ ÕÑÅÑ, ÚÕÑFr � O�1� Ë
d � O�1�, ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÄÞÒËÔÂÕß ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÆÇ×ÑÓÏËÓÖÇ-
ÏÑÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË x03 � h 0�t 0; x01; x02�. ³ÑÅÎÂÔÐÑ
(2.3.5) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÄÇÔßÏÂ ÔÎÑÉÐÞÇ ÃÇÊÓÂÊ-
ÏÇÓÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ (ÒÓË x03 � h 0�t 0; x01; x02�):

p � h 0 ÿ 1

Fr2
� 2

N 0

�
qv1
qx01

�
qh 0

qx01

�2

� qv2
qx02

�
qh 0

qx02

�2

� qv3
qx03
�

�
�
qv1
qx02
� qv2
qx01

�
qh 0

qx01

qh 0

qx02
ÿ
�
qv1
qx03
� qv3
qx01

�
qh 0

qx01
ÿ

ÿ
�
qv2
qx03
� qv3
qx02

�
qh 0

qx02

�
ÿWeÿMay

N 03=2

�
N 02

q2h 0

qx01qx
0
1

�

�N 01
q2h 0

qx02qx
0
2

ÿ 2
q2h 0

qx01qx
0
2

qh 0

qx01

qh 0

qx02

�
; �3:3:3a�

�
qv1
qx01
ÿ qv3
qx03

�
qh 0

qx01
� 1

2

�
qv1
qx02
� qv2
qx01

�
qh 0

qx02
�

� 1

2

�
qv2
qx03
� qv3
qx02

�
qh 0

qx01

qh 0

qx02
ÿ 1

2

�
1ÿ

�
qh 0

qx01

�2�
�

�Ma

2

�
qy
qx01
� qh 0

qx01

qy
qx03

�
N 01=2; �3:3:3b�

�
qv1
qx01
ÿ qv2
qx02

�
qh 0

qx02

�
qh 0

qx01

�2

�
�
qv1
qx03
� qv3
qx01

�
qh 0

qx01

qh 0

qx02
�

�
�
qv2
qx02
ÿ qv3
qx03

�
qh 0

qx02
� 1

2

�
1�

�
qh 0

qx01

�2

ÿ
�
qh 0

qx02

�2�
�

�
�
qv1
qx02
� qv2
qx01

�
qh 0

qx01
ÿ 1

2

�
1�

�
qh 0

qx01

�2

ÿ
�
qh 0

qx02

�2�
�

�
�
qv2
qx03
� qv3
qx02

�
�Ma

2

�
ÿ qh 0

qx01

qh 0

qx02

qy
qx01
�

�
�
1�

�
qh 0

qx01

�2� qy
qx02
� qh 0

qx02

qy
qx03

�
N 01=2; �3:3:3w �
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qy
qx03
� qh 0

qx01

qy
qx01
� qh 0

qx02

qy
qx02
ÿ �Biy� 1�N 01=2 : �3:3:3g�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÄÏÇÔÕÑ (2.3.6Ã) Ë (2.3.6Â) ÊÂÒËÛÇÏ

v3 � qh 0

qt 0
� v1 qh

0

qx01
� v2 qh

0

qx02
; x03 � h 0�t 0; x01; x02� ; �3:3:3d�

Ë

v1 � v2 � v3 � 0 ; y � 1 ; x03 � 0 : �3:3:3e �

¬ÂÍ Ë (3.3.2), Ë (3.3.3), ÊÂÆÂÚÂ ¢® ÃÞÎÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ
ÐÇÆÂÄÐÑ ¯ÇÒÑÏÐâÜËÏ Ë £ÇÎÂÓÆÇ [33], ÐÑ ÐÂÛË ÅÓÂÐËÚÐÞÇ
ÖÔÎÑÄËâ (3.3.3Â) ë (3.3.3Å) ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ (ÐÂÛË
ÖÔÎÑÄËâ (3.3.3) ÔÎÇÆÖáÕ ËÊ ÕÑÚÐÞØ ËÔØÑÆÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ (2.2.2) Ë (2.2.3) Ô ÖÚÇÕÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÇÆËÐËÚÐÞØ
ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞØ (t 0�1� Ë t 0�2�) Ë ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ (n) ÄÇÍÕÑÓÑÄ Í
ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ä ÐÇÔÉËÏÂÇ-
ÏÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ (3.3.1)).

3.3.1. ®ÑÆÇÎßÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ ¢® ÆÎâ ÒÑÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÔÎÑâ
(¢®±³). ±ÑÎÐÂâ ÏÑÆÇÎßÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ ¢® (3.3.2), (3.3.3)
ÑÚÇÐß ÔÎÑÉÐÂ, ÐÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÕÇÚÇÐËâ Ä ÕÑÐÍÑÌ ÒÎÇÐÍÇ ÏÞ
ÏÑÉÇÏ ÒÓËÏÇÐËÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎËÐÐÞØ ÄÑÎÐ. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÒÓÑÜÇÐÐÖá ÏÑÆÇÎßÐÖá ÊÂÆÂÚÖ
¢®±³ ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ ÚËÔÇÎ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÆÎËÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎËÐÞ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ l�4 h�. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÏÇÔÕÑ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ �t 0; x01; x02; x03� ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÄÄÇÔÕË ÔÎÇÆÖá-
ÜËÇ ÐÑÄÞÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ:

x � ex01 ; y � ex02 ; z � x03 ; t � eRe t 0 �3:3:4�

Ë ÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË

u � v1
Re

; v � v2
Re

; w � v3
eRe

; P � p

Re2
; �3:3:5�

ÅÆÇ

e � h�

l�
; Re � U�h�

n0
: �3:3:6�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÄÏÇÔÕÑ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ Fr, We Ë Ma
ÏÞ ÄÄÑÆËÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÚËÔÎÂ
¶ÓÖÆÂ, £ÇÃÇÓÂ Ë ®ÂÓÂÐÅÑÐË Ô ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá U�:

Fr � U��������
gh�
p ; We � s0

r0h�U�2
; Ma � gDT�

r0h�U�2
: �3:3:7�

±ÓË (ÔÏ. [48, 56])

e! 0 ; Re!1 ; We!1 �3:3:8a�
Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÑÕÐÑÛÇÐËâØ ÒÑÆÑÃËâ

eRe � Re� � O�1� ; e2 We �W� � O�1� �3:3:8b�

ÄÏÇÔÕÑ ÒÑÎÐÑÌ ÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ¢® (3.3.2), (3.3.3) ÏÞ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ

u�t; x; y; z�; v�t; x; y; z�; w�t; x; y; z�;
P�t; x; y; z�; y�t; x; y; z� ; h 0 � H�t; x�

ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÏÑÆÇÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÊÂÆÂÚË ¢®±³:

D � V� qw
qz
� 0 ; �3:3:9a�

DV

Dt
�DP � 1

Re�
q2V
qz2

; �3:3:9b�

qP
qz
� 0) P � Hÿ 1

Fr2
ÿW�D2H ; �3:3:9w �

Pr
Dy
Dt
� 1

Re�
q2y
qz2

: �3:3:9g �

±ÓË z � 0

u � v � w � 0 ; y � 1 ; �3:3:10a �
qV
qz
� ÿRe�Ma

�
Dy� �DH� qy

qz

�
; �3:3:10b�

ÒÓË z � H�t; x; y�
qy
qz
� 1� Biy � 0 ; �3:3:10w �

w � qH
qt
� V �DH : �3:3:10g�

£ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ËÏÇáÕ
ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÔÏÞÔÎ:

D

Dt
� q

qt
� V �D� w

q
qz
; D � q

qx
;
q
qy

;

D2 � q2

qx2
� q2

qy2
:

£ (3.3.9) Ë (3.3.10) ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ Fr, Ma, Pr, Bi, Re* Ë W�

ÒÑÓâÆÍÂ O�1�. ³×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ ¢®±³
âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÕÑÚÐÑÌ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎßá ÆÎâ
ÊÂÆÂÚË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÕÑÐÍÑÌ ÒÎÇÐÍÇ ÔÎÂÃÑÄâÊÍÑÌ
ÉËÆÍÑÔÕË, ÕÂÍ ÚÕÑ àÕÂ ÏÑÆÇÎß ÊÂÔÎÖÉËÄÂÇÕ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ.

3.3.2. ±ÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ: Pr! 0.±ÓËPr! 0 ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÅÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ y ÑÚÇÐß ÒÓÑÔÕÑ ÐÂÌÕË ËÊ
(3.3.9Å), (3.3.10Â) Ë (3.3.10Ä):

y � 1ÿ �1� Bi� z

1� BiH
: �3:3:11�

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ (ÒÓË ÄÔÇØ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ Pr Ë Re�), ËÊ
(3.3.3Â) Ô ÖÔÎÑÄËâÏË
ÒÓË z � 0

w � 0 ;

ÒÓË z � H

w � qH
qt
� V �DH

ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÇ (àÄÑÎáÙËÑÐÐÑÇ)
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

qH
qt
�D �

�H
0

V dz � 0 : �3:3:12�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ V�t; x; y; z� Ë H�t; x; y� ÏÞ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÆÄÖØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ àÄÑÎá-
ÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ: (3.3.12) Ë

DV

Dt
ÿ 1

Re�
q2V
qz2
� ÿ 1

Fr2
DH�W�D�D2H� ; �3:3:13�
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ÕÂÍ ÍÂÍ

w � ÿ
�z
0

�D � V� dz :

¥Îâ àÕËØ ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3.3.12) Ë (3.3.13) ÏÞ ËÏÇÇÏ Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (ÐÂ z):
ÒÓË z � 0

V � 0 ;

ÒÓË z � H

qV
qz
�MaRe��1� Bi� DH

�1� BiH�2 : �3:3:14�

¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÒÑÎÑÉËÕß Re�5 1, Ä ÒÓÇÆÇÎÇ Re� ! 0 ËÊ
(3.3.13) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ Ô ÖÚÇÕÑÏ (3.3.14) ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÒÓÇ-
ÆÇÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
V � V�H�:

V�H� � 1

3

d

dH

�
H 3
�
a�D�D2H� ÿDH

��
� b��1� Bi�H 2 DH

�1� BiH�2
�

�3:3:15�

Ë ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÄÏÇÔÕÑ (3.3.12) ÏÞ ËÏÇÇÏ ÑÆÐÑ àÄÑÎá-
ÙËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÕÑÎÜËÐÞ ÒÎÇÐÍË H�t; x; y�

qH
qt
� 1

3
D �
�
H 3
�
a�D�D2H� ÿDH

��
� b��1� Bi�H 2 DH

�1� BiH�2
�
� 0 : �3:3:16�

£ (3.3.15) Ë (3.3.16)

a� � s0
r0gl

�2 ; b� � 1

2

gDT�

r0gh�2
�3:3:17�

ÒÓË ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄÞÃÑÓÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË:
U� � gh�3=l�n0.

£ ÖÓÂÄÐÇÐËË (3.3.16) (ÄÇÔßÏÂ ÐÂÒÑÏËÐÂáÜÇÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ °ÓÑÐÑÏ Ë ²ÑÊÇÐÂÖ Ä [21]) ÚÎÇÐ, ÒÓÑ-
ÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÌ a�, ÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÔÕÂÃËÎËÊËÓÖáÜÇÇ ÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÚÎÇÐ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÌ b�,
ËÏÇÇÕ, ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÆÇÔÕÂÃËÎËÊËÓÖáÜÇÇ ÄÎËâÐËÇ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËâ (ÚÎÇÐ ÿ�1=3�D � �H 3DH� Ä
(3.3.16)) ÔÕÂÃËÎËÊËÓÖÇÕ àÄÑÎáÙËá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ,
ÍÑÅÆÂ ÒÎÇÐÍÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÐÂ ÕÄÇÓÆÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË.

3.4. ±ÓÑÃÎÇÏÂ ¢® ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÒÂÆÂáÜÇÌ
ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÒÎÇÐÍË
¯ËÉÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÓÏÑÍÂÒËÎÎâÓÐÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕß ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ (ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ)
ÒÎÇÐÍË, ÕÂÍ ÍÂÍ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÞ, Ë ÕÇÑÓËË ÒÑÔÄâÜÇÐÞ Ä
ÑÔÐÑÄÐÑÏ ËÏÇÐÐÑ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚÇ, Â ÄÑÎÐÑÄÂâ ÆËÐÂÏËÍÂ ÐÂ
ÐÂÍÎÑÐÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕ, ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ,
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÖá ÊÂÆÂÚÖ.

£ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ (ÔÏ. (3.4.3)) ÑÒÓÇÆÇÎâá-
ÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËâ
(ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ, ÐÑ ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ) ÉËÆÍÑÔÕË ÄÐËÊ
ÄÆÑÎß ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

qu
qx
� qw

qz
� 0 ; �3:4:1a�

Du

Dt
� qp
qx
ÿ 1

eFr2
� 1

eRe

�
q2u
qz2
� e2

q2u
qx2

�
; �3:4:1b�

e2
Dw

Dt
� qp

qz
� e

Re

�
q2w
qz2
� e2

q2w
qx2

�
; �3:4:1w �

Pr
Dy
Dt
� 1

eRe

�
q2y
qz2
� e2

q2y
qx2

�
; �3:4:1g�

ÅÆÇD=Dt � q=qt� uq=qx� wq=qz.
±ÓË z � 0

u � w � 0 ; y � 1 ; �3:4:2a�

pri z � h�t; x�
qu
qz
� ÿeMa

�
qy
qx
� qh
qx

qy
qz

�
ÿ

ÿ e2
�
qw
qx
� 4

qh
qx

qw
qz

�
ÿ

ÿ 3

2
e3 Ma

�
qh
qx

�2� qy
qx
� qh
qx

qy
qz

�
; �3:4:2b�

p � pa �2 e
Re

�
qw
qz
ÿ qh
qx

qu
qz

�
ÿ e2 We

q2h
qx2
� e2

Ma

Re

q2h
qx2

y�

� 2
e3

Re

��
qh
qx

�3 qu
qz
ÿ 2

�
qh
qx

�2 qw
qz
ÿ qh
qx

qw
qx

�
; �3:4:2w �

qy
qz
�ÿ �1ÿ Bi y��

� e2
�
qh
qx

qy
qx
ÿ 1

2

�
qh
qx

�2

�1� Bi y�
�
; �3:4:2g�

w � qh
qt
� u

qh
qx

: �3:4:2d�
¤ÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË

(3.4.2Ã ë Å) ÊÂÒËÔÂÐÞ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÚÎÇÐÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ
O�e4�. £ (3.4.1) Ë (3.4.2) ÄÔÇ ×ÖÐÍÙËË Ë ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ì
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ, Â ËÏÇÐÐÑ (ÔËÏÄÑÎÑÏ "*" ÑÕÏÇÚÇÐÞ ÓÂÊ-
ÏÇÓÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ):

x � x�

l�
; z � z�

h�
; t� t �

t �
; u � u�

U�
; w � w�

eU�
; p � p�

r0U�2
;

y � T � ÿ T �

DT �
; t � � l�

U�
; pa � p�a

r0U�2
; �3:4:3�

Â h�, l�, U�, r0, T �, DT � > 0 ì ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÕÑÎÜËÐÞ ÒÎÇÐÍË, ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ, ÔÍÑÓÑÔÕË,
ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ë ÔÍÑÓÑÔÕË ÓÑÔÕÂ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ
ÐÂ ÐËÉÐÇÌ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÅÓÂÐËÙÇ z� � 0. £ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ
(3.4.1) Ë ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ (3.4.2) ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ:

e � h�=l
�
ì ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ,

Re � Uh�=n0 ì ÚËÔÎÑ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ,
Fr � U�=

�������
gh�
p

ì ÚËÔÎÑ ¶ÓÖÆÂ,
Pr � n0=K0 ì ÚËÔÎÑ ±ÓÂÐÆÕÎâ,
Ma � gDT �=U�r0n0 ì ÚËÔÎÑ ®ÂÓÂÐÅÑÐË,
We � s0=h�r0U�2 ì ÚËÔÎÑ £ÇÃÇÓÂ,
Bi � q�h�=k0 ì ÚËÔÎÑ ¢ËÑÕÂ. (3.4.4)

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ x� (ÄÆÑÎß ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÒÎÂÔÕËÐÞ) Ë z�

(ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÒÎÂÔÕËÐÇ) ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÖá Ë ÄÇÓÕË-

2 µ¶¯, Õ. 168, å 3
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ÍÂÎßÐÖá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ; ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, u� Ë w� ì ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÇ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÞÇ Ë ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
ÔÍÑÓÑÔÕË. ¥Îâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇÐËâ s�T� ÏÞ ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÔÐÑÄÂ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2.1.2).

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË U� ÏÞ
ÄËÃËÓÂÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ

U� � g
h�2

n0
; �3:4:5�

Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Re=Fr2 � 1. ±ÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ

ReWe � s0
r0gh�2

� 1

K
; �3:4:6�

ÅÆÇKì ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÚËÔÎÑ ÍÂÒËÎÎâÓÐÑÔÕË.

4. ²ÇÉËÏ ÒÑÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÔÎÑâ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ
ÚËÔÎÂØ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ: Re4 1

4.1. °ÃÑÃÜÇÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÏÑÆÇÎßÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÔÎÑâ
ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÓÂÊÓÞÄÐÑÔÕË (3.4.1Â), ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÔÎÑÄËâ (3.4.2Æ) Ë ÖÔÎÑÄËâ w � 0 ÒÓË z � 0 ÏÞ ÎÇÅÍÑ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÓÂÊÓÞÄ-
ÐÑÔÕË:

qh
qt
� qq
qx
� 0 ; �4:1:1�

ÅÆÇ

q�t; x� �
�h�t;x�
0

u�t; x; z� dz : �4:1:2�

¶ÖÐÍÙËâ q�t; x� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÖá ÒÑ
ÕÑÎÜËÐÇ ÒÎÇÐÍË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ ÔÍÑÓÑÔÕË (ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÖá
ÕÄÇÓÆÑÌ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË z � 0). £ÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ÕÑÅÑ, ÚÕÑ q�t; x� ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÄÞÓÂÉÇÐÂ
ÚÇÓÇÊ h�t; x� ËÎË ÇÇ ÚÂÔÕÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(4.1.1) ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÏÍÐÖÕÞÏ àÄÑÎáÙËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ ÆÎâ ÕÑÎÜËÐÞ h�t; x�. £ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÐÂÛÇÌ ÑÔÐÑÄ-
ÐÑÌ ÙÇÎßá âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÚÂÔÕÐÑÌ ÔËÕÖÂÙËË,
ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÌ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÑÔÓÇÆÐÇÐËâ, ÆÎâ
ÍÑÕÑÓÑÌ ÊÂÏÍÐÖÕÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÒÑÎÖÚÇÐÂ. ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá
ÔËÕÖÂÙËá (ÆÎËÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ë ÃÑÎßÛËÇ ÚËÔÎÂ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ):

e5 1 ; Re4 1 ; eRe � Re� � O�1� : �4:1:3�
ªÔÒÑÎßÊÖâ (4.1.3) ÄÏÇÔÕÑ (3.4.2Ä), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ qp=qz � 0 Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÔÑÅÎÂÔÐÑ (3.4.2Ä) ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËá ÏÇÉÆÖ p Ë h:

p � p�h� � pa ÿW�
q2h
qx2

�4:1:4�

ÒÓË (ÃÑÎßÛËØ ÚËÔÎÂØ £ÇÃÇÓÂ)

eWe �W� � O�1� : �4:1:5�
£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÒÓÇÆÇÎßÐÖá
ÔËÔÕÇÏÖ ÆÎâ u, w, y Ô ÖÚÇÕÑÏ ÚÎÇÐÑÄ ÔÕÂÓÛËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ:

qu
qx
� qw

qz
� 0 ; �4:1:6a�

Re�
Du

Dt
ÿ q2u

qz2
� 1� 1

K�
q3h
qx3

; �4:1:6b�

Re� Pr
Dy
Dt
� q2y

qz2
; �4:1:6w �

ÅÆÇ 1=K� � Re�W� � O�1� Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ
Re=Fr2 � 1.

¥Îâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4.1.6) ÏÞ ËÏÇÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÖÒÓÑÜÇÐ-
ÐÞÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ:
ÒÓË z � 0

u � w � 0 ; y � 1 ; �4:1:7a�
pri z � h�t; x�

qu
qz
� ÿM�

�
qy
qx
� qh
qx

qy
qz

�
; �4:1:7b�

qy
qz
� ÿ�1� Bi y� ; �4:1:7w �

w � qh
qt
� u

qh
qx

�4:1:7g �

Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË (ÃÑÎßÛËØ ÚËÔÇÎ ®ÂÓÂÐÅÑÐË)

eMa �M� � O�1� : �4:1:8�
°ÆÐÂÍÑ ÆÂÉÇ ÖÒÓÑÜÇÐÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ (4.1.6), (4.1.7) ÑÔÕÂ-

ÇÕÔâ ÔÎÑÉÐÑÌ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ. ±ÓË M� � 0 (Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÕÇÒÎÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ)
ºÍÂÆÑÄ [51] Ô ÒÑÏÑÜßá ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÔÄÇÎ
ÊÂÆÂÚÖ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÆÄÖØ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ h�t; x�
Ë q�t; x� Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÔÕË ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎß-
ÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕË u (ÔÏ. ÐËÉÇ ÓÂÊÆÇÎ 4.1.1).
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓËÏÇÐââ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÌ ÏÇÕÑÆ, ÄÏÇÔÕÑ
(4.1.6Ã) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

Re�
�
qq
qt
� q
qx

� �h�t;x�
0

u2 dz

��
�
�
qu
qz

�
z�0
�

�M�
�
qy
qx
� qh
qx

qy
qz

�
� 1

K�
h
q3h
qx3
� h ; �4:1:9�

ÅÆÇ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (4.1.7Ã).

4.1.1. ¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß ºÍÂÆÑÄÂ
(Ma=0). ±ÓË Ma=0 ÚÎÇÐ Ä (4.1.9), ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÌ
Ma*, ËÔÚÇÊÂÇÕ, Ë ÕÇÒÎÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ. ´ÂÍ ÍÂÍ (ÒÓË Ma=0)
ÒÓË z � 0

u � 0 ;

ÒÓË z � h�t; x�
qu
qz
� 0 ;

ÏÞ ÏÑÉÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÑÃ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎß-
ÐÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔÕË u�t; x; z�:

u�t; x; z� � U�t; x�
h�t; x�

�
zÿ 1

2h�t; x� z
2

�
: �4:1:10�

³ ÒÑÏÑÜßá (4.1.10) ÄÏÇÔÕÑ (4.1.9) ÏÞ ÃÇÊ ÕÓÖÆÂ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ h�t; x� Ë q�t; x�:

Re�
�
qq
qt
� 6

5

q
qx

�
q2

h

��
� 3

h2
q � 1

K�
h
q3h
qx3
� h �4:1:11�

ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÚËÔÎÑ ÍÂÒËÎÎâÓÐÑÔÕË K� � O�1�. °ÕÏÇ-
ÕËÏ, ÚÕÑ ËÊ (4.1.2) Ë (4.1.10) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
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ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÎâ q�t; x� Ë U�t; x�:

U�t; x� � 3

h
q : �4:1:12�

³ËÔÕÇÏÂ ÆÄÖØ àÄÑÎáÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4.1.11) Ë
(4.1.12) ÆÎâ h�t; x� Ë q�t; x� ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÖá
ÏÑÆÇÎß ºÍÂÆÑÄÂ.

4.1.2. °ÃÑÃÜÇÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß ºÍÂÆÑÄÂ Ô ÖÚÇÕÑÏ à××ÇÍÕÂ
®ÂÓÂÐÅÑÐË (Pr=0). ±ÓË Pr=0 ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß
u ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÆÄÖÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ:
ÒÓË z � 0

u � 0 ;

ÒÓË z � h�t; x�

u �M��1� Bi� qh=qx

�1� Bi h�2 ;

ÕÂÍ ÚÕÑ ÒÓË Pr=0 ÄÏÇÔÕÑ (4.1.6Ä) ÏÞ ËÏÇÇÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ q2y=qz2 � 0 Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË y � 1 ÒÓË
z � 0 Ë qy=qz � ÿ�1� Bi y� ÒÓË z � h�t; x�, Â ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ y
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

y � 1ÿ �1� Bi� z

1� Bi h
: �4:1:13�

¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÄÏÇÔÕÑ (4.1.10) ÏÞ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÏ

u�t; x; z� � U�t; x�
h�t; x�

�
zÿ 1

2h�t; x� z
2

�
�

�M��1� Bi� qh=qx

�1� Bi h�2 z : �4:1:14�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ (4.1.14) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ (ÄÏÇÔÕÑ
(4.1.12)):

U�t; x� � 3

h
qÿ 3

2
M�

1� Bi

�1� Bi h�2 h
qh
qx

�4:1:15�

Ë ËÊ (4.1.9) ÄÞÄÑÆËÏ ÄÕÑÓÑÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
h�t; x� Ë q�t; x�:

Re�
�
qq
qt
� 6

5

q
qx

�
q2

h

�
� 1

20
M��1� Bi� q

qx
�

�
�
h
qh
qx

q

�1� Bi h�2
��
� 3

h2
q �

� 1

K�
h
q3h
qx3
� h� 3

2
M��1� Bi� qh=qx

�1� Bi h�2ÿ

ÿ 1

120
Re�M�2�1� Bi�2 q

qx

��
qh
qx

�2
h3

�1� Bi h�4
�
:

�4:1:16�

³ËÔÕÇÏÂ ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4.1.1) Ë (4.1.16) ÆÎâ ÆÄÖØ
×ÖÐÍÙËÌ h�t; x� Ë q�t; x� ÑÃÑÃÜÂÇÕ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ
ºÍÂÆÑÄÂ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ à××ÇÍÕÂÏË®ÂÓÂÐÅÑÐË Ë¢ËÑÕÂ
ÐÇÎßÊâ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÕß, Â Pr=0.

4.1.3. °ÃÑÃÜÇÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß ºÍÂÆÑÄÂ Ô ÖÚÇÕÑÏ à××ÇÍÕÑÄ
®ÂÓÂÐÅÑÐË Ë ±ÓÂÐÆÕÎâ (Bi=0). ¿ÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ ÃÑÎÇÇ
ÔÎÑÉÇÐ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓË Pr 6� 0 ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÓÇÕßÇ
ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.1.6Ä) ÆÎâ y. ©ÆÇÔß

ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÕÂÍÑÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ
ÔÎÖÚÂâ Bi=0 (ÑÔÕÂÇÕÔâ ÐÇâÔÐÞÏ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÎË ÒÑÎÖÚËÕß
ÕÂÍÑÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ Bi 6� 0!). ¥Îâ
àÕÑÅÑ ÄÏÇÔÕÑ y ÏÞ ÄÄÑÆËÏ ÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá Y:

Y � yÿ �1ÿ z� :
¶ÖÐÍÙËâ Y�t; x; z� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÌ ÊÂÆÂÚË (ÍÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (4.1.6Ä), (4.1.7Â) Ë (4.1.7Ä) ÒÓË
Bi=0):

Re�Pr
�
DY
Dt
ÿ w

�
� 0 ;

q2Y
qz2
� 0 ;

ÒÓË z � 0

Y � 0 ;

ÒÓË z � h�t; x�
qY
qz
� 0 : �4:1:17�

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏÖ ÖÔÎÑÄËá (4.1.17) ÄÏÇÔÕÑ (4.1.7Ã)
ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÊÂÒËÔÂÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÔÎÑÄËÇ:

qu
qz
�M�

�
qh
qx
ÿ qY

qx

�
; z � h�t; x� : �4:1:18�

ªÊ (4.1.17) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ:

PrRe�
�
qw
qt
� q
qx

��h�t;x�
0

uY dzÿ
�h�t;x�
0

wdz

��
�

�
�
qY
qz

�
z�0
� 0 ; �4:1:19�

ÅÆÇ

w�t; x� �
�h�t;x�
0

Y�t; x; z� dz : �4:1:20�

°ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÖÔÎÑÄËÌ ÊÂÆÂÚË (4.1.17),
ÓÇÛÇÐËÇ Y�t; x; z� âÄÎâÇÕÔâ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÏ:

Y�t; x; z� � 2

�
1ÿ S�t; x�

h�t; x�
��

zÿ 1

2h�t; x� z
2

�
: �4:1:21�

´ÇÒÇÓß ÐÂÏ ÑÔÕÂÎÑÔß ÕÑÎßÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÆÄÂ ÖÔÓÇÆÐÇÐ-
ÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÕÓÇØ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ h�t; x�,
q�t; x� Ë S�t; x�. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ËÊ (4.1.21) ÏÞ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

pri z � h�t; x�
qY
qx
� qh

qx
ÿ qS

qx
;

qu
qz
�M�

qS
qx

: �4:1:22�

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (4.1.22) u�t; x; z� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÄËÆÇ (ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô (4.1.14), ÐÑ ÒÓË Bi=0)

u�t; x; z� � U�t; x�
h�t; x�

�
zÿ 1

2h�t; x� z
2

�
�M�

qS
qx

z : �4:1:23�

³ ÖÚÇÕÑÏ (4.1.23) ÒÑÎÖÚÂÇÏ

q�t; x� � 1

3
Uh� 1

2
M�h2

qS
qx

; �4:1:24a�

Ë (ÄÏÇÔÕÑ (4.1.15), ÕÂÍ ÍÂÍ Bi=0)

U�t; x� � 3

h
qÿ 3

2
M�h

qS
qx

: �4:1:24b�

2*
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±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô (4.1.16) ÏÞ ËÏÇÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÔÓÇÆ-
ÐÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (Ä ÚÎÇÐÂØ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞØ M�,
ÊÂÏÇÐâÇÏ qh=qx ÐÂ qS=qx Ë ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ Bi=0):

Re�
�
qq
qt
� 6

5

q
qx

�
q2

h

�
� 1

20
M�

q
qx

�
h
qS
qx

q

��
� 3

h2
q �

� 1

K�
h
q3h
qx3
� h�3

2
M�

qS
qx
ÿ

ÿ 1

120
Re�M�2

q
qx

��
qS
qx

�2

h3
�
: �4:1:25�

´ÇÒÇÓß ËÊ (4.1.20) Ë (4.1.21) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

w � 2

3
h�hÿ S� ; �4:1:26�

Ë, ÍÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (4.1.19), ÚÎÇÐ qw=qt ÓÂÄÇÐ
ÿ�2=3�hfqS=qt� �2ÿ �S=h��qq=qxg.

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÚÎÇÐ�h�t;x�
0

w dz �ÿ 1

48
M�

q
qx

�
h3

qS
qx

�
� q

qh
qx
ÿ 3

8

q�hq�
qx

;

�4:1:27a�

Â ÚÎÇÐ�h�t;x�
0

uYdz � 12

15
q�hÿ S� � 1

60
M��hÿ S�h2 qS

qx
:

�4:1:27b�

´ÂÍ ÍÂÍ �qY=qz�z�0 � 2�1ÿ �S=h��, ÆÎâ S�t; x� ÏÞ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÏÇÔÕÑ
(4.1.19):

qS
qt
�
�
2ÿ S

h

�
qq
qx
� 6

5h

q
qx

�
q�Sÿ h��ÿ

ÿ 9

16h

q
qx
�qh� � 3

2

q

h

qh
qx
�M�

40h

q
qx
�

�
�
h2�Sÿ h� qS

qx

�
�M�

32h

q
qx

�
h3

qS
qx

�
�

� 3

Re�Pr
Sÿ h

h2
� 0 : �4:1:28�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÆÎâ ÐÂÛËØ ÕÓÇØ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ h�t; x�,
q�t; x� Ë S�t; x� ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÕÓÇØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4.1.1), (4.1.25) Ë (4.1.28).

4.2. ¡ÐÂÎËÊ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
¶ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÇ (ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ) ÓÇÛÇÐËÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4.1.1), (4.1.25) Ë (4.1.28) ÆÎâ h�t; x�, q�t; x� Ë
S�t; x� ËÏÇÇÕ ÄËÆ

h � 1 ; q � 1

3
; S � 1 : �4:2:1�

´ÂÍ ÍÂÍ h�t; x� � 1� dZ�t; x�, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÊÂÒËÔÂÕß, ÚÕÑ

q � 1

3
� dj�t; x� ; S � 1� dz�t; x� : �4:2:2�

±ÓË d5 1 ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊ (4.1.1), (4.1.25) Ë (4.1.28)
ÔÎÇÆÖáÜÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÆÄÖØ ÎËÐÇÌÐÞØ àÄÑÎáÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ÆÎâ Z�t; x� Ë z�t; x�:

q2Z
qt 2
� 4

5

q2Z
qxqt

� 2

15

q2Z
qx2
� 3

2

M�

Re�
q2z
qx2
ÿ

ÿM�

60

q3z
qx3
�W�

q4Z
qx4
� 3

Re�

�
qZ
qx
� qZ

qt

�
� 0 ; �4:2:3a�

qz
qt
ÿ 7

16

qZ
qt
ÿ 7

80

qZ
qx
� 2

5

qz
qx
�M�

32

q2z
qx2
�

� 3

PrRe�
�zÿ Z� � 0 ; �4:2:3b�

ÕÂÍ ÍÂÍ qj=qx � ÿqZ=qt.
¿ÕÖ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÎËÐÇÌÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ (4.2.3Â,Ã) ÏÑÉÐÑ

ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË (ÒÓË ÊÂÆÂÐËË ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ Ë ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕË ÒÑ x)
ÐÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß (ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ) ÅÎÂÆÍÑÅÑ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎß-
ÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÕËÒÂ ÓÇÛÇÐËâ ¯ÖÔÔÇÎßÕÂ (4.2.1). ©ÆÇÔß ÏÞ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ
ÄËÆÂ

Z�t; x� � A� exp
�
ik�xÿ ct�� ;

z�t; x� � B� exp
�
ik�xÿ ct�� �4:2:4�

Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ:

3

Re�
�cÿ 1� ÿ ik

�
c2 ÿ 4

5
c� 2

15

�
� ik3W� �

� B�

A�
M�
�
k2

60
� 3

2
ik

1

Re�

�
; �4:2:5�

ÒÓËÚÇÏ

B�
�

3

PrRe�
ÿ 1

32
M�k2 ÿ ik

�
cÿ 2

5

��
ÿ

ÿ A�
�

3

PrRe�
� 7

16
ik

�
cÿ 1

5

��
� 0 : �4:2:6�

ªÊ (4.2.6) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ B�=A� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ×ÖÐÍÙËá k Ë c, Ë, ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÒÓË
Pr 6� 0 ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (4.2.5) ËÏÇÇÕ ÄÇÔßÏÂ
ÔÎÑÉÐÞÌ ÄËÆ! ±ÑàÕÑÏÖ ÐËÉÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÕÑÎßÍÑ
ÔÎÖÚÂÌ Pr � 0, ÍÑÅÆÂ M� 6� 0. ±ÓË àÕÑÏ A� � B� Ë ÄÏÇÔÕÑ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.2.5) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÒÓÑÜÇÐÐÑÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (Ô
ÖÚÇÕÑÏ à××ÇÍÕÂ ®ÂÓÂÐÅÑÐË):

3

Re�
�cÿ 1� ÿ ik

�
c2 ÿ 4

5
c� 2

15

�
� ik3W� �

� 1

2
M�
�
k2

30
� 3i

k

Re�

�
: �4:2:7�

´ÂÍ ÍÂÍ Ä ÒÇÓÄÖá ÑÚÇÓÇÆß ËÐÕÇÓÇÔ ÆÎâ ÐÂÔ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Í ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÏ Ä ÎáÃÑÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÄÓÇÏÇÐË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâÏ, ÏÞ ÒÑÎÂ-
ÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÚËÔÎÂ k Ä (4.2.7) ì ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ.
´ÑÅÆÂ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
c � cr � ici ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ ÆÇÌ-
ÔÕÄËÕÇÎßÐÑÌ Ë ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕÇÌ (4.2.7):

3

Re�
�1ÿ cr� � kci

�
4

5
ÿ 2cr

�
� 1

60
M�k2 � 0 ; �4:2:8a�

268 ².·. ©¦«´µ¯Á¯ [µ¶¯ 1998



3

Re�
ci ÿ k

�
c2r ÿ c2i ÿ

4

5
cr � 2

15
� 3

2

M�

Re�

�
� k3W� � 0 :

�4:2:8b�
¦ÔÎË ci > 0, ÕÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÐÂÓÂÔÕÂáÕ, Â ÇÔÎË ci < 0,

ÕÑ ÑÐË ÊÂÕÖØÂáÕ. ªÊ (4.2.8Â) ÒÓË ci � 0 ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ
×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ:

c�r � c� � 1�M�Re�

180
k2 ; �4:2:9�

Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂáÕÔâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏË; ÍÑà××ËÙËÇÐÕ

b �M�Re�

180
�4:2:10�

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕß ÆËÔÒÇÓÔËË, ÒÓËÚÇÏ ÑÐ
âÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ M�. ®ÐËÏÂâ ÚÂÔÕß (4.2.8Ã)
ÒÓË ci � 0 Ô ÖÚÇÕÑÏ (4.2.9) ÆÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÃËÍÄÂÆÓÂÕÐÑÇ
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÚËÔÎÂ k�:

b�k�2�2 �
�
6

5
bÿW�

�
k�2 � 1

3
� 3

2

M�

Re�
� 0 : �4:2:11�

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ (ÒÓËM� 6� 0 ËÎË b 6� 0)

W�5
6

5
b� 2b

�
1

3
� 3

2

M�

Re�

�1=2

�4:2:12�

ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÆÐÑ ËÎË ÆÄÂ ÊÐÂÚÇÐËâ k�2, ÒÓËÚÇÏ àÕË
ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÔÇÅÆÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞ.

°ÔÑÃÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔËÕÖÂÙËâ, ÍÑÅÆÂ ÄÞÒÑÎ-
ÐâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (W*, M*, Re*))

30W�

M�Re�
� 1

5
� 1

3

�
1

3
� 3

2

M�

Re�

�1=2

�4:2:13�

ÏÇÉÆÖ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË W�, M� Ë Re�. ±ÓË
àÕÑÏ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ
ÚËÔÎÑ k� (ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ÆÎâ ci � 0), ÕÂÍÑÇ, ÚÕÑ

k�2 � 180

M�Re�

�
1

3
� 3

2

M�

Re�

�1=2

: �4:2:14�

£ÔÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÒÓË k < k� ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ, Â ÄÔÇ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËâ ÒÓË k > k� ÊÂÕÖØÂáÕ.

±ÓË M� � 0 (b � 0) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊ (4.2.9) Ë (4.2.11)
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ [13, 57]:

c�r � c� � 1 ; k� �
�

1

3W�

�1=2

�4:2:15a�

ËÎË

W�c �
1

3 k�2
; �4:2:15b�

ÅÆÇ W�c ì "ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ" ÊÐÂÚÇÐËÇ W�, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏÖ ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ ÚËÔÎÖ k�.

¬ÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÂÐÂÎËÊÂ, ÒÓË
M� 6� 0 ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ, âÄÎâá-
ÜÇÇÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÕÓÇØ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄW�,M� Ë
Re�. ±Ñ ÔÖÕË, ÍÂÉÆÞÌ ËÊ àÕËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÏÑÉÇÕ ÄÞÔÕÖ-

ÒÂÕß Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ (Ä ÑÕÎËÚËÇ
ÑÕ (4.2.15Â, Ã), ÅÆÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÑÆËÐ ì
W�). £ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÒÑÎÐÑÌ
ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË (4.2.3Â,Ã) ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ
³. ¤ÑÆÕÔÑÏ Ë ®. ©ÅÂÎÑÏ Ä ­ËÎÎßÔÍÑÏ ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕÇ, ÐÑ
ÊÆÇÔß ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÍÂÔÂÕßÔâ ËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ.

4.3. µÓÂÄÐÇÐËÇ ³ÕáÂÓÕÂ ë­ÂÐÆÂÖ
­ËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÑÒËÓÂÇÕÔâ ÐÂ
ÆÑÒÖÜÇÐËÇ Ñ ÏÂÎÑÔÕË (ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÏÂÎÑÔÕË) ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, Õ.Ç. ÑÐÂ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÕ ÄÔÇÏË ÚÎÇÐÂÏË Ô
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÏË ËÎË ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËÏË ÔÕÇÒÇÐâÏË ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËÌ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÇÛÇÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÆÎâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÊÐÂÚËÕÇÎß-
ÐÑ ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËË (ÔÏ. ÎËÐÇÌÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.2.3 Â,Ã)), ÒÓËÚÇÏ ÓÇÛÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÖÓßÇ-ÂÐÂÎËÊÂ. ±Ñ ÔÖÕË, ÎËÐÇÂÓË-
ÊÑÄÂÐÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÖÔÎÑÄËâ Ä ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÏ ÒÑÕÑÍÇ (Ä ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÅÎÂÆÍÑÅÑ ÓÇÉËÏÂ
¯ÖÔÔÇÎßÕÂ), ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÓÑÔÕÏÂÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÌ. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô àÕÑÌ ÕÇÑÓËÇÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ àÕËØ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ,
ÍÑÅÆÂ ÊÐÂÚÇÐËâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÑÕÑÍÑÄ ÒÓÇÄÞ-
ÛÂáÕ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, (4.2.15)). ¯Â ÔÂÏÑÏ
ÆÇÎÇ ÕÂÍËÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÐÇ ÓÂÔÕÖÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÆÑ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË!

±ÑàÕÑÏÖ ÙÇÐÐÑÔÕß ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËË ÆÎâ ÊÂÆÂÚË ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ì ØÑÕâ ÑÐÂ ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ ì ÒÑÆÄÇÓÅÂÇÕÔâ ÔÑÏÐÇÐËá.
­ÂÐÆÂÖ [58] ÒÇÓÄÞÏ ÑÒËÔÂÎ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ âÄÎÇÐËâ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÍÎÂÔÔÑÄ ÒÑÕÑÍÑÄ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ

d

dt

ÿjAj2� � njAj2 ÿ ljAj4 ; �4:3:1�
ÅÆÇA � A�t�ìÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÔÕÂÓÛÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË ¶ÖÓßÇ, n Ë
l ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ, ÒÓËÚÇÏ ÒÑÔÎÇÆÐââ ÐÑÔËÕ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÍÑÐ-
ÔÕÂÐÕÞ ­ÂÐÆÂÖ. £ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, n, l Ë A ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ
ÚËÔÎÂ. ±ÂÓÂÏÇÕÓ nìÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. ª ÇÔÎËW�ì ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÃË×ÖÓÍÂÙËË, ÕÑ

Real�n� �W� ÿW�c ; W� !W�c :

³ÎÖÚÂÌ l � 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá Ä
ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÕÇÑÓËË. £ÕÑÓÑÌ ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË
(4.3.1) ËÏÇÇÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÖá ÒÓËÓÑÆÖ, ÒÓËÚÇÏ ÑÐ ÏÑÉÇÕ
ÊÂÏÇÆÎâÕß Ë ÖÔÍÑÓâÕß ÓÑÔÕ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÑÕ ÊÐÂÍÑÄ n Ë l. ªÔØÑÆÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ³ÕáÂÓÕÂ [59] ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

dA

dt
� nA� mAjAj2 ; �4:3:2�

Â àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÌ ÄËÆ (4.3.2)

ÿc dA

dx
� nA� mAjAj2 ; �4:3:3�

ÅÆÇ x � xÿ ct Ë A � A�x�.
¯ËÉÇ ÏÞ ÄÞÄÑÆËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕËÒÂ (4.3.3) ÆÎâ ÖÔÓÇÆ-

ÐÇÐÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ºÍÂÆÑÄÂ (4.1.1), (4.1.11) ÆÎâ
h�t; x� Ë q�t; x�. £ÞÄÑÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÕËÒÂ
³ÕáÂÓÕÂ ë­ÂÐÆÂÖ ÄÃÎËÊË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÉËÏÂ Ô ÒÑÏÑ-
Üßá ÏÇÕÑÆÂ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÇÐ, Â
ÇÅÑ ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ö ¯ßáÇÎÂ [60] ËÎË
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³ÕáÂÓÕÔÑÐÂ Ë ³ÕáÂÓÕÂ [61]. °ÔÐÑÄÐÞÏ ÏÂÎÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÏ âÄÎâÇÕÔâ d5 1.

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÏÞ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÏ

W� �W�c � sd2 �4:3:4�
Ë ÃÇÓÇÏ ÔÎÖÚÂÌ s > 0 (k < k�). ´ÂÍ ÍÂÍ d5 1, ÐÂ ÔÂÏÑÏ
ÆÇÎÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÔÎÂÃÑ-ÐÇÎËÐÇÌÐÖá ÕÇÑÓËá. ¥Îâ
×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÏÞ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÏ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô
(4.2.15) Ë (4.3.4)

cr � c�r � d2c2 ; c�r � 1 : �4:3:5�

¥ÂÎÇÇ, ÏÞ ÄÄÑÆËÏ ÏÇÆÎÇÐÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ

xk � dkx ; k � 1; 2; 3; . . . ; �4:3:6�

ÅÆÇ x � xÿ crt. £ ÔÎÂÃÑ-ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÄÞÄÑÆÂ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ àÄÑÎáÙËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ­ÂÐÆÂÖ ë
³ÕáÂÓÕÂ ÆÎâ ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ
ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ ÕÑÎßÍÑ x2 � Z. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÑ-
ÉËÕß, ÚÕÑ h�t; x� Ë q�t; x� ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

h � h��x; Z; d� � 1� dh1 � d2h2 � d3h3 � . . . ; �4:3:7a�
q � q��x; Z; d� � 1

3
� dq1 � d2q2 � d3q3 � . . . �4:3:7b�

¯Ñ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË

h1�x; Z� � A�Z�E�x� � A��Z�E�ÿx� ; �4:3:8�

ÅÆÇ E��x� � exp��ik�x� Ë A� ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ-ÔÑÒÓâÉÇÐÐÂâ
ÄÇÎËÚËÐÂ ÆÎâ A (AA� � jAj2).

¥Îâ ÄÞÄÑÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ­³ ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ A�Z�
ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÔÍÎáÚËÕß
ÄÇÍÑÄÞÇ ÚÎÇÐÞ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ h3 Ë q3! ¥ÓÖÅËÏË
ÔÎÑÄÂÏË, ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËâ (4.3.7Â,Ã) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÆÎâ ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÌ x. ´ÇÒÇÓß, ÖÚËÕÞÄÂâ ÑÕÐÑÛÇÐËâ

q
qt
� ÿcr

�
q
qx
� d2

q
qZ

�
;

q
qx
� q

qx
� d2

q
qZ

; �4:3:9�

ÏÞ ÒÑÆÔÕÂÄÎâÇÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (4.3.7) Ë (4.3.4), (4.3.5) ÆÎâ
W� Ë c Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4.1.1),
(4.1.11) Ë ÒÓËÓÂÄÐËÄÂÇÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÓË ÚÎÇÐÂØ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎâ ÄÞÄÑÆÂ ÙÇÒÑÚÍË ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ­³
ÐËÊÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÕß ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓÄÖá, ÄÕÑÓÖá Ë ÕÓÇÕßá ÔÕÇÒÇÐË ÏÂÎÑÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ d.

4.3.1. ¥Îâ h1�x; Z� Ë q1�x; Z� ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÖá
ÑÆÐÑÓÑÆÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

qh1
qx
� qq1

qx
; L�h1; q1� � 0 ; �4:3:10�

ÅÆÇ

L�h; q� � ÿ 1

5

qq
qx
ÿ 2

15

qh
qx
� 3

Re�
�qÿ h� ÿ 1

3 k�2
q3h

qx3
:

�4:3:11�

´ÂÍ ÍÂÍ L�E��x�; E��x�� � 0, ÓÇÛÇÐËÇ (4.3.10) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

q1�x; Z� � h1�x; Z� � A�Z�E�x� � A��Z�E�ÿx� : �4:3:12�

4.3.2. ¥Îâ h2�x; Z� Ë q2�x; Z� ÏÞ ËÏÇÇÏ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÖá
ÔËÔÕÇÏÖ

qh2
qx
� qq2

qx
; �4:3:13a�

L�h2; q2� � ÿ 8

15

q�q1�2
qx

� 3

Re�
q21 �

1

3k�2
q1

q3q1
qx3

:

�4:3:13b�

³ ÖÚÇÕÑÏ ÓÇÛÇÐËâ (4.3.12) ÆÎâ q1�x; Z� Ë h1�x; Z� ÄÏÇÔÕÑ
(4.3.13Ã) ÒÑÎÖÚÂÇÏ

L�h2; q2� � 6

Re�
jAj2 �

�
3

Re�
ÿ 7

5
ik�
�
A2E�2x��

�
�

3

Re�
� 7

5
i k�
�
A�2E�ÿ2x� : �4:3:14�

µÓÂÄÐÇÐËâ (4.3.13Â) Ë (4.3.14) ÆÎâ q2�x; Z� Ë h2�x; Z�
ËÏÇáÕ ÓÇÛÇÐËâ ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÄËÆÂ:

h2�x; Z� � q2�x; Z� ÿ ajAj2 ;
q2�x; Z� � B�Z�E�2x� � B��Z�E�ÿ2x� ; �4:3:15�

ÅÆÇ E��2x� � exp��2ik�x�.
´ÂÍ ÍÂÍ (ÔÑÅÎÂÔÐÑ (4.3.15))

L�h2; q2� � 3

Re�
ajAj2 � 2ik�B�Z�E�2x�ÿ

ÿ 2ik�B��Z�E�ÿ2x� ;

ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ

a � 2 ; B�Z� � b
�
A�Z��2 ; b � ÿ

�
7

10
� i

3

2k�Re�

�
:

�4:3:16�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÆÎâ h2�x; Z� Ë q2�x; Z�ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÓÇÛÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË

h2�x; Z� � q2�x; Z� ÿ 2jAj2 ;
q2�x; Z� � b

�
A�Z��2E�2x� � b�

�
A��Z��2E�ÿ2x� ; �4:3:17�

ÅÆÇ b�ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ-ÔÑÒÓâÉÇÐÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ÆÎâ b.

4.3.3. ¥Îâ h3�x; Z� Ë q3�x; Z� ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÐÂÚÂÎÇ ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

qh3
qx
ÿ qq3

qx
� c2

qh1
qx

;

ÄÄËÆÖ ÕÑÅÑ ÚÕÑ h1 � q1, Â ÕÂÍÉÇ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÏÇÉÆÖ h3 Ë q3:

h3 � q3 ÿ c2h1 �H�Z� : �4:3:18a�

£ÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ h3�x; Z� Ë q3�x; Z� ËÏÇÇÕ ÄËÆ
L�h3; q3�� gA3

�
A�Z��3E�3x� � S�A�E�x� � c:c: �4:3:18b�
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Ô ÖÚÇÕÑÏ ÓÇÛÇÐËÌ (4.3.12) Ë (4.3.17). £ (4.3.18Ã)

S�A� � ÿ 2

3

qA
qZ
� lAÿ mAjAj2 : �4:3:19�

¥Îâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ g, l Ë m ÏÞ ËÏÇÇÏ
ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ:

g � ÿ 55

2Re�
� i

�
507

50
k� ÿ 9

k�

�
1

Re�

�2�
; �4:3:20a�

l � ÿik��c2 ÿ sk�2� ; �4:3:20b�

m � 93

10Re�
� i

�
31

50
k� � 9

k�

�
1

Re�

�2�
: �4:3:20w �

ªÊ (4.3.18Ã) ÊÂÍÎáÚÂÇÏ, ÚÕÑ H�Z� � 0, Ë, ËÔÒÑÎßÊÖâ
(4.3.18Â) (Ô ÖÚÇÕÑÏ H�Z� � 0) Ë ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (4.3.11) ÆÎâ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L�h3; q3�, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ q3 ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

q
qx

�
1

k�2
q2q3
qx2
� q3

�
� 3
�
Kc2Aÿ S�A��E�x�ÿ

ÿ 3g
�
A�Z��3E�3x� � c:c: ; �4:3:21�

ÅÆÇ

K � 3

Re�
ÿ 1

5
ik� : �4:3:22�

²ÇÛÇÐËÇ (4.3.21) ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

q3 � D�A�E�3x� ÿ 3

2

�
Kc2Aÿ S�A��E�x�x� c:c: �4:3:23�

Ë, ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÚÎÇÐ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÌ
ÿ�3=2��Kc2Aÿ S�A��E�x�, âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÍÑÄÞÏ ÚÎÇÐÑÏ (ÑÐ
ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛÑÌ ÒÓË ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ x, Ë
ÒÑàÕÑÏÖ ÚÎÇÐ d3q3 Ä (4.3.7Ã) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÇ ÏÂÎ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÚÎÇÐÑÏ d2q2!).

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ A�Z� ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÇ àÄÑÎáÙËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ­³:

2

3

qA
qZ
� nA� mAjAj2 � 0 ; �4:3:24�

ÅÆÇ

n � Kc2 ÿ l � 3

Re�
c2 � i

�
ÿ 6

5
k�c2 � dk�3

�
; �4:3:25�

Ë ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ­ÂÐÆÂÖ m ÏÞ ËÏÇÇÏ
×ÑÓÏÖÎÞ (4.3.20Ä).

£ÞÄÑÆ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ­³ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ
(4.1.1), (4.1.16) Ô ÖÚÇÕÑÏ à××ÇÍÕÂ ®ÂÓÂÐÅÑÐË ÐÇÔÎÑÉÇÐ,
ÐÑ ÃÑÎÇÇ ÕÓÖÆÑÇÏÑÍ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ n Ë m Ä ÆÂÐÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇáÕ ÄÇÔßÏÂ ÅÓÑÏÑÊÆÍËÌ ÄËÆ!

´ÂÍ, Ä (4.3.25) ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÚÂÔÕß ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ
ÒÑÎÑÉËÕß ÓÂÄÐÑÌ ÐÖÎá:�

ÿ 6

5
k�c2 � sk�3

�
� 0! c2 � 5

6
sk�2 ; �4:3:26�

Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ àÄÑÎáÙËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ­³ ÒÓËÐËÏÂÇÕ
ÄËÆ

ÿ qA
qZ
� asA� 3

2
mAjAj2 ; �4:3:27�

ÅÆÇ

a � 15

4

k�2

Re�
> 0 ; m � 93

10Re�
� i

�
31

50
k� � 9

k�

�
1

Re�

�2�
:

�4:3:28�

µÓÂÄÐÇÐËÇ ­ÂÐÆÂÖ ë³ÕáÂÓÕÂ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ
jAj � 0 âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ, ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ
ËÎË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÕÑÅÑ, ÃÑÎßÛÇ ËÎË
ÏÇÐßÛÇ W� ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ W�c ; Â jAj ! jAje
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÑÄÑÇ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓË
Z! ÿ1. £ÇÕÄß ÍÓËÄÑÌ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ jAj � 0
ÒÓËW� �W�c ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÃË×ÖÓÍÂÙËÇÌ ­ÂÐÆÂÖ.

´ÂÍ ÍÂÍ Real�m� ÒÓË W� >W�c , ÕÑ s > 0 Ë ÑÃÂ ÚÎÇÐÂ Ä
ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (4.3.27) ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞ, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
jAj ÓÂÔÕÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÓË Z! ÿ1.
¿ÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÃÞÔÕÓÑÏÖ ÒÇÓÇØÑÆÖ Í ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÏÖ ÓÇÉËÏÖ (ØÂÑÔÖ!).

4.4. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË
£Ñ ÏÐÑÅËØ ÔÎÖÚÂØ ÐÇÓÂÊÓÞÄÐÑÇ ÕÇÚÇÐËÇ ÉËÆÍÑÔÕË ÏÑÉÐÑ
ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (¥³)
ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, àÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÐÂ
ÔÕÂÆËË ÊÂÓÑÉÆÇÐËâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÚËÔÎÇ
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞØ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ ÆÄËÉÇÐËâ. ¯Â ÒÓÂÍÕËÍÇ
ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ "ØÂÑÔ" ËÊÖÚÂÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÂÎÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ
"ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß" ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÆÄËÉÇÐËÇ ÉËÆÍÑ-
ÔÕË Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ. ²ÂÔÔÏÑÕÓÇ-
ÐËÇ ÕÇÚÇÐËâ ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÄËÆÇ ÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÐÇÚ-
ÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÆÂÇÕ ÐÂÏ ÄÇÔßÏÂ ÏÑÜÐÞÌ ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕ
ÂÐÂÎËÊÂ, Ë ËÏÇÐÐÑ Ô ÇÅÑ ÒÑÏÑÜßá ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÆÑÔÕËÉÇÐËâ
Ä ÕÇÑÓËË ØÂÑÔÂ ÒÑÊÄÑÎËÎË ÄÞâÄËÕß ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞÌ
ÏÇØÂÐËÊÏ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÑÃÜÇÒÓË-
ÊÐÂÐÑ, ÚÕÑ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕß Ä ÒÑÎÐÑÔÕßá ÓÂÊÄËÕÑÏ
ÓÇÉËÏÇ ËÏÇÇÕ ÔËÐÅÖÎâÓÐÖá ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐ-
ÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ.

´ÂÍÑÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÉËÆÍÑÔÕË ÐÇÎßÊâ ÑÒË-
ÔÂÕß ÍÑÓÓÇÍÕÐÑ Ô ÒÑÏÑÜßáÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÐÇÚÐÑÌ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ
ØÂÑÔ Ä ÉËÆÍÑÔÕË ÒÑÍÓÞÄÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÚÂÔÕß âÄÎÇÐËâ ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÔÕË. ·ÂÑÔ ÍÂÍ ÐÂÖÚÐÑÇ ÒÑÐâÕËÇ ÂÔÔÑÙËËÓÖÇÕÔâ
ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ Ô "ÔËÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ". ®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÖÚÇÐÞÇ ÐÂÊÞÄÂáÕ "ØÂÑÕËÚÇ-
ÔÍËÏ" ÎáÃÑÇ ÐÇÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÔÎÑÉÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ Ô ÑÚÇÐß
ÃÞÔÕÓÞÏ ÐÂÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÑÛËÃÍË, ËÊ-ÊÂ ÍÑÕÑÓÑÌ, ÐÇÔÏÑÕÓâ
ÐÂ ÂÃÔÑÎáÕÐÞÌ ÆÇÕÇÓÏËÐËÊÏ, ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÕß ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ÓÇÛÇÐËâ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑ. ¯Â ÆÇÎÇ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ØÂÑÔ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ
ÔËÔÕÇÏÂØ Ô ÄÇÔßÏÂ ÐÇÃÑÎßÛËÏ ÚËÔÎÑÏ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ.
£ÑÊßÏÇÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÑÆÇÎß ­ÑÓÇÐÙÂ [62] Ô ÕÓÇÏâ ÔÕÇÒÇ-
ÐâÏË ÔÄÑÃÑÆÞ ì ËÏÇÐÐÑ Ä àÕÑÌ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ Ä
1963 Å. ­ÑÓÇÐÙÑÏ ÃÞÎ ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË ÑÕÍÓÞÕ
ÒÇÓÄÞÌ ÔÕÓÂÐÐÞÌ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓ ì Ä ÊÂÆÂÚÇ ËÊ ÑÃÎÂÔÕË
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË.

©ÆÇÔß ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ (4.1.1) Ë (4.1.16) ÆÎâ ÆÄÖØ ×ÖÐÍÙËÌ h�t; x� Ë q�t; x�
(ÔÎÖÚÂÌ Pr=0: S � h Ä (4.1.28)).

±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÒÓËÔÕÖÒËÕß Í ÂÐÂÎËÊÖ ÔÎÂÃÑ-ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË, ÏÞ ÄÐÂ-
ÚÂÎÇ ÓÂÊÎÑÉËÏ àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÅÎÂÆÍÑÅÑ
ÓÇÉËÏÂ ¯ÖÔÔÇÎßÕÂ (ÔÏ. (4.2.1) Ë (4.2.2)).

´. 168, å 3] ±²°¢­¦®¡ ´¦²®°¬¡±ª­­Á²¯°« ¯¦µ³´°«¹ª£°³´ª ¢¦¯¡²¡ë®¡²¡¯¤°¯ª 271



®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÚÎÇÐÑÄ ÕÓÇÕßÇÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ (ÒÑ d5 1 Ô ÑÛËÃÍÑÌ O�d2�) ËÔÍÑÏÞÇ ËÔØÑÆÐÞÇ
àÄÑÎáÙËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇáÕ ÄËÆ
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¥Îâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÒÑ x ÊÂÒËÔÞÄÂÇÏ

Z�t; x� �
X

Ap�t� cos�pkx� � Bp�t� sin�pkx� ; p5 1 ;

�4:4:3a�

j�t; x� �
X

Cp�t� cos�pkx� �Dp�t� sin�pkx� ; p5 1 :

�4:4:3b�

©ÂÕÇÏ, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ (4.4.3Â,Ã) Ä (4.4.1) Ë (4.4.2), ÏÞ ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. £ÄÑÆâ ÄÇÍÕÑÓ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ
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�
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�T
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ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÍÂÍ (ÆÎâ p5 1)

dXp�t�
dt

�L0Xp�t� � d
2

X�
L1Xm�t�

�
Xm�p�t��

� �L2Xm�t�
�
Xmÿp�t� ; m5 1 ; �4:4:5�

ÅÆÇ L0, L1 Ë L2 ì ÏÂÕÓËÙÞ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂÏË, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞÏË ËÊ ÙÇÎÞØ ÚËÔÇÎ p, m Ë k Ë
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ Re�, W� Ë M�. ÁÄÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ àÕËØ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ (ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËÌ p,m, k,Re�,W�,M�) ÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË Ä ÆËÔÔÇÓÕÂÙËË ©ÅÂÎÂ [63]. ¯ÂÒÑÏËÐÂÇÏ, ÚÕÑ

Aÿp � Ap ; Bÿp � ÿBp ; Cÿp � Cp ; Dÿp � ÿDp :

±ÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ÓÇÛÇÐËË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
(4.4.5), ÒÓÑÄÇÆÇÐÐÑÏ ¤ÑÆÕÔÑÏ Ë ©ÅÂÎÑÏ (ÔÏ. [63]), ÓâÆ
ÑÍÂÊÂÎÔâ ÍÑÐÇÚÐÞÏ Ô ÚËÔÎÑÏ ÚÎÇÐÑÄ N. ±ÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËË ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ k ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÃË×ÖÓÍÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, Ë ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË k ÚËÔÎÑ ÂÍÕËÄ-
ÐÞØ ÏÑÆ Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ (4.4.5) ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ.

¢Ë×ÖÓÍÂÙËË ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÂ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
(4.4.5) ÒÓÑËÔØÑÆâÕ ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË k. ¥Îâ ÑÚÇÐß ÏÂÎÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ d (� 0;025) ÏÞ ËÏÇÇÏ, ÒÑ ÔÖÕË,
ÍÄÂÊËÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÌ ÒÇÓÇØÑÆ Í ØÂÑÔÖ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ, ÍÂÍ
ÒÓÂÄËÎÑ, ÒÑÔÎÇ ÓÂÊÓÖÛÇÐËâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÕÑÓÑÄ ÔÕÑØÂ-
ÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ (ØÂÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ) ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÐÇ ÐÂÃÎáÆÂÎÑÔß.
¢ÑÎÇÇ ÕÑÚÐÑ, ØÂÑÔ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÔËÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ÕÓÇØÚÂÔÕÑÕÐÑÅÑ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÉËÏÂ.

ªÐÕÇÓÇÔÐÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
(4.4.5) Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÚËÔÎÂ ÂÍÕËÄÐÞØ ÏÑÆ (ÂÏÒÎËÕÖÆ) N
âÄÎâÇÕÔâ ÃÞÔÕÓÂâ ÔØÑÆËÏÑÔÕß ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍ Í ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂá. ±Ñ ÔÖÕË, ÓÂÊÎËÚËÇ Ä àÕËØ

ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂØ ÆÎâ N � 8 Ë N � 10
ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÏÇÕÐÑ!

£ ÆËÔÔÇÓÕÂÙËË ©ÅÂÎÂ [63] ÚËÕÂÕÇÎË ÏÑÅÖÕ ÐÂÌÕË
ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (4.4.5) ÆÎâ N � 10 (Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ
ËÏÇÇÏ 40 ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ) Ë ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ d. ¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ØÂÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (4.4.5) ©ÅÂÎ ÄÞÚËÔÎËÎ ÍÑÓÓÇÎâÙËá, ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎË ­âÒÖÐÑÄÂ, ÔÇÚÇÐËÇ ±ÖÂÐÍÂÓÇ Ë ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË. °Ð ÑÃÐÂÓÖÉËÎ ÕÂÍÉÇ ÔÕÓÂÐÐÞÇ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÞ ÆÓÖÅÑÅÑ
ÕËÒÂ Ë ËÊÖÚËÎ ÄÎËâÐËÇ ÆÇÔÕÂÃËÎËÊËÓÖáÜÇÅÑ à××ÇÍÕÂ
®ÂÓÂÐÅÑÐË. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ (4.4.5)
ÄÇÔßÏÂ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÂ Í ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ d, Ë, ÚÕÑ
ÖÆËÄËÕÇÎßÐÑ, ÍÑÅÆÂ àÕÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ, ÒÑÓâÆÑÍ
ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ØÂÑÔÂ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ! ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÂÍÉÇ
ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ à××ÇÍÕ ®ÂÓÂÐÅÑÐË (ÄÎËâÐËÇ ÚÎÇÐÑÄ, ÒÓÑ-
ÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞØ M�) ÖÔÍÑÓâÇÕ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÔÕÓÂÐÐÞØ ÂÕ-
ÕÓÂÍÕÑÓÑÄ.

±ÓÇÆÄÂÓËÕÇÎßÐÞÇ ÚËÔÎÑÄÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ (ÆÎâ M� � 0)
ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÍÓËÄÂâ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÂâ ËÊÏÇÐÇÐËÇ
ÍÑÓÓÇÎâÙËË Ô ÓÑÔÕÑÏ N, ÔÕÓÇÏËÕÔâ ÒÓË d � 0;025,
k � 0;25, Re� � 7;5, W� � 1 Ë M� � 0 ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË Í
ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ, ËÏÇáÜÇÌ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÅÆÇ-ÕÑ ÏÇÉÆÖ 3 Ë 4. ¹ÕÑ
ÍÂÔÂÇÕÔâ ÔÇÚÇÐËâ ±ÖÂÐÍÂÓÇ, ÆÎâ àÕËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ d, k, Re�,
W� Ë M� � 0 ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÖá
"ÑÃÎÂÚÐÖá ÊÑÐÖ" ÕÑÚÇÍ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ. ¿ÕÂ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß
âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ
ØÂÑÔÂ. ¥Îâ ÕÇØ ÉÇ ÔÂÏÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞ. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÎáÃÑÒÞÕÐÑ ÑÕÏÇ-
ÕËÕß, ÚÕÑ ÄÂÓËÂÙËË ÂÏÒÎËÕÖÆÞ (ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ t) Ë ÒÓÑ-
ÇÍÙËË ÆÄÖØ ÔÕÓÂÐÐÞØ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÑÄ ÐÂ ×ÂÊÑÄÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕß
(A1, B1) ÒÓË k � 0;24, ÐÑ ÒÓË ÆÄÖØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ
ÆÂÐÐÞØ (ÒÓË ÓÂÊÐÑÔÕË ÄÔÇÅÑ Ä 2%) ÄÇÔßÏÂ ÔËÎßÐÑ
ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ: ÒÓË t > 200 ÏÞ ÔÕÂÎÍËÄÂÇÏÔâ
Ô ÒÓÑâÄÎÇÐËÇÏ ÔËÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑ-
ÄËÌ, Ë ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ËÆÇÐÕËÚÐÞÇ ÒÑÕÑÍË (ÒÓË t < 200) Ä
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÔËÎßÐÑ ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÌ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË.

4.4.1. ¬ÑÐÍÖÓÇÐÙËâ ÏÇÉÆÖ ÔÖÃÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÏË Ë ÍÑÏÃËÐÂ-
ÙËÑÐÐÞÏË ÄÕÑÓËÚÐÞÏË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕâÏË. £ÕÑÓËÚÐÞÇ ÐÇÖ-
ÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÂÆÂáÜÇÌ ÒÎÇÐÍË, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÑÕÑÓÞØ
ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ ÒÓÇÄÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÖÇÆËÐÇÐÐÞÇ
ÄÑÎÐÞ, ÃÞÎË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ¹ÇÐÅÑÏ Ë ¹ÂÐÅÑÏ [64] Ä
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÎÂÃÑ-ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÒÑÆÑÃÐÑÌ (4.4.1), (4.4.2), ÐÑ Ô
M� � 0. ³ÑÅÎÂÔÐÑ [64], ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÎâ
ÆËÔÒÇÓÔËË ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÌ ËÐÇÓÙËÇÌ Ë
ÍÂÒËÎÎâÓÐÑÔÕßá, ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÔÖÃÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔ ÆÄÖØ ÄÑÎÐ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÑÔÇÆÐËÇ
ÅÓÇÃÐË ÔÎËÄÂáÕÔâ. ¿ÕÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ, ÍÑÅÆÂ ×ÖÐÆÂÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÄÑÎÐÞ ÏÇÐßÛÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
oc, ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÓÂÄÐÑÅÑ ÚÂÔÕÑÕÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÂ. ´ÂÍÑÌ ÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÔÖÃÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÌ ÏÇØÂÐËÊÏ
ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÕ ÙÇÎÞÌ ÒÂÍÇÕ ÄÕÑÓËÚÐÞØ ÄÑÎÐ, ÒÓË àÕÑÏ
ÔÎËâÐËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐÇÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ. ¯ËÊÍÂâ ÚÂÔÕß àÕÑÅÑ
ÒÂÍÇÕÂ ÄÕÑÓËÚÐÞØ ÄÑÎÐ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ
ÒÇÓÄËÚÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÔÎËÄÛËÇÔâ ÄÑÎÐÞ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâáÕÔâ ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ ÃÑÎÇÇ ÏÇÆÎÇÐÐÞÇ ÒÇÓÄËÚÐÞÇ
ÄÑÎÐÞ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ
ÄÞÛÇ oc ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÂâ ÍÑÏÃËÐÂÙËÑÐÐÂâ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÕÓÇØ ÄÑÎÐ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÑÕÑÓÑÌ
ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÆÄÇ ÄÕÑÓËÚÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÃÑÎÇÇ ÏÇÆÎÇÐÐÞÇ,
ÚÇÏ ÒÇÓÄËÚÐÞÇ. ¿ÕÂ ÍÑÏÃËÐÂÙËÑÐÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
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ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÏÑÆÖÎâÙËË ÆÎËÐÐÞØ ÄÑÎÐ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÅÓÇÃÐÇÌ ÔÎËÄÂÇÕÔâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ. °ÃÂ ÄÕÑÓËÚ-
ÐÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂ âÄÎâáÕÔâ ÄÂÉÐÞÏË ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞÏË
àÕÂÒÂÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐ-
ÐÑÅÑ ØÂÑÔÂ Ô ÖÇÆËÐÇÐÐÞÏË ÄÑÎÐÂÏË. £ ÑÃÊÑÓÐÑÌ ÔÕÂÕßÇ
¹ÂÐÅÂ Ë ¥ÇÏÇØËÐÂ [16] ÚËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÐÂÌÕË ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÔÎËâÐËâ, ÒÇÓÇØÑÆÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ë ÆËÐÂ-
ÏËÍË ÖÇÆËÐÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ (ÐÂÔÞÜÇÐËÇ, ÔÖÃÅÂÓÏÑÐËÚÐÂâ
ÄÕÑÓËÚÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ë ÔËÐØÓÑÐËÊÂÙËâ), Â ÕÂÍÉÇ
ÔÎËâÐËâ, ÒÇÓÇØÑÆÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ë ÆËÐÂÏËÍË ÒÂÆÂáÜËØ
ÒÎÇÐÑÍ.

®. ¹ÇÐÅ Ë ·.¹. ¹ÂÐÅ ÑÃÝâÔÐËÎË Ë ÑÒËÔÂÎË ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑÇ ÒÓÇÑÃÎÂÆÂÐËÇ ÔÖÃÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ Ë ÍÑÏÃËÐÂ-
ÙËÑÐÐÞØ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ, ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÐÞØ ­ËÖ Ë ¤ÑÎÖ-
ÃÑÏ. °ÃÂ ÄËÆÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ØÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÞÏ ÃË×ÖÓÍÂÙËâÏ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÃÇÅÖÜËØ ÄÑÎÐ ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÂÆÂáÜËØ ÒÎÇÐÑÍ. £ [64] ÂÄÕÑÓÞ ÑØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÊÑÄÂÎË àÕÖ ÃË×ÖÓÍÂÙËá ÍÂÍ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÖá ÒÑ ÄÓÇ-
ÏÇÐË àÄÑÎáÙËá Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ËÏÇáÜÖá ÒÓâÏÑÇ
ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÖ Ô ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏ ÄÑÊÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ ­ËÖ Ë ¤ÑÎÖÃÂ. ³ÖÃÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÏÐÑÉËÕÇÎá ¶ÎÖÍÇ, ÓÂÄÐÑÏÖ 1, Â
ÍÑÏÃËÐÂÙËÑÐÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ì ÿ1. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÑÐË ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÖÆÄÑÇÐËá ÒÇÓËÑÆÂ Ë ÍÄÂÊËÒÇÓËÑÆËÚÇ-
ÔÍËÏ ÒÇÓÇØÑÆÂÏ Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ. °ÐË ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÕ ÕÂÍÉÇ ÒÑÎÖÑÔÕÓÑÄÖ ¡ÓÐÑÎßÆÂ ÄÆÂÎË ÑÕ ÎËÐÇÌÐÞØ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ, ÍÑÅÆÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ
ËÔÒÞÕÞÄÂÇÕ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇ ËÊÄÐÇ. °ÆÐÂÍÑ,
ÒÑ ÏÐÇÐËá ÂÄÕÑÓÑÄ [64], àÕÖ ÂÐÂÎÑÅËá ÐÇÎßÊâ ÒÓËÏÇÐËÕß
Í ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÃË×ÖÓÍÂÙËË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐÂ ÐËÚÇÏ ÐÇ ÐÂÒÑÏË-
ÐÂÇÕ ÍÂÔÍÂÆ ¶ÂÌÅÇÐÃÂÖÏÂ, ÍÄÂÊËÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÌ ÒÇÓÇØÑÆ Í
ØÂÑÔÖ ËÎË ÔËÐØÓÑÐËÊÂÙËá ÕËÒÂ ÎÇÔÇÐÍË ¥ÇÄËÎÂ. ¯Â
ÓËÔÖÐÍÇ 1 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÄÇÕÄß ÓÇÛÇÐËâ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ºÍÂÆÑÄÂ (4.1.1), (4.1.11) Ô ÑÆÐÑÅÑÓÃÑÌ ÖÇÆËÐÇÐÐÑÌ
ÄÑÎÐÑÌ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1 ÒÂÓÂÏÇÕÓ d ì àÕÑ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ
ÚËÔÎÑ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ (ÔÏ. [15, Ô. 109]).

5. µÏÇÓÇÐÐÞÇ ÚËÔÎÂ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ,
ÓÇÉËÏ ±ÖÂÊÇÌÎâ: Re=O(1)

5.1. µÓÂÄÐÇÐËâ ¬³
¬ÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÔØÑÆËÕß ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3.4.1) Ë
ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (3.4.2). ±ÓË Re � O�1� ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ,
ÚÕÑ eìÑÔÐÑÄÐÑÌÏÂÎÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3.4.1) Ë

ÖÔÎÑÄËÌ (3.4.2) Ä ÒÑÎÐÑÌ ËÔØÑÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË U� ÏÞ ÄÞÃËÓÂÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕß
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ

U� � g
h2

n0
;

Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

Re

Fr2
� 1 :

±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÚËÔÎÑ £ÇÃÇÓÂ We ÄÇÎËÍÑ, ÏÞ ÄÄÑÆËÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÒÑÆÑÃËâ £ÇÃÇÓÂ

W� � e2 We � O�1� :
£ ÑÕÐÑÛÇÐËË ÚËÔÇÎ ±ÓÂÐÆÕÎâ, ®ÂÓÂÐÅÑÐË Ë ¢ËÑÕÂ ÏÞ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ

Pr � O�1� ; Ma � O�1� ; Bi � O�1� :
¢ÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ (3.4.1) Ô ÖÚÇÕÑÏ (3.4.2) Ë

ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÆÎâ Re, Fr2, We, Pr, Ma Ë Bi Ä ÄËÆÇ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÅÑ ¢ÇÐÐË [66], Â ËÏÇÐÐÑ:

U � �u;w; p; y�T � U0 � eU1 �O�e2� ; e! 0 ; �5:1:1�

ÐÑ ÒÑÍÂ ÏÞ ÐÇ ÓÂÔÍÎÂÆÞÄÂÇÏ Ä ÓâÆ ÕÑÎÜËÐÖ ÒÎÇÐÍË
h�t; x�. ²ÇÛÇÐËÇ U0 ÐÂØÑÆËÏ ËÊ

u0 � ÿz
�
1

2
zÿ h

�
; w0 � ÿ 1

2

qh
qx

z2 ; p0 � pa ÿW�
q2h
qx2

;

�5:1:2a�

y0 � 1ÿ �1� Bi� z

1� Bi h
: �5:1:2b�

ªÊ (4.1.1) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÕÂÍÉÇ

qh
qt
� h2

qh
qx
� O�e� : �5:1:3�

´ÇÒÇÓß, ÄÞÒËÔÞÄÂâ ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ë ÅÓÂÐËÚÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ ÆÎâU1 Ë ÑÒâÕß ÐÇ ÓÂÊÎÂÅÂâ h�t; x� Ä ÓâÆ, ÏÞ ÎÇÅÍÑ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ u1 ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË z.
ªÔÒÑÎßÊÖâ u0 Ë u1, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÞÚËÔÎËÕß q0 Ë q1 Ä
ÓÂÊÎÑÉÇÐËË

q�t; x� �
�h�t;x�
0

u�t; x; z� dz � q0 � eq1 �O�e2� : �5:1:4�

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ q0 � �1=3�h3, àÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÏÞ ÖÚÎË Ä
ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (5.1.3), Â ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ q1 ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÌ ÄËÆ:

q1�t; x��1

3
ReW�h3

q3h
qx3
� 1

2
Ma�1� Bi�h2 qh=qx

1=�1� Bi h�2�

� 2

15
Re h6

qh
qx

: �5:1:5�

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.1.1) ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÆÎâ ÕÑÎÜËÐÞ ÒÎÇÐÍË h�t; x�, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÆÎâ ÚÎÇÐÂ O�e� Ä
(5.1.3):

qh
qt
� h2

qh
qx
� e

q
qx

�
1

3
ReW�h3

q3h
qx3
� 2

15
Re h6

qh
qx
�

� 1

2
Ma�1� Bi�h2 qh=qx

1=�1� Bi h�2
�
� 0 : �5:1:6�

0 60453015

0,056

0,068

0,032

x

d

0,020
0,024
0,028

0,060
0,064

0,072
0,076
0,080

0,044
0,048
0,052

0,036
0,040

²ËÔ. 1. £ÇÕÄß ÓÇÛÇÐËâ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÍÂÆÑÄÂ Ô ÑÆÐÑ-
ÅÑÓÃÑÌ ÖÇÆËÐÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ.
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¥ÂÐÐÑÇ àÄÑÎáÙËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕËÒÂ ¢ÇÐÐË (5.1.6)
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÏÂÎÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ e. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ
×ÖÐÍÙËâ h�t; x� ÐÇ ÃÞÎÂ ÓÂÊÎÑÉÇÐÂ Ä ÓâÆ, ÍÂÍ àÕÑ
ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÃÞ ÔÆÇÎÂÕß Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐ-
ÐÑÅÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ e. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ
ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÓÂÊÎÑÉËÕß h�t; x� Ä ÓâÆ ÐÇÔÍÑÎßÍËÏË ÔÒÑÔÑ-
ÃÂÏË. ©ÆÇÔß ÉÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ âÄÎÇÐËÇ,
ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ÖÓÂÏÑÕÑ ë³ËÄÂ-
ÛËÐÔÍÑÅÑ (¬³). ¥Îâ àÕÑÅÑ ÏÞ ÒÑÎÂÅÂÇÏ Ä (5.1.6), ÚÕÑ

t � et ; x � xÿ t ; h�t; x� � 1� eZ�t; x� � . . . ; e � d :

�5:1:7�

´ÂÍ ÍÂÍ qh=qt � ÿe qh=qx� e2qZ=qt Ë qh=qx � eqZ=qx, ÕÑ
ÖÔÕÓÇÏÎââ e! 0 Ä ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË
(5.1.6), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³:

qZ
qt
� 2Z

qZ
qx
� a

q2Z

qx2
� g

q4Z

qx4
� 0 ; �5:1:8�

ÅÆÇ

a � 2

15
Re� 1

2

Ma

1� Bi
; g � 1

3
ReW� : �5:1:9�

µÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³ (5.1.8) ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÑ
ÒÓË e � d! 0, ÒÓËÚÇÏ àÕÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ O�e�. ­áÃÑÒÞÕÐÑ ÑÕÏÇ-
ÕËÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕËÒÂ ¢ÇÐÐË (5.1.6) ÕÂÍÉÇ ÄÞÄÑÆËÕÔâ
ËÊ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ "ÕËÒÂ ºÍÂÆÑÄÂ" (4.1.1),
(4.1.16) ÒÓË Re� ! 0 Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ K� Ë M�

ÑÔÕÂáÕÔâ ÒÑÓâÆÍÂ O�1� Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ. £ àÕÑÏ ÒÑÔÎÇÆ-
ÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ ÄÐÑÄß Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬³,
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÏÖ (5.1.8), ÐÑ (ÔÏ. (5.1.9)) ÒÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ a ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ë ÄÏÇÔÕÑ Ma
ÏÞ ËÏÇÇÏ M�. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÍÑà××ËÙËÇÐÕÇ g ÄÏÇÔÕÑ
ReW� ËÏÇÇÏ 1=K�.

5.1.1. ¡ÐÂÎËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬³. ¯ÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³ (5.1.8) ËÏÇÇÕ
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÇÔÎË
Z�t; x� � exp�ot� ikx�, ÕÑ ÆÎâ o ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ:

oÿ ak2 � gk4 � 0 : �5:1:10�

¬ÓËÄÂâ o � 0 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÖá ÍÓËÄÖá
(ÎËÐÇÌÐÑÌ) ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË (ÒÓË àÕÑÏ ×ÂÊÑ-
ÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß o=k � c � 0, ÅÆÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ k ÒÑÎÂ-
ÅÂÇÕÔâ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏ), Ë ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ k� ÕÂÍÑÇ, ÚÕÑ

k�2 � a
g
� 1

W�

�
2

5
� 3

2

Ma

Re�1� Bi�
�
: �5:1:11�

´ÇÒÇÓß, ÄÄÑÆâ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ 2Z�t; x� � A�t; x�, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÄÏÇÔÕÑ (5.1.8) ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³:

qA
qt
� A

qA
qx
� a

q2A

qx2
� g

q4A

qx4
� 0 : �5:1:12�

±ÓË a � 0 Ë g � 0 ÏÞ ËÏÇÇÏ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(ÔÏ. £ËÕÂÏ [67])

qA
qt
� A

qA
qx
� 0 ;

Ë ÄÆÑÎß ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
qx=qt � A�t; x�, ÓÇÛÇÐËÇ A�t; x�t�� ÒÑÔÕÑâÐÐÑ.

±ÓË g � 0 (W� � 0) ÚÎÇÐ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇÐËâ
ËÔÚÇÊÂÇÕ Ë (5.1.12) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá¢áÓÅÇÓÂ. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¬ÑÖÎÂ ë·ÑÒ×Â (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÔÕÂÕßá ·ÑÒ×Â [68]) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÄÇÔÕË ÇÅÑ ÊÂÕÇÏ Í ÕÇÒ-
ÎÑÄÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá. £ÄËÆÖ ÕÑÅÑ ÚÕÑ a > 0, ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÇ ¬ÑÖÎÂ ë·ÑÒ×Â ÆÂÇÕ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÕÇÒÎÑÄÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, Ë ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÐÇÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐÐÑ. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÄÍÎáÚÂÇÏ ÚÎÇÐÞ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÊÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÇ ÐÂÕâÉÇÐËÇ, Ë ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(5.1.12) ÒÓË a > 0 Ë g > 0.

±ÑÎÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³ (5.1.12) ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÓÇÛÇÐËÇ Ä
ÄËÆÇ ÐÇÓÇÅÖÎâÓÐÞØ ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜËØ ÍÄÂÊËÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ
ÄÑÎÐ. ®ÑÆÇÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÏÇØÂÐËÊÏ
ÐÂÔÞÜÇÐËâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ àÐÇÓÅËâ ÐÇÖ-
ÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÆÎËÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÒÇÓÇÆÂÇÕÔâ ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑ-
ÄÞÏ ÏÑÆÂÏ, ÒÓËÚÇÏ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÊÂÕÖØÂáÕ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇÐËâ.

£ ÒÑÎÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË ¬³ (5.1.12) ÚÎÇÐÞ
qA=qt� A qA=qx ÑÃÖÔÎÑÄÎËÄÂáÕ ÐÂÓÂÔÕÂÐËÇ ÍÓÖÕËÊÐÞ
×ÓÑÐÕÂ, Â ÊÂÕÇÏ Ë ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂÐËÇ ÄÑÎÐÞ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË
ÔÕÂÃËÎËÊËÓÖáÜËØ ÚÎÇÐÑÄ. ¹ÎÇÐ a q2A=qx2 ÆÇÔÕÂÃËÎËÊË-
ÓÖÇÕ Ä ÒÇÓÄÖá ÑÚÇÓÇÆß ÏÑÆÞ Ô ÃÑÎÇÇ ÍÑÓÑÕÍËÏË ÆÎËÐÂÏË
ÄÑÎÐ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÖÔÖÅÖÃÎâÇÕ ÍÓÖÕËÊÐÖ ÄÑÎÐÞ (ÕÂÍ ÍÂÍ ÚËÔÎÂ
M� Ë Bi ÑÃÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞ, ÒÓË ÏÂÎÞØ Bi à××ÇÍÕ
®ÂÓÂÐÅÑÐË ÖÔÖÅÖÃÎâÇÕ àÕÖ ÆÇÔÕÂÃËÎËÊÂÙËá). ¯ÂÍÑÐÇÙ,
ÚÎÇÐ gq4A=qx4 ÐÇÑÃØÑÆËÏ ÆÎâ ÐÂÔÞÜÇÐËâ [53, Ô. 333].
¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ ¬³ Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÐÇ ÒÑÎÖÚÇÐÑ, Â
ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ Ë ÚËÔÎÇÐÐÞÇ
ÓÇÛÇÐËâ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ·ÖÒÇÓÑÏ Ë ¤ÓËÏÛÑÖ [69].

­ËÐÇÌÐÑÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (5.1.10) ÒÑÍÂ-
ÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÍÑÓÑÕÍËÇ ÄÑÎÐÞ ÖÔÕÑÌÚËÄÞ, Â ÆÎËÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ. ¬ÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ k� � �������

a=g
p

ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÏÂÎÑ, ÚÕÑÃÞ ÂÐÂÎËÊ ÆÎËÐÐÞØ ÄÑÎÐ ËÏÇÎ
ÔÏÞÔÎ. ®ÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÑÔÕÂ �a2=4g� ÐÂÃÎáÆÂ-
ÇÕÔâ ÒÓË k�=

���
2
p

. ¬ÂÍ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÄËÆÇÕß, ÐÂÎËÚËÇ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÑÅÑ ÚÎÇÐÂ Ä (5.1.12) ÃÖÆÇÕ ÔÒÑÔÑÃÔÕÄÑÄÂÕß ÑÃÏÇÐÖ
àÐÇÓÅËÇÌ ÏÇÉÆÖ ÄÑÎÐÑÌ Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ k Ë ÇÇ
ÅÂÓÏÑÐËÍÂÏË Ô ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÐÂÔÞÜÇÐËÇÏ Ä ÄËÆÇ ÍÑÐÇÚ-
ÐÑÅÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ. ¬ÑÐÇÚÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÎËÃÑ ØÂÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ
5.2), ÎËÃÑ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÄÔÇÅÑ Ô ÐÇÔÍÑÎßÍËÏË ÅÂÓÏÑÐËÍÂÏË.

¿ÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ [53, Ô. 334], ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÇ (5.1.12), ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÒÑÔÎÇ ÖÏÐÑÉÇÐËâ (5.1.12) ÐÂ A Ë
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÚÂÔÕâÏ Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ A ì
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ 2L:

1

2

q
qt

�2L
0

A2 dx �
�2L
0

�
a
�
qA
qx

�2

ÿ g
�
qA2

qx2

�2�
dx : �5:1:13�

±ÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß (5.1.13) ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏËÐËÏÖÏÂ ÒÓË
p=L > k�, ÒÓËÚÇÏ àÕÑÕ ÏËÐËÏÖÏ ÑÕÓËÙÂÕÇÎÇÐ, Ë, ÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.1.12) ÅÎÑÃÂÎßÐÑ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑ, ÍÑÅÆÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÕÂÍÑÄÑ, ÚÕÑ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÇ ÚËÔÎÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÍÓËÕÇÓËá ÎËÐÇÌÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÒÓË ÄÐÇÔÇÐËË ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËâ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, sin�kx�) Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÃÑÎßÛÇ,
ÚÇÏ k�, ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÚÎÇÐ Ä (5.1.12) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá
ÔÕÂÓÛËØ ÅÂÓÏÑÐËÍ, ÐÑ ÐÇ ÄÑÎÐ Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÏÇÐÇÇ
k, ÕÂÍ ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÖÔÕÑÌÚËÄÑ. ¦ÔÎË ÄÞ ØÑÕËÕÇ,
ÚÕÑÃÞ ÒÑâÄËÎÂÔß ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ ËÊ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÕÑ ÄÞ ÆÑÎÉÐÞ ÊÂÆÂÕß ÐÂÚÂÎßÐÑÇ
ÖÔÎÑÄËÇ Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ, ÏÇÐßÛËÏ k�.
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³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÕÑÎßÍÑ
ÔÎÖÚÂÌ k < k�. ±ÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÊÂÒËÔÂÕß A Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ¶ÖÓßÇ:

A �
X�1
ÿ1

An�t� exp�inkx� ; Aÿn � A�n ; �5:1:14�

ÅÆÇ A�n ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ-ÔÑÒÓâÉÇÐÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ÆÎâ An. ´ÂÍ
ÍÂÍ A0 � const, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÑÎÑÉËÕß A0 � 0, Â ÒÑÆÔÕÂ-
ÐÑÄÍÂ (5.1.14) Ä (5.1.12) ÆÂÇÕ

qAn

qt
ÿ snAn � inkBn � 0 ; �5:1:15�

ÅÆÇ

Bn �
X1
r�1

A�rAr�n � 1

2

Xnÿ1
r�1

ArAnÿr ; sn � a�nk�2 ÿ g�nk�4 :

�5:1:16�
£ÂÉÐÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (5.1.15)

âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ k ÕÑÎßÍÑ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ
ÏÑÆ ¶ÖÓßÇ, ÔÍÂÉÇÏ A1;A2; . . . ;An, âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÞÏ (sn > 0), ÒÓËÚÇÏ ÄÔÇ ÔÕÂÓÛËÇ ÏÑÆÞ ÖÔÕÑÌÚËÄÞ.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ n-â ÏÑÆÂ ËÏÇÇÕ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ
ÚËÔÎÑ, Â ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÑÔÕÂ k�=n, ÐÇ ÊÂÄËÔâ-
ÜÂâ ÑÕ �a2=4g�, ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÒÓË k�=�n ���

2
p �. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ,

ÚÕÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÏÑÆÞ ÃÖÆÖÕ ÔÕÂÃËÎËÊËÓÑÄÂÕßÔâ ÊÂ ÔÚÇÕ
ÒÇÓÇÆÂÚË àÐÇÓÅËË ÔÕÂÓÛËÏ ÅÂÓÏÑÐËÍÂÏ. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÌ
ÔÎÖÚÂÌ, ÒÑÆÆÂáÜËÌÔâ ÂÐÂÎËÊÖ, ì àÕÑ ÍÑÅÆÂ
k�=2 < k < k�. ´ÑÎßÍÑ ÏÑÆÂ n � 1 ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÂ, Ë ÐËÉÇ
ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ n � 1 Ë n � 2. ±ÓËÃÎËÉÇÐÐÂâ ÄÇÓÔËâ
(5.1.15) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

qA1

qt
ÿ s1A1 � ikA2A

�
1 � 0 ;

qA2

qt
ÿ s2A2 � iK�A1�2 � 0 :

�5:1:17�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ A1 ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÂ (s1 > 0), Â A2 �s2 < 0�
ÖÔÕÑÌÚËÄÂ; s1jA1j2 � s2jA2j2 � 0 ÄÞÓÂÉÂÇÕ ÕÓÇÃÖÇÏÞÌ
ÃÂÎÂÐÔ àÐÇÓÅËË, âÄÎââÔß ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÌ ÄÇÓÔËÇÌ:

q
qt

�X
jAnj2

�
� 2

X
snjAnj2 ; gde n � 1; 2; 3; . . . ;

ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ (5.1.13) Ë (5.1.14). µÓÂÄÐÇÐËÇ (5.1.17) ËÏÇÇÕ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ

jA1j �
�
ÿ 1

k2
s1s2

�1=2

; A2 � ik

s2
A2

1 : �5:1:18�

©ÆÇÔß A1 ÓÂÔÕÇÕ, Â A2 ÔÕÂÃËÎËÊËÓÖÇÕ. °ÆÐÂÍÑ Ô ÖÏÇÐßÛÇ-
ÐËÇÏ k ÅËÒÑÕÇÊÂ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ àÕË ÆÄÇ ÏÑÆÞ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞ ÆÎâ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ, ÄÞÅÎâÆËÕ ÄÇÔßÏÂ ÒÑÆÑÊÓËÕÇÎßÐÑÌ! £
ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË k ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
(5.1.15) Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÏ ÄËÆÇ (5.1.18) ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÄÐÂÚÂÎÇ
ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÐÂÎËÚËâ ÏÂÎÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÞ A3, Ë
ÊÂÕÇÏ, ÍÑÅÆÂ k�=3 < k < k�=2 (Õ.Ç. s2 > 0, ÐÑ s3 < 0), ÑÐÑ
ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ ÆÓÖÅËÏ "ÆÄÖØÏÑÆÑÄÞÏ ÓÂÄÐÑÄÇÔËÇÏ", ÒÓË
ÍÑÕÑÓÑÏ ÆÑÏËÐËÓÖáÜËÏË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË âÄÎâáÕÔâ A2

Ë A4. ¥ÂÎßÐÇÌÛÇÇ ÖÏÇÐßÛÇÐËÇ k ÄÇÆÇÕ Í ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑÌ ÔÏÇÐÇ "ÆÄÖØÏÑÆÑÄÞØ ÓÂÄÐÑÄÇÔËÌ" Ë "ÑÕÓÂÉÇÐÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ". ¦ÔÎË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ A2 Ä
(5.1.18) ÒÑÆÔÕÂÄËÕß Ä ÒÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä (5.1.17), ÕÑ ÏÞ
ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ­³ ÆÎâ A1:

qA1

qt
� s1A1 � k2

s2
jA1j2A1 ; �5:1:19�

ÐÑ ÑÐÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË k, ÃÎËÊÍËØ Í k�. ¦ÔÎË Ä
(5.1.19) ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ A1 � jA1j exp�if�, ÕÑ ÒÓË
f � const Ë ÆÎâ jA1j ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ­ÂÐÆÂÖ

qjA1j
qt
� s1jA1j � ljA1j3 ; �5:1:20�

ÅÆÇ l � �k2=s2� < 0, ÕÂÍ ÍÂÍ s2 < 0. ²ÇÛÇÐËÇ (5.1.20) ÆÂÇÕ

jA1j � A�1 exp�s1t� ; t! ÿ1 ;

ÅÆÇ A�1 ì ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓË t � 0 Ë s1 > 0, ÒÓËÚÇÏ
ÑÐÑ ÊÂÕÖØÂÇÕ, ÍÂÍ Ä ÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË. °ÆÐÂÍÑ
jA1j2 ! jA1j2e � ÿ�2s1=l� ÒÓË t! �1 ÆÎâ ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
A�1. ¥ÂÐÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÐÑÔËÕ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÔÖÒÇÓÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. ¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÄÄÇÔÕË ÏÂÎÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ K, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ÍÂÍ

K2m � k2
�
a

b
ÿ k2

�
> 0 ; �5:1:21�

Ë ÏÇÆÎÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÄÓÇÏÇÐË T � K2t, ÕÑÅÆÂ ÆÎâ
ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜÇÌÔâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ H�T�, ÕÂÍÑÌ, ÚÕÑ jA1j � KH, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊ
(5.1.20) ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ­ÂÐÆÂÖ ÆÎâH�T�:

qH
qT
� bmHÿ lH 3 ; �5:1:22�

ÅÆÇ (ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ) ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ­ÂÐÆÂÖ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

l � 1

16b

�
k2 ÿ a

4b

�
> 0 :

5.2. ªÇÓÂÓØËâ ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ Ë ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÑÄ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬³

5.2.1. ²ÇÛÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. £ÄÑÆâ ÐÑÄÖá
×ÖÐÍÙËá H�x; t� Ë ÐÑÄÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ t Ë x Ô ÒÑÏÑÜßá
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ

Z � 2a
�
a
g

�1=2

H ; t � g
a2

t ; x � g
a
x ;

ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³ (5.1.8) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÃÑÎÇÇ ÍÑÏ-
ÒÂÍÕÐÑÏ ÄËÆÇ. ¥Îâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ H�x; t� ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³:

qH
qt
� 4H

qH
qx
� q2H

qx2
� q4H

qx4
� 0 : �5:2:1�

©ÂÒËÔÞÄÂâ (5.2.1) Ä ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÔÑ
ÔÍÑÓÑÔÕßá n (ÔÍÑÓÑÔÕß ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ) Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÇÅÑ
ÑÆËÐ ÓÂÊ, ÆÎâH��x� ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

q3H

qx3
� qH�

qx
ÿ nH� � 2H 2 � Q ; �5:2:2�

ÅÆÇ Q � h2H �2i ì ÒÑÕÑÍ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ Ä ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ
ÔËÔÕÇÏÇ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ Ô ÒÓËÄÎÇÚÇÐËÇÏ ÖÔÎÑÄËâ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ

hH�i � 0 ; �5:2:3�
ÔËÏÄÑÎ h i ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÆÎËÐÇ ÄÑÎÐÞ ÒÑ
ÓÂÔÕâÐÖÕÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ x.

¦ÔÎË, ÑÆÐÂÍÑ, ÏÞ ÐÂÎÂÅÂÇÏ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÂ
ÒÑÕÑÍÂ (Q � 0), ÕÑ (5.2.2) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ:
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q3H 0

qx3
� qH 0

qx
ÿ nH 0 � 2H

02 � 0 ; �5:2:4�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÔÎÑÄËÇ (5.2.3) ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ Ë
ÐÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ, Õ.Ç. hH 0i 6� 0.

µÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÄÔÇÅÑ ÑÆÐÑ,
ÒÓËÚÇÏ ÑÐÑ ËÏÇÇÕ ÐÂ ÑÆËÐ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÏÇÐßÛÇ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÉÇ
ÖÔÎÑÄËâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÇÛËÕß ÆÄÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.2.2) Ë (5.2.3) Ô ÆÄÖÏâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË Q Ë n
(ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÔÄÑÌÔÕÄ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔÏ. Ä
[70]). ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2, ÄÊâÕÑÏ ËÊ [70, Ô. 446], ÏÞ ÒÓËÄÑÆËÏ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÄÇÕÄÇÌ ÓÇÛÇÐËâ ÔÑ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ, ÑÒËÔÂÐÐÑÌ Ä [52] (ÚÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ àÕÑÌ
ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÔÕÂÕßË, ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 5.2.2). ³ÇÏÇÌÔÕÄ ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÞØ ÄÑÎÐ ËÏÇÇÕÔâ ÙÇÎÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ. £ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËË (5.2.2) ÊÇÓÍÂÎßÐÑÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÓËÔ. 2 ÆÂÇÕ ÓÇÛÇÐËâ
ÒÓË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÏ n. °ÆÐÂÍÑ ÕÑÎßÍÑ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄ
ÄÑÎÐ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÒÑÅÓÂÐËÚ-
ÐÑÅÑ ÔÎÑâ (ÕËÒÂ ºÍÂÆÑÄÂ).

°ÔÐÑÄÐÂâ ÄÇÕÄß S ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÓÇÛÇÐËÇ (5.2.2)
Ä ÄËÆÇ ÔÕÑâÚÇÌ ÄÑÎÐÞ Ô n � 0. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ k ì àÕÑ
ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ Ä ËÔØÑÆÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x, Â ÐÇ Ä
ÐÑÓÏÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ s. ±ÓË k � 0;49775 ÄÇÕÄß S
ÓÇÛÇÐËâ (5.2.2) ÔÎËÄÂÇÕÔâ ÔÑ ÄÕÑÓÑÌ ÄÇÕÄßá S �2�, ÑÕÄÇÕ-
ÄÎâáÜÇÌÔâ ÑÕ k � 1=2. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÄÇÕÄË S �n� ÑÕÄÇÕ-
ÄÎâáÕÔâ ÑÕ k � 1=n Ë ÑÐË ËÆÇÐÕËÚÐÞ S ÊÂ ÕÇÏ ÎËÛß
ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ, ÚÕÑ ËØ ÚËÔÎÑ ÓÂÄÐÑ n ÆÎâ ÑÆÐÑÌ ÆÎËÐÞ
ÄÑÎÐÞ. ¥Îâ k < 0;50 ÑÆÐÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÄÑÎÐ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ
ÄÇÕÄÇÌ Sn (ÔÏ. ÓËÔ. 3), ÑÕØÑÆâÜËØ ÑÕ ÄÇÕÄÇÌ S �n�. ¬ÂÍ
ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 3, Ä ÕÑÚÍÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ÐÂ S �n� ÄÑÎÐÞ ÐÂ Sn

ËÏÇáÕ ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÔËÐÖÔÑËÆÂÎßÐÖá ×ÑÓÏÖ, ÐÑ ÒÑÔÎÇ-
ÆÖáÜËÇ ËÏÇáÕ ÄÇÔßÏÂ ÃÑÅÂÕÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ Ô ÏÐÑÅÑÚËÔ-

ÎÇÐÐÞÏË ÅÂÓÏÑÐËÍÂÏË ¶ÖÓßÇ. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ËÊ ÐËØ (S2, S3,
S4 Ë Õ.Æ.) ÒÓÑÔÕËÓÂáÕÔâ ÆÑ k � 0 Ë ÑÍÂÐÚËÄÂáÕÔâ Ä ÄËÆÇ
ÖÇÆËÐÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÄÇÕÄÇÌ S �n� ÑÐË ÐÇ ÒÑØÑÉË
ÆÓÖÅ ÐÂ ÆÓÖÅÂ. £ÕÑÓÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÄÑÎÐ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÄÇÕÄÇÌ
Cn Ë C 0n ÐÂ ÓËÔ. 2, Ë Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÇÏÇÌÔÕÄ S �n� Ë Sn àÕÑ
ÓÇÛÇÐËÇ (5.2.2) Ä ÄËÆÇ ÃÇÅÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ Ô ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá, ÃÑÎßÛÇÌ 3. ¿ÕË ÃÇÅÖÜËÇ ÄÑÎÐÞ ËÏÇáÕ ÖÐËÍÂÎß-
ÐÖá ×ÑÓÏÖ ÖÇÆËÐÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [71]).

£ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇ ÓÇÉËÏÂ ÖÇÆËÐÇÐÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ ÄÑÎÐÂ ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÕÓÇØÏÇÓÐÞÇ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ
ÄÑÎÐ ÎËÃÑ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ, ÎËÃÑ ÑÐË ËÏÇáÕ ÔÎËÛÍÑÏ
ÍÑÓÑÕÍËÌ ÔÓÑÍ ÉËÊÐË. ¿ÕÑÕ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ Í
"ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË" ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ËÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ.

5.2.2. ²ÇÛÇÐËâ Ô ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏË ÄÑÎÐÂÏË. £ àÕÑÏ
ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ
ÓÇÛÇÐËâ Ë ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬³ Ä ÄËÆÇ (5.2.1) Ä
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ �x; t� 2 R1xR� Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑ-
ÄËÇÏ

H�x; 0� � H��x� ; x 2 R1 ; �5:2:5�
Ë ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË

H�x; t� � H

�
x� 2p

k
; t

�
; �5:2:6�

ÅÆÇ k ì ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ. ¯ËÉÇ ÏÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÏ ÚËÔÎÑ-
ÄÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ¥ÇÏÇØËÐÂ, ´ÑÍÂÓÇÄÂ Ë ºÍÂÆÑÄÂ [52].
±ÑÆÓÑÃÐÞÌ ÑÃÊÑÓ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬³ (ÆÑ
1986 Å.) ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÔÕÂÕßÇ [72]. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÑÚÇÄËÆÐÑ,
ÚÕÑ ÆÎâ ÎáÃÞØ �x; t� ÓÇÛÇÐËâ H�x; t� ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.2.1)
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ

1 2 3 4 5 6
1=k

7

1,8

1,4

1,0

0,6

0,2

1,2

n

n

1,0

0,8

0,6

0,4

S

S1

S4

S1A S1B

S1C S1D

S2

S3

S6

S5

S�2�

S�3�

C1 � C11

C12

C11

C13;C
0
13

C012

C2

C3

C02
C03

C14

C01 � C014

²ËÔ. 2. £ÇÕÄË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬³ (5.2.2).

1,00

0,65 S

0,55

0,50

0,50

S2

0,25

0,26

0,26

0,28

0,28

0,25

0,22

0,22

0,14

S3

0,28

0,27

0,25

0,15

S4

0,20

0,20

0,22

0,19

0,16

0,14

0,12

S5

0,12

0,12

0,12

0,15

0,15

0,15

0,17

S1

0,43

0,25

0,25

0,25

0,25

0,25

0,20

0,20

0,21

0,17

0,17

0,17

0,16

0,15

0,14

0,38

0,34

0,33

0,34

0,34

0,34

0,27

0,25

²ËÔ. 3. £ÑÎÐÑÄÞÇ ÒÓÑ×ËÎË H��x� ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬³ (5.2.2) Ë ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (H�, dH�=dx, d2H�= dx2).
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H�x; t� ! H�x� x� ; t� t�� ; H�x; t� ! ÿH�ÿx; t� ;
�5:2:7a�

H�x; t� ! H�xÿ ct� � 1

4
c : �5:2:7b�

´ÂÍ ÍÂÍ H � const âÄÎâÇÕÔâ ÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ
ÊÂÆÂÚË (5.2.1), (5.2.5), (5.2.6), ÖÚËÕÞÄÂâ (5.2.7Ã), ÏÞ
ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ H � 0 ÇÔÕß ÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ
ÊÂÆÂÚË. ­ËÐÇÌÐÑÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ
ÄËÆ c � ik�1ÿ k2� � ci, cr � 0, ÅÆÇ c � cr � ici ë ×ÂÊÑÄÂâ
ÔÍÑÓÑÔÕß. ±ÓË k > 1 ÓÇÛÇÐËÇ H � 0 ÖÔÕÑÌÚËÄÑ, Â ÒÓË
k < 1 ì ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ. ±ÓË k � 1 ÏÞ ËÏÇÇÏ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÖá
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß. ±ÓË k � kmax � �1=2�

���
2
p

ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÂÓÂ-
ÔÕÂÐËâ �k ci� ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ �kci�max � 1=4.

¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÄËÆÇ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ

H�x; t� �
X1
n�1

�
An�t� cos�knx� � Bn�t� sin�knx�

�
: �5:2:8�

³ ÒÑÏÑÜßá ÒÓÑÔÕÑÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËË
kx! x Ë kt! t Ë ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË (5.2.8) Ä (5.2.1) ÏÞ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ
ÂÏÒÎËÕÖÆ An�t� Ë Bn�t�:

dAn�t�
dt

� k
n
gnAn�t� ÿ

X1
m�1

Am�t�
�
Bm�n�t� ÿ Bmÿn�t�

�ÿ
ÿ Bm�t�

�
Am�n�t� ÿ Amÿn�t�

�o
; �5:2:9a�

dBn�t�
dt

� k
n
gnBn�t� �

X1
m�1

Am�t�
�
Am�n�t� � Amÿn�t�

�ÿ
ÿ Bm�t�

�
Bm�n�t� � Bmÿn�t�

�o
; �5:2:9b�

ÅÆÇ

gn � nk
�
1ÿ �nk�2� ; n � 1; 2; 3; . . . ;

Aÿn � An ; Bÿn � ÿBn ; A0 � B0 � 0 :

¯Ñ ËÊ (5.2.7Â) ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÍÎÂÔÔÂ ÂÐÕË-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬³ (5.2.1). ¥Îâ ÕÂÍËØ
ÓÇÛÇÐËÌ An � 0 ÆÎâ ÄÔÇØ n Ë Bn�t� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍÑÌ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ:

dBn�t�
dt

� k
n
gnBn�t� �

X1
m�1

Bm�t�
�
Bm�n�t� � Bmÿn�t�

�o
;

n � 1; 2; 3; . . . �5:2:10�

£ ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÓâÆ (5.2.8) ÑÍÂÊÂÎÔâ ÍÑÐÇÚÐÞÏ Ô ÚËÔÎÑÏ ÚÎÇÐÑÄ
N. ±ÓË ÊÐÂÚÇÐËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ Ä ÆËÂÒÂÊÑÐÇ
0;15 < k < 1 ÚËÔÎÑ ÅÂÓÏÑÐËÍ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÎÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËá N � 2 (Õ.Ç. ÒÑÎÑÄËÐÂ ÏÑÆ ÃÞÎÂ Ä ÎËÐÇÌÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÌ ÊÑÐÇ nk < 1, Â ÆÓÖÅÂâ ÒÑÎÑÄËÐÂ ì Ä ÎËÐÇÌÐÑÌ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÊÑÐÇ nk > 1, n � 1; 2; . . . ;N). £ ÔÕÂÕßÇ [52]
ÏÐÑÅËÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÓÑÄÑÆËÎËÔß ÆÎâ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ N � 4.
´ÂÍ, ÆÎâ ÚËÔÇÎ 0;15 < k < 1 ÊÐÂÚÇÐËÇ N ÏÇÐâÎÑÔß Ä
ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÑÕ 3 ÆÑ 20, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (5.2.9Â,Ã) ÏÇÐâÎÂÔß ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕ 6 ÆÑ 40. ¢Ë×ÖÓÍÂÙËË ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÂ ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (5.2.9Â,Ã), ÒÑâÄÎâáÜËÇÔâ ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË
k ÑÕ 1 ÆÑ 0,15 ë 0,2, ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÐÂ ÓËÔ. 4
(ÆÇÕÂÎË ÔÏ. [52, Ô. 342, 343]). ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 4 ØÂÓÂÍÕÇÓ
ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÇÏÇÌÔÕÄÖ ÓÇÛÇÐËÌ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÌ ÊÂÆÂÚË.

±ÓË k > 1 ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ 0 âÄÎâÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏ ÅÎÑÃÂÎßÐÞÏ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÑÏ Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (5.2.9Â,Ã). ±ÓË 0;5547 < k < 1
ÒÓËÕâÅËÄÂáÜÇÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÓÇÛÇÐËâ ËÊ
S. ±ÓË k � 0;5547 ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÕÇÓâÇÕ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕß, ÍÑÕÑÓÖá ÐÂÔÎÇÆÖÇÕ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑC1, ÑÕÄÇÕÄÎâáÜÇÇÔâ
ÑÕ S. ±ÓË 0;49775 < k < 0;5547 ÕÂÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá
âÄÎâÇÕÔâ S-ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ËÎË, ÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÑ, ÇÅÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÍÑÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË 1. ¥Îâ ÎáÃÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ k,
ÕÂÍÑÅÑ, ÚÕÑ 0;4212 < k < 0;49775, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÑÄÑÇ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÑÇ ÒÓËÕâÅËÄÂáÜÇÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ì ÒÓËÃÎËÉÇÐ-
ÐÞÌ ÅÇÕÇÓÑÍÎËÐËÚÇÔÍËÌ ÍÑÐÕÖÓ L

�2�
1 . ±ÓË

0;4212 < k < 0;49775 ÍÂÉÆÂâ ËÊ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÕÑÚÇÍ
ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ S �2� ËÏÇÇÕ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ ÏÐÑÅÑ-
ÑÃÓÂÊËÇ. ¬ÑÐÕÖÓÞ L

�2�
1 ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ ÒÓË

0;4859 < k < 0;49775. ±ÓË k � 0;4795 ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ C11

ÕÇÓâÇÕ ÔÄÑá ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËË
·ÑÒ×Â (ÓËÔ. 5).

¡ÄÕÑÓÞ ÔÕÂÕßË [52, Ô. 350, 351] ÆÎâ ÑÃÝâÔÐÇÐËâ
ÒÓËÚËÐÞ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÕÑÓÂ ÄÑ ÄÔÇÌ ÔÄÇÓØÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË 0;3925 < k < 0;4795 ÄÞÆÄËÅÂáÕ ÅËÒÑÕÇÊÖ Ñ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÑÄÂÐËË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÕÑÓÑÄ, ÑÍÓÖÉÂá-
ÜÇÅÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÓÇÛÇÐËÌ C11 ÒÓË k > 0;4795. ³ÑÅÎÂÔÐÑ
àÕÑÌ ÅËÒÑÕÇÊÇ ÒÓË k! 0,4795 ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÌ ÕÑÓ "ÑÒÖ-
ÔÍÂÇÕÔâ" ÐÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÌ ÙËÍÎ ËÊ C11, ÐÂÔÎÇÆÖáÜËÌ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÕÑÓÂ, Õ.Ç. ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÉÇÔÕÍÂâ ÒÑÕÇÓâ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÙËÍÎÂ ÕËÒÂ C11. ±Ñ ÄÔÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË,
ÃË×ÖÓÍÂÙËË, ÄÞÊÄÂÐÐÞÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇÏ ÕÑÓÑÄ, ÔÄâÊÂÐÞ Ô
ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÂÏË L

�2�
1 Ë S �2�, ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÔÎÇÆÑÏ

ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÓÇÛÇÐËÌ S �2� ÒÓË
0;3925 < k < 0;4795. ±ÓË k � 0;4212 ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÑÕÄÇÕ-
ÄÎâÇÕÔâ ÑÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÓÇÛÇÐËÌ S �2�, ÐÂÔÎÇ-

S C11 C11T1

C12 C12T1 C12T2

C11T2

S�2�

S3

S�3� S�3�T

S3G

S�4� S�4�T

S�2�G

L
�2�
1 L

�2�
2

aÿ1

²ÇÛÇÐËÇ S-ÕËÒÂ

²ÇÛÇÐËÇ C-ÕËÒÂ

´ÑÓ

¤ÇÕÇÓÑÍÎËÐËÚÇÔÍÂâ
ÍÓËÄÂâ

¸ËÍÎ SG-ÕËÒÂ

¯ÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ

±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß
ÖÆÄÑÇÐËâ ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ

²ËÔ. 4. ¢Ë×ÖÓÍÂÙËË ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÂ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (5.2.9Â,Ã).
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ÆÖâ ÇÅÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ àÕÑÌ ÃË×ÖÓÍÂÙËË
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ËÊ S �2� ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË,
ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÞ L

�2�
1 ËÔÚÇÊÂáÕ, S �2� ÃÑÎßÛÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ

ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÑÏ ÒÓË k � 0;3925. ±ÓË
0;338 < k < 0;3925 ×ÂÊÑÄÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÐÂÏÂÕÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ
ÖÔÕÑÌÚËÄÞÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÌ ÕÑÓ, ÇÔÎË ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ
ÊÂÆÂáÕÔâ ÃÎËÊÍËÏË Í ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ ÓÇÛÇÐËâÏ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ
C11. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 4 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐ
C11T. ±ÓÑÇÍÙËË A1 ÿ B1 Ë A2 ÿ B2 ×ÂÊÑÄÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË,
ÒÓÑØÑÆâÜÇÌ ÄÆÑÎß ÕÑÓÂ C11T1 ÒÓË k � 0;35 Ë 0;345,
ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 6 Ë 7.

³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ S �2� ÕÇÓâáÕ ÔÄÑá ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕß ÒÓË k � 0;3635 ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ·ÑÒ×Â, Ë Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÍÂÉÆÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÕÑÚÍË
S �2� ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÙËÍÎ. ³ÇÏÇÌÔÕÄÑ àÕËØ ÙËÍÎÑÄ
ÃÖÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß ÖÔÎÑÄÐÑ S �2�G. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 8 ÒÑÍÂÊÂÐÂ
àÄÑÎáÙËâ ÙËÍÎÑÄ S �2�G Ô ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ k. ±ÓË k � 0;3482
ÙËÍÎ ÒÓÇÕÇÓÒÇÄÂÇÕ ÒÇÓÄÑÇ ÖÆÄÑÇÐËÇ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ

ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ, Â ÒÓË k � 0;3481ìÄÕÑÓÑÇ. ±Ñ ÄÔÇÌ ÄËÆËÏÑ-
ÔÕË, àÕÑÕ ÍÂÔÍÂÆ ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ Ë
ÑÐ ÒÓÇÓÞÄÂÇÕÔâ ÄÑ ÄÓÇÏâ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÖÆÄÑÇÐËâ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÙËÍÎ ÃÞÔÕÓÑ "ÓÂÊÃÖØÂÇÕ" Ô ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ k Ë ÒÓË
k � 0;34799 ×ÂÊÑÄÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÄÞØÑÆËÕ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß
ÔÇÒÂÓÂÕÓËÔÞ, ÓÂÊÆÇÎâáÜÇÌ ÆÄÇ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÞÇ ÕÑÚÍË ËÊ S �2�, ÐÂØÑÆâÜËÇÔâ ÐÂ ÍÑÐÙÂØ ÆËÂÏÇÕÓÂ ÍÓÖÅÂ
a2l � b2l � const, al; bl 2 S �2�; l � 1; 2; . . . ±ÓË àÕÑÏ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËâ ÒÓÑØÑÆËÕ ÄÆÑÎß ÑØÄÂÕÞÄÂáÜÇÌ ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÒÇÕÎË ÔÇÒÂÓÂÕÓËÔÞ, Ë ÙËÍÎ ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÔËÕÖÂÙËË, ÄÑ ÏÐÑÅÑÏ ÐÂÒÑÏËÐÂáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÖ ­ÑÓÇÐÙÂ!

±ÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÂÊÑÄÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ÒÓÑÇÍÙËË ÐÂ ÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕß B2 ÿ B4 ÒÓË k � 0;3 ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 9. ©ÂÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ k � 0;3 ÃÎËÊÍÑ Í ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÏÖ; k� � 0;2967.

±ÓË k � 0;2988 ÄÕÑÓÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÕÑÓÑÄ ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ
ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÕÑÓÑÄ C11T1: ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÔÇÏÇÌÔÕÄÑÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÃÇÅÖÜËØ ÄÑÎÐ C11,
ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß ÇÅÑ C11T2. £ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ
0;283 < k < 0;295 ÕÑÓÞ C11T2 ÒÑÆÄÇÓÅÂáÕÔâ ÄÎËâÐËá
ÍÂÔÍÂÆÂ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÖÆÄÂËÄÂáÜËØÔâ ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ
ÕËÒÂ ¶ÂÌÅÇÐÃÂÖÏÂ (ÚÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÒÖÕÇÌ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ØÂÑÔÂ, ÚËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Í ÑÃÊÑÓÖ [73]). ³ÇÏÇÌ-
ÔÕÄÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÃÇÅÖÜËØ ÄÑÎÐ C12 ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÞÏ ÒÓË k � 0;2831 Ë ÕÇÓâÇÕ ÔÄÑá ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÄÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ·ÑÒ×Â ÒÓË k � 0;2751. ¬ÂÍ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÓÇÉËÏÂ ÕËÒÂ ÏÇÕÂÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ØÂÑÔÂ
(ÓËÔ. 10), ×ÂÊÑÄÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÒÓËÕâÅËÄÂÇÕÔâ Í ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ
ÕÑÚÍÇ ËÊ S �3�. ´ÓÂÇÍÕÑÓËâ ÒÓËÃÎËÉÂÇÕÔâ ÔÍÂÚÍÑÑÃÓÂÊÐÑ Í
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ËÊ S �3� ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÎËÊÍÑ, ÊÂÕÇÏ
ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÒÑÍËÆÂÇÕ ÇÇ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕß Ë ÔÐÑÄÂ ÒÓËÃÎË-
ÉÂÇÕÔâ Í ÓÂÔÒÂÄÛÇÏÖÔâ ÕÑÓÖ.

£ÓÇÏâ, Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÑÔÕÂÇÕÔâ Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË S �3�, ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ä ÍÂÉÆÑÏ ÙËÍÎÇ, Â ÔÂÏÂ

ÿ0,4 ÿ0,2 ÿ0,2 0,200 0,2 A1 A2
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B1 B1

0,2

0,1

0

ÿ0,1
ÿ0,2
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²ËÔ. 5. ¯ÂÚÂÎÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ×ÂÊÑÄÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÑÕ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÙËÍÎÂ
C11 Í ÍÑÐÕÖÓÖ L�2�1 . ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÆÄÇ ÒÓÑÇÍÙËË: ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕß A1B1 Ë
ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕß A2B2 ÒÓË k � 0;47.

0,2

B1 B2

0,1

ÿ0,1
ÿ0,2

0

ÿ0,2 0,2 A10 ÿ0,2 0,2 A20

²ËÔ. 6. ´Ñ ÉÇ, ÚÕÑ ÐÂ ÓËÔ. 5, ÒÓË k � 0;35.

0,2

0,1
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ÿ0,2 0 0,2 A1 A2ÿ0,2 0 0,2

²ËÔ. 7. ´Ñ ÉÇ, ÚÕÑ ÐÂ ÓËÔ. 5, ÒÓË k � 0;345.
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ÿ0,1
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0;356

0;36

²ËÔ. 8. ¿ÄÑÎáÙËâ ÙËÍÎÑÄ S �2�G Ô ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ k.
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²ËÔ. 9. £ÃÎËÊË S �2�G ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÔÎÑÉÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ.
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ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕß ÔÖÉÂÇÕÔâ. ±ÓË 0;2449 < k < 0;2803 ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÞÇ ÕÑÚÍË S �3� ÖÔÕÑÌÚËÄÞ, ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÑÐÕÂÍÕÂ ÄÇÕÄÇÌ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ
S �3� Ë S2 ÒÓË k � 0;2449. £ ÑÚÇÐß ÖÊÍÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ
ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÇÎ 0;2392 < k < 0;2394 ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËÌ ËÏÇÇÕ ÄÒÑÎÐÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ±ÓË
0;2195 < k < 0;2392 ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÕÑÚÍË ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ S3

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÞ, Ë ÒÓË k � 0;2195 ÓÇÛÇ-
ÐËâ S3-ÕËÒÂ ÕÇÓâáÕ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÃË×ÖÓÍÂ-
ÙËË ·ÑÒ×Â, Ë ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÙËÍÎÑÄ S3G. ±ÓË
k � 0;2169 Ä S3G ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÍÂÔÍÂÆ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ
ÖÆÄÑâáÜËØÔâ ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ ÕËÒÂ ¶ÂÌÅÇÐÃÂÖÏÂ Ë, ÍÂÍ
ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ØÂÑÕËÚÇÔÍËÌ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓ ÒÓË
k � 0;2150. ±ÑÕÇÓâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÇÏÇÌÔÕÄÂÏË S �4� Ë S �5�

ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÕÑÏÖ, ÍÂÍ àÕÑ ËÏÇÎÑ ÏÇÔÕÑ Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ S �3�. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÑÓÞ
S �4�T ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ 0;1820 < k < 0;1865 Ë
S �5�Tì Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ 0;1500 < k < 0;1506.

­áÃÑÒÞÕÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓË k > 0;35 ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÖÔÇÚÇÐÐÖá ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÖá ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá
ÔËÔÕÇÏÖ ÏÂÎÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË. ¿ÕÂ ÔËÔÕÇÏÂ ËÏÇÇÕ ÕÑÎßÍÑ
ÕÓË ÏÑÆÞ (ÍÂÍ Ë ÔËÔÕÇÏÂ ­ÑÓÇÐÙÂ) B1, B2 Ë B3:

dB1

dt
� g1B1 � 2�B1B2 � B2B3� ;

dB2

dt
� g2B2 � 2�2B1B3 ÿ B2

1� ;

dB3

dt
� g3B3 ÿ 6B1B2 ; �5:2:11�

ÅÆÇ gj � jsj � j 2k�1ÿ j 2k2� ; j � 1; 2; 3.
¶ÂÊÑÄÞÌ ÒÑÕÑÍ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (5.2.11)

âÄÎâÇÕÔâ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÏ ÒÓË

g1 � g2 � g3 < ÿB2 : �5:2:12�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÆËÔÔËÒÂÙËË ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÞ ËÏÇáÕ
ÐÖÎÇÄÑÌ ×ÂÊÑÄÞÌ ÑÃÝÇÏ Ë ËØ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÏÇÐßÛÇ 3.

6. ®ÂÎÞÇ ÚËÔÎÂ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ, ÄÕÑÓÑÌ ÓÇÉËÏ
±ÖÂÊÇÌÎâ: Re5 1

6.1. µÓÂÄÐÇÐËâ ¬³ë¬Æ£
6.1.1 µÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³ë¬Æ£ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÚËÔÎÂØ ®ÂÓÂÐÅÑÐË.
©ÂÆÂÚÖ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÖá Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ, ËÐÕÇÓÇÔÐÑ
ÔÓÂÄÐËÕß Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (5.1.6). ±Ñ ÔÖÕË, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.1.6)
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÅËÒÇÓÃÑÎË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

qh
qt
� h2

qh
qx
� 0 :

­áÃÑÒÞÕÐÑ, ÚÕÑ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÇ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÇ ÕÑÅÑ ÉÇ ÔÂÏÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÐÑ ÆÓÖÅÑÅÑ ÕËÒÂ, Ä
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË (ÆÎâ ÏÂÎÑÅÑ ÚËÔÎÂ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ, ÔÏ. [56]):

Re5 1 ; Ma5 1 ;

ÕÂÍÑÇ, ÚÕÑ

Re

e
� R� ;

Ma

e
�M� ; �6:1:1�

Ë, ÍÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, ÒÑÎÂÅÂâ e2We �W� Ë Re=Fr2 � 1 Ä ÒÑÎÐÑÌ
ËÔØÑÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ (3.4.1), (3.4.2). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÏÇÔÕÑ
ËÔØÑÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá:

qu
qx
� qw

qz
� 0 ; �6:1:2a�

q2u
qz2
� 1 � e2R�

�
Du

Dt
� qp
qx
ÿ 1

R�
q2u
qx2

�
; �6:1:2b�

qp
qz
ÿ 1

R�
q2w
qz2
� e2

�
1

R�
q2w
qx2
ÿDw

Dt

�
; �6:1:2w �

q2y
qz2
� e
�
RrR�

Dy
Dt
ÿ q2y
qx2

�
: �6:1:2g �

±ÓË z � 0

u � w � 0 ; y � 1 ; �6:1:3a�
qu
qz
� ÿeM�

�
qy
qx
� qh
qx

qy
z

�
ÿ

ÿ e2
�
qw
qx
� 4

qh
qx

qw
qz

�
�O�e4� ; �6:1:3b�

ÒÓË z � h�t; x�

p � pa ÿW�
q2h
qx2
� 2

R�

�
qw
qz
ÿ qh
qx

qu
qz

�
�O�e2� ; �6:1:3w �

qy
qz
� ÿ�1� Bi y� �O�e2� ; �6:1:3g �

w � qh
qt
� u

qh
qx

: �6:1:3d�

°ÚÇÄËÆÐÑ, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ e
(¢ÇÐÐË [66]) ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ËÐÞÏ. ¡ ËÏÇÐÐÑ

U � �u;w; p; y�T � U0 � e2U2 � . . . ; e! 0 : �6:1:4�

²ÇÛÇÐËÇ U0 ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÓË e! 0 ËÊ (6.1.2) Ë (6.1.3) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÚÎÇÐÑÄ ÔÕÂÓÛÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ:

ÿ0,15 ÿ0,05 0,05 0,10 A10ÿ0,10

0,10

B1

0,05

0

ÿ0,05

ÿ0,10

²ËÔ. 10. ²ÇÉËÏ ÏÇÕÂÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ØÂÑÔÂ ÒÓË k � 0;273.
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u0 � ÿ 1

2
z2 � hz ; w0 � ÿ 1

2

qh
qx

z2 ; �6:1:5a�

p0 � pa ÿW�
q2h
qx2
ÿ 1

R�
qh
qx
�h� x� ; �6:1:5b�

y0 � 1ÿ �1� Bi� z

1� Bi h
: �6:1:5w �

ªÊ (4.1.1) Ë (4.1.2) Ô ÖÚÇÕÑÏ (6.1.5Â) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÐÂ
àÕÑÕ ÓÂÊ

qh
qt
� h2

qh
qx
� O�e2� ; �6:1:5g �

ÕÂÍ ÍÂÍ q0 � �1=3�h3.
£ÞÒËÔÞÄÂâ ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ë ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ

ÒÑÓâÆÍÂ e2 (ËÊ (6.1.2) Ë (6.1.3)) ÆÎâ U2 Ë ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ
h�t; x� ÐÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐÂ Ä ÓâÆ, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÑÎÖÚËÕß ÅÓÑÏÑÊÆ-
ÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ u2, ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑ z ÆÂÇÕ
âÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ q2 (ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ (4.1.1) Ë (6.1.4)):

qh
qt
� h2

qh
qx
� e2

qq2
qx
� O�e4� :

°ÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ (5.1.6), ÐÑ ÒÓË
àÕÑÏ ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÚÎÇÐÞ

qh
qt
� h2

qh
qx
� e2

q
qx

�
1

3
h3
�
R�W�

q3h
qx3
� 7

�
qh
qx

�2�
�

� h4
q2h
qx2
� 2

15
h6

qh
qx
�

� 1

2
M��1� Bi�

�
h2

qh=qx

�1� Bih�2
��
� 0 : �6:1:6�

¿ÄÑÎáÙËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.1.6) ÆÎâ h�t; x� ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÑ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÒÑÓâÆÍÂ O�e4�. ±ÓÑÆÇÎÂÇÏ Ô àÄÑÎá-
ÙËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (6.1.6) ÕÑ ÉÇ ÔÂÏÑÇ, ÚÕÑ Ë ÒÓË
ÔÄÇÆÇÐËË (5.1.6) Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬³ (5.1.8). ¥Îâ àÕÑÅÑ ÏÞ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ

t � dt ; x � xÿ t ; h � 1� 1

f
e2Z�t; x� � . . . ; d � 1

f
e2 ;

�6:1:7�

ÅÆÇ f ì ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÒÑÆÑÃËâ. ±ÇÓÇØÑÆâ
ÄÐÑÄß Í ÒÓÇÆÇÎÖ e! 0, ÄÏÇÔÕÑ (6.1.6) ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ËÏÇáÜÇÇ ÚÇÓÕÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ£, Ô ÑÆÐÑÌ
ÔÕÑÓÑÐÞ, Ë ¬³, Ô ÆÓÖÅÑÌ:

qZ
qt
� 2Z

qZ
qx
� a

q2Z

qx2
� f

q3Z

qx3
� g

q4Z

qx4
� 0 ; �6:1:8�

ÅÆÇ

a � f
�
2

15
R� � 1

2

M�

1� Bi

�
; g � 1

3
fR�W� : �6:1:9�

¿ÄÑÎáÙËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³ë¬Æ£ (6.1.8) ÕÂÍÉÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÄÂÉÐÞÏ ÏÑÆÇÎßÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÔÒÓÂÄÇÆÎË-
ÄÞÏ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÚÎÇÐÑÄ
ÒÑÓâÆÍÂ O�d�. ¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ a, g Ë f ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ
ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß, ÆËÔÔËÒÂ-
ÙËáËÆËÔÒÇÓÔËá.¬ÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÄÞÄÑÆÂ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ¬³ë
¬Æ£ (6.1.8) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÚËÔÎÂØ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ, Ë
ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÕÑÐÍÑÌ ÒÎÇÐÍË Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔËÎßÐÑÄâÊÍÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË
ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ËÐÞÇ. ¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÌ ÚÎÇÐ f�q3Z=qx3� ËÊÏÇ-

ÐâÇÕ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÕÑÎÜËÐÞ Z�t; x� ÍÂÍ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÕÂÍ Ë
ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.

6.1.2. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³ë¬Æ£ ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ ÚËÔÇÎ ±ÓÂÐÆÕÎâ.
ªÊÎÑÉÇÐÐÂâ ÄÞÛÇ ÕÇÑÓËâ, ÒÓËÄÇÆÛÂâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬³ë
¬Æ£, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÚËÔÎÂØ ®ÂÓÂÐÅÑÐË,
ÒÓËÚÇÏ ÕÂÍËØ, ÚÕÑMa=e �M� � O�1�. £ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ
ÒÑÒÓÑÃÖÇÏ ÄÞÄÇÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³ë¬Æ£ ÆÓÖÅËÏ ÔÒÑÔÑ-
ÃÑÏ, ÍÑÅÆÂ ÚËÔÎÑ ±ÓÂÐÆÕÎâ ÄÇÎËÍÑ:

e2Pr � Pr� � O�1� : �6:1:10�

¥Îâ àÕÑÅÑ ÄÐÂÚÂÎÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÎÐÖá ÊÂÆÂÚÖ (3.4.1),
(3.4.2) ÆÎâ e5 1 Ë ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ

U�u;w; p; y�T � U0 � eU1 � e2U2 � . . . ; e! 0 : �6:1:11�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË e2We �W� � O�1� Ë Re=Fr2 � 1,
ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ
q0, q1 Ë q2 ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ Re, Ma, Pr, W� ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÞ
ÒÓË e! 0 Ë Bi � 0:

q0 � 1

3
h3 ; �6:1:12a�

q1 � 1

3
ReW� � 1

2
Ma h2

qh
qx
� . . . ; �6:1:12b�

q2 � 1

16
Ma RePr

q
qx

�
h4

qh
qx

�
h2 � . . . ; �6:1:12w �

ÅÆÇ

qi�t; x� �
�h�t;x�
0

ui�t; x; z� dz ; i � 1; 2; 3 : �6:1:13�

£ (6.1.12) ÏÞ ÄÞÒËÔÂÎË ÕÑÎßÍÑ ÕÇ ÚÎÇÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÒÑâÄÎâáÕÔâ âÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ Ä ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏ ÐËÉÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË ¬³ë¬Æ£ (6.1.17). ¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ÆÎâ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑ-
ÔÕË àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬³ë¬Æ£ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÇÒÇÓß ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ Re5 1, Pr4 1 Ë W�4 1. ªÊ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.1.1) ÃÎÂÅÑÆÂÓâ (6.1.12) ÏÞÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ "Â Îâ ¢ÇÐÐË":

qh
qt
� h2

qh
qx
� e

q
qx

�
1

3
h3ReW�

q3h
qx3
� 1

2
Ma h2

qh
qx
� . . .

�
�

� 1

16
e2 MaRePr

�
q
qx

�
h2

q
qx

�
h4

qh
qx

��
� . . .

�
� 0 :

�6:1:14�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ

t � dt; x� xÿ t; h � 1� dZ�t; x� � . . . ; d � e ; �6:1:15�

Ë ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ

Re � e; eW��W�� � O�1�; e2Pr � Pr� � O�1�; �6:1:16�

ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊ (6.1.14) ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³ë¬Æ£
ÆÎâ Z�t; x�:

qZ
qt
� 2Z

qZ
qx
� 1

2
Ma

q2Z

qx2
� 1

16
MaPr�

q3Z

qx3
� 1

3
W��

q4Z

qx4
� 0 :

�6:1:17�
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µÓÂÄÐÇÐËÇ (6.1.17) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÚËÔÎÂØ
²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ, ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛËØ ÚËÔÎÂØ £ÇÃÇÓÂ Ë ÃÑÎßÛËØ
ÚËÔÎÂØ ±ÓÂÐÆÕÎâ. £ÎËâÐËÇ ÆÇÔÕÂÃËÎËÊËÓÖáÜÇÅÑ ÚÎÇÐÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÑÌ ÚËÔÎÂ®ÂÓÂÐÅÑÐË (Ma � O�1�), Â
ÆËÔÒÇÓÔËâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÚËÔÎÑ
±ÓÂÐÆÕÎâ ÄÇÎËÍÑ (Pr� � O�1�). ¥ËÔÔËÒÂÙËâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ,
ÕÑÎßÍÑ ÍÑÅÆÂ ÚËÔÎÑ £ÇÃÇÓÂ ÑÚÇÐß ÄÇÎËÍÑ (ÒÑÓâÆÍÂ
O�1=e3)).

6.2. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬³ë¬Æ£
­ËÐÇÌÐÑÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(6.1.8) ÆÎâ ÄÑÎÐÞ Z�t; x� � exp�ikx� st� ËÏÇÇÕ ÄËÆ

s � ak2 ÿ gk4 � ifk3 : �6:2:1�
¥Îâ Real �s� > 0 ÏÞ ËÏÇÇÏ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß, Â ÆÎâ
Real �s� < 0ì ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß. Real �s� � 0, ÇÔÎË

k � kc

�
g
a

�1=2

: �6:2:2�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ ÆÎâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (6.1.8) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

k2c �
2

5W�
� 3

2

M�

R�W�
�1� Bi� : �6:2:3�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÑÎÐÞ, ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÕÑÓÞØ
ÏÂÎÑ, ÖÔËÎËÄÂáÕÔâ, Â ÄÑÎÐÞ, ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÕÑÓÞØ
ÄÇÎËÍÑ, ÊÂÕÖØÂáÕ, Â ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÑÔÕÂ ËÏÇÇÕ
ÏÇÔÕÑ ÒÓË km � �g=2a�1=2. ±ÓË f � 0 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.1.8)
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÂÏÑÄÑÊÃÖÉÆÂáÜÇÌÔâ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ¬³, ÒÓÑâÄÎâáÜÇÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÇ (ØÂÑÕËÚÇÔÍÑÇ)
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [52]). ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÒÓË
a � g � 0 (ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÒÓË R� � 0 Ë M� � 0
ÐÇÄâÊÍÑÌ ÉËÆÍÑÌ ÒÎÇÐÍË Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ à××ÇÍÕÂ ®ÂÓÂÐ-
ÅÑÐË) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.1.8) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬Æ£,
ÍÑÕÑÓÑÇ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÓÇÛÇÐËâ ÕËÒÂ ÔÑÎËÕÑ-
ÐÑÄ ÄÏÇÔÕÑ ØÂÑÔÂ!

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÏÇÔÕÑ ÑÃÜÇÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÐÇÐÖÎÇÄÞØ a, g
Ë f ÓÑÔÕ ÊÐÂÚÇÐËâ f ÆÑÎÉÇÐ ËÊÏÇÐËÕß ØÂÓÂÍÕÇÓ ÓÇÛÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.1.8) Ô ÐÇÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ ÔÇÓËË ÄÑÎÐ ÐÂ ÓÇÅÖÎâÓ-
ÐÞÌ ÓâÆ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ (ÓâÆ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÑÆËÐÂÍÑÄÑÌ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ, ÔÏ. ÓËÔ. 11). ¿ÕÂ ÕÇÐÆÇÐÙËâ ÇÜÇ ÃÑÎÇÇ ÖÔËÎËÄÂÇÕÔâ
ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ f, Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÓÇÛÇÐËâ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ f ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ ÓâÆÂ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ£ [74, Ô. 3]. ¢ÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ
m � f=�ga�1=2, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ÐÇÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ ÔÇÓËË ÄÑÎÐ
Í ÓÇÅÖÎâÓÐÑÏÖ ÓâÆÖ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ËÏÇÇÕ, ÒÑ ÄÔÇÌ ÄËÆËÏÑ-
ÔÕË, ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÃÎËÊÍÑÇ Í ÇÆËÐËÙÇ. ¯ÂÒÑÏ-
ÐËÏ, ÚÕÑ ÔÎÑÉÐÂâ àÄÑÎáÙËâ ÓÇÛÇÐËÌ (6.1.8) ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÔÎÂÃÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ËÏÒÖÎßÔÑÄ, ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÍÑÕÑ-
ÓÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (6.1.8).
¬ÑÅÆÂ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÄÇÎËÍÂ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ËÏÒÖÎßÔÑÄ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËá Ë ÔÑÎËÕÑÐÞ ÑÃÓÂÊÖáÕ
ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÓÇÛÇÕÍË ËÏÒÖÎßÔÑÄ [75].

­ÂÏËÐËÓËÊÖáÜÇÇ ÄÎËâÐËÇ ÆËÔÒÇÓÔËË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË
(6.1.8) ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ·. ¹. ¹ÂÐÅÑÏ Ë ÆÓ. Ä [71].
¡ÄÕÑÓÞ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÎËÐÇÌÐÞÌ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÌ ÚÎÇÐ
f�q3Z=qx3� ÒÑÆÂÄÎâÇÕ ÐÇÓÇÅÖÎâÓÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ (Ä ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË ¬³, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ
ØÂÑÔ) Ô ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ
âÚÇËÔÕÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÒÓÇÆÛÇÔÕÄÖáÜËÏË
ÚËÔÎÑÄÞÏË Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÏË ÆÂÐÐÞÏË.

£ [71, Ô. 301 ë 312] ÂÄÕÑÓÞ ÒÓÑÄÇÎË ÕÂÍÉÇ ÂÐÂÎËÊ
ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÞ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ×ÂÊÑÄÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÄÞÒÑÎÐââ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
Í ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÒÑÎÂÅÂâ ÄÑÎÐÞ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏË Ä ÐÇÌ: x � xÿ c�t, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊ
(6.1.8) ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ
ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ

g
d3H

dx3
� f

d2H

dx2
� a

dH

dx
ÿ c�H� 2H2 � Q �6:2:4�

Ë �2p=k
0

H�x� dx � 0 ; �6:2:5�

ÅÆÇ H�x� � �1=2�Z�xÿ c�t�. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (6.2.5) ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÖÔÎÑÄËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÐÖÎá ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ,
2p=k ì ÆÎËÐÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, Â Q ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. ®Þ ÏÑÉÇÏ ÊÂÒËÔÂÕß

g
d3f

dx3
� f

d2f

dx2
� a

df

dx
ÿ lf� 2f 2 � 0 ; �6:2:6�

ÅÆÇ l � �8Qÿ c�2�1=2 ì ÐÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß, Â

f�x� � Hÿ 1

4
c� �

�
1

16
c�2 � 1

2
Q

�1=2

�6:2:7�

8,0

4,0

2,4

1,2

0,8

0,4

0,0

6,0

t

²ËÔ. 11. ¿ÄÑÎáÙËâ Z�t; x� ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.
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ì ÐÑÄÞÌ ÒÓÑ×ËÎß ÄÑÎÐÞ. £ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐÇÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ f�x� ÐÇ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá. °ÆÐÂÍÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÐË-
ÏÂÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.2.6) Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË a, g, l Ë f
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ (6.2.4) Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË a, g, l, f Ë Q ÒÓË
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËË (x! �1). ¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ
Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÆÎËÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ Ë ÑÃÓÂÜÂáÜÇÌÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÐÂ ÑÃÑËØ
ÍÑÐÙÂØQ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ë (6.2.4) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ (6.2.6).
µÓÂÄÐÇÐËÇ (6.2.6) ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÒÓË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË
x! ÿx, f! ÿf, l! ÿl. £ [71] ÂÄÕÑÓÞ ËÔÔÎÇÆÖáÕ ÔÎÖÚÂÌ
ÎËÃÑ l > 0, ÎËÃÑ f > 0, Ë ÊÂÒËÔÞÄÂáÕ (6.2.6) ÍÂÍ ÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ (ÒÓË a � g � 1)

dF

dx
� L1F� L2Fÿ 2C f 2 ; F �

�
f;

df

dx
;
d2f

dx2

�T

; �6:2:8�

ÅÆÇ

L1 �
0 1 0
0 0 1
0 ÿ1 0

 !
; L2 �

0 0 0
0 0 0
l 0 ÿf

 !
; C �

0
0
1

 !
:

�6:2:9�
¥ËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ (6.2.8) ËÏÇÇÕ ÆÄÇ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐ-

ÐÞÇ ÕÑÚÍË ì A � �0; 0; 0� Ë B � �l=2; 0; 0�, Â ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ
ÙËÍÎÞ (6.2.8) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÒÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, Ë ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ËÊ ÐËØ
ÓÂÊÄÇÕÄÎâáÕÔâ Ä ÕÑÚÍÂØ A Ë B ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËË
·ÑÒ×Â (B Ë A ËÔÒÞÕÞÄÂáÕ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ·ÑÒ×Â ÒÓË
l � �d ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ si � 1). ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÔÕÂ-
ÙËÑÐÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ Ô ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÑÉËÆÂÇÕÔâ
ËÏÇÐÐÑ ÄÃÎËÊË àÕËØ ÕÑÚÇÍ. ³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÖÇÆËÐÇÐÐÞÇ
ÄÑÎÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÅÑÏÑÍÎËÐËÚÇÔÍÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË G
ÕÑÚÍË A, ÐÑ ÖÇÆËÐÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÏÑÅÖÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß
ÕÑÎßÍÑ Ä ÔÇÍÕÑÓÂØ

c 2
�
0;

3p
4

�
[
�
p;

7p
4

�

Ä ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ l ë f-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. µÇÆËÐÇÐÐÞÇ
ÄÑÎÐÞ ÃÞÄÂáÕ ÆÄÖØ ÕËÒÑÄ, Ë ÒÓË ÃÑÎßÛËØ f ÏÞ ËÏÇÇÏ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÖá ÑÙÇÐÍÖ ¬ÂÄÂØÂÓÞ:

f�x� � 21f
20ch2

��
7x

20

�1=2�
; l � 7

5
f : �6:2:10�

£ [71] ÂÄÕÑÓÞ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ (6.2.8) ÔÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÎË
ÚËÔÎÇÐÐÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÖÇÆËÐÇÐÐÞÇ Ë ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ
ÄÑÎÐÞ. ­áÃÑÒÞÕÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ àÕÑÅÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÄÑÎÐÞ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ Ä ÑÃÛËÓÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇ
ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬³ë¬Æ£ (6.1.8)!
°ÐÑ ÕÂÍÉÇ ÒÑÍÂÊÂÎÑ, ÚÕÑ ÒÓË f > 1;1 ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÇ
ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¬³, ÍÂÉÆÑÇ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÍÂÐÚËÄÂÇÕÔâ ÖÇÆËÐÇÐÐÑÌ ÄÑÎ-
ÐÑÌ, ÃÎÂÅÑÒÑÎÖÚÐÑ ËÔÚÇÊÂáÕ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑ ÔÇÏÇÌ-
ÔÕÄÑ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ, ÔÑÔÕÑâÜÇÇ ËÊ ÑÆÐÑÅÑÓÃÞØ
ËÏÒÖÎßÔÑÄ ¬Æ£ ÒÓË f > 3;7, ÑÔÕÂÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÑÏ Ä ÄËÆÇ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ
(6.1.8). ¿ÕË ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ ËÏÇáÕ ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎß-
ÛÖá ÑÃÎÂÔÕß ÒÓËÕâÉÇÐËâ, ÚÇÏ ÔÕÓÂÐÐÞÇ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÞ, Ë
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÐË ÑÍÂÊÞÄÂáÕ ÆÑÏËÐËÓÖáÜÇÇ ÄÎËâÐËÇ
ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ØÂÑÔ Ä ÑÃÛËÓÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË

ÔÑ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ. £ÑÎÐÑÄÞÇ ÒÓÑ×ËÎË ÆÑÏË-
ÐËÓÖáÜÇÅÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ ÐÂ ÓËÔ. 12
ÄÊâÕÞ ËÊ [71, Ô. 315]. ±ÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ f ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÒÇÓËÑ-
ÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ k. ¿ÕÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏË ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÂÏË ¬ÂÄÂØÂÓÞ Ë ´Ñ [75].

£ [76] ÂÄÕÑÓÞ ËÔÔÎÇÆÖáÕ ÆÄÇ ÔËÕÖÂÙËË. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ,
ÒÓÑÆÖÍÕËÄÐÑ-ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÂâ ÚÂÔÕß �aq2Z=qx2 � gq4Z=qx4�
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.1.8) ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÏÂÎÑÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ£ (qZ=qt� 2Z qZ=qx� f q3Z=qx3 � 0), ÒÓÑ-
ÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÏÂÎÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ m:

qZ
qt
� 2Z

qZ
qx
� f

q3Z

qx3
� m
�
q2Z

qx2
� q4Z

qx4

�
� 0 ; �6:2:11�

ÒÓËÚÇÏ a � g � m. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÐÂ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÒÑÓâÆÍÂ 1=m
¬Æ£ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÕ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÑÕÍÓÞÕËâÏË
©ÂÃÖÔÍË Ë ¬ÓÖÔÍÂÎÂ, ÔÑØÓÂÐââ "ÔÕÂÓÇÐËÇ", ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÐË
ËÔÒÞÕÞÄÂáÕ (ÚÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÓÂÃÑÕ ©ÂÃÖÔÍË Ë ¬ÓÖÔÍÂÎÂ,
ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÐÂÛÖ ÑÃÊÑÓÐÖá ÔÕÂÕßá [77] Ñ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÆÎËÐÐÞØ ÄÑÎÐÂØ ÐÂ ÄÑÆÇ Ë ÔÑÎËÕÑÐÂØ). ¯Â ÃÑÎßÛËØ
ÄÓÇÏÇÐÂØ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÑÍÑÐ-
ÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÄËÆ Ë ×ÂÊÑÄÖá ÔÍÑÓÑÔÕß, ÒÓËÚÇÏ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ
ÅÑÓÃÞ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ. ²ÑÔÕ ÒÓÑÆÖÍ-
ÕËÄÐÑ-ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÓÂÊÄËÄÂÇÕ àÕË
à××ÇÍÕÞ ÊÂ ÔÚÇÕ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ "ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ-
ÔÕË" ÐÂ ÛÍÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË. ±ÓË m > 2, ÍÑÅÆÂ ÄÔÇ ÑÔÕÂÎßÐÞÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÓÂÄÐÞ ÇÆËÐËÙÇ, ÓÇÛÇÐËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ØÂÑÕËÚÇ-
ÔÍËÏ. ¿ÕË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ·ÓËÔÕÑÄÂ Ë £ÇÎÂÓÆÇ [76] ÑÚÇÓÚË-
ÄÂáÕ ÑÃÎÂÔÕß, ÅÆÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎËÐÐÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÏÑÅÖÕ
ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÔÑÎËÕÑÐÞ, ØÑÕâ Ë
ÐÇÔÑÄÇÓÛÇÐÐÞÇ. £ÕÑÓÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ, ÍÑÅÆÂ ÚÂÔÕß
¬³ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.2.11) âÄÎâÇÕÔâ ÆÑÏËÐËÓÖáÜÇÌ. ¿ÕÑ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÎËÃÑ ÍÑÅÆÂ m ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎ, ÎËÃÑ ÐÂ
ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ (t!1 ËÎË t4 1=m), Õ.Ç. ÍÑÅÆÂ
ÄÑÎÐÞ ËÏÇáÕ ÔÕÓÑÅÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÖá ×ÑÓÏÖ, ÒÓËÚÇÏ ÑÐË
âÄÎâáÕÔâ, ÒÑ ÔÖÕË, ÍÑÓÑÕÍËÏË ÄÑÎÐÂÏË, Ë ÍÑÅÆÂ ÆËÔÔËÒÂ-
ÙËâ ÐÑÔËÕ ÆÑÏËÐËÓÖáÜËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä
[76] ÍÑÐÙÇÒÙËâ ÔÑÎËÕÑÐÂ ("ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ")
ÓÂÔÛËÓÇÐÂ Ä ÆÄÖØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ: ÐÂ ÆÎËÐÐÞÇ ÒÇÓÇØÑÆ-
ÐÞÇ, ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË "ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ" ÄÑÎÐÞ, ËÏÇáÜËÇ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ÐÂ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÒÑÓâÆÍÂ 1=m, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ÒÓÑËÊÄÑÆÔÕÄÂ-ÆËÔÔËÒÂÙËË àÐÇÓÅËË, Ë ÐÂ
ÐÂÔÕÑâÜËÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÚÂÔÕËÙÞ, ÕÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ
Ô ÐÇàÎÂÔÕËÚÐÞÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâØ.

f � 5;0
f � 0;3

0,97000

0,86000

0,75000

0,64000

0,53000

0,42000

0,31000

0,20000

0,97000

0,76000

0,60500

0,18500

0,29000

0,39500

0,50000

²ËÔ. 12.±ÓÑ×ËÎË ÄÑÎÐ ËÊ ÆÑÏËÐËÓÖáÜÇÅÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ
ÄÑÎÐ ÒÓË f � 0;3 Ë f � 5;0. °ÃÓÂÕËÕÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÒÓÑ×ËÎË ÒÓË
ÏÂÎÑÏ f.
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£ [78] ÂÄÕÑÓÞ ÒÑÎÖÚËÎË ÕÑÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÄËÆÇ
ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ë ÍÐÑËÆÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.1.8), Â Ä
[79] ÓÇÛÇÐËâ (6.1.8) Ä ÄËÆÇ ÍÐÑËÆÂÎßÐÞØ Ë ÖÇÆËÐÇÐÐÞØ
ÄÑÎÐ ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ô ÒÑÏÑÜßá ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ Ë
ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ. £ ÔÕÂÕßÇ [80] ­ËÖ Ë ¤ÑÎÖÃ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÎË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
ÆËÐÂÏËÍË ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÖÇÆËÐÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ Ë ËØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÐË ÒÓÑÄÇÎË Ô ÙÇÎßá ÑÃÝâÔÐÇÐËâ ÃÑÎÇÇ
ÔÎÑÉÐÞØ Ë ÃÇÔÒÑÓâÆÑÚÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ Ä ÒÎÇÐÍÂØ. ªÊÖÚÇÐËÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÖÇÆËÐÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÆÎâ ÒÑÐË-
ÏÂÐËâ ÆËÐÂÏËÍË ÕÇÚÇÐËÌ Ä ÒÎÇÐÍÂØ. £ÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
âÄÎâáÕÔâ ÔËÎßÐÑ ÐÇàÎÂÔÕËÚÐÞÏË Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ÆÄÂ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÎËÄÂáÕÔâ: ÃÑÎßÛÂâ
ÖÇÆËÐÇÐÐÂâ ÄÑÎÐÂ ÐÂÅÑÐâÇÕ Ë ÒÑÅÎÑÜÂÇÕ ÏÇÆÎÇÐÐÖá
ÄÑÎÐÖ, ÑÔÕÂÄÎââ ÓÑÄÐÖá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÊÂ ÔÑÃÑÌ. ¬ÂÔÍÂÆ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ ÐÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÒÓÑÕâÉÇÐÐÑÏ ÖÚÂÔÕÍÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÎÇÐÍË. ·ÂÑÕËÚÇÔÍÂâ
ÔÇÓËâ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (6.2.4) ÒÓËQ � 0 Ë a � g � 1
ËÊÖÚÂÎÂÔß ÕÂÍÉÇ Ä [81, 82]. ¡ÄÕÑÓÞ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÆÓÑÃÐÑ
ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÅÑÏÑÍÎËÐËÚÇÔÍËÇ ÑÓÃËÕÞ Ë ÓÇÛÇÐËâ Ä ÄËÆÇ
ÔÇÓËË ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÆÎâ (6.2.4), ÓÂÊÄËÄÂáÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ
ÏÇÕÑÆ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÕÑÚÐÑÔÕË Ë ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÄÓÇÏâ
ÓÂÊÆÇÎÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÑÄ. £ [82] ¢ÂÎÏ×ÑÓÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕ
ÕÇÑÓËá ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ Ë ÆËÐÂÏËÍË ÓÇÛÇÐËâ Ä ÄËÆÇ ÖÇÆËÐÇÐ-
ÐÞØ ÄÑÎÐ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ�

d3

dx3
� m

d2

dx2
� d

dx

�
Yÿ cY� 1

2
Y2 � 0 ; �6:2:12�

ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÅÑ (6.2.4), ÐÑ Ô Q � 0, Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ Ë ÕÇÑÓËË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ
ÔËÔÕÇÏ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 13 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ËÎÎáÔÕÓÂÙËâ ÔÇÓËË
ËÏÒÖÎßÔÑÄ

Y �
X
k

Hk � eR�O�e2� ; Hk � H�xÿ xk� ; �6:2:13�

ÅÆÇ xk ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ, Â eR ì ÒÑÒÓÂÄÑÚ-
ÐÞÌ ÚÎÇÐ.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÐÂ ÓËÔ. 14 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÒÓÑÔÕÂâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑÔÕß ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ, ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÜÂâ (ÔÑÅÎÂÔÐÑ [82])
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÓÂÊ-
ÎËÚÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ c ÒÓË m � 0;7 Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (6.2.12).

6.3. µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ
6.3.1. ¥Îâ ÆÇÏÑÐÔÕÓÂÙËË ÍÑÐÍÖÓÇÐÙËË ÏÇÉÆÖ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÞÏË ÄÑÎÐÂÏË Ë ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏË (ÄÑÊÏÑÉÐÑ ØÂÑÕËÚÇ-
ÔÍËÏË) ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÂÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬³ ë¬Æ£ (6.1.8) ÏÞ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏ (6.1.8) Ô a � g � 1 Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ
ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÒÓÑÇÍÙËË ¤ÂÎÇÓÍËÐÂ ÐÂ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÖá
ÔÓÇÆÖ Ô ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ 2p=k:

Z�t ; x� � 1

2

X
Ap�t� cos�pkx� � Bp�t� sin�pkx� ; p5 1 :

�6:3:1�

¥Îâ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÒÓÑÇÍÙËÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÖÔÇÚÇÐÐÖá
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ Ô ÕÓÇÏâ ÅÂÓÏÑÐËÍÂÏË.

¿ÕÖ ÔËÔÕÇÏÖ ÐÇ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÕÓÖÆÂ ÊÂÒËÔÂÕß Ä âÄÐÑÏ
ÄËÆÇ. ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÄÐÂÚÂÎÇ ÏÞ ÆÇÎÂÇÏ ÒÓÑÔÕÑÇ ÎËÐÇÌÐÑÇ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ kx! x, kt! t,
ÒÓËÚÇÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÒÇÓËÑÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.1.8) Ô
ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ Z�0; x� � Z��x� Ë ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË
ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË Z�t; x� � Z�t; x� 2p=k� ÒÇÓÇÌÆÇÕ
Ä ËÐÕÇÓÄÂÎ x 2 �0; 2p=k�. ¥ÂÎÇÇ, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ (6.3.1) Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³ë¬Æ£ (6.1.8), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆ
A1�t�, B1�t� Ë B2�t� ÔÎÇÆÖáÜÖá ÖÔÇÚÇÐÐÖá ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá
ÔËÔÕÇÏÖ:

dA1

dt
� s1A1 � k2fB1 ÿ 2A1B2 ; �6:3:2a�

dB1

dt
� s1B1 ÿ k2fA1 � 2B1B2 ; �6:3:2b�

dB2

dt
� 2s2B2 � 2 �A2

1 ÿ B2
1� ; �6:3:2w �

ÅÆÇ s1 � k�1ÿ k2�, s2 � 2k�1ÿ 4k2�.
¶ÂÊÑÄÞÌ ÒÑÕÑÍ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (6.3.2)

âÄÎâÇÕÔâ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ s1 � s2 < 0. £ÔÎÇÆÔÕÄËÇ àÕÑÅÑ ÆËÔÔËÒÂÕËÄ-
ÐÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÞ ËÏÇáÕ ÐÖÎÇÄÑÌ ×ÂÊÑÄÞÌ ÑÃÝÇÏ
Ë ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÏÇÐßÛÇ 3 (ÒÓË t, ÔÕÓÇÏâÜÇÏÔâ Í ÃÇÔ-

25 30 35 40 45 50 55 60 65

0

1

2

3

4

5

6

7

ÿ1
ÿ2

Dk Dk�1

Hk�1Hk
Hkÿ1

1� X�x�

x

xkÿ1 xk xk�1

²ËÔ. 13.ªÎÎáÔÕÓÂÙËâ ÔÇÓËË ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.2.12).

1,5
2,0

1,0
0,5

ÿ0,5
ÿ1,0

ÿ2,0

ÿ3,0

ÿ1,5

ÿ2,5

0

ÿ1 0 1 2 3

1,5
2,0

1,0
0,5

ÿ0,5
ÿ1,0

ÿ2,0

ÿ3,0

ÿ1,5

ÿ2,5

0

ÿ1 0 1 2 3

1,5
2,0

1,0
0,5

ÿ0,5
ÿ1,0

ÿ2,0

ÿ3,0

ÿ1,5

ÿ2,5

0

ÿ1 0 1 2 3

1,5
2,0

1,0
0,5

ÿ0,5
ÿ1,0

ÿ2,0

ÿ3,0

ÿ1,5

ÿ2,5

0

ÿ1 0 1 2 3

c � 0;9

c � 1;31 c � 1;33

c � 1;1

²ËÔ. 14. ±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.2.12) ÒÓË
m � 0;7 Ë ÚÇÕÞÓÇØ ÊÐÂÚÇÐËâØ c.

3*
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ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË), ÍÑÅÆÂ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ k ÕÂÍÑÄÑ, ÚÕÑ

0;58 < k < 1 : �6:3:3�

¿ÕÂ ÕÓÇØÂÏÒÎËÕÖÆÐÂâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÆÎâ
(6.3.2) ÒÑÆÆÂÇÕÔâ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÏÖ Ë ÚËÔÎÇÐÐÑÏÖ ÂÐÂÎËÊÖ.

6.3.2. ´ÓÇØÂÏÒÎËÕÖÆÐÂâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÆÎâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ¬³ë¬Æ£ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÆÓÖÅËÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ä ÓâÆ ¶ÖÓßÇ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [83])

Z�t; x� � 1

2

X
An�t� exp

�
in�o�1tÿ k1x�

�
; �6:3:4�

ÅÆÇ An�t� ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ n-Ì ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË, Â o�1 ì ÎËÐÇÌÐÂâ ÖÅÎÑÄÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ (ÒÑ
ÔÖÕË, ÖÅÎÑÄÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË Ô
ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ k1 ÐÂ ÒÇÓÄÑÏ àÕÂÒÇ ÇÇ ÐÂÓÂÔÕÂÐËâ).
³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÇÔÎË ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ kn � nk1
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ âÄÎâÇÕÔâ ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ n-Ì ÅÂÓÏÑ-
ÐËÍË, ÕÑ ÚÂÔÕÑÕÖ o�1 ÐÇÎßÊâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÇÇ ÓÇÂÎß-
ÐÖá ÚÂÔÕÑÕÖ on (ÒÑÔÎÇÆÐââ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÏÇÐâÇÕÔâ ÄÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇ ÐÂÎËÚËâ ÐÇÃÑÎßÛÑÅÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ à××ÇÍÕÂ).
®ÂÎÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ×ÂÊÞ jn�t�, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÏÂÎÑÏÖ
ÔÆÄËÅÖ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÒÑ ÚÂÔÕÑÕÇ, ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÇ:

An�t� � jAn�t�j exp
�
ijn�t�

�
: �6:3:5�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (6.3.4) Ä (6.1.8), ÆÎâ ÒÇÓÄÞØ ÕÓÇØ ÅÂÓÏÑÐËÍ
ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÕÓÇØÂÏÒÎËÕÖÆÐÖá ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ (ÍÂÍ Ë ÒÓÇÉÆÇ, a � g � 1):

dA1

dt
� g1A1 � ik1A

�
1A2 ; �6:3:6a�

dA2

dt
� �g2 ÿ 6ik31f�A2 � ik1A

2
1 ; �6:3:6b�

dA3

dt
� �g3 ÿ 24ik31f�A3 � 3ik1A1A2 ; �6:3:6w �

ÅÆÇ gn�nk1�2�1ÿ �nk1�2�, n � 1; 2; 3.
£ÃÎËÊË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÉËÏÂ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÏÑÆÂ A1

âÄÎâÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÏÑÆÑÌ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ
ÍÂÍ ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÃÞÔÕÓÑ ÊÂÕÖØÂáÕ ÎËÐÇÌÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÆËÐÂÏËÍÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÃÖÔÎÑÄÎËÄÂÇÕÔâ ÍÓÂÌÐÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÌ ÏÑÆÑÌ A1, ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÍÑÕÑÓÑÌ ÆÓÖÅËÇ ÆÄÇ ÏÑÆÞ
ËÏÇáÕ ÒÑÆÚËÐÇÐÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ËÊ (6.3.6Ã)
ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÆËÐÂÏËÍÂ ÅÂÓÏÑÐËÍËA2 ÐÑÔËÕ ÒÑÆÚËÐÇÐ-
ÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ Í ÆËÐÂÏËÍÇ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË
A1 Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

A2 � ÿ ik1

g2 ÿ 6ik31f
A2

1 : �6:3:7�

³ÑÅÎÂÔÐÑ (6.3.6Â) Ô ÖÚÇÕÑÏ (6.3.7) ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÂâ
ÅÂÓÏÑÐËÍÂ A1 ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá
³ÕáÂÓÕÂ ë­ÂÐÆÂÖ:

dA1

dt
� g1A1 � lA�1A

2
1 ; �6:3:8�

ÅÆÇ

l � g2
k21
a2

�
1� i

6k31f
g2

�
; a2 � g22 � 36k61f

2 ; g2 < 0 ;

ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ­ÂÐÆÂÖ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ
(ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ) ÚÂÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÆËÔÔË-
ÒÂÙËË, Â ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß ì ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÐÑÌ
ÒÑÒÓÂÄÍÇ (ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ à××ÇÍÕÂ).

¬ÂÍ ÖÒÑÏËÐÂÎÑÔß Ä [83], ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ
ÄÑÎÐ ËÅÓÂÇÕ ÄÂÉÐÇÌÛÖá ÓÑÎß (ÚÇÓÇÊ ÒÂÓÂÏÇÕÓ f (6.1.8))
Ä ÍÑÎÎÂÒÔÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Ë ÊÂÒËÓÂÐËË ÚÂÔÕÑÕ. ¿ÕË ÒÓÑÙÇÔÔÞ
ÏÑÉÐÑ ÒÑÐâÕß Ä ÓÂÏÍÂØ ÕÇÑÓËË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ
(6.3.6) ÒÑÔÎÇ ÓÂÊÆÇÎÇÐËâ ÏÑÆÖÎÇÌ Ë ×ÂÊ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ
ÂÏÒÎËÕÖÆ (Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (6.3.5)).

¥Îâ ÒÓÑÔÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÆÄÖØ ÂÏÒÎËÕÖÆ jA1�t�j Ë jA2�t�j Ë
ÓÂÊÐÑÔÕË ×ÂÊ F�t� � j2 ÿ 2j1 ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÏÇÔÕÑ (6.3.6)
ÔÎÇÆÖáÜÖá ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ ËÊ ÕÓÇØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

djA1j
dt
� g1jA1j ÿ k1jA1jjA2j sinF ; �6:3:9a�

djA2j
dt
� g2jA2j � k1jA1j2 sinF ; �6:3:9b�

dF
dt
� ÿ6k31f� k1

jA1j2 ÿ 2jA2j2
jA2j cosF : �6:3:9w �

¥ËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ (6.3.9) âÄÎâÇÕÔâ ÚÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖ-
ÚÂÇÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ Ä [83, Ô. 48] ÊÂÆÂÚË Ë ÊÂÔÎÖÉËÄÂÇÕ
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÕÜÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ!

7. £ÞÄÑÆÞ Ë ÍÑÏÏÇÐÕÂÓËË

¥Îâ ÃÑÎßÛËØ ÚËÔÇÎ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ Ë ÆÎËÐÐÞØ ÄÑÎÐ, ÍÑÅÆÂ
ÚËÔÎÂ £ÇÃÇÓÂ Ë ®ÂÓÂÐÅÑÐË ÄÇÎËÍË, ÄÞÊÄÂÐÐÂâ ËÐÇÓÙËÇÌ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß, ÆËÔÒÇÓÔËâ, ÆËÔÔËÒÂÙËâ Ë à××ÇÍÕÞ
®ÂÓÂÐÅÑÐË Ë ¢ËÑÕÂ ÖÚËÕÞÄÂáÕÔâ Ä ÄÇÔßÏÂ ÄÂÉÐÑÌ
ÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚÇ (4.1.6), (4.1.7) ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËË ÕÑÎÜËÐÞ h�t; x� ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÒÎÇÐÍË. ³
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÂÄÕÑÓÂ, ËÏÇÐÐÑ àÕÖ ÏÑÆÇÎßÐÖá ÍÓÂÇÄÖá
ÊÂÆÂÚÖ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÜÂÕÇÎßÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÚËÔÎÇÐÐÞÏË
ÏÇÕÑÆÂÏË! ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ ÏÑÆÇÎßÐÞÇ
(ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÞÇ) ÐÂÚÂÎßÐÑ-ÍÓÂÇÄÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.1.1),
(4.1.25), (4.1.28) âÄÎâáÕÔâ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÏË, ÐÑ Ä ÕÑ ÉÇ
ÄÓÇÏâ ÖÆÑÃÐÞÏË ÖÒÓÑÜÇÐËâÏË ÒÑÎÐÑÌ ÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÍÓÂÇ-
ÄÑÌ ÊÂÆÂÚË (4.1.6), (4.1.7), ÍÑÅÆÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÒÓÑ×ËÎË
ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ
ÒÑÆ ÒÎÇÐÍÑÌ ÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÏË. ¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ
ÕÑ ÚÕÑ ÕÓË ÏÑÆÇÎßÐÞØ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÑ-ÍÓÂÇÄÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.1.1), (4.1.25) Ë (4.1.28) ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÔÒÇÙËÂÎß-
ÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÒÓÇÆÄÂÓËÕÇÎßÐÞØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ©ÅÂÎÂ [63], àÕË ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÑÓ-
ÓÇÍÕÐÑ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÎËÐÇÌÐÑÇ Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
h�t; x� ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÐË ÄÒÑÎÐÇ
ÏÑÅÖÕ ÊÂÏÇÐËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕËÒÂ ¢ÇÐÐË (5.1.6) Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¬³ (5.1.8) ÆÎâ ÖÏÇÓÇÐÐÞØ ÚËÔÇÎ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ. ­ËÐÇÌÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.2.3 Â,Ã) ËÐÕÇÓÇÔÐÞ ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ Ô ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ (ÎËÐÇÌÐÑÌ) ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÎÇÐÍË. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÑÆ-
ØÑÆ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏË ÔËÔÕÇÏÂÏË ÕÂÍÉÇ ÄÇÔß-
ÏÂ ÎáÃÑÒÞÕÇÐ, Â ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (4.4.5) ÆÎâ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÂÍÕËÄ-
ÐÞØ ÏÑÆ (ÂÏÒÎËÕÖÆ) N âÄÎâÇÕÔâ ÃÞÔÕÓÂâ ÔØÑÆËÏÑÔÕß
ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ Í ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá.

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÏÂÎÞØ ÚËÔÇÎ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ, Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÆÎËÐÐÞØ ÄÑÎÐ, ÍÑÅÆÂ ÚËÔÎÑ £ÇÃÇÓÂ ÄÇÎËÍÑ, Â ÚËÔÎÑ
®ÂÓÂÐÅÑÐË ÏÂÎÑ, àÄÑÎáÙËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.1.6) ÆÎâ
h�t; x�, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÇ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÚÎÇÐÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ
O�e4�, âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÄÂÉÐÞÏ Ë ÆÂÇÕ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ àÄÑÎá-
ÙËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³ë¬Æ£ (6.1.8) ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ
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ÕÑÎÜËÐÞ h�t; x�. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÕÑÐÍÑÌ ÒÎÇÐÍË
ÆÎâ ÔËÎßÐÑÄâÊÍÑÌ ÉËÆÍÑÌ ÒÎÇÐÍË, ÍÑÅÆÂ à××ÇÍÕ ®ÂÓÂÐ-
ÅÑÐË ÏÂÎ, Â ÚËÔÎÑ £ÇÃÇÓÂ ÄÇÎËÍÑ, ÄÇÔßÏÂ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ËÊ-
ÊÂ ×ÑÓÏÞ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÚÎÇÐÂ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÐÂÛ
ÄÞÄÑÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬³ë¬Æ£ (6.1.8) ËÊ ÒÑÎÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
(6.1.2), (6.1.3) Ô ÆÑÒÖÜÇÐËÇÏ (6.1.1) âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÍÑÓÓÇÍÕÐÞÏ!

¬ÑÐÇÚÐÑ, ÕÑÎÜËÐÖ ÒÎÇÐÍË h�t; x� � 1� dZ ÏÑÉÐÑ
ÓÂÊÎÑÉËÕß Ä ÓâÆ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏ ÔÒÑÔÑÃÑÄ, ÒÓË àÕÑÏ ÏÞ
ÒÑÎÖÚËÏ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ àÄÑÎáÙËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ Z!
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ A ÏÑÐÑØÓÑÏÂ-
ÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ kc

Z � A�T;X� exp�ikcx� � c:c:

Ë ÂÏÒÎËÕÖÆÞ B ×ÖÐÍÙËË ÕÑÍÂ (ÆÎâ t-ÏÇÓÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ)

c � B�T;X�F�z� exp�ikcx� � c:c:

ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÑÎÖÚËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÎÂÃÑ-ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ
ÂÐÂÎËÊÂ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ ÄÇÎËÚËÐ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÆÄÖØ
àÄÑÎáÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ A�T;X� Ë B�T;X� Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá
ÆÑ ÚÎÇÐÑÄ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÏÂÎÑÔÕË:

a
qB
qT
ÿ mB� d

q2B
qX 2
� ljBj2jBj � gAB ;

qA
qT
� a

q2A
qX 2
� b

q4A
qX 4

� c
q2�jBj2�
qX 2

;

ÅÆÇ X � ex Ë T � e2t Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ
MaÿMas � e2m Ë Mas ÔÄâÊÂÐÑ Ô kc 6� 0 Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÒÑÓÑÅ ÆÎâ ÍÑÓÑÕÍÑÌ ÏÑÆÞ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÌ ËÔÍÎáÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇÐËâ, ÃÇÊ ÖÚÂ-
ÔÕËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË. ¯Ñ ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÏÞ
ËÏÇÇÏ ÆÎËÐÐÖá ÏÑÆÖ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÖá ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐ-
ÐÞÏË Ë ÍÂÒËÎÎâÓÐÞÏË ÔËÎÂÏË, ÒÓËÚÇÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ
ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâ ËÅÓÂÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÖá ÓÑÎß Ä ÇÇ ÓÂÊÄËÕËË.
¿ÕË ÆÄÂ ÕËÒÂ ÏÑÆ, ËÏÇáÜËØ ÓÂÊÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ, ÏÑÅÖÕ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÑÄÂÕß ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
àÄÑÎáÙËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [32]). ¬Ñà××ËÙËÇÐÕ l ì àÕÑ
ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ³ÕáÂÓÕÂ ë­ÂÐÆÂÖ. ° ÕÑÏ, ÍÂÍ ÔÕÓÑÅÑ ÒÑÎÖ-
ÚËÕß àÕÖ ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ Ä ÓÂÏÍÂØ ÄÞÄÑÆÂ (Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÇÑÓËË
ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ) ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ËÐÊÃÖÓÅÂ ë
­ÂÐÆÂÖ (¤­) (ÒÓË g � 0 Ë a � 1 Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ÆÎâ B�T;X�),
ÔÏ. ÔÕÂÕßá [84]. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÎËÐÇÌÐÂâ ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÎâ B�T;X� ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÂ Ô ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÞÏ
(ÎËÐÇÌÐÞÏ) ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÆÎâ ÆËÔÒÇÓÔËË Ä ËÔØÑÆÐÑÌ
ÊÂÆÂÚÇ. ¬ÑÐÔÕÂÐÕÞ g Ë cìàÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ. ¦ÔÎË ÒÑÎÑÉËÕß ÑÃÂ àÕËØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÓÂÄÐÞÏË
ÐÖÎá, ÕÑ ÏÞ ÄÐÑÄß ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¤­ ÆÎâ B Ë
ÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬³ ÆÎâ A. µÚÇÕ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÃÑÍÑÄÑÌ ÒÑÎÑÔÞ ÒÑÚÕË ÐÇÌÕÓÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÄÑÊÏÑÉÇÐ Ë Ô
ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤­ ÒÓË ÄÍÎáÚÇÐËË à××ÇÍÕÑÄ ÃÑÍÑ-
ÄÑÌ ÒÑÎÑÔÞ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ d.

£ [32], ÄÞÄÑÆâÖÓÂÄÐÇÐËÇÆÎâÂÏÒÎËÕÖÆ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎß-
ÐÑÌ Ë ÃÑÍÑÄÞØ ÚÂÔÕÑÕ, ÂÄÕÑÓÞ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÑÌ
ÑÃÑÃÜÂáÜËÌ ÍÓËÕÇÓËÌ ÑØÄÂÕÞÄÂÇÕ ÄÔÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ. °ÆÐÂÍÑ ÑÐ ÒÓËÏÇÐËÏ Ë Í ÖÔÎÑÄËâÏ ÄÃÎËÊË
ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ, ÐÑ ÄÆÂÎË ÑÕ ÍÓËÕËÚÐÑÔÕË, ÒÓËÚÇÏ
ÑÐ ÑØÄÂÕÞÄÂÇÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (ÆÎâ ÏÑÆ Ô
ÏÂÎÞÏ ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ), ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÏÞÇ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË. ¯ÂÍÑÐÇÙ, Ä [85] ÆÄÂ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ
àÄÑÎáÙËÑÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ A Ë B ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÚËÔÎÇÐ-
ÐÞÏËÏÇÕÑÆÂÏË. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÄÄËÆÖ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÄâÊË Ô
ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ÏÇÉÆÖ ÉËÆÍÑÔÕßá Ë

ÅÂÊÑÏ ÒÇÓÄËÚÐÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÍÑÐÄÇÍÙËË ÏÑÉÇÕ ÔÏÇÐËÕßÔâ
ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá Ô ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÆÎËÐ-
ÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÄËÆÑÄ, ÏÑÆÖÎËÓÖá-
ÜËØ ÏÇÎÍÑÏÂÔÛÕÂÃÐÖá ÍÑÐÄÇÍÙËá.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÂÄÕÑÓ ØÑÕÇÎ ÃÞ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ, ÍÑÐÇÚÐÑ,
ÃÞÎÑ ÃÞ ÄÇÔßÏÂ ÉÇÎÂÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÇ
ÔÎÖÚÂË Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÄÂÉÐÞÇ ÆÎâ ÒÓÂÍÕËÍË, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÔÓÂÄÐËÕß Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÏË ÆÂÐÐÞÏË
ËÎË ÆÓÖÅËÏË ÕÇÑÓËâÏË. °ÆÐÂÍÑ, Ô ÇÅÑ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, ÐÇ
ÏÇÐÇÇ ÄÂÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÐÂÚÂÎÂ ÍÑÐÙÇÒÕÖÂÎßÐÑ ÐÇÒÓÑÕË-
ÄÑÓÇÚËÄÖá ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÖá ÏÑÆÇÎß ÆÎâ ÕÇÚÇÐËâ Ä ÒÂÆÂá-
ÜÇÌ ÒÎÇÐÍÇ! £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÕÂÍÑÌ ÏÑÆÇÎË
"ÆÑÓÑÅÑÔÕÑâÜËÇ" ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ "ÐÇà××ÇÍÕËÄÐÞ"ì
ÄÐÂÛË ÆÐË ÐÂÖÍÂ Ñ ÕÇÚÇÐËâØ Ä ÒÎÇÐÍÂØ ÒÓÑÔÕÑ ÔÕÓÂÆÂÇÕ ÑÕ
"ËÊÃÞÕÍÂ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ"!

(±ÇÓÇÄÑÆ Ô ÂÐÅÎ. ¥. ¤ÂÐßÉË)
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Physically, there are two main mechanism responsible for driving the instability in coupled buoyancy (BeÂ nard) and thermocapillary

(Marangoni) convection problem of a weakly expansible viscous liquid layer, bounded on the bottom by a heated solid surface and on

the top by a free-surface subject to a temperature-dependent surface tension. The first one is the density variation generated by the

thermal expansion of the liquid, the second cause of instability results from the surface-tension gradients due to temperature

fluctuations along the upper free-surface. In the present paper we consider only the second effect as in BeÂ nard experiments (the so-

called BeÂ nard ±Marangoni (BM) problem). Indeed, for a thin layer we show that, it is not consistent to consider simultaneously both

effects, and in Section 3 we formulate an alternative concerning the roÃ le of the buoyancy. In fact, it is necessary to consider two

fundamentally distinct problems: the first problem is the classical shallow convection problem for a non-deformable upper surface with

a partial account of theMarangoni effect (RBM problem), the second one is the full BM problem for a deformable free-surface without

the buoyancy effect. We shall be mostly concerned with thermocapillary BM instabilities problem on a free-falling vertical film, since

most experiments and theories have focused on the latter (in fact, wave dynamics on an inclined plane is quite analogous). For a thin film

we consider three main situations in the relation with the magnitude of the characteristic Reynolds number (Re) and we derive various

model equations. These model equations are analyzed from various point of view but the central intent of this paper is to elucidate the

role of the Marangoni number on the evolution of the free-surface in space-time. Finally, some recent numerical results are also

presented.

PACS numbers: 44.25.+f, 44.30.+v, 47.10+g, 47.27.+i
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