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¯ÇÔËÐÅÖÎâÓÐÞÇ ÄËØÓË-ÔÍËÓÏËÑÐÞ
Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ

³.£. ªÑÓÆÂÐÔÍËÌ

©ÂÆÂÚÂ Ñ ÔÑÔÕÑâÐËâØ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÔËÎßÐÑÏ
ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÐÇ ÓÇÛÇÐÂ ÒÑÎÐÑÔÕßá.
ªÏÇáÕÔâ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ, Â ÕÂÍÉÇ ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ Ë ÐÂÍÑÒÎÇÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ
ÓÂÊÎËÚÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÆÂÐÐÞØ.

£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ ÃÑÎßÛÑÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÑÒËÔÂ-
ÐËÇ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÄÃÎËÊË ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÅÑ ÊÂÒÑÎÐÇÐËâ ÖÓÑÄÐâ
­ÂÐÆÂÖ. °ÆÐÑÍÓÂÕÐÑ ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÞÌ ÖÓÑÄÇÐß ­ÂÐÆÂÖ ÒÓË
ÃÑÎßÛÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ä ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËË ·ÂÓÕÓË ë¶ÑÍÂ Ô ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕÑÏ ³ÎàÕÕÇÓÂ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÒÑÎÐÑÏÖ ÊÂÒÑÎÐÇÐËá àÕÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ.
±ÓË àÕÑÏ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂâ ÑÃÏÇÐÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÄÞÊÞÄÂÇÕ
×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËÇ ÔÒËÐÑÄ.

£ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÇ ËÏÇÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ÑÔÑÃÞØ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËØ ÏÇÆÎÇÐÐÑÏÖ ÄÓÂÜÇÐËá ÔÒËÐÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÐÇÕÓËÄËÂÎß-
ÐÑÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ô ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÏ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËÇÏ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÐÂ Ô×ÇÓÖ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÔÒËÐÂ [1, 2]. ±ÑÆÑÃÐÞÇ ÉÇ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâ ÃÞÎË ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÞ ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÅÂÊÂ
Ä ÔËÎßÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ [3, 4].

°ÔÕÂÄÎââ Ä ÔÕÑÓÑÐÇ ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ Ë ÚËÔÎÇÐÐÞÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÏÞ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚËÏÔâ ÐÂ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂØ, ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏÞØ ÒÖÕÇÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂÏ ÏÂÕÓËÙÞ
ÒÑÄÑÓÑÕÂ [5 ë 7]. ¿ÕË ÓÂÃÑÕÞ ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ
ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÔÒÓÑÇÍÕËÓÑÄÂÐÐÞØ ÐÂ ÑÆËÐ ÖÓÑÄÇÐß
­ÂÐÆÂÖ.

°ÕÏÇÕËÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÕÓÖÆÐÑÔÕË ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ.
¡ÄÕÑÓÞ ÓÂÃÑÕ [5 ë 7] ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ÏÂÕÓËÙÖ ÒÑÄÑÓÑÕÂ
àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÔÒËÐÑÓÑÄ, ÊÂÄËÔâÜÖá ÑÕ ÆÄÖØ ÖÅÎÑÄ
¿ÌÎÇÓÂ. °ÆÐÂÍÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆËÐ ËÊ ÖÅÎÑÄ ¿ÌÎÇÓÂ
ÆÑÎÉÇÐ ËÏÇÕß ÄËÆ

a � mj� ~a�j� ; �1�

ÅÆÇ ~a ì ÓÇÅÖÎâÓÐÂâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÎâÓÐÑÅÑ
ÖÅÎÂ j Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÒÓËÚÇÏ m
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÕÇÒÇÐßá ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ. °ÆÐÂÍÑ Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÕÓËÙÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ËÏÇÇÕ ÕÑÚÇÚÐÖá
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚ-
ÐÑÌ. ²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ ¶ÖÓßÇ ÆÎâ ÏÂÕÓËÙÞ ÒÑÄÑÓÑÕÂ Ë ÇÇ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÕÂÍÉÇ ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß, ÍÑÕÑÓÂâ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ Ä ÓÂÔÚÇÕÂØ, ÄÞÒÑÎÐâÇÏÞØ Ä

ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË ÏÂÎÑÔÕË ÄÔÇØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ. ¯ÇÑÔÑÃÂâ,
ÅÎÂÆÍÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ, ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÆÄÖØ ÖÅÎÑÄ
¿ÌÎÇÓÂ, ËÏÇÇÕ ÔÕÇÒÇÐß ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÓÂÄÐÖá ÐÖÎá Ë ÐÇ
ÏÑÉÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÔÍËÓÏËÑÐÂ.±ÇÓÇØÑÆ Ä [6, 7] ÑÕ ÏÂÕÓËÙÞ
ÒÑÄÑÓÑÕÂU�r� Í ÏÂÕÓËÙÇ ~U, ÆÇÌÔÕÄÖáÜËÌ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
×ÖÐÍÙËÌ ÑÆÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ ­ÂÐÆÂÖ, ÕÂÍÉÇ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÔÇÓßÇÊ-
ÐÞÇ ÊÂÕÓÖÆÐÇÐËâ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÐ ÎËÍÄËÆËÓÖÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑ
ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕË U��r�U�r� � 1 ÆÎâ ÔÒÓÑÇÍÕËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÏÂÕ-
ÓËÙÞ ~U�r�.

£ÔÇ àÕË ÊÂÕÓÖÆÐÇÐËâ ÄÞÊÞÄÂáÕ ÉÇÎÂÐËÇ ÐÂÌÕË ÒÖÕß
ÓÇÛÇÐËâ, ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÔÒÑÎßÊÖáÜËÌ ÕÑÎßÍÑ ÅÎÂÆ-
ÍËÇ Ë ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜËÇÔâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÏÂÕÓËÙÞ
ÒÑÄÑÓÑÕÂ, ÔÄÑÃÑÆÐÞÌ ÑÕ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÐÇÆÑÔÕÂÕÍÑÄ Ë Ä ÕÑ ÉÇ
ÄÓÇÏâ ÒÑÊÄÑÎâáÜËÌ ÄÞÚËÔÎËÕß àÐÇÓÅËá Ë ÆÓÖÅËÇ ×ËÊË-
ÚÇÔÍËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ (ÒÇÓÄÑÏ Ë ÐÖÎÇÄÑÏ) ÒÑÓâÆÍÇ
ÒÑ ÄÐÇÛÐÇÏÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá. ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÒÑÎÐÑÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ, ÐÇ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂâÔß ÒÓÑÇÍÙËÇÌ ÐÂ ÑÆËÐ ÄÞÆÇ-
ÎÇÐÐÞÌ ÖÓÑÄÇÐß ­ÂÐÆÂÖ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÎÐÖá ÏÂÕÓËÙÖ ÒÑÄÑÓÑÕÂ, ÒÂÓÂÏÇÕÓË-
ÊÑÄÂÐÐÖá ÕÓÇÏâ ÖÅÎÂÏË ¿ÌÎÇÓÂ:

U�r� � Uz

ÿ
g�r��Uy

ÿ
b�r��Uz

ÿ
a�r�� ;

Uz�a� � cos
a
2
� i sin

a
2
sz ;

Uy�b� � cos
b
2
� i sin

b
2
sy ;

ÅÆÇ sx, sy, sz ìÏÂÕÓËÙÞ±ÂÖÎË. ¯Â ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ
ÑÕ ÍÑÓÂ ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇ g-×ÂÍÕÑÓÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
ÔÓÇÆÐËÌ ÔÒËÐ ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÒÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ
ÒÑÎá. ±ÑàÕÑÏÖ ÖÅÑÎ b, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÞ ÑÕÔÚËÕÞÄÂÇÏ ÑÕ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÓË r!1 ÆÑÎÉÇÐ
ÃÞÔÕÓÑ (ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ) ÔÕÓÇÏË-
ÕßÔâ Í ÐÖÎá. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÏÂÕÓËÙÂ U�r� ÐÇ ËÏÇÇÕ
ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ ÒÓË ÎáÃÞØ r, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄËá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ Ö ÏÂÕÓËÙ

Ak � iU�
qU
qxk
� O l

k�r�sl :

£ÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ O l
k ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÞÏ

ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇÏ U�r�:

O z
k �

1

2
�qka� cosb qkg� ;

O x
k �

1

2
�sin b cos a qkgÿ sin a qkb� ;

O y
k �

1

2
�cos a qkb� sin b sin a qkg� :

¦ÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÔÒËÐÂ
n � �cos b; sin b cos a; sin b sin a� ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ z-ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËâ ÒÖÕÇÏ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÐÂ ÖÅÑÎ a ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË z Ë ÊÂÕÇÏ ÐÂ ÖÅÑÎ
b ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË y. £ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ
ÖÅÑÎ a�r� ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÄÇÎËÚËÐÞ
O l ÃÖÆÖÕ ËÏÇÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß, ÐÇÖÔÕÓÂÐËÏÖá ÒÓË ÆÄÖØ
ÖÅÎÂØ ¿ÌÎÇÓÂ �a; g � 0; b�. °ÆÐÂÍÑ àÕÂ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÖÔÕÓÂ-
ÐâÇÕÔâ Ë O l

k�r� ÐÇÔËÐÅÖÎâÓÐÞ, ÇÔÎË ÕÑÚÇÚÐÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß
g�r� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá a�r� Ë ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ,
ÅÆÇ cos b � ÿ1. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÏÂÕÓËÙÇ U ÆÑÎÉÐÞ
ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÄÔÇ ÕÓË ÖÅÎÂ ¿ÌÎÇÓÂ, Ë ÖÅÑÎ a ËÏÇÇÕ
ÄËØÓÇÄÖá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß Ô ÙÇÎÞÏ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËÇÏ ËÊ-ÊÂ ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑÔÕË ÏÂÕÓËÙÞ ÒÑÄÑÓÑÕÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓÂÄËÎßÐÇÇ
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ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÐÇÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÄËØÓâØ, ÍÑÓ ÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÆÂÇÕÔâ
ÔÍËÓÏËÑÐÑÏ ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô 3He [8], ÒÓËÚÇÏ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ
3He, ÄËØÓÇÄÞÇ ÚËÔÎÂ âÄÎâáÕÔâ ÎáÃÞÏË ÙÇÎÞÏË, Â ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÚÇÕÐÞÏË. ªÐÕÇÅÓÂÎ

1

2p

�
rotO z d2r � Q

âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ Ë ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÚÇÓÇÊ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ×ÂÊÞ a ÒÓË ÑÃØÑÆÇ
ÍÑÐÕÖÓÂ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ. ¤ÎÂÆÍÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ
U�r� ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÑÄÇÓÛËÕß ÖÐËÕÂÓÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÔÒËÐÑÓÑÄ c � U�r�w�r� Í ÐÑÄÞÏ ÔÒËÐÑÓÂÏ
w�r�, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÕÑÎß ÉÇ ÆÑÒÖÔÕËÏÑ, ÍÂÍ Ë
ËÔØÑÆÐÞØ ÔÒËÐÑÓÑÄ w.

·ÑÕâ àÕÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑÄÇÆÇÐÑ ÆÎâ
ÔÒËÐÑÓÑÄ ì ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÕÑÓËÚÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ Ä
ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ì ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÇ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÅÑ ØÂÓÕÓË-×ÑÍÑÄÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô
ÎÑÍÂÎßÐÞÏ ÑÃÏÇÐÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ:

i
qc
qt
� 1

2m
�ÿiHHÿ A0�2 ÿ gn � rc ;

ÅÆÇ g ì ÑÃÏÇÐÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ, Â n�r� ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâÇÕÔâ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ®Þ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÇÆËÐËÙ, ÅÆÇ

�h � B0 � l 2B �
c�h

eB
� 1 :

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ë ÖÏÐÑÉÂâ
ÐÂ U�, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

ÿi qc
qt
� 1

2m
�ÿiHHÿ A0�2wÿ i

2m
U�HHU�ÿiHHÿ A0�wÿ

ÿ 1

2m
U�HH2Uwÿ gU�n � rUw :

¥ÑÃÂÄÎââ Í àÕÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÄÇÎËÚËÐÖ

ÿ 1

m

ÿ
U��HHU�U�HHU� �HHU��HHU� � 0 ;

ÓÂÄÐÖá ÐÖÎá Ä ÔËÎÖ ÖÔÎÑÄËâ ÖÐËÕÂÓÐÑÔÕË �U�U � 1,
HHU�U�U�HHU � 0�, Ë ÄÞÃËÓÂâ ÏÂÕÓËÙÖ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÕÂÍ,
ÚÕÑÃÞ U�n � rU � sz, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ w ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä
ÄËÆÇ

i
qw
qt
� 1

2m

ÿÿiHHÿ A0 � O lsl
�2wÿ gszw� O l

tslw : �2�

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ËÔØÑÆÐÑÅÑ Ë
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÇÏÖ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ. °ÆÐÂÍÑ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ
ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÇÅÑ ÅÎÂÄÐÂâ ÚÂÔÕß (ÒÓË O l � 0)
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ
ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ Ô ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÑÃÏÇÐÐÞÏ ÚÎÇÐÑÏ. ¬
ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÏÑÉÐÑ ÆÑÃÂÄËÕß ÏÂÎÞÇ
ÚÎÇÐÞ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ ÊÇÇÏÂÐÑÄÔÍÖá àÐÇÓÅËá Ë ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÍÂ ÏÂÎÑÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞ
ÆÎâ ÐÂÔ.

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ÆÎâ w ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÊÂÄËÔâ-
ÜËÌ ÑÕ ÔÒËÐÂ ÄÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Ë ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÂâ àÐÇÓÅËâ, ÄÞÓÂÉÂÇÏÞÇ ÚÇÓÇÊ ÄÇÎËÚËÐÞ O l

k,
ÏÂÎÞÇ ÒÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËá, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÕÇÑÓËá ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ±ÓË àÕÑÏ ÅÎÂÄ-

ÐÂâ ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÂâ ÚÂÔÕß àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇÇÕ ËÊÄÇÔÕ-
ÐÖá ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ

G0�tÿ t 0; r; r 0� �
�
do
2p

dp

2p
gs�o� exp

�
io�t 0 ÿ t���

� exp
�
ip�yÿ y 0��Fsp�x�Fsp�x 0� ; �3�

ÅÆÇFsp�x�ìÑÔÙËÎÎâÕÑÓÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÄÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ Ä
ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ ­ÂÐÆÂÖ. ®ÂÕÓËÙÞ gs�o� ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÕ ÒÑÎÐÑÏÖ ÊÂÒÑÎÐÇÐËá ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ ­ÂÐÆÂÖ
(ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ àÕËÏ ÔÎÖÚÂÇÏ) ÆÎâ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔÑ ÔÒËÐÑÏ
ÄÄÇÓØ

g0 � 1� sz
2

1

o� gÿ id
� 1ÿ sz

2

1

oÿ g� id
; d! �0 ;

�4�

ÚÕÑ ÉÇ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ô s > 0, ÕÑ ÑÐË ÄÔÇ âÄÎâáÕÔâ
ÒÖÔÕÞÏË:

gs � 1

oÿ soc � gsz � id
: �5�

£ àÕËØ ×ÑÓÏÖÎÂØ ÏÞ ÄÄÇÎË ØËÏËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
m � �hoc=2, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÊÂÒÑÎÐÇÐËá ÐËÊÛËØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ. £ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÄÇÎËÚËÐ
ÒÑ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑ Ë ËÔÒÑÎßÊÖÇÕ ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÎÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ G Ë
×ÑÓÏÖÎÖ S � i Tr lnG ÆÎâ ÆÇÌÔÕÄËâ. ¥ÇÕÂÎË ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ
ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐÞ Ä [9 ë 11]. ²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ àÐÇÓÅËË Ë àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÐËÊÛÇÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ
ËÏÇÇÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ: ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂ ÕÑÎßÍÑ
ÄÇÎËÚËÐÂ rotO z, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÂâ ÆÑÃÂÄÍÖ Í ÄÐÇÛÐÇÏÖ
ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá: Beff � B0 ÿ rotO z�r�. °ÔÕÂÎßÐÞÇ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÞ O x, O y ÄØÑÆâÕ Ä ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ.
¿ÎÇÍÕÓÑÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß r ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕßá ÔÑÔÕÑâÐËÌ

r � 1

2p
Beff

Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ à××ÇÍÕËÄÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÒÑàÕÑÏÖ
ÄÔÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÐÂ ÐËÉÐÇÏ ÖÓÑÄÐÇ ­ÂÐÆÂÖ ÊÂÒÑÎÐÇÐÞ.
£ÔÎÇÆÔÕÄËÇ àÕÑÅÑ ÒÑÎÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÚËÔÎÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
ËÊ-ÊÂ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÍËÓÏËÑÐÂ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ dN � ÿQ. ±ÓË
àÕÑÏ ÒÑÎÐÂâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ àÐÇÓ-
ÅËâ ÄÔÇØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ ËÊÏÇÐÇ-
ÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

dhHÿ mNi � ÿ �hoc

2
Q :

¿ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß ÖÚÇÕÂ
ÒÑÒÓÂÄÑÍ Í ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË Ë ÓÇÛÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, Â ÐÇ ÒÓÂÄÑÏÇÓ-
ÐÑÔÕß ÊÂÏÇÐÞ ÇÇ ÐÂ ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ, ÍÂÍ àÕÑ ÆÇÎÂÇÕÔâ Ä
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ×ÖÐÍÙËÌ, ÔÒÓÑÇÍÕËÓÑÄÂÐÞØ ÐÂ ÐÖÎÇÄÑÌ
ÖÓÑÄÇÐß ­ÂÐÆÂÖ. ±ÓË àÕÑÏ ÐÖÎÇÄÑÌ ÖÓÑÄÇÐß ­ÂÐÆÂÖ
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÊÂÒÑÎÐÇÐ, ÐÑ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÏ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÖ à××ÇÍÕËÄÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä
ÑÕÔÖÕÔÕÄËe ÔÍËÓÏËÑÐÂ ÒÓË Q � 0 ÔÖÏÏÂÓÐÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË Í
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË ÐÇÕ. ±ÑÒÓÂÄÍË Í ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÑÊÄÑ-
ÎâáÕ ÐÂÌÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÚÎÇÐÞ Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ Ë
ÑÃÏÇÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË [11], ÕÂÍ ÚÕÑ ÒÑÎÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÕÇÓÏÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË ÒÓË ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË ÄËØÓâ-ÔÍËÓ-
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ÏËÑÐÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

F � dhHÿ mNi � ÿ �hoc

2
Q� 3e2

2lB

���
p
2

r
Q�

� e2

2

�
rotOz�r� � rotOz�r 0�
�2p�2jrÿ r 0j d2r d2r 0�

�
��

J

2

�
qni
qrk

�2

� gB � n 1

2p�lB�2
�
d2r : �6�

£ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÄÍÎáÚÇÐÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÑÃÏÇÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË
ËÊ-ÊÂ ËÊÏÇÐÇÐËâ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÍÖÎÑ-
ÐÑÄÔÍÂâ àÐÇÓÅËâ, àÐÇÓÅËâ, ÔÄâÊÂÐÐÂâ Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕßá
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÔÒËÐÂ, Ë ÊÇÇÏÂÐÑÄÔÍÂâ àÐÇÓÅËâ (ÒÑÔÎÇÆÐËÌ
ÚÎÇÐ), ÅÆÇ

J � 1

16
������
2p
p e2

lB
:

±ÑÎÖÚÇÐÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ØÂÓÕÓË-×ÑÍÑÄÔÍÑÌ
àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÒÑÎÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ
ÒÑÄÑÓÑÕÂ U�r�. ¬ àÕÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá ËÏÇáÕÔâ ÒÑÒÓÂÄÍË,
ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÐÖÎÇÄÞÏË ÍÑÎÇÃÂÐËâÏË ÔÂÏÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ
ÒÑÄÑÓÑÕÂ, ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÕÓÇÃÖÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ
ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ. ®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇ-
ÐËÇÏ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô
ÆÄËÉÇÐËÇÏ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÅÑ ÄËØÓâ-ÔÍËÓÏËÑÐÂ ÍÂÍ ÙÇÎÑÅÑ ÄÑ
ÄÐÇÛÐÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ.

¥Îâ ÇÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÂÌÕË à××ÇÍÕËÄÐÖá
ÏÂÔÔÖ ÔÍËÓÏËÑÐÂ. ¦ÔÎË ÔÍËÓÏËÑÐ ÆÄËÉÇÕÔâ ÍÂÍ ÙÇÎÑÇ,
ÏÂÕÓËÙÂ ÄÓÂÜÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ U�rÿ X�, ÅÆÇ
X�t� ì ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÙÇÐÕÓÂ ÔÍËÓÏËÑÐÂ. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÏÖ ÏÂÎÑÏÖ ÚÎÇÐÖ O l

tsl � ÿ _X �X lsl � H1 Ä
ØÂÓÕÓË-×ÑÍÑÄÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (2). £ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÎËÐÇÌÐÞÌ ÒÑ _X ÚÎÇÐ Ä ÒÑÎÐÑÏ ÆÇÌ-
ÔÕÄËË ÆÎâ ÔÍËÓÏËÑÐÂ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ë ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
ÆÇÌÔÕÄËâ ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ Ô ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÅÑ ÚÎÇÐÂ ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ

dS � i

2
Tr �H1G0H1G0� :

£ ÐËÊÛÇÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ Ô ÒÑÏÑÜßá (3) Ä ÄËÆÇ

dS � i

2
Tr

�
�O lsl _X�g0�o��O l 0sl 0 _X�g0�o� exp�iod� do

2p
d2r

2p
dt :

BÍÎÂÆÞ ÆÂáÕ ÚÎÇÐÞ, Ö ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÎáÔÂ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÒÑ
ÓÂÊÐÞÇ ÔÕÑÓÑÐÞ ÑÕ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÌ ÑÔË o, ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ Tr
Ë ÖÚÇÕ ËÊÑÕÓÑÒËË ÆÂáÕ

dS �
� � _X�2

2g

X
l6�z

�O l�2
2

d2r

2p
dt :

¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÇÓÇÒËÔÂÐÑ Ô ÒÑÏÑÜßá
×ÑÓÏÖÎ (1) Ä ÄËÆÇ

dS �
�
dt
� _X�2
8g

1

4p

��
qni
qrk

�2

d2r :

ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÐËÊÛÇÇ ÒÑ àÐÇÓÅËË ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔÍËÓÏËÑÐÂ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÑÅÎÂÔÐÑ [2] ÄÇÎËÚËÐÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ

1

2

��
qni
qrk

�2

d2r � 4pjQj ;

ÚÕÑ ÆÂÇÕ

dS �
�
m _X 2

2
dt ; m � jQj

2g
:

¬ÓÑÏÇ ÚÎÇÐÂ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ×ÖÐÍÙËË ­ÂÅÓÂÐÉÂ
ËÏÇÇÕÔâ ÚÎÇÐ Ô ÄÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ
�e=c�Q _X � A0, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÂÍÉÇ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÓÑÄÂÐËÇÏ ËÊÏÇÐÇÐËâ ×ÂÊÞ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÓË
ÒÇÓÇÐÑÔÇ ÊÂÓâÆÂ Q. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ×ÖÐÍÙËâ ­ÂÅÓÂÐÉÂ
ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËâ ÔÍËÓÏËÑÐÂ ÍÂÍ ÙÇÎÑÅÑ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

L � m _X 2

2
� e

c
Q _X � A0 :

®ÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ Pi � qL=q _Xi Ë
ÒpoÍÄÂÐÕÑÄÂÕß ÊÂÆÂÚÖ, ÔÚËÕÂâ ÄÞÒÑÎÐÇÐÐÞÏË ÔÕÂÐÆÂÓÕ-
ÐÞÇ ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ �PiXi� � i�h. ¿ÕÑ ÒÓË-
ÄÑÆËÕ Í ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ ÆÎâ ÔÍËÓÏËÑÐÂ ÍÂÍ ÙÇÎÑÅÑ
�hos � 2g Ë ÏËÐËÏÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË Es � g. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÆÑÎÉÇÐ ÐÂÃÎáÆÂÕßÔâ ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÞÌ
ÓÇÊÑÐÂÐÔ ÆÎâ ÔÍËÓÏËÑÐÂ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ 2g. £ÇÎËÚËÐÂ g
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÑÃÏÇÐÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÐÂ ÑÆËÐ àÎÇÍÕÓÑÐ, Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ ­ÂÐÆÂÖ

g � e2

lB

������
2p
p

:

¿ÐÇÓÅËá g ÐÖÉÐÑ ÆÑÃÂÄËÕß Í ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏÖ ÓÂÐÇÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËá (5) ÆÎâ ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËË.

¬ÓÑÏÇ àÕÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÐÂØÑÉÆÇÐËÇ ÚÎÇÐÂ
Ô ØÑÒ×ÑÄÔÍËÏ ËÐÄÂÓËaÐÕÑÏ Ä ÆÇÌÔÕÄËË, ÍÑÕÑÓÞÌ,
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÕÂ-
ÕËÔÕËÍÖ ÔÍËÓÏËÑÐÑÄ [11]. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÂÌÕË
ÚÎÇÐÞ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ ÑÆÐÖ ÄÓÇÏÇÐÐÖá O l

t Ë ÆÄÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÇ O l ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÆÇÌÔÕÄËâ ÒÑ
ÔÕÇÒÇÐâÏ O l. £ÞÚËÔÎÇÐËâ ÆÑ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÄÍÎáÚËÕÇ-
ÎßÐÑ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍË Ë ÕÓÇÃÖáÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ
ÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÆËÂÅÓÂÏÏ, ÒÓËÚÇÏ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ ÕÂÍÉÇ ÆÂáÕ ÄÍÎÂÆ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÚË-
ÕÞÄÂÕß ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËÇ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÔÕß Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ [9, 10]. ®Þ ÒÓËÄÇÆÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎß-
ÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ "×ÇÓÏËÑÐÐÑÏÖ" ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÖ ÄËØÓÇÌ-ÔÍËÓÏËÑÐÑÄ:

SH � pH ; H � 1

2p2

�
e ljmOtOj � Ol d

2r dt ; �7�

ÅÆÇ e ljm ì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÕÓÇ-
ÕßÇÅÑ ÓÂÐÅÂ. ¸ÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÌ ØÑÒ×ÑÄÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ H
ÄÞÓÂÉÇÐ ÚÇÓÇÊ ÄÇÎËÚËÐÞ O l [12]. ¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÐÇ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ Ä ÓÂÏÍÂØ ÏÇÕÑÆÂ
ÔÒÓÑÇÍÕËÓÑÄÂÐÐÞØ ÐÂ ÐÖÎÇÄÑÌ ÖÓÑÄÇÐß ­ÂÐÆÂÖ ×ÖÐÍÙËÌ
[7], ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËÏ ÔÑÃÑÌ ÔÖÏÏÖ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÎÐÞØ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ×ÑÓÏÖÎÂ
(7) ËÏÇÇÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ ÄËÆ Ë ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÌ Ä
ÆËÔÍÖÔÔËÑÐÐÑÌ ÊÂÏÇÕÍÇ [13].

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÑÕÏÇÕËÏ ÇÜÇ ÓÂÊ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÆË××Ç-
ÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ØÂÓÕÓË-×ÑÍÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ
ÑÕ ÑÒËÔÂÐËâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÑÇÍÕËÓÑÄÂÐËâ ÐÂ ÑÆËÐ ÖÓÑÄÇÐß
­ÂÐÆÂÖ, ÍÑÅÆÂ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÂâ ×ÑÓÏÂ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ
àÐÇÓÅËË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËËºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ ÐÂ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÖá àÐÇÓÅËá. °ÔÑÃÇÐÐÑ àÕÑ ÄÂÉÐÑ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË
ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË ÄËØÓâ-ÔÍËÓÏËÑÐÂ, ÅÆÇ ÒÑâÄ-
ÎâÇÕÔâ ÆÑÃÂÄÍÂ �ÿ�hoc=2�Q, ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔËÎß-
ÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÏÖ
ÒÑâÄÎÇÐËá ÄËØÓÇÌ Ë ÒÇÓÇÔÕÓÑÌÍÇ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ.
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®ËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÌ ÄÞÄÑÆ
à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ
ÆÎâ ÔÍËÓÏËÑÐÑÄ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÅÂÊÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
ÒÓË ÏÂÎÑÏ g-×ÂÍÕÑÓÇ

£. ¡ÒÇÎß, À.¡. ¢ÞÚÍÑÄ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ

¿ÎÇÍÕÓÑÐÐÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÇ Ä ÆÄÖØ ËÊÏÇÓÇÐËâØ
Ë ÐÂØÑÆâÜËÇÔâ Ä ÔËÎßÐÞØÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâØ, ÒÓÑÆÑÎÉÂáÕ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕßÔâ ÍÂÍ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ, ÕÂÍ Ë
ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË [1]. ªÊ-ÊÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÇ
àÐÇÓÅËË ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÇ
ÖÓÑÄÐË ­ÂÐÆÂÖ, Ë àÎÇÍÕÓÑÐ-àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ âÄÎâáÕÔâ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÏË ÆÎâ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ.
£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ ÃÑÎßÛÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÒÓËÄÎÇÍÂÇÕ ÔÒËÐÑ-
ÄÂâ ÔÕÇÒÇÐß ÔÄÑÃÑÆÞ. £ ÕÇÚÇÐËÇ ÆÑÎÅÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÃÞÎÑ
ÒÓËÐâÕÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÑÔÐÑÄÐÞÏË ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâÏË
âÄÎâáÕÔâ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÕËÒÂ ÚÂÔÕËÙÂ ë ÆÞÓÍÂ (ÔÒËÐ ë
àÍÔËÕÑÐ), ÍÑÅÆÂ ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÐÂÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ,
ÚÇÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÂâ àÐÇÓÅËâ [2 ë 5]. °ÆÐÂÍÑ
ÒÑÔÎÇÆÐËÇ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÞ, ÒÓÑÄÇÆÇÐÐÞÇ ÒÓË ×ÂÍÕÑÓÇ
ÊÂÒÑÎÐÇÐËâ ÃÎËÊÍÑÏ ËÎË ÓÂÄÐÑÏ ÇÆËÐËÙÇ, ÍÑÅÆÂ ÒÑÎÐÑ-
ÔÕßá ÊÂÒÑÎÐÇÐ ÑÆËÐ ËÊ ÔÒËÐÑÄÑ-ÓÂÔÜÇÒÎÇÐÐÞØ ÒÑÆÖÓÑÄ-
ÐÇÌ ­ÂÐÆÂÖ, ÒÑÏÇÐâÎË àÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ. ¿ÐÇÓÅËâ ÂÍÕË-
ÄÂÙËË ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ, ËÊÏÇÓÇÐÐÑÅÑ ÒÑÆ ÆÂÄÎÇÐËÇÏ [6],
ÔÒËÐÑÄÂâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ, ËÊÏÇÓÇÐÐÂâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÒÇÍÕÓÑ-
ÏÇÕÓËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ [7], ÕÓÂÐÔÒÑÓÕÐÞÇ àÍÔÒÇ-
ÓËÏÇÐÕÞ Ä ÐÂÍÎÑÐÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâØ [8], Ë ËÊÏÇÓÇÐËâ
ÔÆÄËÅÂ¯ÂÌÕÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÒÕËÚÇÔÍË ÐÂÍÂÚËÄÂÇÏÑÅÑ Á®²
[9] ÔÎÖÉÂÕ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑÏ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÑÄÞÌ
ÕËÒ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ì ÔÍËÓÏËÑÐÞ. ´ÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÃÞÎË ËÊÖÚÇÐÞ ÓÂÐÇÇ ÒÓË
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ËÊÑÕÓÑÒÐÞØ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ
[10]. ´ÑÎßÍÑ ÐÇÆÂÄÐÑ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä ÔËÔÕÇÏÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ
ÕÂÍÉÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÔÍËÓÏËÑÐÞ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ g-×ÂÍ-
ÕÑÓ ÏÇÐßÛÇ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ [11]. ¿ÐÇÓ-
ÅËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÂâ ÆÎâ ÔÑÊÆÂÐËâ ÒÂÓÞ ÔÍËÓÏËÑÐ ë ÂÐÕË-

ÔÍËÓÏËÑÐ ÒÓË g! 0 ÓÂÄÐÂ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÎÑÄËÐÇ àÐÇÓÅËË
ÔÑÊÆÂÐËâ ÔËÐÅÎÇÕÐÑÅÑ ÔÒËÐ-àÍÔËÕÑÐÂ Ô ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛËÏ
ËÏÒÖÎßÔÑÏ. ©ÂÓâÆ ÔÍËÓÏËÑÐÂ ÓÂÄÇÐ ÊÂÓâÆÖ àÎÇÍÕÓÑÐÂ e.
¹ËÔÎÑ ÒÇÓÇÄÇÓÐÖÕÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÔÒËÐÑÄ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËØÔâ
Ä ÔÍËÓÏËÑÐÇ, ÃÞÎÑ ÄÞÚËÔÎÇÐÑ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ·ÂÓÕÓË ë
¶ÑÍÂ (·¶) [12]; àÕÑ ÚËcÎÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ g-×ÂÍÕÑÓÂ Ë ÃÑÎßÛÇ
ÇÆËÐËÙÞ. ³ÑÄÔÇÏ ÐÇÆÂÄÐÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂâ ÒÓËÓÑÆÂ ÔÍËÓÏËÑÐÂ
ì ÇÅÑ ÔÒËÐ ì ÃÞÎÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÏËÍÓÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË [13] ÒÖÕÇÏ ÑÃÑÃÜÇÐËâ ÏÇÕÑÆÂ, ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÓÂÐÇÇ [14] ÆÎâ ÄÞÄÑÆÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÌ
ÚÂÔÕË à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ.

¥ÂÐÐÂâ ÔÕÂÕßâ ÑÓÅÂÐËÊÑÄÂÐÂ ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. £
ÓÂÊÆÇÎÇ 2 ÏÞ ÄÄÇÆÇÏ ÏÑÆÇÎß Ë ÔÄÑË ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ, Â ÕÂÍÉÇ
ÒÓËÄÇÆÇÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÄÞÄÑÆÂ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ
ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÖÉÇ ÃÞÎ ÚÂÔÕËÚÐÑ ÑÒËÔÂÐ Ä
ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ [14, 13]. ²ÂÊÆÇÎÞ 3 Ë 4 ÒÑÔÄâÜÇÐÞ
ÍÓÂÕÍÑÏÖ ÑÃÔÖÉÆÇÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ Ë ÕÇÐÊÑÓÂ
àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 5 ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÍÓËÕÇÓËÌ
ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ·¶-ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ.

2. ¿××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ

ªÔÔÎÇÆÖÇÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÇ 2D-àÎÇÍÕÓÑÐÞ, ÆÄËÉÖá-
ÜËÇÔâ Ä ÔËÎßÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ. °ÓÃËÕÂÎßÐÞÇ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâ àÕËØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÞ ÔÂÏÞÏÐËÉÐËÏ ÖÓÑÄÐÇÏ
­ÂÐÆÂÖ, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÃÑÕÂÕß Ä ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ ­ÂÐÆÂÖ. ±ÖÔÕß
â yp (b̂ yp ) ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÓÑÉÆÇÐËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÕÆÇÎßÐÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ p Ë ÔÒËÐÑÄÑÌ ÒÓÑÇÍÙËÇÌ,
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÌ (ÂÐÕËÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÌ) ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá.
´ÑÅÆÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ËÏÇÇÕ ÄËÆ
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©ÆÇÔß ~V�q� � exp�ÿq2=2�V�q�, ÅÆÇ V�q�ìÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ; p 01;2 � p1;2 � qy. ®ÂÅÐËÕÐÂâ ÆÎËÐÂ lH ËÔÒÑÎß-
ÊÖÇÕÔâ ÍÂÍ ÇÆËÐËÙÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÆÎËÐÞ, ÄÇÎËÚËÐÂ �h ÒÑÎÂ-
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2.1. ±ÓËÃÎËÉÇÐËÇ ·ÂÓÕÓË-¶ÑÍÂ
£ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ·ÂÓÕÓË ë¶ÑÍÂ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÒÓÇ-
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