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©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ËÏÒÖÎßÔÂ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ä ÅÇÕÇÓÑÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ

£.£. ¬ÂÒÂÇÄ, À.£. ¬ÑÒÂÇÄ, ª.£. ´ÑÍÂÕÎÞ

1. ¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ âÏ Ë
ÒÓÑÄÑÎÑÍ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÏÇÕÑÆ ÑÅËÃÂáÜËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ
×ÖÐÍÙËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÍÂÉÆÑÅÑ ÄÇÜÇÔÕÄÂ ÄÎËâ-
ÐËÇ ÇÅÑ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÒÑÆÔÕÂ-
ÐÑÄÍÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÏÂÔÔÞ Ä ÑÒÇÓÂÕÑÓÇ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ
àÐÇÓÅËË, Â ËÊÏÇÐÇÐËâ ÊÂÍÑÐÑÄ ÆËÔÒÇÓÔËË ÐÂ ÅÇÕÇÓÑÅÓÂ-
ÐËÙÇ ËÅÓÂáÕ ÓÑÎß à××ÇÍÕËÄÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ.

¥Îâ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ âÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ
�kz; ky� ÄÆÑÎß ÔÎÑÇÄ ÔÑØÓÂÐâáÕÔâ. ªÊ-ÊÂ ÐÇÔÑÄÒÂÆÇÐËâ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ à××ÇÍÕËÄÐÞØ ÏÂÔÔ ÍÑÐÕÂÍÕËÓÖáÜËØ ÄÇÜÇÔÕÄ
à××ÇÍÕËÄÐÞÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÃÖÆÖÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ kx; ky. ¿ÕÑ
ÏÑÉÇÕ ÆÂÉÇ ÒÓËÄÑÆËÕß Í ËÊÏÇÐÇÐËá ÊÐÂÍÂ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, Õ.Ç. Í ÒÓÇÄÓÂÜÇÐËá ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ Ä
ÃÂÓßÇÓ Ë ÐÂÑÃÑÓÑÕ.

2. £ÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá ÍÄÂÐÕÑÄÞØ âÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄËÕß Ä ÄËÆÇ

c�x; y; z� � Z�z� exp�ikr� ;
ÅÆÇ z ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË ÓÑÔÕÂ, r ì Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÎÑÇÄ, k � �k2x � k2y�1=2. µÓÂÄÐÇÐËÇºÓÈÆËÐÅÇÓÂ
ÆÎâ Z�z� Ä ÔÎÖÚÂÇ ËÊÑÕÓÑÒÐÞØ ÏÂÔÔ Ä ÍÂÉÆÑÏ ËÊ ÔÎÑÇÄ,
×ÑÓÏËÓÖáÜËØ ÅÇÕÇÓÑÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ
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ÅÆÇmn ËUn ìà××ÇÍÕËÄÐÂâ ÏÂÔÔÂ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Ä n-Ï ÔÎÑÇ.
¯Â ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑÇÄ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏË âÄÎâáÕÔâ Z Ë Z0=mn.
¥Îâ ÑÆËÐÑÚÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ âÏÞ ÕÑÎÜËÐÑÌ d àÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ
Í ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ àÐÇÓÅËË E ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ:�

K1
m1
� K2
m2

�
cos�Kd� �

�
K1K2
m1m2

m

K
ÿ K
m

�
sin�Kd� � 0 ; �2�

ÅÆÇ

K�
�
2m

�h2
�
EÿV0�k�

��1=2

; K1;2 �
�
2m1;2

�h2
�
V1;2�k�ÿE

��1=2

;

m1; m2; m ì à××ÇÍÕËÄÐÞÇ ÏÂÔÔÞ Ä ÎÇÄÑÏ, ÒÓÂÄÑÏ
ÃÂÓßÇÓÇ Ë Ä âÏÇ;

V1;2�k� � U1;2 � �h2k2

2m1;2
; V0�k� � �h2k2

2m

ìÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÃÂÓßÇÓÑÄ Ë âÏÞ ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË k,
Ui ì ÒÓË k � 0.

¥Îâ U1 6� U2 ÔÄâÊÂÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÓË
ÛËÓËÐÇ âÏÞ ÄÞÛÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ [1]. ¡ÔËÏÏÇÕÓËá ÃÂÓßÇ-
ÓÑÄ ÏÑÉÐÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ

b�k� � V2�k� ÿ V0�k�
V1�k� ÿ V0�k� :

±ÓË m < m1 ÊÐÂÍ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ qb�k�=qk ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ
ÊÐÂÍÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ

a � U2

U1
ÿm2 ÿm

m1 ÿm

m1

m2
; �3�

Õ.Ç. ÒÓË a > 0 ÔËÔÕÇÏÂ Ô ÓÑÔÕÑÏ k ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÃÑÎÇÇ
ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ (ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÔÚËÕÂÇÏ U2 > U1),
ÒÓË a < 0 ì ÃÑÎÇÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ. ¦ÔÎË m > m1, ÊÐÂÍË
qb�k�=qk Ë a ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞ.

¥Îâ ÅÇÕÇÓÑÔÕÓÖÍÕÖÓ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ ÕËÒËÚÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ m < m1 < m2. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË

ki �
�

2Ui mmi

�h2�mi ÿm�

�1=2
ËÔÚÇÊÂÇÕ ÃÂÓßÇÓ ÔÎÇÄÂ �i � 1� ËÎË ÔÒÓÂÄÂ �i � 2�, ÒÓË

ks �
�
2�U2 ÿU1�m1m2

�h2�m2 ÿm1�

�1=2
ÄÞÔÑÕÞ ÃÂÓßÇÓÑÄ ÔÓÂÄÐËÄÂáÕÔâ. £ÊÂËÏÐÑÇ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËÇ
k1, k2 Ë ks ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÐÂÍÑÏ ÄÇÎËÚËÐÞ a. ±ÓË a > 0
ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ k1 < ks < k2, ÒÓË a < 0ÿ ks ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ k2 < k1.

¡ÔËÏÏÇÕÓËâ ÃÂÓßÇÓÑÄ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ËÔÚÇÊÐÑÄÇÐËá
ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ kc, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÏÇÐßÛËØ k1 Ë k2. ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ kc ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÓÇÛËÕß (2) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ k ÒÓË ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË
E � Vi�kci�. ±ÓË a > 0 ÇÔÕß ÑÆÐÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ kc1,
Â ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÐÇÅÑ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

d

l
� 1

2p~K
arctan

�
m

m2

�
b�kc1� ÿ 1

��1=2

� n

2~K
; �4�

ÅÆÇ

~K �
�
1ÿ

�
kc1
k0

�2�
1ÿ m

m1

��1=2
;

k0 � 2p
l
; l �

�
2p2�h2

2mU1

�1=2

;

n � 0; 1; . . . ì ÐÑÏÇÓ ÒÑÆÊÑÐÞ. ±ÓË a < 0 ËÏÇÇÕÔâ ÄÕÑÓÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ kc2, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ (4) ÒÓË

~K �
�
U2

U1
ÿ
�
kc2
k0

�2�
1ÿ m

m2

��1=2
Ë ÊÂÏÇÐÇ m1 $ m2, b! 1=b.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1 ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ä
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ d�k�, ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÅÓÂÐËÙÖ ÏÇÉÆÖ ÔÄâÊÂÐ-
ÐÞÏË (2D) Ë ÐÇÔÄâÊÂÐÐÞÏË (3D) ÔÑÔÕÑâÐËâÏË. ¬ÓËÄÞÇ 1,
2, 3 ÑÕÄÇÚÂáÕ ÖÔÎÑÄËá E � V1; 2 0, 3 0 ì E � V2. ËÐËâ 1
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÎÖÚÂá a > 0. ³ÄâÊÂÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÄÞÛÇ Ë ÎÇÄÇÇ àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ. ±ÓË d < dc1
ÔÄâÊÂÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓË ÎáÃÑÏ k. ±ÓË
d > dc1 ÑÐÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ 0 < k < kc1, ÒÓËÚÇÏ
Ô ÓÑÔÕÑÏ d ÊÐÂÚÇÐËÇ kc1 ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÑÕ ÐÖÎâ ÆÑ k1. ¥Îâ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÃÂÓßÇÓÑÄ ÔÄâÊÂÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ËÔÚÇÊÂÇÕ
ÒÓË kc � k1 ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ d. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß E�k� ÒÓË
d > d1 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÐÂ ÄÔÕÂÄÍÇ a Í ÓËÔ. 1 (ÔÒÎÑÛÐÞÇ
ÎËÐËË ì 2D-ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÛÕÓËØÑÄÞÇ ì 3D-ÔÑÔÕÑâÐËâ).

¬ÓËÄÞÇ 2 Ë 2 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÖÔÎÑÄËâÏ E � V1 Ë
E � V2 ÆÎâ a < 0, ÄÔÕÂÄÍÂ Ã ì ÔÎÖÚÂá d < dc2, Ä ì
d > dc2. ±ÓË a < 0 ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß d�kc� ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß
ÏÂÍÔËÏÖÏ (ÍÓËÄÂâ 3 ÐÂ ÓËÔ. 1). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÖÊÍÑÏ
ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÕÑÎÜËÐ ÔÎÑÇÄ dc2 < d < dmax ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÕÓË
ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÊÐÂÚÇÐËâ kc (ÔÏ. ÄÔÕÂÄÍÖ Å). ªÔÚÇÊÐÑÄÇÐËÇ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÓË k! kc1 ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÕÇÏ, ÚÕÑ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ
ÔËÏÏÇÕÓËÊÂÙËá ÔËÔÕÇÏÞ, ÅÎÖÃËÐÂ âÏÞ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ
ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ ÄÞÓÂÄÐËÄÂáÕÔâ ÄÞÔÑÕÞ ÃÂÓßÇÓÑÄ.

£ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÏÂÔÔÂ Ä âÏÇ ÃÑÎßÛÇ ÏÂÔÔ Ä ÃÂÓßÇÓÂØ,
ÄÑÊÏÑÉÐÂ ÑÃÓÂÕÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ: ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÂÔËÏÏÇÕÓËË, ÍÑÅÆÂ ÅÎÖÃËÐÂ
âÏÞ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÃÞÔÕÓÇÇ ÓÂÊÐÑÔÕË ÄÞÔÑÕ ÃÂÓßÇÓÑÄ.

£ÍÎáÚÇÐËÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Fz ËÊÏÇÐâÇÕ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂÏË ÃÂÓßÇÓÑÄ, ÑÔÕÂÄÎââ ÏÂÔÔÞ Ä
ÔÎÑâØ ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏË. ´ÂÍÂâ "ÓÂÊÄâÊÍÂ" ÏÂÔÔ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂ-
ÎÑÄ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÒÓÂÄÎâÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ a. ±ÓË ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÑÏ ÐÂÒÓâÉÇÐËË DU ÐÂ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÏ ÃÂÓßÇÓÇ
ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ a > 0 Í a < 0, Ë ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÒÓË
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²ËÔ. 1. ¥ËÂÅÓÂÏÏÂ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ âÏÞ. ËÐËË 1, 2, 3 ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÕ ÖÔÎÑÄËá E � V1, 2 0, 3 0 ì E � V2, m1 � 1;1m, m2 � 2;0m ÆÎâ
U2=U1 � 6 (ÍÓËÄÂâ 1), 4 (2, 2 0) Ë 2 (3, 3 0). ¯Â ÄÔÕÂÄÍÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ
ÍÓËÄÞÇ E�k�: (Â) ÆÎâ ÍÓËÄÑÌ 1, (Ã, Ä) ì 2, 2 0; (Å) ì 3, 3 0.
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DU < 0, Õ.Ç. ÏÑÉÐÑ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÕß ÄÔÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ
ÔËÕÖÂÙËË Ä ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ÑÆÐÑÅÑ ÔÑÔÕÂÄÂ.

£ ÑÆÐÑâÏÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÐÂØÑÉÆÇÐËâ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä âÏÇ w ÒÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Í ÕÑÚÍÇ ÑÍÑÐÚÂÐËâ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÇÊÍÑ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß. £ÆÂÎË ÑÕ kc
ÄÇÎËÚËÐÂ w ÔÎÂÃÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ k. £ ÏÐÑÅÑâÏÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖ-
ÓÂØ ÏÑÉÐÑ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÕß ÔËÕÖÂÙËá, ÍÑÅÆÂ Ô ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ k
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÇ ÒÇÓÇÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ wi ÏÇÉÆÖ âÏÂÏË ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ k, ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ
ÏÇÐßÛËØ kc. ¿ÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÔËÔÕÇÏÂØ, ÐÂØÑÆâÜËØÔâ
ÄÃÎËÊË ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ÖÓÑÄÐÇÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÄÞÔÑÕ ÃÂÓßÇÓÑÄ Ô ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ k
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÊÏÇÐâÇÕ ÖÔÎÑÄËâ ÕÖÐÐÇÎËÓÑÄÂÐËâ àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ ËÊ âÏÞ Ä âÏÖ. ³ ÓÑÔÕÑÏ k ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ
ÑÆÐÑÅÑ 2D-ÔÑÔÕÑâÐËâ Í ÆÓÖÅÑÏÖ, ÑÕÎËÚÂáÜÇÏÖÔâ ÎÑÍÂ-
ÎËÊÂÙËÇÌ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÆÂÇÕÔâ ÆÑÃËÕßÔâ
ÒÇÓÇÆËÔÎÑÍÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ô ÓÑÔÕÑÏ k.

²ÂÊÎËÚËÇ à××ÇÍÕËÄÐÞØ ÏÂÔÔ Ä âÏÇ Ë ÃÂÓßÇÓÂØ ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÑÕÎËÚËá ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË E�k� ÑÕ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÆÂÉÇ ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ ÐÇÒÂÓÂÃÑÎËÚÐÑÔÕË ËÔØÑÆÐÞØ ÊÂÍÑ-
ÐÑÄ ÆËÔÒÇÓÔËË ÄÇÜÇÔÕÄ, ÑÃÓÂÊÖáÜËØ ÅÇÕÇÓÑÔÕÓÖÍÕÖÓÖ.
¿××ÇÍÕËÄÐÂâ ÏÂÔÔÂ m � �h2�q2E=qk2�ÿ1 ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËâ
ÄÆÑÎß ÔÎÑÇÄ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÓË k � 0 ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÓÂÊÎËÚÐÑÌ
ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ ÒÑÆÊÑÐ, ËÊÏÇÐââÔß ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ
ÏÂÔÔÞ m âÏÞ ÆÎâ ÅÎÖÃÑÍÑ ÎÇÉÂÜËØ ÒÑÆÊÑÐ ÆÑ ÏÂÔÔÞ
ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÃÂÓßÇÓÑÄ ÆÎâ ÏÇÎÍËØ ÒÑÆÊÑÐ. £ ÏÐÑÅÑâÏÐÞØ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ: m ÆÎâ
ÐËÊÍÑ ÎÇÉÂÜÇÌ ÒÑÆÊÑÐÞ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÛÇ, ÚÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÆÊÑÐÞ Ô ÃÑÎßÛÇÌ àÐÇÓÅËÇÌ.
¯ÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ÄÃÎËÊË ÕÑÚÇÍ
ÑÍÑÐÚÂÐËâ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÍÓËÄËÊÐÂ ×ÖÐÍÙËË E�k�. £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑ k à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÏÂÔÔÂ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ.

°ÕÏÇÕËÏ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕÇÌ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ
ÎËÐËÌ ÑÍÑÐÚÂÐËâ (ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ) Ä ËÏÒÖÎßÔÐÑÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (kx; ky) ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ:

1. ªÊÏÇÐËÕÔâ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÆÄËÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ (ÔÏ. ÐËÉÇ) ÍÂÍ ÒÓË ÑÓËÇÐÕÂÙËË ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ
ÄÆÑÎß ÔÎÑÇÄ, ÕÂÍ Ë ÄÆÑÎß ÑÔË z. £ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ
ÄÊÂËÏÐÑÅÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËâ ÎËÐËÌ ÑÍÑÐÚÂÐËâ Ë ÎËÐËË
¶ÇÓÏË ÑÔÙËÎÎâÙËË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ Ë ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ
ÄÇÎËÚËÐ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÃÖÆÖÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÑÏÖ ËÎË ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂâÏ. ±ÓË 2Dë 3D-ÕÓÂÐÔ-
×ÑÓÏÂÙËË ÆÑÎÉÇÐ ËÔÚÇÊÐÖÕß ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ à××ÇÍÕ ·ÑÎÎÂ.
³ÂÏÑ âÄÎÇÐËÇ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËË ÏÑÉÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÕß ÐÂ
ÑÆÐÑÏ Ë ÕÑÏÉÇ ÑÃÓÂÊÙÇ, ÖÒÓÂÄÎââ Ô ÒÑÏÑÜßá àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËÇÌ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ Ë ÒÑÎÑÉÇÐËÇÏ
ÎËÐËÌ ÑÍÑÐÚÂÐËâ.

2. ±ÓË 2Dë 3D-ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ
ÏÑÉÇÕ ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ËÊÏÇÐÇÐËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÓÇ-
ÄÓÂÜÇÐËÌ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÇÔÎË ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÖÒÑÓâÆÑÚÇ-
ÐËÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÏÂÅÐËÕÐÞÏË ËÑÐÂÏË, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ-
ÐÞÏË Ä ÍÄÂÐÕÑÄÞØ âÏÂØ, ÒÖÕÇÏ ÍÑÔÄÇÐÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÇÓÇÊ ÐÑÔËÕÇÎË, ÕÑ ÒÓË 2Dë 3D-ÕÓÂÐÔ-
×ÑÓÏÂÙËË ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÊÏ ÏÑÉÇÕ ËÔÚÇÊÐÖÕß.

3. ±ÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÎËÐËË ÑÍÑÐÚÂÐËâ
(ÐÂÚÂÎÂ) ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ ÓÇÊÍÑÅÑ ËÊÏÇÐÇÐËâ àÐÇÓ-
ÅËË ÔÄâÊË àÍÔËÕÑÐÑÄ ËÎË ÒÓËÏÇÔÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÒÑÔÍÑÎß-
ÍÖ ÆÎâ 2D-ÔÎÖÚÂâ àÐÇÓÅËâ ÔÄâÊË Ä 4 ÓÂÊÂ ÄÞÛÇ, ÚÇÏ ÆÎâ 3D.
¿ÕÑ ÓÇÊÍÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ ÒÓË ÔÓÂÄÐÇÐËË
ËÏÒÖÎßÔÂ ÎËÐËË ÑÍÑÐÚÂÐËâ (ÐÂÚÂÎÂ) Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ
ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÃÑÓÑÄÔÍÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ.

4. ¥Îâ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÑÍ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞØ ËÊ ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ âÏ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ

à××ÇÍÕÂ ¶ÓÂÐÙÂ ë¬ÇÎÆÞÛÂ, Õ.Ç. ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ ÛËÓËÐÞ
ÊÂÒÓÇÜÇÐÐÑÌ ÏËÐËÊÑÐÞ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÒÑÎâ Fz ËÊ-ÊÂ
3Dë 2D-ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËË. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÄâ-
ÊÂÐÐÞØ 2D-ÔÑÔÕÑâÐËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÇÓÇÍÓÞÕËâ ÄÑÎÐÑÄÞØ
×ÖÐÍÙËÌ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÇÆÐËÏË ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË âÏÂÏË ÖÏÇÐß-
ÛÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÏÇÐßÛÇÐËá ÛËÓËÐ ÓÂÊÓÇÛÇÐ-
ÐÞØ ÏËÐËÊÑÐ.

5. £ÑÊÏÑÉÐÑ Ë ÒÓâÏÑÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ 2Dë 3D-ÕÓÂÐÔ-
×ÑÓÏÂÙËË ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÎÂÕÇÓÂÎßÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ. ±ÓÑËÔØÑÆâÜÂâ ÒÓË àÕÑÏ 2Dë 3D-ÓÂÔ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ
(ËÎË 3Dë 2D-×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ) àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ
ÏÑÉÇÕ ÐÂÃÎáÆÂÕßÔâ Ä ÒÇÓÇØÑÆÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÂØ. £ àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÂØ Ô ÄÓÇÏÇÐÐÞÏ ÓÂÊÓÇÛÇÐËÇÏ ÔÆÄËÅ ÒÑÎÑÉÇÐËâ
àÍÔËÕÑÐÐÑÌ ÎËÐËË ÃÖÆÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ àÐÇÓ-
ÅËË ÔÄâÊË.

6. ³ËÔÕÇÏÂ ËÊ ÆÄÖØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ âÏ, ÑÆÐÂ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ
ËÏÇÇÕ ÐÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÃÂÓßÇÓÞ, ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÒÓË-
ÄÎÇÍÂÕÇÎßÐÑÌ ÆÎâ ÒÑÐËÉÇÐËâ ÒÑÓÑÅÑÄÑÅÑ ÕÑÍÂ Ä ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÑÏ ÍÂÔÍÂÆÐÑÏ ÎÂÊÇÓÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÚÂÔÕÑÕÂ ÅÇÐÇÓÂÙËË
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇÏ ÏÇÉÆÖ ÏËÐËÏÖÏÂÏË ÒÑÆÊÑÐ
ÔÑÔÇÆÐËØ âÏ. ¦ÔÎË ÐËÉÐââ ÒÑÆÊÑÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÇÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÑÌ âÏÇ, ÕÑ ÎËÐËâ ÇÇ ÑÍÑÐÚÂÐËâ ÏÑÉÇÕ ÎÇÉÂÕß
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐËÉÇ ÏËÐËÏÖÏÂ ÄÇÓØÐÇÌ ÒÑÆÊÑÐÞ. ¿ÕÑ
ÒÓËÄÇÆÇÕ Í ÒÑÆÂÄÎÇÐËá ÑÆÐÑ×ÑÐÑÐÐÑÌ ÏÇÉÒÑÆÊÑÐÐÑÌ
ÓÇÎÂÍÔÂÙËË Ë Í ÖÏÇÐßÛÇÐËá ÒÑÓÑÅÑÄÑÅÑ ÕÑÍÂ.

3. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ âÏÇ
Ô ÐÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏË ÃÂÓßÇÓÂÏË ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÍÄÂÐÕÖáÜÇÅÑ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ B, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÑÔË ÓÑÔÕÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
z. £ÞÃÇÓÇÏ ÐÂÚÂÎÑ ÑÕÔÚÇÕÂ àÐÇÓÅËË ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÏ Ô
ÐËÊÍËÏ (ÒÓÂÄÞÏ) ÃÂÓßÇÓÑÏ U1 Ë ÒÑÏÇÔÕËÏ ÎÇÄÖá ÅÓÂ-
ÐËÙÖ âÏÞ Ä ÕÑÚÍÖ z � 0. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÅÎÖÃËÐÖ âÏÞ
ÿU1 � ÿV, Â ÄÞÔÑÕÖ ÎÇÄÑÅÑ ÃÂÓßÇÓÂ U2 ÿU1 � U. ´ÑÅÆÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ�

k̂2z �
�
k̂ÿ �e=c�A�r��2
2m�z� � u�z�

�
c�r; z� � ec�r; z� ; �5�

ÅÆÇ

1

m�z� �
1

m2
y�ÿz� � 1

m

�
y�z� ÿ y�zÿ d��� 1

m1
y�zÿ d� ;

u�z� � Uy�ÿz� ÿ V
�
y�z� ÿ y�zÿ d�� : �6�

£ ÖÓÂÄÐÇÐËË (5) k̂ ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË xy ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÄÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎ A�r� ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÄâÊÂÐ Ô ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ: B � qxAx ÿ qyAy.
±ÇÓÇÏÇÐÐÞÇ z Ë r Ä (5) ÆÎâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÓÂÊÆÇÎâáÕÔâ:

cn�r; z� � wn�z�fn�r� ; �7�

ÅÆÇ fn�r� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá
1

2

�
k̂ÿ e

c
A�r�

�2
fn�r� � xnfn�r� : �8�

³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ xn Ä (8) ÓÂÄÐÞ

xn �
1

l2B

�
n� 1

2

�
; n � 0; 1; 2; . . . ;

1

l2B
� eB

�hc
: �9�
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¥Îâ ×ÖÐÍÙËË wn�z� ËÏÇÇÏ�
k̂2z � 2xn
2m�z� � u�z�

�
wn�z� � enwn�z� : �10�

©ÂÄËÔËÏÑÔÕß m�z� Ä (10) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË à××ÇÍ-
ÕËÄÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË
à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÅÎÖÃËÐÂ âÏÞ Vn ÆÎâ n-Ì ÒÑÆÊÑÐÞ ÂÐÆÂÖ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÄÐÑÌ

Vn � Vÿ
�
1

m
ÿ 1

m1

�
xn � Vÿ �oW ÿ oR�

�
n� 1

2

�
; �11�

Â à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÄÞÔÑÕÂ ÎÇÄÑÅÑ ÃÂÓßÇÓÂ ÓÂÄÐÂ

Un � Uÿ
�

1

m1
ÿ 1

m2

�
xn � Uÿ �oR ÿ oL�

�
n� 1

2

�
; �12�

ÅÆÇ oW, oR, oL ì ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ Ä âÏÇ Ë
ÃÂÓßÇÓÂØ.

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(10) ËÏÇÇÏ

e2Dn � �hoR

�
n� 1

2

�
ÿ K2Rn

2m1
; �13�

KRn� 2m1Vnd

1ÿm1=m2

(
1ÿ

������������������������������������������������������������
m1

m2

�
1�
�
1ÿm1

m2

�
Un

2m1�Vnd�2
�s )

:

�14�

¥Îâ ÔÎÖÚÂâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÃÂÓßÇÓÑÄ (U � 0,
m1 � m2 � mB, oR � oL � oB) ËÊ (13) Ë (14) ÒÑÎÖÚÂÇÏ

e2Dn � �hoB

�
n� 1

2

�
ÿ 1

2
mB�Vd�2

�
1ÿ oB

Oe

�
n� 1

2

��2
; �15�

ÅÆÇ

Oe � Vm

�h�mB ÿm� :

ªÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (15) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÄÖÏÇÓÐÞÇ ÖÓÑÄÐË
àÐÇÓÅËË ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ àÐÇÓÅËâ ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ �hoB�n� 1=2� ÐÇ ÔÓÂÄÐâÇÕÔâ Ô ÄÇÎËÚËÐÑÌ
�hOe. ¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÃÓÂÜÇÐËá Ä ÐÖÎß
à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ âÏÞ Vn (11). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ n ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ
ÒÑÎÇ Bn

c, ÄÞÛÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ n-Ì 2D-ÖÓÑÄÇÐß ÂÐÆÂÖ ÒÇÓÇ-
ØÑÆËÕ Ä 3D-ÒÑÆÊÑÐÖ ÂÐÆÂÖ:

Bn
c �

mmB

mB ÿm

cV

e�h�n� 1=2� : �16�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÒÑÎÇ B0
c ËÔÚÇÊÂÇÕ ÒÑÔÎÇÆÐËÌ (ÑÔÐÑÄÐÑÌ Ô

n � 0) ÖÓÑÄÇÐß.
£ÂÉÐÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ (15)

âÄÎâÇÕÔâ ÐÇàÍÄËÆËÔÕÂÐÕÐÑÔÕß ÖÓÑÄÐÇÌ ÂÐÆÂÖ. ¿ÕÂ
ÐÇàÍÄËÆËÔÕÂÐÕÐÑÔÕß ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÑÃÐÂ-
ÓÖÉÇÐÂ Ä ÑÒÕËÚÇÔÍËØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ËÎË ÒÑ ÑÕÍÎÑÐÇÐËá
ÑÕ ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕË ÒÑ ÑÃÓÂÕÐÑÏÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá
ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÏÂÅÐËÕÑÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ ºÖÃÐËÍÑÄÂ ë ÆÇ
¤ÂÂÊÂ.

¥Îâ ÔÎÖÚÂâ ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÃÂÓßÇÓÑÄ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ÔËÔÕÇÏÞ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÏ Ë ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞÏ.
£ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

a � m1

8m2

1ÿ �m1=m2�V
m1=mÿ 1

V

e0
; b � 1

4

m1U

m2e0
�17�

ÄÑÊÏÑÉÐÂ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÒâÕË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÓÇÉËÏÑÄ ËÊÏÇÐÇ-
ÐËâ 2D-ÔÒÇÍÕÓÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ
(e0 � 0;5m1�Vd�2 ìÖÓÑÄÇÐß Ä ÏÇÎÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ âÏÇ).

¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ a, b ÆÎâ àÕËØ ÒâÕË
ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 2. ±ÑÄÇÆÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ä
ÑÃÎÂÔÕË 1 ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÕÂÍÑÇ ÉÇ, ÍÂÍ Ë Ä ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ: 2D-ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÒÓË B � 0 Ë ËÔÚÇÊÂáÕ
ÒÓË ÖÔÎÑÄËË oR�n� 1=2� > Oe, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÏ ÑÃÓÂÜÇÐËá
Ä ÐÖÎß à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (11).

£ ÑÃÎÂÔÕË 2 Ä ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÑÎÇ 2D-ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄÖáÕ Ë ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ

0 < y�Oe < oR

�
n� 1

2

�
< Oe ;

y� � 1ÿ a�
���������������������������������
�1ÿ a�2 ÿ 1� b

q
:

ªÏÇÇÕÔâ ÂÐÂÎÑÅËâ ÔÑ ÔÎÖÚÂÇÏ, ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÓËÔ. 1Ã.

£ ÑÃÎÂÔÕË 3 2D-ÔÑÔÕÑâÐËâ ÂÐÆÂÖ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÒÓË
ÎáÃÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâØ, ÚÕÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÔÎÖÚÂá d < dc1
ÆÎâ ÍÓËÄÑÌ 1 ÐÂ ÓËÔ. 1. £ ÑÃÎÂÔÕË 4 ÐÂ ÓËÔ. 2 2D-ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÇÔÕß Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ

0 < oR

�
n� 1

2

�
< yÿOe < Oe :

°ÃÎÂÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÊÆÇÔß 2D-ÖÓÑÄÐÇÌ ÂÐÆÂÖ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÉÇ, ÚÇÏ Ä ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ.
¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1 àÕÑÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÓËÄÂâ 2 ÒÓË d > dc2.

£ÇÔßÏÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË 5:
2D-ÖÓÑÄÐË ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ Ä ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÑÎÇ, ËÔÚÇÊÂáÕ Ô
ÓÑÔÕÑÏ ÒÑÎâ ÒÓË oR�n� 1=2�5Oeyÿ, Â ÊÂÕÇÏ ÄÐÑÄß
ÒÑâÄÎâáÕÔâ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ Oey� < oR�n� 1=2� < Oe. ¿ÕÑÕ
ÔÎÖÚÂÌ ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ ÔÎÖÚÂá, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÏÖ ÐÂ ÓËÔ. 1Å.

ªÏÇÇÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ Ä ËÊÏÇÐÇÐËË ÔÕÇÒÇÐË
ÊÂÒÑÎÐÇÐËâ Ô ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ 2D-ÖÓÑÄÐÇÌ ÂÐÆÂÖ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá ÔÑ ÔÎÖÚÂÇÏ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÏÂÔÔ Ä âÏÇ Ë ÃÂÓßÇÓÂØ.
£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË B � 0 ÚËÔÎÑ 2D-ÔÑÔÕÑâÐËÌ n0,

3
2

4

5

1

0 0,1 1,0 1,5 2,0

2,0

1,5

1,0

0,5

a

b

²ËÔ. 2. ¶ÂÊÑÄÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ a, b ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ âÏÞ Ô
ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏË ÃÂÓßÇÓÂÏË Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ.
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ÎÇÉÂÜËØ ÐËÉÇ 3D-ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÓÂÄÐÑ

n0 � m

�h2p
e0 :

£ÍÎáÚÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÇÆÇÕ Í ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËá
ÖÓÑÄÐÇÌ ÂÐÆÂÖ Ô ÍÓÂÕÐÑÔÕßá ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÍÂÉÆÑÅÑ
ÖÓÑÄÐâ (Ô ÖÚÇÕÑÏ ÔÒËÐÂ)

nL � m

p�h
oc :

¹ËÔÎÑ ÖÓÑÄÐÇÌ, ÎÇÉÂÜËØ ÐËÉÇ ÐÖÎÇÄÑÌ 3D-ÒÑÆÊÑÐÞ
ÂÐÆÂÖ �E0 � �hoc=2�, ÓÂÄÐÑ n � �e0=�ho0� Ë, ÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÒÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÐÂ àÕËØ ÖÓÑÄÐâØ

m

�hp
oc

�
e0

�hoc

�
4 n0 :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÔÎË ÒÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÚÂÔÕËÙ n < n0 (ÒÓË
B � 0 ÄÔÇ ÑÐË ÐÂØÑÆËÎËÔß Ä ÑÃÎÂÔÕË 2D-ÔÑÔÕÑâÐËÌ), ÕÑ
ÒÓË ÄÍÎáÚÇÐËË ÒÑÎâ àÕÂ ÔËÕÖÂÙËâ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ, Ë ÄÔÇ
ÚÂÔÕËÙÞ âÄÎâáÕÔâ ÆÄÖÏÇÓÐÞÏË. ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÒÓË
ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÒÑÎâ 2D-ÖÓÑÄÐË ÂÐÆÂÖ Ô ÐÑÏÇÓÂÏË n ÒÑÔÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕ ÆÐÑ ÐÖÎÇÄÑÌ 3D-ÒÑÆÊÑÐÞ ÂÐ-
ÆÂÖ, ÐÑ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË n < n0 Í àÕÑÏÖ ÏÑÏÇÐÕÖ ÄÔÇÅÆÂ
ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÒÖÔÕÞÏË. 3D-ÒÑÆÊÑÐÂ ÄÔÇÅÆÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÒÖÔÕÑÌ.

³ËÕÖÂÙËâ Ä ÍÑÓÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓË ÖÚÇÕÇ ÓÂÊÎËÚËâ ÏÂÔÔ.
¹ËÔÎÑ 2D-ÔÑÔÕÑâÐËÌ n0 Ä ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÑÎÇ, ÎÇÉÂÜËØ ÐËÉÇ
ÏËÐËÏÖÏÂ 3D-ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÓÂÄÐÑ n0 � �m=p�h�O�0�, ÅÆÇ
O�0�ì ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

O�0� ÿ e0

�
O�0�
O0

�
� 0 :

£ ÑÃÎÂÔÕË 1 O0 � Oe, Â Ä ÑÃÎÂÔÕâØ 4 Ë 5 O0 � Oeyÿ. ±ÖÔÕß
nnb ì ÚËÔÎÑ 2D-ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÒÇÓÇÆ ÒÇÓÇ-
ÔÇÚÇÐËÇÏ n-Ï 2D-ÖÓÑÄÐÇÏ ÐÖÎÇÄÑÌ 3D-ÒÑÆÊÑÐÞ, Â nna ì
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÚËÔÎÑ ÔÓÂÊÖ ÒÑÔÎÇ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ, Õ.Ç.

nnb �
m

�hp
on�n� 1�; nna �

m

�hp
onn

(on ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑÎá ÒÓË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËË).
®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ (13) Ë (14), ÚÕÑ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂ-

ÕÇÎßÐÑÔÕË ÚËÔÇÎ nnb Ë nna ÑÓÅÂÐËÊÑÄÂÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ:

. . . > nnÿ1b > nnb > nn�1b > . . . > n0 ; lim
n!1 nnb � n0 ;

n0 > . . . > nn�1a > nna > nnÿ1a > . . . ; lim
n!1 nna � n0 : �18�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, nnb ÔØÑÆËÕÔâ Í n0 ÔÄÇÓØÖ, Â nna ì ÔÐËÊÖ, Ë
ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ n < n0 ÄÔÇÅÆÂ ÐÂÌÆÇÕÔâ ÕÂÍÑÇ
ÚËÔÎÑ n, ÚÕÑ nn�1a > n > nna. ±ÓË àÕÑÏ ÐÂÚËÐÂâ Ô ÐÑÏÇÓÂ n
2D-ÖÓÑÄÐË ÃÖÆÖÕ ÒÇÓÇÔÇÍÂÕß ÆÐÑ ÑÔÐÑÄÐÑÌ 3D-ÒÑÆÊÑÐÞ
ÚÂÔÕËÚÐÑ ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÞÏË Ë ÑÒÖÔÕÑÛÂÕßÔâ Ô ×ÑÓÏËÓÑÄÂ-
ÐËÇÏ 3D-ÓÇÊÇÓÄÖÂÓÂ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ. ¿ÕÑÕ ÓÇÊÇÓÄÖÂÓ ÄÒÎÑÕß ÆÑ
ÇÅÑ ËÔÕÑÜÇÐËâ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÒÑÎâ ÃÖÆÇÕ ÒÑÆÆÇÓÉËÄÂÕß
ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÖÓÑÄÇÐß ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÞÏ. ³ÂÏÑ ÉÇ
ËÔÕÑÜÇÐËÇ ÓÇÊÇÓÄÖÂÓÂ ÒÓÑËÊÑÌÆÇÕ ÓÂÐßÛÇ, ÚÇÏ ÖÓÑÄÇÐß
nÿ 1 ÆÑÌÆÇÕ ÆÑ 3D-ÔÑÔÕÑâÐËÌ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÊÂÒÑÎÐÇÐËâ 2D-ÖÓÑÄÐÇÌ ÂÐÆÂÖ
ÆÂÉÇ ÒÓË ×ËÍÔÂÙËË ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ Ä ÔËÔÕÇÏÇ, Â ÐÇ ØËÏËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ àÕÑ
ÒÓÑâÄËÕÔâ Ä ÖÛËÓÇÐËË ÔÕÖÒÇÐÇÍ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ·ÑÎÎÂ, ÐÂÚËÐÂâ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑÎâ, ÊÂÄËÔâ-
ÜÇÅÑ ÑÕ ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ Ä ÔËÔÕÇÏÇ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÓË

ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÒÑÎâ ÄÞÛÇ B
�0�
c ËÔÚÇÊÐÇÕ ÒÑÔÎÇÆÐËÌ 2D-

ÖÓÑÄÇÐßËÍÄÂÐÕÑÄÞÌà××ÇÍÕ·ÑÎÎÂ ÔÕÂÐÇÕÐÇÄÑÊÏÑÉÐÞÏ.
£ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞØ ÅÇÕÇÓÑÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ÄÑÊÏÑÉÐÞ ËÊÏÇ-

ÐÇÐËâ ËØ ÕÑÒÑÎÑÅËË ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ ËÏÒÖÎß-
ÔÂ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÆÄÖØÝâÏÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Í ÆÄÖØ-
ÃÂÓßÇÓÐÑÌ ËÎË ÑÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ "âÏÂ Ä âÏÇ" Í ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÆÄÖØ
âÏ, ÓÂÊÆÇÎÇÐÐÞØ ÃÂÓßÇÓÑÏ. ±ÑÆÑÃÐÞÇ ÉÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ
ÕÑÒÑÎÑÅËË ÃÖÆÖÕ ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ Ë ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÉËÆÂÕß ÐÑÄÞÇ âÄÎÇÐËâ ÒÓË
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ·ÑÎÎÂ Ä ÕÂÍËØ ÅÇÕÇÓÑ-
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ.

£ÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÆÑÔÕËÉÇÐËâ 2Dë 3D-ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËË
ÒÓË ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÐÇÃÑÎßÛËØ ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÂØ Ë
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâØ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ-
ÐÞØ ÄÞÛÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ âÏ Ô ÔËÎßÐÑ ÐÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏË
ÃÂÓßÇÓÂÏË. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÒÑÆØÑÆâÜËÏË âÄÎâáÕÔâ ÕÂÍÉÇ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÅÇÕÇÓÑÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓË ÏÂÎÑÌ
ÓÂÊÐËÙÇ Ä ÒÑÎÑÉÇÐËË ÍÓÂÇÄ ÊÑÐÞ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË ÆÎâ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ËÎË ÄÂÎÇÐÕÐÑÌ ÊÑÐÞ ÆÎâ ÆÞÓÑÍ ËÏÇÇÕÔâ
ÃÑÎßÛÂâ ÓÂÊÐËÙÂ Ä ÛËÓËÐÇ ÊÂÒÓÇÜÇÐÐÑÌ ÊÑÐÞ, Â ÊÐÂÚËÕ,
Ë ÃÑÎßÛÂâ ÓÂÊÐËÙÂ Ä à××ÇÍÕËÄÐÞØ ÏÂÔÔÂØ. ±ÇÓÄÂâ
ÔËÕÖÂÙËâ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÅÇÕÇÓÑÔÕÓÖÍÕÖÓÇ
GaAs/GaN [2], Â ÄÕÑÓÂâ ì Ä InGaAs/AlGaAs [3].

²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ²ÑÔÔËÌÔÍÑÅÑ ×ÑÐÆÂ
×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ, ²ÑÔÔËÌÔÍÑÌ ®¯´±
"¶ËÊËÍÂ ÕÄÇÓÆÑÕÇÎßÐÞØ ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓ" Ë INTAS.
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ÊÂÓâÆÑÄÞØ à××ÇÍÕÑÄ Ä ÔÄÇÓØÏÂÎÞØ
ÕÖÐÐÇÎßÐÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂØ
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1. £ÄÇÆÇÐËÇ
¯Â ÒÖÕË ÏËÐËÂÕáÓËÊÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÄ
ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÕÇØÐÑÎÑÅËâ ÆÑÃËÎÂÔß ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÔÕÂÎÑ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÞÏ ÍÑÐÕÓÑÎËÓÖÇÏÑÇ ËÊÅÑÕÑÄÎÇÐËÇ ÖÔÕÓÑÌÔÕÄ Ô
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏË ÓÂÊÏÇÓÂÏË àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÏÇÐÇÇ ÑÆÐÑÌ ÆÇÔâ-
ÕÑÌ ÆÑÎËÏËÍÓÑÏÇÕÓÂ. £ ÕÂÍËØ ÖÔÕÓÑÌÔÕÄÂØ ÏÑÅÖÕ ÐÂÃÎá-
ÆÂÕßÔâ âÓÍËÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ à××ÇÍÕÞ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÐÑÄÑÇ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ×ËÊËÍË, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÎÖÚËÎÑ
ÐÂÊÄÂÐËÇ "ÐÂÐÑ×ËÊËÍÂ". ³ÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ ÚÂÔÕßá ÐÂÐÑ×Ë-
ÊËÍË âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐËÍÂ, ËÔÔÎÇÆÖáÜÂâ à××ÇÍÕÞ,
ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ ÒÇÓÇÐÑÔÑÏ ÊÂÓâÆÂ ÚÇÓÇÊ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÞ Ô ÏÂÎÑÌ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÇÏÍÑÔÕßá. °ÓÕÑÆÑÍÔÂÎßÐÂâ
ÕÇÑÓËâ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÕÖÐÐÇÎËÓÑÄÂÐËâ, ÔÑÊÆÂÐÐÂâ
ÆÎâ ÕÖÐÐÇÎßÐÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ [1], ÒÑÊÆÐÇÇ ÃÞÎÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐÂ Ë ÐÂ ÆÓÖÅËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ë Í ÐÂÔÕÑâÜÇÏÖ ÄÓÇÏÇÐË
ÒÑÎÖÚËÎÂ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ Ä ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂØ [2]. ªÐÕÇÓÇÔ Í ËÊÖÚÇÐËá ÊÂÓâÆÑÄÞØ à××ÇÍÕÑÄ ÔÄâÊÂÐ Ô
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕßá ÔÑÊÆÂÐËâ ÐÂ ËØ ÑÔÐÑÄÇ ÙÇÎÑÅÑ ÒÑÍÑÎÇÐËâ
ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÐÑÄÞØ ÖÔÕÓÑÌÔÕÄ Ô ÓÇÍÑÓÆÐÞÏË ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍÂÏË.
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