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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

®ÂÅÐËÕÑÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÇ ÔÓÇÆÞ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÑÔÑÃÞÏË
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË. ¶ËÊËÚÇÔÍÂâ ÒÓË-
ÚËÐÂ ÑÔÑÃÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ì ×ÇÓÓÑ- ËÎË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔ, ÑÊÐÂÚÂáÜËÌ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ
ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËØ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ (ÔÒËÐÑÄÞØ
ÄÑÎÐ ì ÏÂÅÐÑÐÑÄ) àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ.

£ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÇ ÔÎÖÚÂÇÄ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ ÒÓËÓÑÆÞ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÓÂÆËÑÚÂÔÕÑÕÐÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ. £
ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËË ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ÒÓË
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß, Â
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ àÕÑÏÖ ÆÎËÐÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ì Ä
ÐÖÎß, ÚÕÑ, ÍÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÆÇÎÂÇÕ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÞÏË ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆ. °ÆÐÂÍÑ ÖÚÇÕ
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÆÂÎË
ÑÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ, ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ÑÔÕÂÇÕÔâ
ÍÑÐÇÚÐÑÌ Ë, ØÑÕâ ÑÐÂ ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ (ÒÓË
ÕÑÌ ÉÇ ÚÂÔÕÑÕÇ), ÄÔÇ ÉÇ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÏÇÉ-
ÂÕÑÏÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ ÏÑÉÐÑ (Ë ÐÖÉÐÑ!) ÑÒËÔÞÄÂÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË:

rotH � 4p
c

j� 1

c

qD
qt

; rotE � ÿ 1

c

qB
qt

: �1:1�
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®ÂÅÐÑÐÞ, ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÒÑÎâÓËÕÑÐÞ, ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ

®.ª. ¬ÂÅÂÐÑÄ, ¯.¢. ±ÖÔÕÞÎßÐËÍ, ´.ª. ºÂÎÂÇÄÂ

´ÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË ËÔÔÎÇÆÖáÕÔâ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÏÂÅÐËÕÑÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÔÓÇÆ. ²ÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐÑ ÆÄÂ ÕËÒÂ ÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ: ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍË Ë ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍË, Â ÕÂÍÉÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÍÂÍ ÏÑÆË-
×ËÙËÓÖáÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÏÇÕÂÎÎÂ ËÊ-ÊÂ ÐÂÎËÚËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÞ. £ ÓÂÏÍÂØ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÌ ÍÑÐÙÇÒÙËË
ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÕËÒÞ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ: ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÒÑÎâÓËÕÑÐÞ, ÏÂÅÐË-
ÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ, ÏÂÅÐÑÐÞ. £ ÛËÓÑÍÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÚÂÔÕÑÕ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÍÂÍ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏË ÚÂÔÕÑÕÂÏË ÓÂÊÎËÚÐÑÌ ÒÓËÓÑÆÞ: àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ Ë ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ. ¢ÑÎßÛÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÖÆÇÎÇÐÑ ÄÑÒÓÑÔÂÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÍË Ë ÍËÐÇÕËÍÇ ÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ. ²ÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÃÑÊÇ-àÌÐÛÕÇÌÐÑÄÔÍÑÌ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË Ä ÅÂÊÇ ÏÂÅÐÑÐÑÄ. ±ÑÔÕÓÑÇÐÂ
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÏÇÕÂÎÎÇ.
±ÑÆÓÑÃÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÊÂÍÑÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÒÑÎâÓËÕÑÐÑÄ. ±ÓËÄÇÆÇÐÞ ÒÓËÏÇÓÞ ÓÇÛÇÐËâ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÊÂÆÂÚ ÒÓË ÖÚÇÕÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÄÂÉÐÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ.
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µÓÂÄÐÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË ÊÂÒËÔÂÐÞ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÑÐË
ÃÞÎË ÒÓËÏÇÐËÏÞ Í ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂÏ (j � 0) Ë Í ÏÇÕÂÎÎÂÏ
(D � 0); ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÑÃÞÚÐÞÇ.

£ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÏË
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË, ÆÇÎÂáÜËÏË ÔËÔÕÇÏÖ (1.1) ÒÑÎÐÑÌ, ÔÎÖÉËÕ
ÎËÐÇÌÐÂâ ÔÄâÊß 1 ÏÇÉÆÖ ÒÑÎâÏË Ë ËÐÆÖÍÙËâÏË, ÊÂÒËÔÂÐ-
ÐÂâ ÆÎâ ËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ¶ÖÓßÇ:

Di � eik�o; k�Ek ; ji � sik�o; k�Ek ; Bi � mik�o; k�Hk :

�1:2�

£ÏÇÔÕÑ ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ j Ë
ËÐÆÖÍÙËË D) ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÑÃÑÃÜÇÐÐÖá ËÐÆÖÍ-
ÙËá eD, ÔÄâÊÂÐÐÖá Ô àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ E à××ÇÍÕËÄÐÑÌ
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá ê eff:

eDi � eeffik �o; k�Ek ; eeffik � eik�o; k� � 4pisik�o; k�
o

: �1:3�

¥Îâ ÏÇÕÂÎÎÑÄ ÕÑÍÑÏ ÔÏÇÜÇÐËâ, ÄÍÎáÚÂáÜËÏ ÒÑÎâ-
ÓËÊÖÇÏÑÔÕß ËÑÐÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË, Õ.Ç. ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ �1=c��qD=qt�
Ô ÃÑÎßÛÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß, Ë ÕÑÅÆÂ

eeffik �
4pisik�o; k�

o
: �1:4�

©ÂÆÂÚÂ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ì ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÐÂ
ÑÔÐÑÄÇ ÃÑÎÇÇ ËÎË ÏÇÐÇÇ ÓÇÂÎËÔÕËÚÇÔÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÕÇÐÊÑ-
ÓÑÄ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË eik, àÎÇÍÕÓÑÒÓÑÄÑÆ-
ÐÑÔÕË sik Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË mik. ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂ-
ÐËÇ ×ÇÓÓÑ- ËÎË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ, ÇÔÕÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÑÔÑÃÑÌ (ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ) ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÕÇÐÊÑÓÂ mik ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ o.

¯ÂÛÇ ÄÐËÏÂÐËÇ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÑÃÊÑÓÇ ÃÖÆÇÕ ÒÓËÄÎÇ-
ÚÇÐÑ ÐÇ ÔÕÑÎßÍÑ Í ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÏÑÆÇÎÇÌ ÒÇÓÇ-
ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ (ÏÞ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÃÖÆÇÏ ÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÕßÔâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞÏË Ë ÐÂÅÎâÆÐÞÏË ÏÑÆÇÎâÏË),
ÔÍÑÎßÍÑ Í "àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÔÎÇÆÔÕÄËâÏ" ÕÑÅÑ, ÚÕÑ
ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ËÏÇÇÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÖá ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ. £ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÔËÏÏÇÕÓËâ
ÏÇÉÆÖ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ Ë ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎâÏË ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË
ÐÇ ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ, Â ÓÂÊÎËÚËâ Ä ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄÂØ,
ÑÃâÊÂÐÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑ-
ÔÕâÏ, ÔÄÑÆâÕÔâ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, Í ÓÂÊÎËÚËá Ä ÚÂÔÕÑÕÐÑÏ
ÆËÂÒÂÊÑÐÇ. µ ê ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ (ËÐÑÅÆÂ ì Ö ËÑÐÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ì Ä
ËÐ×ÓÂÍÓÂÔÐÑÏ), Â Ö m̂ ì Ä ÓÂÆËÑÚÂÔÕÑÕÐÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ
(ËÐÑÅÆÂ ì Ö ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ ì Ä ÔÖÃÏËÎÎËÏÇÕÓÑ-
ÄÑÏ). ¿ÕÑ ÓÂÊÎËÚËÇ, ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ ÏÇÐâáÜÇÇ ÕÇÑÓËá
âÄÎÇÐËÌ, ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ËÊÏÇÐâÇÕ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÖá ÕÇØ-
ÐËÍÖ Ë ÔÒÑÔÑÃ ÑÒËÔÂÐËâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ (ÍÂÍ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËØ,
ÕÂÍ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞØ).

£ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ÔËÏÏÇÕÓËâ ÏÇÉÆÖ ÒÑÎâÏË
ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ. ¥ÂÉÇ Ä ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ
ÐÇÅËÓÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ Ë ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÒÓÑ-
ÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÄØÑÆâÕ Ä ×ÑÓÏÖÎÞ ÒÑ-ÓÂÊÐÑÏÖìÐÇ ÕÑÎßÍÑ Ä
ÄËÆÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n � �����

em
p

:
¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÍÂÍ ÒÓÑâÄÎâÇÕ ÔÇÃâ ÐÇÑÆÐÑ-

ÓÑÆÐÑÔÕß ÊÂÆÂÚË (ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, ÒÎÂÔÕËÐÂ), ÏÞ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÓÑÔÕÞØ ÒÓËÏÇÓÑÄ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË

ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆ, ÔÚËÕÂâ, ÚÕÑ

D � e�o; k�E ; B � m�o; k�H : �1:5�

µÚÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË (ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË e Ë m
ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k) Ë ÆËÔÔËÒÂÙËË (ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ e 00

Ë m 00) ÐÇÑÃØÑÆËÏ ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËÇ ËÏË
ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÒÑÕÇÓÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÏÞÔÎÂ ËÎË Í
ÅÓÖÃÑÌ (ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÌ) ÑÛËÃÍÇ.

ªÕÂÍ, ÐÂÚÐÇÏ Ô ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÅÑ ÔÎÖÚÂâ, ÍÑÅÆÂ e � e�o�,
m � m�o� ì ×ÖÐÍÙËË ÚÂÔÕÑÕÞ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ
ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎË Ë ÑÃÎÂÆÂáÜËÇ ÑÃÞÚÐÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË:
e�0�; m�0� > 1 Ë e�1� � m�1� � 1. ¤ÎÂÄÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ e � e�o� Ë m � m�o� Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÓÇÊÍÑ ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ: oRE 4oRM, ÅÆÇ oRE�oRM� ì
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ (ÏÂÅÐËÕÐÑÌ) ÒÓÑ-
ÐËÙÂÇÏÑÔÕË (ÓËÔ. 1).

±ÓËÐâÕÑ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ (ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙÖ),
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÇ ÔÑÃÑÌ ×ÑÕÑÐ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÌ Ô
ÍÑÎÇÃÂÐËâÏË ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ë ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË, ÐÂÊÞ-
ÄÂÕß ÒÑÎâÓËÕÑÐÑÏ. ©ÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ ì
ÓÇÛÇÐËe ÖÓÂÄÐÇÐËâ

k2 � o2

c2
e�o�m�o� �1:6�

Ä ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËÌ o � o�k�. ±ÓË ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË (ÒÑ ÑÆÐÑÏÖ ÓÇÊÑÐÂÐÔÖ Ö ÍÂÉÆÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇ-
ÏÑÔÕË) ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ËÏÇÇÕ ÕÓË ÄÇÕÄË. ¿ÍÊÑÕËÚÇÔÍËÌ
ÔÎÖÚÂÌ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ
ÓÂÊÑÃÓÂÐ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6.

¥ËÔÔËÒÂÙËâ, ÍÂÍ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÎËÍÄËÆËÓÖÇÕ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÌ ÓÂÊÓÞÄ Ë ÄÄÑÆËÕ ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕß
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, Im e � e 00�; ×ÖÐÍÙËâ
e 00 � e 00�o� ÃÎËÊÍÂ d-×ÖÐÍÙËË (ÓËÔ. 2, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÄÞÅÎâ-
ÆËÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß m � m�o��.

±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÄÃÎËÊË
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÒÓË ÏÂÎÑÌ ÆËÔÔËÒÂÙËË, ÑÊÐÂÚÂÇÕ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß àÕËØ ÚÂÔÕÑÕ ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ:

oRE � o0
RE � aEk2 ; oRM � o0

RM � aMk2 : �1:7�

±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ì ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÒÑÔÑÃÐÑ-
ÔÕË ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ (ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ë/ËÎË ÐÂÏÂÅ-

1£ àÕÑÏ ÑÃÊÑÓÇ ÏÞ ÐËÅÆÇ ÐÇ ÄÞØÑÆËÏ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÞ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ô×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÏ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇ-
ÐËÇ: ak5 1, ÅÆÇ a ì ÏÇÉÂÕÑÏÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ, k ì ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ,
2p=k � l ì ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ, Õ.Ç. ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ
ÍÑÎÇÃÂÐËâ Ë ÄÑÎÐÞ.

oAMoRM oRE oAE o

m

m
e; m

e

e

1

²ËÔ. 1. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞo. ²ÂÊÓÞÄ ÑÔË ÂÃÔÙËÔÔ ÒÑÆÚÇÓÍËÄÂÇÕ, ÚÕÑ
oRM; oAM Ë oRE; oAE ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÓÂÊÐÞØ ÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÆËÂÒÂÊÑÐÂØ. £
ÓÇÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÍÂÉÆÂâ ËÊ ×ÖÐÍÙËÌ ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÖÚÂÔÕÍÑÄ.
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ÐËÚÇÐÐÑÔÕË) ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ ÒÑ ÍÓËÔÕÂÎÎÖ ÊÂ ÔÚÇÕ
ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ ÔËÎ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ. ¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ aE Ë aM
ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ Ä ÄËÆÇ ÏÐÑÉËÕÇÎâ ÔÑÆÇÓÉÂÕ a2 ì ÍÄÂÆÓÂÕ
ÏÇÉÂÕÑÏÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ, Õ.Ç. aE � ~oEa

2, aM � oexa
2,

ÒÓËÚÇÏ j~oEj � o0
RE, Â oex ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÑÃÏÇÐÐÑÏÖ ÄÊÂËÏÑ-

ÆÇÌÔÕÄËá ÏÇÉÆÖ ÏÑÏÇÐÕÂÏË ÂÕÑÏÑÄ 2, ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇ-
ÄÞÛÂÇÕ o0

RM �oex 4o0
RM�.

ªÕÂÍ,

oRE � o0
RE � ~oE�ak�2 ; oRM � o0

RM � oex�ak�2 : �1:8�

³ÎÂÅÂÇÏÑÇ oex�ak�2 ÏÑÉÇÕ ÒÓÇÄÞÔËÕß o0
RM ÆÂÉÇ ÒÓË

ak5 1. ªÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÞ (1.6) ë (1.8), ÎÇÅÍÑ ÏÑÆË×Ë-
ÙËÓÑÄÂÕß ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ, ÒÓÇÄÓÂÜÂâ ÍÄÂÊË-
ÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ (kc!1, o 6! 1� Ä ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇ-
ÔÍÖá ÄÑÎÐÖ. £ ÔÎÖÚÂÇ (1.6) ÇÔÕß ÆÄÂ ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ
ÒÓÇÆÇÎÂ (ÑÆËÐ ÑÃâÊÂÐ e, ÆÓÖÅÑÌì m). ±ÓË ÖÚÇÕÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÑÐË "ÒÓÇÄÓÂÜÂáÕÔâ" Ä ÊÂÍÑÐÞ ÆËÔ-
ÒÇÓÔËË ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ àÍÔËÕÑÐÑÄ (ÕÂÍÂâ ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËâ
ÒÓËÐâÕÂ Ä ÑÒÕËÍÇ). £ÂÉÐÑÔÕß ÏÑÆË×ËÍÂÙËË, ÑÃâÊÂÐÐÑÌ
ÖÚÇÕÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË, Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÇÔÎË
ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ, ÕÑ ÒÓË
o! o0

RE, o0
RM ÅÓÖÒÒÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ ÔÕÓÇ-

ÏËÕÔâ Í ÐÖÎá (ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÐ ÐÇ ÒÇÓÇÐÑÔËÕ àÐÇÓÅËË).
±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÆÇÎÂÇÕ ÒÑÎâÓËÕÑÐ Ä ÍÄÂÊË-
ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ (c � 1) ÒÇÓÇÐÑÔÚËÍÑÏ àÐÇÓÅËË ì
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ×ÂÍÕ, ÇÔÎË ÖÚÇÔÕß, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ
ÆËÔÒÇÓÔËâ ì ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ, Â
ÒÑÎâÓËÕÑÐ ì ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÄâÊË ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ Ô àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÞÏË ÍÑÎÇÃÂÐËâÏË.

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÇÜÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ
ÆËÔÒÇÓÔËâ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕ ÔÕÇÒÇÐß ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1.6), ÇÔÎË

ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÔÚËÕÂÕß ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ k. ¿ÕÑ ÑÃÔÕÑâ-
ÕÇÎßÔÕÄÑ ÄÂÉÐÑ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÊÂÆÂÚ.

µÓÂÄÐÇÐËÌ ÕÂÍËØ, ÍÂÍ (1.6), ÆÄÂ: ÆÎâ ÆÄÖØ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËÌ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ä ÔÓÇÆÇ Ô ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏË ÒÓÑ-
ÐËÙÂÇÏÑÔÕâÏË ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ ÆÄÂ ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ
àÍÔËÕÑÐÂ: àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌì Ô ÊÂÍÑÐÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÏÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË

e�o; k� � 0 ; �1:9�

Ë ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ì Ô ÊÂÍÑÐÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

m�o; k� � 0 : �1:10�

¬ÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 5), ÃÞÄÂáÕ ÓÇÂÎßÐÞÇ ÔËÕÖÂ-
ÙËË, ÍÑÅÆÂ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ àÍÔËÕÑÐ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËeÏ (1.10), ÏÑÉÇÕ (ÆÑÎÉÇÐ) ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß.

±ÇÓÇÌÆÇÏ Í ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ (ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÏ). £ÂÉÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ (Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞØ)
ÔÄÑÌÔÕÄ ÕÇÎÂ ÔÎÖÉËÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ËÏÒÇÆÂÐÔ. µ ÒÑÎÖ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ô ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá e Ë
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ m ËÏÒÇÆÂÐÔ ÆÎâ ÄÑÎÐÞ, ÒÂÆÂáÜÇÌ ÐÑÓÏÂÎßÐÑ
ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÕÇÎÂ, ÓÂÄÇÐ

z �
���
m
e

r
; Re z > 0 : �1:11�

¿ÕÑ ÒÇÓÄÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ, ËÊ ÍÑÕÑÓÑÌ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ e Ë m ÄØÑÆâÕ Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÑ-ÓÂÊÐÑÏÖ. ±ÓË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÇ
�e!1) ËÏÒÇÆÂÐÔ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß, Â ÒÓË ÏÂÅÐËÕÐÑÏ
(m!1�ì Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß. ¬Ñà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ R
ì ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Í ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÇ ÒÂÆÂáÜÇÌ ì ÔÄâÊÂÐ Ô ËÏÒÇÆÂÐÔÑÏ ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ:

R � ÿ 1ÿ z
1� z

: �1:12�

£ ÑÃÑËØ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ jRj � 1 ÕÇÎÑ ÒÓÇÒâÕÔÕÄÖÇÕ
ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËá Ä ÔÇÃâ ÓÇÊÑÐËÓÖáÜÇÌ, àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. ±ÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ÆËÔÔËÒÂÙËË ì ÓÂÔÚÇÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÐÇÄÑÊ-
ÏÑÉÇÐ ÃÇÊ ÇÇ ÖÚÇÕÂ.

£ÆÑÎß ÅÓÂÐËÙÞ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐâÕßÔâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ. ªØ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ
ÅÑÆÞ ÒÓËÄÎÇÍÂáÕ ÑÔÑÃÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÑÃÊÑÓÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏ ÄÑÎÐÂÏ ÖÆÇÎÇÐÑ ÏÐÑÅÑ ÏÇÔÕÂ.

±ÑÆ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ ÒÓËÐâÕÑ ÒÑÐËÏÂÕß ÄÑÎÐÖ,
ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÍÑÕÑÓÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂÇÕ ÒÓË ÖÆÂ-
ÎÇÐËË ÑÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ´ÂÍ ÍÂÍ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ
ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÇÎÇ, ÐÑ Ë Ä ÄÂÍÖÖÏÇ (Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ), ÕÑ ÓÇÚß ËÆÇÕ Ñ ÄÑÎÐÂØ, àÍÔÒÑÐÇÐÙË-
ÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂáÜËØ ÒÑ ÑÃÇ ÔÕÑÓÑÐÞ ÑÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÑÃÓÂÊÙÂ, ÒÓËÚÇÏ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍËÌ ÆÇÍÓÇÏÇÐÕ
ÊÂÕÖØÂÐËâ

g0 �
����������������
k2 ÿ o2

c2

r
; �1:13�

ÅÆÇ k ì ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ, ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
ÍÑÕÑÓÑÅÑ kx; ky; ÑÔß z ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÒÑ ÐÑÓÏÂÎË Í ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË; ÏÞ ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ ÏÂÅÐÇÕËÍ ÊÂÐËÏÂÇÕ "ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-

2±Ñ ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ oex � I=�h, ÅÆÇ I ì ÑÃÏÇÐÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ. ´ÂÍ
ÍÂÍ ÑÃÏÇÐÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÇ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËÇ
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ, ÕÑ TC�N� � I, ÅÆÇ TC�N� ì ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ¬áÓË
(¯ÇÇÎâ). °ÙÇÐÍÂ ÄÇÔßÏÂ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÂ ì ÑÐÂ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÕ ÏÐÑÅÑ
ÓÇÂÎßÐÞØ ×ÂÍÕÑÓÑÄ (Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄÇÎËÚËÐÖ ÔÒËÐÂ ÂÕÑÏÂ, ÚËÔÎÑ
ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÇÌ Ë Õ.Ò.).

e0

e00

e0; e00

o
oARoR

²ËÔ. 2. ²ÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß (ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ) ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÒÓË ÖÚÇÕÇ ÆËÔÔËÒÂÙËË (e 0 � Re e, e 00 � Im e).

6 µ¶¯, Õ. 167, å 2
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ÐÑÇ" ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ z > 0, ÕÂÍ ÚÕÑ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÂ ÄÑÎÐÞ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ exp�g0z�, Â Ä ÕÇÎÇ ì
exp�ÿgz�, ÅÆÇ

g �
����������������������
k2 ÿ o2

c2
em

r
: �1:14�

©ÆÇÔß Ë ÄÇÊÆÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÑÓÐÇÌ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ
ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÇÔÕß ÆÄÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐÞ: Ä ÑÆÐÑÌ ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ 3 Ex;Ez;Hy; ÄÑ ÄÕÑÓÑÌ ì Ey;Hx;Hz. ±ÇÓÄÂâ ì
ÄÑÎÐÂ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ (E-ÄÑÎÐÂ), ÄÕÑÓÂâ ì ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ (H-ÄÑÎÐÂ). ªØ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ì ÔÎÇÆ-
ÔÕÄËâ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎß-
ÐÞØ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ E Ë H):���������������������������

k2 ÿ emo2=c2

k2 ÿ o2=c2

s
� e � 0 �E�wolna� ;

���������������������������
k2 ÿ emo2=c2

k2 ÿ o2=c2

s
� m � 0 �H�wolna� : �1:15�

£ ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ (kc!1) ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ:

e�o� � 1 � 0 �E�wolna� ;

m�o� � 1 � 0 �H�wolna� : �1:16�

£ ÐÇÏÂÅÐËÕÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ H-ÄÑÎÐÞ ÐÇÕ.
°ÃÎÂÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐÂ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË

k2 >
o2

c2
; k2 >

o2

c2
e�o�m�o� : �1:17�

¬ÂÍÑÇ ËÊ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄ ÔËÎßÐÇÇ, ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ Ë
ÊÐÂÍÂ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n2 � e�o�m�o�:
±ÓË n2 > 1 ÑÃÎÂÔÕß ÚÂÔÕÑÕ Ë ÄÑÎÐÑÄÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÑÅÓÂÐË-
ÚËÄÂÇÕ ÄÕÑÓÑÇ ËÊ ÆÄÖØ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄ (1.17).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÒÎÂ-
ÔÕËÐÇ. £ÑÎÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÄÆÑÎß ÒÎÂÔÕËÐÞ Ë àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂÇÕ Ä ÑÃÇ ÔÕÑÓÑÐÞ ÑÕ ÒÎÂÔÕËÐÞ Ô
ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍËÏ ÆÇÍÓÇÏÇÐÕÑÏ ÊÂÕÖØÂÐËâ (1.13). ¦ÔÎË
ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (ÒÑ ÑÔË z) ÒÑÏÇÔÕËÕß Ä ÔÇÓÇÆËÐÖ
ÒÎÂÔÕËÐÞ, ÊÂÐËÏÂáÜÇÌ ÒÑÎÑÔÖ jzj < 2d, ÊÂÆÂÚÂ ÑÃÎÂ-
ÆÂÇÕ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ z! ÿz, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÓÂÊÆÇÎËÕß ÓÇÛÇÐËâ ÐÂ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ (s) Ë ÐÇÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÞÇ (a) (ÕÂÃÎ. 1).

¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÄÔÇØ ÚÇÕÞÓÇØ ÕËÒÑÄ
ÄÑÎÐ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ËÊ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÓË z � �d.

¥Îâ E-ÄÑÎÐÞ

g
g0

tanh�gd� � e � 0 ; �s�

g
g0

coth�gd� � e � 0 : �a�

¥Îâ H-ÄÑÎÐÞ

g
g0

tanh�gd� � m � 0 ; �s�

g
g0

coth�gd� � m � 0 : �a�

£ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÎÐ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÄÆÑÎß ÒÎÂÔÕËÐÞ,
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ k2 > emo2=c2, ØÑÕâ ÔÑØÓÂ-
ÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ k2 > o2=c2. ±ÓË

k2 <
o2

c2
e�o�m�o�

ÒÑÎâ Ä ÒÎÂÔÕËÐÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË
×ÖÐÍÙËâÏË (ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÔÏ. Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 13, 14). ¢ÑÎßÛÇÇ
ÄÐËÏÂÐËÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÖÆÇÎâÕß ÓÇÛÇÐËâÏ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÏ
ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË (k2 > emo2=c2). ±ÓË gd4 1
ìàÕÑ ÐÂÔÕÑâÜËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ: ÂÏÒÎËÕÖÆÞ àÕËØ
ÄÑÎÐ ÄÇÎËÍË ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÒÎÂÔÕËÐÞ.

¥Ñ ÔËØ ÒÑÓ ÏÞ ÔÚËÕÂÎË, ÚÕÑ ÏÂÅÐÇÕËÍ ÒÑ ÔÄÑËÏ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ì ÆËàÎÇÍÕÓËÍ. £ ÑÃÊÑÓÇ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐ ÓâÆ ÔÄÑÌÔÕÄ ÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ-ÏÇÕÂÎÎÑÄ. £Ñ ÄÄÇÆÇÐËË
ÏÞ ÕÑÎßÍÑ ÖÒÑÏâÐÇÏ, ÍÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ
ÄÎËâÐËÇ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË ÐÂ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ Ë ÑÃ-
ÓÂÕÐÑ: ÍÂÍ ÄÎËâÇÕ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑ-
ÔÕË ÐÂ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄ.

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ ÄÑÎÐÂ ËÊ-ÊÂ ÔÍËÐ-
à××ÇÍÕÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÂ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, àÕÑ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÔÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÔÄÑÌÔÕÄÂØ ÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ Ä
ÖÔÎÑÄËâØ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ. ¯Ç ÏÇÐÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ÄÎËâÐËÇ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÐÂ ÔÍËÐ-à××ÇÍÕ.¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ,
ÚÕÑ ÇÔÎË ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß m Ë ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß
ÏÇÕÂÎÎÂ sìÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ, ÕÑ ÅÎÖÃËÐÂ ÔÍËÐ-
ÔÎÑâ

d � c���������������������
2psm�o�op : �1:18�

£ÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ m�o� ì ÃÎËÊÑÔÕß Í ÓÇÊÑÐÂÐÔÖ ì ÖÏÇÐß-
ÛÂÇÕ ÅÎÖÃËÐÖ ÔÍËÐ-ÔÎÑâ, ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÄÑÊÃÖÉÆÂáÜÇÅÑ ÔÒËÐÑ-
ÄÖá ÒÑÆÔËÔÕÇÏÖ, Â ÖÃÞÄÂÐËÇ m�o� ÆÇÎÂÇÕ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÏÇÕÂÎÎÇ ÃÑÎÇÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÓËÔ. 1,
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÚÂÔÕÑÕÞ o � oAM, ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ
ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÌ ÅÎÖÃËÐÂ ÔÍËÐ-ÔÎÑâ ÑÃÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß. ¿ÕÑ âÄÎÇÐËÇ (¶®¡² ì ×ÇÓÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔ) ÑÒËÔÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 18. ¤ÎÂÄÐÑÇ
ÇÅÑ ÒÓÑâÄÎÇÐËÇ ì ÔÇÎÇÍÕËÄÐÂâ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕß ×ÇÓÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÞØ ÏÇÕÂÎÎËÚÇÔÍËØ ÒÎÂÔÕËÐ ÐÂ ÚÂÔÕÑÕÇ ÂÐÕËÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÂ oAM (m�oAM� � 0�.

£ÔÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÒÓÑÄÇÆÇÐÑ ÆÎâ ÆÄÖØ ÕËÒÑÄ ÏÂÅÐÇÕË-
ÍÑÄ: ÆÎâ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ Ë ÆÎâ ÆÄÖØÒÑÆÓÇÛÇÕÑÚÐÑÅÑ
ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÕËÒÂ "ÎÇÅÍÂâ ÑÔß" (­°). £ ÑÃÑËØ
ÔÎÖÚÂâØ ÕÇÐÊÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖá-

´ÂÃÎËÙÂ 1

E-ÄÑÎÐÂ H-ÄÑÎÐÂ s, a

Hy�ÿz� � hy�z�
Ez�ÿz� � Hy�z�
Ex�ÿz� � ÿEx�z�

Ey�ÿz� � Ey�z�
Hx�ÿz� � ÿEy�z�
Hz�ÿz� � ÿHz�z�

s

Hy�ÿz� � ÿHy�z�
Ez�ÿz� � ÿHy�z�
Ex�ÿz� � Ex�z�

Ey�ÿz� � ÿEy�z�
Hx�ÿz� � Hx�z�
Hz�ÿz� � ÿHz�z�

a

3°Ôß x ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÄÆÑÎß ÄÇÍÕÑÓÂ k (kx � k; ky � kz � 0).
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ÜÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ:

m̂ �
m1 im 0 0

ÿim 0 m2 0
0 0 m3

0@ 1A : �1:19�

¥Îâ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ, ÍÑÅÆÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ
ÒÑÎÇH ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÑ ÄÆÑÎß ÑÔË ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË, ËÏÇÇÏ

m1 � m2 � m � 1� o0oM

o2
0 ÿ o2

; m 0 � ooM

o2
0 ÿ o2

; m3 � 1 :

�1:20�

°Ôß 3 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÌ ÑÔßá (ÄÆÑÎß ÐÇÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ
ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ M),

o0 � gHeff ; oM � 4pgM ; �1:21�
g ì ÏÂÅÐËÕÑÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ; Heff � H� bM,
ÅÆÇ b ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË. ¹ÂÔÕÑ ËÐÆÇÍÔ eff ÏÞ
ÃÖÆÇÏ ÑÒÖÔÍÂÕß.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ ÆÇÎÑ ÑÃÔÕÑËÕ ÔÎÑÉÐÇÇ
ÆÂÉÇ ÆÎâ ÕÑÅÑ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÅÑ ÔÎÖÚÂâ, ÍÑÅÆÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÑ ÄÆÑÎß ÑÔË ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ Ë ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÓÑÐËÙÂÇ-
ÏÑÔÕË ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

®Þ ÄÞÒËÔÂÎË ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÕÇÐÊÑÓÂ ÒÓÑÐËÙÂÇ-
ÏÑÔÕË, ÑÒÖÔÕËÄ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÆËÔÒÇÓÔËá Ë ÆËÔÔËÒÂ-
ÙËá, Ë ÃÖÆÇÏ ËØ "ÄÄÑÆËÕß" ÎËÛß ÒÑ ÏÇÓÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË.

³ÑÆÇÓÉÂÐËÇ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÓÂÊÆÇÎÑÄ ÄÞØÑÆËÕ ÊÂ ÓÂÏÍË
ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË. °ÐË ÒÑÔÄâÜÇÐÞ
ÄÑÒÓÑÔÂÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÍË Ë ÍËÐÇÕËÍË.
¯ÂÊÄÂÐËâ àÕËØ ÓÂÊÆÇÎÑÄ ÑÕÏÇÚÇÐÞ ÊÄÇÊÆÑÚÍÑÌ.

¬ÑÐÙÇÒÙËâ ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ Ä ÏÂÅÐËÕÑÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ
ÔÓÇÆÂØ ÊÂ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÆÇÔâÕËÎÇÕËâ ÐÇ ÒÓÇÕÇÓÒÇÎÂ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞØ ËÊÏÇÐÇÐËÌ. ¯ÂÛË ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ Ñ
ÒÓËÓÑÆÇ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
(ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ, ÏÂÅÐÑÐÑÄ) ÑÔÕÂÎËÔß ÒÓÇÉÐËÏË. ³ÒËÐÑ-
ÄÞÇ ÄÑÎÐÞ ì ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÞØ ÒÑÆÓÇÛÇÕÑÍ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ØÑÓÑÛÇÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ­ÂÐÆÂÖ ë­Ë×ÛËÙÂ. ªÏË ÏÞ
Ë ÃÖÆÇÏ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ, ÐÇ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂâÔß
(ÍÂÍ ÏÞ ÖÉÇ ÖÒÑÏËÐÂÎË) ÐÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÄ, ÄØÑÆâÜËØ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ ­ÂÐÆÂÖ ë­Ë×ÛËÙÂ. £
àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÐÂÛÂ ËÆÇÑÎÑÅËâ ÃÎËÊÍÂ ÍÐËÅÇ ¡ØËÇÊÇÓÂ,
¢ÂÓßâØÕÂÓÂ Ë ±ÇÎÇÕÏËÐÔÍÑÅÑ [1]. ³ÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÐÇÆÂÄÐÑ
ÄÞÛÎÂ ÍÐËÅÂ ¤ÖÓÇÄËÚÂ Ë®ÇÎÍÑÄÂ [2], ÍÑÕÑÓÂâ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ. ¬ÂÍ ÔÍÂÊÂÐÑ Ä ÒÓÇÆËÔÎÑ-
ÄËË Í [2], "Ä àÕÑÌ ÍÐËÅÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ Ë ÄÑÎÐÞ Ä ÏÂÅÐËÕÑÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÄÇÜÇ-
ÔÕÄÂØ: ×ÇÓÓÑ-, ÂÐÕË×ÇÓÓÑ- Ë ×ÇÓÓËÏÂÅÐÇÕËÍÂØ". ¦ÔÎË
ÖÃÓÂÕß ÖÒÑÏËÐÂÐËÇ ×ÇÓÓËÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ, àÕËÏË ÉÇ ÔÎÑ-
ÄÂÏË ÏÞ ÏÑÅÎË ÃÞ ÐÂÚÂÕß ÔÄÑÌ ÑÃÊÑÓ. ª ÄÔÇ ÉÇ ÐÂÏ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ, ÚÕÑ ÔÑÄÒÂÆÇÐËÌ (ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ) ÏÇÉÆÖ
ÐÂÛËÏ ÑÃÊÑÓÑÏ Ë ÍÐËÅÑÌ [2] ÐÇ ÕÂÍ ÏÐÑÅÑ. ¿ÕÑ ÐÇÕÓÖÆÐÑ
ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÆÂÉÇ ËÊ ÔÑÒÑÔÕÂÄÎÇÐËâ ÑÅÎÂÄÎÇÐËÌ.

¯ÂÆÑ ÇÜÇ ÑÕÏÇÕËÕß ÍÐËÅÖ £ÂÛÍÑÄÔÍÑÅÑ, ³ÕÇÎßÏÂØÂ Ë
ºÂÓÂÇÄÔÍÑÅÑ "®ÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ Ä àÎÇÍÕÓÑÆË-
ÐÂÏËÍÇ ÔÄÇÓØÄÞÔÑÍËØ ÚÂÔÕÑÕ" [3], Â ÕÂÍÉÇ ÑÃÊÑÓ ¢ÎÂÐÍÂ Ë
¬ÂÅÂÐÑÄÂ [4], ÒÑÔÄâÜÇÐÐÞÇ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÏÇÕÂÎÎÂ Ä
ÖÔÎÑÄËâØ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ. ±ÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞÇ
ÎËÕÇÓÂÕÖÓÐÞÇ ËÔÕÑÚÐËÍË ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÒÑÆÓÑÃÐÖá ÃËÃÎËÑ-
ÅÓÂ×Ëá. ¥ÖÏÂÇÏ, ÐÇÓÇÆÍÑ ÚËÕÂÕÇÎâÏ ÒÓËÆÇÕÔâ ÑÃÓÂ-
ÜÂÕßÔâ Í àÕËÏ ÏÑÐÑÅÓÂ×ËâÏ, Â ÕÂÍÉÇ Í ÑÕÆÇÎßÐÞÏ
ÕÑÏÂÏ "¬ÖÓÔÂ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË" ­ÂÐÆÂÖ Ë ­Ë×-

ÛËÙÂ [5 ë 8]. £ ÃÑÎßÛÑÌ ÏÇÓÇ ÑÃÊÑÓ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÔÕÂÕßâØ
ÂÄÕÑÓÑÄ, ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐÐÞØ Ä ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ. ³ÔÞÎÍË ÐÂ
ÆÓÖÅËÇ ÓÂÃÑÕÞ ÆÇÎÂÎËÔß ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÇØ ÔÎÖÚÂâØ, ÍÑÅÆÂ ÑÐË
ÍÂÊÂÎËÔß ÐÂÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏË ÆÎâ ÒÑÐËÏÂÐËâ ÔÏÞÔÎÂ.
®Þ ÐÇ ÒÓÇÔÎÇÆÑÄÂÎË ÙÇÎË ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ÒÓËÑÓËÕÇÕÑÄ Ë
ÊÂÓÂÐÇÇ ÒÓÑÔËÏ ÒÓÑÔÕËÕß ÐÇÖÒÑÏËÐÂÐËÇ: ÒÓË ÒÓËÐâÕÑÏ
ÒÑÆØÑÆÇ àÕÑ ÐÇËÊÃÇÉÐÑ.

2. ®ÂÅÐËÕÐÞÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÍ: ÏÂÅÐËÕÐÞÇ
ÒÑÎâÓËÕÑÐÞ, ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ,
ÔÒËÐÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ (ÏÂÅÐÑÐÞ)

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÐÇ ÖÕÑÚÐâÇÏ ÚÂÔÕÑÕÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÕÇÐÊÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË mik Ë
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË e, Â ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÏÔâ
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇÏ, ÚÕÑ ÕÇÐÊÑÓ mik ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ (1.19)
ÒÓË m1 � m2 � m, Â ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ËÊÑÕ-
ÓÑÒÐÂ (Ä ÍÖÃËÚÇÔÍÑÏ ÍÓËÔÕÂÎÎÇ eik � edik).

¢ÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ
(1.1) Ä ÄËÆÇ ÒÎÑÔÍÑÌ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ. ¯Ç-
ÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÔÄâÊÞÄÂá-
ÜÇÇ ÚÂÔÕÑÕÖ o Ë ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ k:�

o2

c2
e
�2

�m 0 2 ÿ m2� � o2

c2
e
h
k2?
ÿ
m�m� 1� ÿ m 0 2

�� 2k2zm
i
ÿ

ÿ k2�mk2? � k2z� � 0 ;

k2 � k2? � k2z ; k2? � k2x � k2y : �2:1�
¬ÂÍ ÔÍÂÊÂÐÑ ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÕßÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞÏË ÍÑÎÇÃÂÐËâÏË, ÔÚËÕÂâ

ak5 1 : �2:2�

¿ÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑì ÖÔÎÑÄËÇ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ.
¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÖÔÕßo5oE, ÅÆÇoE ìØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË (ÐÂÒÓËÏÇÓ,
oE � oRE). ¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÚÂÔÕÑÕÂ oE ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ Ä
ÑÒÕËÚÇÔÍÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇ-
ÐËË ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÄÑÄÔÇ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÆËÔÒÇÓÔËË
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, ÔÚËÕÂâ e ÍÑÐÔÕÂÐÕÑÌ,
ÓÂÄÐÑÌ ÇÇ ÊÐÂÚÇÐËá ÒÓË o � 0.

¯Ç ÄÞØÑÆâ ÊÂ ÓÂÏÍË ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇ-
ÐËâ, ÏÑÉÐÑ ÖÚÇÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÆËÔÒÇÓÔËá ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕ ÕÇÐÊÑÓÂ mik, Õ.Ç. ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ m Ë m 0 ì ×ÖÐÍÙËË ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÚÂÔÕÑÕÞ o, ÐÑ Ë ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k. ¦ÔÕÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÂÍÑÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÄÇÔßÏÂ ÖÔÎÑÉÐâÇÕ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (2.1), ØÑÕâ ÇÅÑ ÄËÆ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ.

£ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2.1), ÒÓËÐâÕÑ ÐÂÊÞ-
ÄÂÕß ÒÑ-ÓÂÊÐÑÏÖ. ¦ÔÎË ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ, ÕÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1) (ÒÓË e � const)
ÐÂÊÞÄÂáÕ ÏÂÅÐËÕÐÞÏË ÒÑÎâÓËÕÑÐÂÏË; ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇ-
ÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1) ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËË (kc!1, ÚÂÔÕÑÕÂo ÑÔÕÂÇÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÄÇÎËÚË-
ÐÑÌ, m; m 0 ì ×ÖÐÍÙËË ÚÂÔÕÑÕÞ, ÐÑ ÐÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ)
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ (®³£); ÄÄÇÆÇÐËÇÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ®³£ "ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ" Ä
ÔÒËÐÑÄÖá ÄÑÎÐÖ (ÏÂÅÐÑÐ). £ÔÇ àÕË ÐÂÊÄÂÐËâ ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß.

±ÑÍÂ ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÕÇÐÊÑÓÂ
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1) ÐÑÔËÕ ÚËÔÕÑ
×ÑÓÏÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ª ÄÔÇ ÉÇ ÓâÆ ÄÞÄÑÆÑÄ ÏÑÉÐÑ
ÔÆÇÎÂÕß. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ, "ÊÂÃÞÄ", ÚÕÑ m Ë m 0 ì ×ÖÐÍÙËË o
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Ë k, ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ e, m Ë m 0 Ë
ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË k, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1) ì ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ meff � k2c2=o2e:

�meff�2 ÿ sin2 y�m2 ÿ m 0 2 � m� � 2m cos2 y

m sin2 y� cos2 y
meff�

� m2 ÿ m 0 2

m sin2 y� cos2 y
� 0 ; �2:3�

ÅÆÇ yì ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ k Ë ÑÔßá z.
°ÕÔáÆÂ

k2� �
o2

c2
emeff� ;

meff� �
�
m2�1� cos2 y� � �m2 ÿ m 0 2� sin2 y�

�
�����������������������������������������������������������
�m2 ÿ m 0 2 ÿ m�2 sin4 y� 4m 0 4

q �
�

� �2�m sin2 y� cos2 y��ÿ1 : �2:4�

´ÂÍ ÍÂÍ ÏÞ ÄÞâÔÐâÇÏ ÊÂÍÑÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ
(ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâÓËÕÑÐÑÄ, ÏÂÅÐÑÐÑÄ), ÕÑ ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖáÕ
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.4).

³ ÓÑÔÕÑÏ ÚÂÔÕÑÕÞ m! 1, m 0 ! 0, a m eff
� ! 1. ±ÑàÕÑÏÖ

ÆÎâ ÑÃÑËØ ÕËÒÑÄ ÄÑÎÐ

k2 � o2

c2
e ; oE 4o4oM ; �2:5�

ÅÆÇ oM ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÞ
(ÐÂÒÓËÏÇÓ,oM � oRM). ±ÑÒÓÂÄÍË Í ×ÑÓÏÖÎÇ (2.5) ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ ÄÇÔßÏÂ ÑÃÜËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ. ¥ËÂÅÑÐÂÎßÐÞÌ
àÎÇÏÇÐÕ ÏÂÕÓËÙÞ mik ì ÚÇÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÚÂÔÕÑÕÞ, Â ÇÇ
ÅËÓÑÕÓÑÒÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ì ÐÇÚÇÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ. ±ÑàÕÑÏÖ,
ÄÄÇÆâ ÆÄÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÚÂÔÕÑÕÞ, ËÏÇÇÏ

m�o� ' 1ÿ o2
1

o2
; m 0 ' ~o1

o
; �2:6�

o ' kc��
e
p
�
1� j~o1 cos yj ��ep

2kc

�
� kc��

e
p � 1

2
j~o1 cos yj : �2:7�

¥Îâ y � p=2 ÐÂÆÑ ÔÆÇÎÂÕß ÑÕÆÇÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ "+"-
ÄÇÕÄË. ±ÓË y 6� p=2 ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÑÕ ×ÑÓÏÖÎÞ (2.5) ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÅËÓÑÕÓÑÒËÇÌ.

±ÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÖÅÎÂ y ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.4)
ÑÚÇÐß ÅÓÑÏÑÊÆÍË, ØÑÕâ ÆÑÒÖÔÍÂáÕ ÂÐÂÎËÊ. £ ÆÄÖØ ÒÓÇ-
ÆÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ ÑÐË ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ:

pri y � 0 k2 � o2

c2
em� ; m� � m� jm 0j ; �2:8�

pri y � p
2

k2� �
o2

c2
e
m2 ÿ m 0 2

m
; k2ÿ �

o2

c2
e : �2:9�

°ÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÇÕÄÇÌ ÒÓË y � p=2 ÖÔÎÑÄÐÑ. ³ÑÄÒÂÆÇÐËÇ
ÊÐÂÍÑÄ Ä (2.4) Ë (2.9) ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ, ÕÑÎßÍÑ ÇÔÎË
�m2 ÿ m 0 2�=mÿ 1 > 0. ±ÓË �m2 ÿ m 0 2�=mÿ 1 < 0 "+"-
ÄÑÎÐÂ Ä (2.9) ì àÕÑ "ÿ"-ÄÑÎÐÂ Ä (2.4).

¯ÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ �m2 ÿ m 0 2�=mÿ 1 < 0 ÐÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÇ-
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ. ±ÓË

0 < �m2 ÿ m 0 2�=m < 1 "+"-ÄÇÕÄß ì ËÔÕËÐÐÂâ ÄÑÎÐÂ Ä ÕÑÏ
ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÅÆÇ ÒÇÓÄÑÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(2.9) ËÏÇÇÕ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÚÂÔÕÑÕÞ o ÒÓË
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÏ ÄÇÍÕÑÓÇ k (ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ
(2.9), ÍÂÍ Ë (2.4), ì ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, Â ÐÇ ÓÇÛÇÐËÇ).

¯Â ÒÓËÏÇÓÇ ÔÎÖÚÂâ y � p=2 ÄËÆÐÑ, ÍÂÍÖá ÄÂÉÐÖá
ÓÑÎß ËÅÓÂÇÕ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ ÄÑÎÐÞ: ÑÆÐÂ ËÊ ÄÑÎÐ ÄÑÄÔÇ ÐÇ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ.

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ×ÑÓÏÖÎÇ (2.7). ªÔÒÑÎßÊÖâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ (2.6) Ë ÒÇÓÄÖá ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (2.9), ËÏÇÇÏ

o ' kc��
e
p � �o

2
1 � ~o2

1�
��
e
p

2kc
; y � p

2
: �2:7 0�

°ÆÐÑ ËÊ ÊÐÂÚÇÐËÌ m eff
� ÒÓË m2 � m 0 2 ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß.

±ÓË àÕÑÏ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.4) ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß
ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ k ÑÆÐÑÌ ËÊ ÄÑÎÐ. ¹ËÔÎÑ ÐÖÎÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

m2�o; k � 0� � m 0 2�o; k � 0� �2:10�

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË. ¬ÑÓÐË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(2.10) ÐÂÊÞÄÂáÕ ÚÂÔÕÑÕÂÏË ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ (ÏÞ ËØ ÑÃÑ-
ÊÐÂÚÂÇÏ oAM). ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ: ÊÐÂÚÇÐËâ ÚÂÔÕÑÕ oAM ÐÇ
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ (àÕÑ ËØ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß). £ÃÎËÊË ÚÂÔÕÑÕÞ oAM ÆËÔ-
ÒÇÓÔËâ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÂ:

oÿ on
AM ' bnAMk2 ; n � 1; 2; . . . ; �2:11�

ÒÓËÚÇÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ bnAM ÔÖÕß ÔÖÏÏÞ ÆÄÖØ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ:
ÑÆÐÑ ÒÑÓâÆÍÂ c2=oAMe, Â ÄÕÑÓÑÇ � oexa

2. ¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ,
c2=oAMe4oexa

2, Ë ÆËÔÒÇÓÔËâ ÄÑÎÐÞ ÒÓË o ' oAM ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ à××ÇÍÕÑÏ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËâ (àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÑÌ).

ªÊ ×ÑÓÏÖÎ (2.4) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ m, ÕÑ ÒÓË

m�o� sin2 y� cos2 y � 0 ; m�o� � m�o; k � 0� �2:12�

ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ k ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÄÑÎÐ
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß. µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.12) ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕ ÚÂÔÕÑÕÞ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ oRM ËÎË ÔÒÇÍÕÓ
®³£.

¬ ÄÞÄÑÆÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.12) ÏÑÉÐÑ ÒÑÆÑÌÕË ËÐÂÚÇ, ÐÇ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË.
®ÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÑÐÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÒÖÕÇÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÒÇÓÇØÑÆÂ kc!1, Õ.Ç. ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÍÇ. ´ÑÅÆÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

m�o; k� sin2 y� cos2 y � 0 �2:13�

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÒÇÍÕÓ ÏÂÅÐÑÐÑÄ (Ä ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËË ÊÂÒÂÊÆÞ-
ÄÂÐËÇÏ).

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.13) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍË 4

rot h � 0 ; div b � 0 ; bi � mik�o; k�hk : �2:14�

±ÓË y � p=2 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.13) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

m�o; k� � 0 �2:15�

4®ÂÎÞÏË ÎÂÕËÐÔÍËÏË ÃÖÍÄÂÏË ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕË ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ h Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË b.
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Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ (h k k) ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ (ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÅÑ) àÍÔËÕÑÐÂ. ±ÓË m 0 � 0 (2.15) ì
ÕÑÚÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ. °ÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÅËÓÑÕÓÑÒËË Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÕÑÎßÍÑ Ä ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂØ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎ 5).

£ ÓÂÏÍÂØ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.13) ì ÕÑÚÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÑÆÐÂÍÑ ÑÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÚÂÔÕÑÕÞ o ÑÕ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ k, ÚÕÑ ÎÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÄÞÓÂÊËÄ cos2 y ÚÇÓÇÊ k2z=k

2, Â
sin2 y ì ÚÇÓÇÊ k2?=k

2 �k2? � k2x � k2y�. ¶ËÊËÚÇÔÍÂâ ÒÓËÚËÐÂ
àÕÑÅÑ Ä ÆÂÎßÐÑÆÇÌÔÕÄËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÄÎËâÐËâ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÄÞÊÄÂÐÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËâÏË ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË.
©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÚÂÔÕÑÕÞ o ÑÕ ÖÅÎÂ y (ÆÂÉÇ ÒÓË k! 0)
ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕß: ÒÓË k! 0
ÄÏÇÔÕÑ ÑÆÐÑÌ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ ËÏÇÇÕÔâ ÒÑÎÑÔÂ
ÚÂÔÕÑÕ. ¯ÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕß ÎËÍÄËÆËÓÖÇÕÔâ ÖÚÇÕÑÏ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ ÏÂÅÐÇÕË-
ÍÑÄ. ®Þ ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß Ä àÕÑÏ ÖÃÇÆËÕßÔâ.
µÚÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ (ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËâ) ÕÂÍÉÇ
ÎËÍÄËÆËÓÖÇÕ ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕß (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÞ (2.16)).

±ÓË ÔÕÓÇÏÎÇÐËË Í ÐÖÎá ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ë ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÂ k, Ë ÚÂÔÕÑÕÞ o ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÕÑÅÑ, ÍÂÍ
"ÐÂÚËÐÂáÕÔâ" ÍÓËÄÞÇ (2.4), ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÎÑÉËÕß m
ÓÂÄÐÞÏ m0 ì ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÓÇÆÇÎÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐË-
ÙÂÇÏÑÔÕË (m0 > 1), a m 0 � 0 5.

ªÊ (2.4) ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß

o� �
kc��
e
p
�
cos2 y
m0
� sin2 y

�1=2

;

kc�������
em0
p :

8>>><>>>: �2:16�

³ ÓÑÔÕÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÖÚÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÕÇÐÊÑÓÂÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ, Â ÒÓË ÄÞØÑÆÇ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÞ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÅÑ ÊÆÇÔß ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ (ÒÓË k � 1=a) ÆÑÎÉÐÂ
ÒÓÑâÄËÕßÔâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ Ä
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË àÎÇÏÇÐ-
ÕÂÓÐÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÑÕ k. ¯ÂÛÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐÑ ÐÇÃÑÎßÛÑÌ ÑÃÎÂÔÕßá k-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÑÍÓÖÉÂá-
ÜÇÅÑ ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ì ÙÇÐÕÓ ÒÇÓÄÑÌ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎ-
ÎáàÐÂ.

±ÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË ÐÇÎßÊâ ÐÂÌÕË ÄÔÇ ÄÇÕÄË ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕ-
ÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÄÐÇ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐËâ ×ÑÐÑÐÐÞÇ ÄÇÕÄË, ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË
(Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÑÉÐÞØ ÏÐÑÅÑÂÕÑÏÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ, ÑÃÑÃÜÇÐ-
ÐÞÇ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÖÚÇÕÂ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞØ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËÌ). ¯Ñ ÆÂÉÇ ÇÔÎË ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÏÂÎÞÏË ÍÑÎÇÃÂÐËâÏË
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÒÑÆÓÇÛÇÕÑÍ, ÕÑ ÐÇÕ ÖÄÇÓÇÐÐÑÔÕË,
ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.4) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÔÇ ÄÇÕÄË ÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÍÑÎÇÃÂÐËâ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ
ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÇÆËÐËÙÞ ÑÃÝÇÏÂ ÕÇÎÂ ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ.
®ÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß ËÐÂÚÇ: ÏÑÅÖÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÍÑÎÇÃÂÐËâ
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÄÑÊÃÖÉÆÂáÕ ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ì ÕÂÍËÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÐÇ
ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑ-
ÆËÐÂÏËÍË.

±ÓË ÑÃÔÖÉÆÇÐËË ÄÞÄÇÆÇÐÐÞØ ÊÆÇÔß ×ÑÓÏÖÎ ÆÎâ
ÊÂÍÑÐÑÄ ÆËÔÒÇÓÔËË àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÊÂÍÑÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËË ËÏÇáÕ ÔÒÇÙË-
×ËÚÇÔÍËÌ ÆÎâ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ØÂÓÂÍÕÇÓ Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÚÂÔÕÑÕ o � oRM;oAM. £ ÆÓÖÅËØ ÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÆËÂÒÂÊÑÐÂØ
ÒÑÎâÓËÕÑÐ ÏÂÎÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ×ÑÕÑÐÂ Ä ÐÇÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ. °ÆÐÂÍÑ ËÊ-ÊÂ ÒÓËÔÖÕÔÕÄËâ Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (2.4) ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, ÚÂÔÕÑÕÂ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÅÑ ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÇÐËâ (ÆÂÉÇ ÐÂÒÑÏËÐÂáÜÇÅÑ ×ÑÕÑÐ) ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙÂ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÂâ ÕÂÍÑÏÖ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÏÖ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËá, ÑÃÎÂÆÂÇÕ
ÏÑÏÇÐÕÑÏ.

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÃÜËÏ ÊÂÍÑÐÂÏ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, ÏÂÅ-
ÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÔËÔÕÇÏÞ ÓÂÄÇÐ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ Ô ÑÃÓÂÕÐÞÏ
ÊÐÂÍÑÏ ÑÕ àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ ÒÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá.
±ÑàÕÑÏÖ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙÞ ÇÔÕß

b � ÿ�h
qw
qH

: �2:17�

¿ÕÖ ×ÑÓÏÖÎÖ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÍÂÍ ÆÎâ ÒÑÎâÓËÕÑÐÑÄ,
ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÏÂÅÐÑÐÑÄ. ¯ÂÆÇÇÏÔâ, ÚÕÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÃÖÍÄÞ
b ÆÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙÞ Ë ÆÎâ ÍÑÐ-
ÔÕÂÐÕÞ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ÐÇ ÒÓËÄÇÆÇÕ Í ÒÖÕÂÐËÙÇ.

3. ¶ÇÓÓÑÆËàÎÇÍÕÓËÍ: ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÒÑÎâÓËÕÑÐÞ,
ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ, ÔÒËÐÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ
(ÏÂÅÐÑÐÞ)

¿ÕÑÕ ÓÂÊÆÇÎ ËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÕ Ë ÆÑÒÑÎÐâÇÕ ÐÂ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ
ÒÓËÏÇÓÇ ÑÆÐÑÒÑÆÓÇÛÇÕÑÚÐÑÅÑ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ, ÐÂÏÂÅ-
ÐËÚÇÐÐÑÅÑ ÄÆÑÎß ÑÔË ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË, ×ÑÓÏÖÎÞ Ë ÄÞÄÑÆÞ
ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ. ªÏÇÐÐÑ Í ÕÂÍÑÏÖ ÏÂÅÐÇÕËÍÖ
ÑÕÐÑÔâÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÞ (1.20), (1.21).

¯ÂÚÐÇÏ Ô ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÚÂÔÕÑÕÞ ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ oAM (Ä
ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÐÂ ÑÆÐÂ). ³ÑÅÎÂÔÐÑ (1.20), (1.21) Ë (2.10),

oAM � o0 � oM ; �3:1�

ËÎË

oAM � gBeff ; Beff � Heff � 4pM ; �3:2�

ÂHeff ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕH ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ bM (ÔÏ. ÄÄÇÆÇÐËÇ).
µÓÂÄÐÇÐËâ (2.4) ÒÇÓÇÒËÔÞÄÂÕß, ÒÑÆÔÕÂÄËÄ Ä ÐËØ ÄÞÓÂ-

ÉÇÐËâ (1.20), ÐÇÕ ÔÏÞÔÎÂ ì ÑÐË ÑÔÕÂáÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÅÓÑ-
ÏÑÊÆÍËÏË. ¡ ×ÑÓÏÖÎÞ (2.8) Ë (2.9) ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÄÒÑÎÐÇ
ÑÃÑÊÓËÏÞÌ ÄËÆ:

k2� �
o2

c2
e
oAM � o
oRM � o

; oRM � o0 ; y � 0 ; �3:3�

k2ÿ �
o2

c2
e
o2

AM ÿ o2

o2
RM ÿ o2

; k2� �
o2

c2
e ; �3:4�

oRM �
����������������������������
o0�o0 � oM�

p
; y � p

2
:

®ÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ (®³£) Ë ÑÕÎËÚÂáÜËÇÔâ
ÑÕ ÐËØ ÖÚÇÕÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË (ÊÂÏÇÐÑÌ o0

ÐÂ o0 � oex�ak�2� ÔÒËÐÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ (ÏÂÅÐÑÐÞ) ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (ÔÏ. (2.13) Ë (2.20)):

o �
����������������������������������������
o0�o0 � oM sin2 y�

q
: �3:5�5 ³ÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÖÔÎÑÄËâ àÓÏËÕÑÄÑÔÕË ÕÇÐÊÑÓÂ mik âÄÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-

ÐËÇ m 0�ÿo� � ÿm 0�o�, ÕÂÍ ÚÕÑ m 0�0� � 0.
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¯ÂÍÑÐÇÙ, ÐÂËÃÑÎÇÇ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÌ ÖÚÂÔÕÑÍ ÔÒÇÍÕÓÂ
ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÂÕß ×ÑÓÏÖÎÂÏË (2.16), ÇÔÎË ÄÏÇÔÕÑ ÔÕÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË m0 ÒÑÔÕÂÄËÕß ÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
Ä àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË:

m0 � 1� oM

o0
: �3:6�

¶ÑÓÏÖÎÂ (3.3) ÖÆÑÃÐÂ ÆÎâ ÆÇÏÑÐÔÕÓÂÙËË ÄÎËâÐËâ ÐÂÏÂÅ-
ÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÐÂ ÐÇÏÂÅÐËÕÐÖá (×ÑÕÑÐÐÖá) ÄÇÕÄß ÔÒÇÍÕÓÂ.
¦Ç ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ì ÓÇÛÇÐËÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÚÂÔÕÑÕÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.3). ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ÏÞ ÒÓÇ-
ÐÇÃÓÇÅÂÇÏ. ®ÇÓÑÌ ÄÎËâÐËâ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÏÑÉÇÕ
ÔÎÖÉËÕß ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË o � o�k�, ÒÓÑ-
âÄÎâáÜÂâÔâ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÇÆËÐËÙÞ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÅÓÖÒÒÑ-
ÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË vgr � do=dk Í ×ÂÊÑÄÑÌ vph � o=k. ³ÑÅÎÂÔÐÑ
(3.3),

vgr
vph
� �o0 � o��o0 � oM � o�
�o0 � o�2 � oM�o0 � o=2� :

°ÐÑ ËÏÇÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏ ÒÓË o � ���
5
p

o0, ÓÂÄÐÞÌ�
vgr
vph

�
max

�
ÿ ���

5
p � 1�2 � � ���5p � 1�oM=o0

� ���5p � 1�2 � � ���5p � 1=2�oM=o0

Ë ÖÄÇÎËÚËÄÂáÜËÌÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÑÕÐÑÛÇÐËâ oM=o0. ±ÓË
oM=o0 4 1�

vgr
vph

�
max

'
���
5
p � 1���
5
p � 1=2

' 1;25 :

°ÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÑÕ ÇÆËÐËÙÞ ÐÇÄÇÎËÍÑ, ÐÑ ÐÇÔÑÏÐÇÐÐÑ, ì
ÄÒÑÎÐÇ ÊÂÏÇÕÐÞÌ à××ÇÍÕ.

°ÃÞÚÐÑ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÏË àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÏË ÄÑÊÃÖÉÆÇ-
ÐËâÏË ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÔÚËÕÂáÕ ÔÒËÐÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÒÓË-
ÚÇÏ Ä ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÇ ÔÎÖÚÂÇÄ ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ÐÇ ×ÑÓÏÖÎÖ (3.5),
Â ×ÑÓÏÖÎÖ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÒÖÜÇÐÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ oM sin2 y (ÚÕÑ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÑÆËÒÑÎßÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ):

o�k� � o0 � oex�ak�2 : �3:7�

±ÓË oex�ak2�4o0 ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÓÑÔÕ Ë
ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ:

o � oex�ak�2 ; E � p2

2m�
;

1

m�
� 2oexa

2

�h
; �3:7 0�

m�ì à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÏÂÔÔÂ ÏÂÅÐÑÐÂ.
£ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÍÇ Ë ÍËÐÇÕËÍÇ ÅÂÊÂ ÏÂÅÐÑÐÑÄ ÒÓË

ÐËÊÍËØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß ËÅÓÂÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ
ÔÒÇÍÕÓÂ ÄÃÎËÊË ÆÐÂ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÑÐÞ (p � 0; y � 0 Ë
y � p). ³ÑÅÎÂÔÐÑ (3.5), ÐÂËÏÇÐßÛÂâ àÐÇÓÅËâ, ÍÑÕÑÓÖá
ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÏÂÅÐÑÐ (ÇÔÎË ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËÇÏ),
ÓÂÄÐÂ E0 � �ho0, Â ÒÓË E5E0 Ë Eÿ E0 5 �hoM

E � E0 � p2

2m�
� 1

2
�hoMy2 : �3:8�

©ÆÇÔß y ÑÕÔÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÑÕ ÐÖÎâ Ë/ËÎË ÑÕ p.
¯ÂÎËÚËÇ ÐÂÓâÆÖ Ô ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ×ÑÓÏÑÌ (ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ,

ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÇ p2 � p2x � p2y � p2z) ÚÎÇÐÂ �hoMy2=2 ì ÓÇÊÖÎß-

ÕÂÕ ÏÂÅÐËÕÑÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâìÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÐÇÔÑÏÐÇÐÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÑ ÍÂÍ ÄÑÊÓÂ-
ÔÕÂÐËÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÏÂÅÐÑÐÑÄ Deff, ÇÔÎË ÒÑÔÎÇÆÐáá ÑÒÓÇÆÇÎËÕß
×ÑÓÏÖÎÑÌ, ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÌ ÑÃÝÇÏ O�E� ËÊÑàÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙÞ Ô ÇÇ àÐÇÓÅËÇÌ E. °ÃÞÚÐÑ Ä D-
ÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÇÔÎË àÎÇÏÇÐÕ ÑÃÝÇÏÂ ÇÔÕß dDpi
�i � 1; 2; . . . ;D�,

Eÿ E0 �
XD
i�1

p2i
2m�i

(ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ p-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÓÂÊÎËÚËË
ÅÎÂÄÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÕÇÐÊÑÓÂ à××ÇÍÕËÄÐÞØ ÏÂÔÔ), ÕÑ

O�E� � �Eÿ E0�D=2 : �3:9�

£ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÒÓËÏÇÐËÏÂ ×ÑÓÏÖÎÂ (3.10),
àÎÇÏÇÐÕ ÑÃÝÇÏÂ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÏÐÑÉËÕÇÎß sin y dy ' y dy,
ÒÑàÕÑÏÖ E! E0,

O�E� � �Eÿ E0�5=2 ; Deff � 5 : �3:10�

£ÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ,
ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÔÄÑÌÔÕÄÂØ ÅÂÊÂ ÏÂÅÐÑÐÑÄ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4).
£ÎËâÐËÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË, ÑÃâÊÂÐ-
ÐÑÅÑ ÆËÒÑÎß-ÆËÒÑÎßÐÑÏÖ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá, ÐÂ ×ÂÊÑÄÞÌ
ÒÇÓÇØÑÆ ËÊ ÒÂÓÂÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÑÔß ­ÂÓÍËÐÞÏ Ë ·ÏÇÎßÐËÙÍËÏ. ¦ÔÕÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, ÑÐÑ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ë Ä ÔÄÑÌÔÕÄÂØ ÅÂÊÂ ÏÂÅÐÑÐÑÄ.

£ÇÓÐÇÏÔâ ÇÜÇ ÓÂÊ Í ×ÑÓÏÖÎÇ (3.5). ±ÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ
ÅÓÂÐËÙÂÏË, ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ×ÑÓÏÖÎÂ (3.5) ÊÂÆÂÇÕ
ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ:

o � o�k� ; o�k� �
������������������������������������������������
o0

�
o0 � oM

k2?
k2? � k2k

�s
; �3:11�

ÅÆÇ k2? � k2 ÿ k2k, Â kkìÒÓÑÇÍÙËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k ÐÂ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ H (ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË
M k H). ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß o � o�k� Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÑÚÇÐß ÐÇÑÃÞÚÐÂ: ÄÆÑÎß ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÐÂÏÂÅ-
ÐËÚÇÐÐÑÔÕË) ÑÐÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÂÐÑÏÂÎßÐÖá ÆËÔÒÇÓÔËá, Â Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá (ÐÂÏÂÅ-
ÐËÚÇÐÐÑÔÕË) ì ÐÑÓÏÂÎßÐÖá.

ªÏÇâ âÄÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß àÐÇÓÅËË ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ, Õ.Ç.
ÚÂÔÕÑÕÞ o0 ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ H, ÏÑÉÐÑ, ÄÑÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÄÛËÔß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ (2.17), ÄÞÚËÔÎËÕß ÏÂÅÐËÕÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÏÂÅÐÑÐÂ, ®³£, ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ. ´ÂÍ
ÍÂÍ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÕÑÎßÍÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÒÂÓÂÎÎÇÎß-
ÐÑe ÑÔË ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË (ÑÔË ÎÇÅÍÑÅÑ ÐÂÏÂÅÐËÚËÄÂÐËâ), ÕÑ
ËÏÇÇÏ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÄÞÚËÔÎËÕß ÎËÛß z-ÒÓÑÇÍÙËá ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÏÂÅÐÑÐÂ bz (ËÐÆÇÍÔ z Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ
ÑÒÖÔÍÂÇÏ).

±ÓË ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË, ÖÚËÕÞÄÂá-
ÜÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÑÃÏÇÐÐÖá Ë ÊÇÇÏÂÐÑÄÔÍÖá àÐÇÓÅËË, "àÎÇ-
ÏÇÐÕÂÓÐÞÌ ÃÇÔÒÑÓâÆÑÍ" ÇÔÕß ÄÑÎÐÂ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ
(ÓÂÊÓÇÛÇÐÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËÇÏ) ÑÕÍÎÑ-
ÐÇÐËâ ÔÒËÐÂ ÂÕÑÏÂ ÑÕ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ. ®ÂÅÐËÕ-
ÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÕÂÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ Ô g�h �b � g�h�. ±ÓË ÖÚÇÕÇ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËâ, Â ÕÂÍÉÇ
ÆËÒÑÎß-ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÖÔÎÑÉ-
ÐâÇÕÔâ: ÄÑÎÐÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆÄËÉÇÐËÇ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕÍÎÑÐÇÐ-
ÐÑÅÑ ÔÒËÐÂ, ÐÑ Ë ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂáÜÖá ÏÂÅÐËÕÐÖá ËÎË
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÖá ÄÑÎÐÖ. ¯ÂÏ ÍÂÉÇÕÔâ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÞÏ
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"ÐÂ ÒÂÎßÙÂØ" ÑÃÝâÔÐËÕß, ÚÇÏÖ "ÆÑÎÉÇÐ" ÃÞÕß ÓÂÄÇÐ
ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÏÂÅÐÑÐÂ ÒÓË ÎáÃÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k. ±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËâØ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (2.17),
ÍÑÅÆÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ×ÑÓÏÖÎÂ (3.7), ËÏÇÇÏ "ÑÃÞÚÐÑÇ"
ÊÐÂÚÇÐËÇ

b � ÿg�h ; �3:12�
ÍÑÅÆÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ×ÑÓÏÖÎÞ (2.16), ÆÑÒÑÎÐÇÐÐÞÇ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇÏ (3.6),

b� � ÿ
1

2

o��k�oM

�o0 � oM�2
cos2 y��cos2 y�=m0 � sin2 y

�2 g�h ;

bÿ � ÿ
1

2

oÿ�k�oM

�o0 � oM�o0
g�h : �3:13�

ª, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÍÑÅÆÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ×ÑÓÏÖÎÂ (3.5),

b � ÿ 1� �oM=2o0� sin2 y
1� �oM=o0� sin2 y

g�h : �3:14�

±ÇÓÇØÑÆ Í "ÑÃÞÚÐÑÌ" ×ÑÓÏÖÎÇ (3.11) ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ
ÒÓË y � 0, Â ÕÂÍÉÇ, ÇÔÎË ÊÐÂÚÇÐËÇ ÖÅÎÂ y ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ, ÒÓË
o0 4oM. ¦ÔÎË oM 4o0, ÕÑ Ä ÛËÓÑÍÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÖÅÎÑÄ
sin y4�2o0=oM�1=2

b � ÿ 1

2
g�h : �3:15�

4. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÍÂ
×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÑÄ�

°ÔÐÑÄÐÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÍË
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÑÄ [9] ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÕÂÍËØ
ÕÇÎÂØ, ÍÓÑÏÇ ×ÑÐÑÐÑÄ, ÇÔÕß ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÇ ÍÄÂÊËÚÂ-
ÔÕËÙÞ ì ÏÂÅÐÑÐÞ, ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÜËÇ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÃÇÔ-
ÒÑÓâÆÑÍ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎÇ. ±ÓË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ
ÏÇÐßÛËØ, ÚÇÏ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ¬áÓË (¯ÇÇÎâ) TC, ÏÂÅÐÑÐÞ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÒÑÚÕË ËÆÇÂÎßÐÞÌ ÅÂÊ ÃÑÊÑÐÑÄ Ë,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÏÂÅÐÇÕËÍÂ ËÏÇÇÕ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ (ÏÂÅÐËÕÐÑÇ) ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ FM:

FM � T
V

�2p�3
X
n

�
ln

�
1ÿ exp

�
ÿ �hon�k�

T

��
d3k : �4:1�

©ÆÇÔß n ì ÐÑÏÇÓ ÄÇÕÄË ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ (ÓÇÛÇÐËÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.1) ËÎË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.4)), V ì ÑÃÝÇÏ ÏÂÅÐÇ-
ÕËÍÂ, ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ Ä ×ÑÓÏÖÎÂØì ÄÔÇÅÆÂ Ä àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ
ÇÆËÐËÙÂØ, Â ÒÓË ÑÙÇÐÍÂØ ì Ä ÍÇÎßÄËÐÂØ; ÖÔÎÑÄËÇ T5TC

ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÕß ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÐÂ ÄÔÇ k-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ Ë ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ×ÑÓÏÖÎÞ,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ (ak5 1). ¿ÕÑ ÑÒÓÂÄ-
ÆÂÐÑ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÄÍÎÂÆ ÏÂÅÐÑÐÑÄ Ô ak5 1 ÒÓË T5TC

àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÏÂÎ. £ ÔÑÅÎÂÔËË Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (2.17)
ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÅÂÊÂ ÏÂÅÐÑÐÑÄ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ ÕÇÏ-
ÒÇÓÂÕÖÓÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÇÆËÐËÙÞ
ÑÃÝÇÏÂ ÕÇÎÂ, ÇÔÕß (ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÓÇÚß ËÆÇÕ Ñ z-ÒÓÑÇÍÙËË
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂM)

DM�T� � 1

�2p�3
X
n

�
bn�k�

�
exp

�
�hon�k�

T

�
ÿ 1

�ÿ1
d3k : �4:2�

¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ, ÒÑÉÂÎÖÌ, ÑÆÐÂ ËÊ ÄÂÉÐÇÌÛËØ ×ÑÓÏÖÎ
ÕÇÑÓËË ÐËÊÍÑÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÅÑ ÏÂÅÐÇÕËÊÏÂ. ¹ÂÜÇ ÄÔÇÅÑ

ÑÅÓÂÐËÚËÄÂáÕÔâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÔÎÖÚÂâ 6 T4 �ho0, ÚÕÑ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ×ÑÓÏÖÎÖ (3:7 0). ±ÓË àÕÑÏ Ô
ÃÑÎßÛÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá DM / T 3=2, ÕÂÍ ÍÂÍ b � ÿg�h (ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä ÎáÃÑÏ ÖÚÇÃÐËÍÇ ÒÑ
ÕÇÑÓËË ÏÂÅÐËÕÐÞØ âÄÎÇÐËÌ).

®Þ ÄÇÓÐÇÏÔâ Í ×ÑÓÏÖÎÇ (4.2) ÒÑÔÎÇ ÊÂÏÇÚÂÐËâ,
ÑÕÐÑÔâÜÇÅÑÔâ Í ÒÑÎÐÑÏÖ ÚËÔÎÖ ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ ì ÏÂÅÐÑÐÑÄ
ì Ä ÇÆËÐËÙÇ ÑÃÝÇÏÂ nn �

P
n nn,

nn � 1

�2p�3
��

exp

�
�hon�k�

T

�
ÿ 1

�ÿ1
d3k : �4:3�

±ÓË T5TC ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÔÎÖÚÂâØ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÏÂÅÐÑÐÑÄ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÃÑÎÇÇ
ÄÇÓÑâÕÐÞ, ÚÇÏ Ô ÆÓÖÅËÏË ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙÂÏË (ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ô
×ÑÐÑÐÂÏË), Â ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ, ÑÃÎÂÆÂáÕ ÕÇÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ, ÚÕÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ô ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ ÚËÔÎÂ ÏÂÅÐÑÐÑÄ (ÑÐË ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ÑÃÏÇÐÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ) ÃÑÎÇÇ ÄÇÓÑâÕÐÞ,
ÚÇÏ ÒÓÑÙÇÔÔÞ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÚËÔÎÑ ÏÂÅÐÑÐÑÄ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ
(ÑÐË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÏË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕ-
ÄËâÏË, ÔÏ. [4]). ¦ÔÎË ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË Ô ÐÇÔÑØÓÂÐâáÜËÏÔâ
ÚËÔÎÑÏ ÚÂÔÕËÙ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß, ÕÑ ÅÂÊ ÏÂÅÐÑÐÑÄ (ÒÓÂÄÆÂ,
ÇÔÎË ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË (3.7 0)) ÑÚÇÐß ÐÂÒÑÏË-
ÐÂÇÕ ÅÂÊ ÑÃÞÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙ. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÕß ÑÆÐÑ ÑÚÇÐß
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ: Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔËË ØËÏËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ ÅÂÊÂ ÏÂÅÐÑÐÑÄ zM � 0, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ØËÏËÚÇÔÍËÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÅÂÊÂ ÐÂÔÕÑâÜËØ ÚÂÔÕËÙ zp 6� 0 Ë ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÚÂÔÕËÙ Ë ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ. ¥Îâ
ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÅÑ ÃÑÊÇ-ÅÂÊÂ ÚÂÔÕËÙ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ
T0, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÌ zp ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß (z0�T0� � 0) Ë ÐËÉÇ
ÍÑÕÑÓÑÌ zp � 0. ¿ÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËÇÌ
¢ÑÊÇ ë¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. ±ÓË T � T0 Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÆÑÎÉÇÐ ÒÓÑ-
ËÊÑÌÕË ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÓÑÆÂ. °Ð ÐËÍÑÅÆÂ ÐÇ
ÐÂÃÎáÆÂÎÔâ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÃÞÚÐÞÇ ÅÂÊÞ ÍÑÐÆÇÐÔËÓÖáÕÔâ ÒÓË
T > T0.

®ÐÑÅÑÍÓÂÕÐÑ ÄÑÊÐËÍÂÎ ÄÑÒÓÑÔ, ÄÑÊÏÑÉÐÂ ÎË ÍÑÐÆÇÐ-
ÔÂÙËâ ¢ÑÊÇ ë¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ä ÅÂÊÇ ÏÂÅÐÑÐÑÄ. ¬ÂÍ ÐÂÏ
ÍÂÉÇÕÔâ, ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÑÕÄÇÕÂ ÐÂ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÐÇÕ. ª
ÏÞ ÐÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ ÒÑÎÖÚËÕß ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÌ ÑÕÄÇÕ. ®Þ
ØÑÕËÏ ÑÃÓÂÕËÕß ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÆÄÂ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂ:

1. ²ÇÚß ÏÑÉÇÕ ËÆÕË ÕÑÎßÍÑ ÑÃ ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÑ ÔÑÊÆÂÐÐÑÌ
ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ ÔËÕÖÂÙËË: ÒÓË ÑÚÇÐß ÐËÊÍÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ Ä
ÔËÔÕÇÏÇ ÔÑÊÆÂÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÌ ÅÂÊ ÏÂÅÐÑÐÑÄ Ô ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕßá n, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏ ÑÃÏÇÐÐÞÏ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËÇ, ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÏÑÇ ×ÖÐÍÙËÇÌ ¢ÑÊÇ Ô ØËÏËÚÇÔÍËÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ
zM 6� 0.

2. ³ØÑÆÔÕÄÑ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË ¢ÑÊÇ ë¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ä ÅÂÊÇ
ÏÂÅÐÑÐÑÄ Ô ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ âÄÎÇÐËÇÏ Ä ÑÃÞÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙÂØ
ÆÑÎÉÐÑ ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÂ ×ÑÓÏÖÎÂ (3:7 0), Â ÑÐÂ, ÍÂÍ ÏÞ ÊÐÂÇÏ, ËÏÇÇÕ ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐÐÖá ÑÃÎÂÔÕß ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË.

±ÖÔÕß Ä ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÑ ÔÑÊÆÂÐÐÑÏ ÅÂÊÇ ÏÂÅÐÑÐÑÄ ÒÓË
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÐËÉÇ E0 � �ho0 ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙÞ
ËÏÇáÕ àÐÇÓÅËË ÑÚÇÐß ÃÎËÊÍËÇ Í ÒÑÓÑÅÑÄÑÌ àÐÇÓÅËË 7 E0,
ÕÂÍ ÚÕÑ

E5E0 ; Eÿ E0 5 �hoM : �4:4�
¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË, Ä
ÍÑÕÑÓÞØ ÚËÔÎÑ ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ ÐÇ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ, ÕÑ Ä ÓÇÊÖÎß-

6¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ �ho0 � 1K ÒÓËHeff � 104 ¿.
7®Þ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÏ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËÇÏ (c!1). £ àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
E0 � �ho0 ì ÒÑÓÑÅÑÄÂâ àÐÇÓÅËâ.
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ÕÂÕÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ ÏÂÅÐÑÐÂÏË ÄÑÊÐËÍÐÇÕ ÍÄÂÊË-
ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÌ ÅÂÊ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá n � N=V Ë Ô ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ
T, ÑÕÎËÚÂáÜÇÌÔâ ÑÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÕÇÎÂ. ©ÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË
ÏÂÅÐÑÐÑÄ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (3.8).
£ÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ, ÏÑÉÇÕ ÎË Ä ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÒÓÑËÊÑÌÕË
ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËâ ¢ÑÊÇ ë ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ë ÍÂÍÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÑÐÂ
ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß?

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÐÂÆÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÑÃÂ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇ-
ÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÅÂÊ ÏÂÅÐÑÐÑÄ (n Ë T),
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÖÔÎÑÄËÌ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ, Ë, ÒÓÑËÊÐÑÔâ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ ÔÎÑÄÂ "ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ", ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ
ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÖÔÎÑÄËâ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ (ÏÂÅÐÑ-
ÐÑÄ).

£ÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË ¢ÑÊÇ ë¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇÏ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÞ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË T0:

n � 1

�2p�h�3
��

exp

�
E�p�
T0

�
ÿ 1

�ÿ1
d3p ;

Õ.Ç.

z � z�T0� ÿ E0 � 0 : �4:5�
·ËÏËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÅÂÊÂ ÏÂÅÐÑÐÑÄ z ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÃÑÎßÛÇ E0, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÑÓÏËÓÑÄoÚÐÞÌ
ËÐÕÇÅÓÂÎ ÓÂÔØÑÆËÕÔâ.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.8), ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß

T0 � T
3=5
tr

�
�hoM

g

�2=5

; �4:6�

Ttr � �2p�h�2n2=3
2m�

; �4:7�

g �
�1
0

���
u
p

exp�ÿu���ln�1ÿ exp�ÿu���� du � ���
p
p
4
:

±ÂÓÂÏÇÕÓ Ttr ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÃÞÚÐÑÌ
(ÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ) ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË ¢ÑÊÇ ë¿ÌÐ-
ÛÕÇÌÐÂ.

±ÇÓÇØÑÆ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÄÇÆÇÐÐÞÏË ÊÆÇÔß ×ÑÓÏÖ-
ÎÂÏË, ÇÔÎË ÇÅÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ T0 ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÒÓÇÆÒÑÎÑ-
ÉÇÐËá T0 5 �hoM. °ÕÔáÆÂ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÔÎÑÄËÇ ÆÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÅÂÊÂ ÏÂÅÐÑÐÑÄ (ÔÏ. (3.7)):

na5

���
p
p
27=2

�
oM

oex

�3=2

: �4:8�

°ÔÕÂÎÑÔß ÄÞâÔÐËÕß, ÒÑ ÍÂÍÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ z � z�T� ÑÃÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË T! T0. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

nÿ n0�T� � 4p

�2p�h�3
�1
0

p2 dp�

�
�p
0

y dy

(�
exp

�
E�p; y� � jzj

T

�
ÿ 1

�ÿ1
ÿ

ÿ
�
exp

�
E�p; y�

T

�
ÿ 1

�ÿ1)
; �4:9�

ÅÆÇ

n0 � n

�
T

T0

�5=2

�4:10�

ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß "ÆÄËÉÖÜËØÔâ" ÏÂÅÐÑÐÑÄ.

´ÂÍ ÍÂÍ ÒÓË T! T0 ØËÏËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ z! 0, ÕÑ
ÏÑÉÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÒÑ jzj
Ë ÒÑÎÖÚËÕß

nÿ n0�T� ' 2p
�2m�T0� 3=2
�2p�h�3 G

�
3

2

�
z
�
3

2

�
z

�hoM
; �4:11�

ÑÕÍÖÆÂ

z ' ÿ 5

4pG�3=2�z�3=2�
�hoM

T0

�
Ttr

T0

�3=2

�Tÿ T0� ; T5T0 :

�4:12�

£ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ, ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËâ ¢ÑÊÇ ë¿ÌÐ-
ÛÕÇÌÐÂ ì ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÐÇ ÕÓÇÕßÇÅÑ, Â ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ
(ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ØËÏËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ z ì ÒÇÓÄÂâ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÕ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ F ÒÑ
ÚËÔÎÖ ÚÂÔÕËÙ, Â, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (4.11), ÒÇÓÄÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÕ z
ÒÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ T ËÏÇÇÕ ÔÍÂÚÑÍ, Õ.Ç. ÄÕÑÓÂâ (ÔÏÇÛÂÐÐÂâ)
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ËÏÇÇÕ
ÔÍÂÚÑÍ (!)). °ÃÞÚÐÑ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÓÑÆÂ
ËÎÎáÔÕÓËÓÖáÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇÏ ÔÍÂÚÍÂ Ö ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
ÕÇÒÎÑÇÏÍÑÔÕË. £ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÔÑÅÎÂÔËË Ô ÑÃÜÇÌ
ÕÇÑÓËÇÌ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ ÔÍÂÚÑÍ ËÏÇÇÕ
ÔÂÏÂ ÕÇÒÎÑÇÏÍÑÔÕß. ¯ÂÆÑ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÏÐËÕß, ÚÕÑ ÓÇÚß ËÆÇÕ
Ñ ÏÂÅÐÑÐÐÑÌ ("ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÑÌ") ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÇ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÇÛÇÕÑÚÐÑÌ (×ÑÐÑÐÐÑÌ) ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ ÑÃ-
ÓÂÊÙÂ.

¯ÂËÃÑÎÇÇ ËÎÎáÔÕÓÂÕËÄÐÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂ ÅÂÊÂ ÏÂÅ-
ÐÑÐÑÄì ÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÞÌÏÑÏÇÐÕ. £ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÏÇÔÕÑ
×ÑÓÏÖÎÞ (4.2) ÐÂÆÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ×ÑÓÏÖÎÖ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÖá
ØËÏËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ z (ÏÞ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ËÊÏÇÐËÎË ÑÃÑ-
ÊÐÂÚÇÐËâ):

D eM � V

�2p�h�3
��

exp

�
E� jzj

T

�
ÿ 1

�ÿ1
b�p� d3p ; �4:13�

ÒÓËÚÇÏ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (3.13),

b�p� � ÿg�h
1� ��hoM=2E0� sin2 y
1� ��hoM=E0� sin2 y

' ÿg�h

�
1ÿ �hoM

2E0
y2
�
:

�4:14�

°ÕÔáÆÂ 8, ÖÚÕâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÆÄÖØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÖÅÎÂ �y � 0,
y � p), ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ E � E0, ËÏÇÇÏ

q
qT

�
D eM�T�

V

�
� b

�2p�h�3
�hoM

E0
�

� q
qT

�1
0

�p
0

�
exp

��
p2

2m�
� �hoMy2 � jzj

�
1

T

�
ÿ 1

�ÿ1
�

� y3p2 dp dy ; b � g�h : �4:15�

³ÍÂÚÑÍ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ q�D eM=V�=qTì ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÑÃÓÂ-
ÜÇÐËâ Ä ÐÖÎß ØËÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ z ÒÑ ÎËÐÇÌÐÑÏÖ

8 ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ
ÑÕ ÖÅÎÂ y, ÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÞÌÏÑÏÇÐÕ ÅÂÊÂ ÏÂÅÐÑÐÑÄ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÄÔÇ
ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ: ÑÐ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÚËÔÎÑÏ ÏÂÅÐÑÐÑÄ,
ÍÑÕÑÓÑÇ, ÒÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËá, âÄÎâÇÕÔâ ÔÑØÓÂÐâáÜÇÌÔâ ÄÇÎËÚËÐÑÌ.
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ÊÂÍÑÐÖ (ÔÏ. (4.12)):

q eM
qT

1eM � ÿ512 z�5=2�
z�3=2�

G�5=2�
z�3=2�

1

E0
' ÿ 0;3

E0
: �4:16�

³ÍÂÚÑÍ ÒÑÎÑÉËÕÇÎÇÐ, ÕÂÍ ÍÂÍ eM < 0 ÊÂ ÔÚÇÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÏÑÏÇÐÕÂ b�p�.

®Þ ÕÓÂÍÕÑÄÂÎË ×ÑÓÏÖÎÖ (3.8) ÍÂÍ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ à××ÇÍ-
ÕËÄÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË p-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ.±ÓÑÄÇÓËÏ, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÎË ØÂÓÂÍÕÇÓ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÊÐÂÚÇÐËá Deff � 5. £ ËÊÑÕ-
ÓÑÒÐÑÏ D-ÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÓË

E �
XD
i�1

p2i
2m�

; i � 1; . . . ;D

ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÇÔÕß

TD � n
2=D
D �2p�h�2

A�D�G�3=2�z�3=2� � 2�Dÿ1�=2m� ; �4:17�

ÅÆÇ

A�D� � �2p�D=2
G�D=2ÿ 2�

ì ÒÎÑÜÂÆß ÇÆËÐËÚÐÑÌ Ô×ÇÓÞ Ä D-ÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ,
Â ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÚÂÔÕËÙ nD ËÏÇÇÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÔÏÿD. £ËÆÐÑ,
ÚÕÑ ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ TD ÒÓËD � 5 ÑÚÇÐß ÒÑØÑÉÂ ÐÂ ×ÑÓÏÖÎÖ
(4.6): ÒÑÆÔÕÂÄËÄ Ä (4.6) ÊÐÂÚÇÐËÇ Ttr, ÒÑÎÖÚËÏ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá
ÆÑ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ

T0 �
�
n2=5

�h2

m�

��
oMm�

�h

�2=5

:

®ÐÑÉËÕÇÎß �oMm�=�h�2=5 ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÒÓÂÄËÎßÐÑÔÕß ÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÔÕË. £ÞâÔÐËÏ ÕÇÒÇÓß, ÍÂÍÑÄ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÒÇÓÇØÑÆÂ.
±ÑÔÕÖÒÂâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏÖ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá (ÔÏ.
(4.9)), ÐÂÌÆÇÏ

nD ÿ nD0�T� � A�D�
�2p�h�D

�
pDÿ1 dp

(�
exp

�
E�p� � jzj

T

�
ÿ 1

�ÿ1
ÿ

ÿ
�
exp

�
E�p�
T

�
ÿ 1

�ÿ1)
: �4:18�

¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÐÂÚËÐÂâ Ô D � 5 (ÒÓË
D5 5) ØËÏËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ z ÎËÐÇÌÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
Tÿ TD ÒÓË T! TD Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËâ
¢ÑÊÇ ë¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ì ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ.

³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÒËÔÂÐËâ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË ¢ÑÊÇ ë¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ä
ÒâÕËÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ô ÑÒËÔÂÐËÇÏ ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË
ÏÂÅÐÑÐÑÄ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÄÇÆÇÐËÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÔÕË Deff � 5 ÆÎâ ÏÂÅÐÑÐÑÄ Ô ÊÂÍÑÐÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË (3.8)
ÑÒÓÂÄÆÂÐÐÑ.

£ÇÓÐÇÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ×ÑÓÏÖÎÇ (4.2), ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÆÑÒÑÎ-
ÐÇÐÐÑÌ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÏÂÅÐÑÐÂ bn�k�
(ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÞ (3.11) ë (3.14)). °ÒÖÔÕËÄ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÖá
ÑÃÎÂÔÕß ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ (E0 5T5TC), ÄÞÚËÔÎËÏ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÒÓË T5E0. ²Ç-
ÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÊÆÇÎÂ 3 ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ËÐÕÇÓÄÂÎ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓ ÑÕ ÐÖÎâ ÆÑ E0 ÓÂÊÃËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÆÄÂ. £ ÑÆÐÑÏ ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÞ ×ÑÓÏÖÎÞ (3.5), Â Ä ÆÓÖÅÑÏ (Ä ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÃÎËÊÑÔÕË Í ÂÃÔÑÎáÕÐÑÏÖ ÐÖÎá) ì ×ÑÓÏÖÎÞ (2.16), (3.4)
Ë (3.12). ¤ÓÂÐËÙÖ ËÐÕÇÓÄÂÎÑÄ Tlim ÏÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÐËÉÇ
(ÔÏ. (4.25)).

±ÓË Tlim 5T5E0 ÏÑÉÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐÑÐÂ ÑÕ ÇÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ
(3.8) Ë ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ
(b � ÿg�h). ±ÑàÕÑÏÖ ÊÆÇÔß, ÍÂÍ Ë ÒÓË ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÌ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ, ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÂâ ÚÂÔÕß ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÏÂÅÐÑÐÑÄ:

D eM � ÿg�hn�T� ; �4:19�

n�T� � 2

�2p�h�3
��

exp

�
E�p�
T

�
ÿ 1

�ÿ1
d3p ;

E�p� � E0 � p2

2m�
� 1

2
�hoMy2 ;

ÒÓËÚÇÏ ÏÐÑÉËÕÇÎß 2 ÄÄÇÆÇÐ, ÚÕÑÃÞ ÖÚÇÔÕß ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎß-
ÔÕÄÑ, ÚÕÑ àÐÇÓÅËâ ËÏÇÇÕ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑ ÖÅÎÖ
ÒÓË y � 0 Ë y � p.

°ÕÔáÆÂ

D eM�T� � ÿ g�h

8p2�h3
T

�hoM
�2m�T�3=2 exp

�
ÿE0

T

�
g ;

g �
�1
0

���
z
p

exp�ÿz� dz �
���
p
p
2
: �4:20�

"­ËÛÐââ" ÔÕÇÒÇÐß ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ä àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ì
ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÑ 5-ÏÇÓÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÏÂÅÐÑÐÑÄ
Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ.

£ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÌ ÃÎËÊÑÔÕË Í ÂÃÔÑÎáÕÐÑÏÖ ÐÖÎá,
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÍÂÊÂÐÐÑÏÖ ÄÞÛÇ,

D eM � ÿ g�h

2

1

�2p�3
(�

o��k�oM

�o0 � oM�2
cos2 y��cos2 y�=m0 � sin2 y

�2�
�
�
exp

�
�ho��k�

T

�
ÿ 1

�ÿ1
d3k�

�
�

oÿ�k�oM

�o0 � oM�o0

�
exp

�
�hoÿ�k�

T

�
ÿ 1

�ÿ1
d3k

)
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¯ÂÒÑÏÐËÏ: ÊÂÍÑÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËË o � o��k� ÊÂÆÂÐÞ ×ÑÓÏÖ-
ÎÂÏË (2.16), Â ÔÕÂÕËÚÇÔÍÂâÏÂÅÐËÕÐÂâ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕßì
×ÑÓÏÖÎÑÌ (3.6). ²ÇÊÖÎßÕÂÕ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÖÆÑÃÐÑ ÊÂÒË-
ÔÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

D eM�T�
M0

' ÿ T

�ho0

�
T

TM

�3

I�m0� ; M0 � g�h

a3
;

TM � 2p�h~c

a
; ~c � c��

e
p : �4:22�

£ÄÇÆÇÐ ÒÂÓÂÏÇÕÓ a ÒÑÓâÆÍÂ ÓÂÊÏÇÓÂ âÚÇÌÍË, ÕÂÍ ÚÕÑ
ÏÑÏÇÐÕ M0 ÓÂÄÇÐ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÏÑÏÇÐÕÖ ÐÂÔÞÜÇÐËâ, Â

I � �2p�
5

480

�m0 ÿ 1�2
m20

�

�
�p
0

�
cos2 y

�
cos2 y
m0
� sin2 y

�ÿ7=2
� 1�����

m0
p

�
sin2 y dy : �4:23�

´ÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß (D eM / T 4) ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÂ: oÐÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ë ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË
kc!1 ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
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ÐÖÎá ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ k. ªÐÕÇÓÇÔÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¥Îâ ÇÇ ÄÞâÔÐÇÐËâ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ
×ÑÓÏÖÎÇ, ÐÂÆÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
I � I�m0�:

I�m0� '
8p5

45
�m0 ÿ 1�2 ; m0 5 1 ;

2p5

75
m5=20 ; m0 4 1 ;

8>><>>:
ËÎË (ÔÏ. (3.6))

I�H0� �
2p5

75

�
4pM
H0

�5=2

; H0 5 4pM ;

8p5

45

�
4pM
H0

�2

; H0 4 4pM :

8>>><>>>:
¶ÑÓÏÖÎÞ (4.22) Ë (4.20) ÆÂáÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÙÇÐËÕß
ÅÓÂÐËÚÐÖá ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÖ Tlim. ±ÓÂÄÆÂ, ÆÎâ àÕÑÅÑ ÐÂÆÑ
ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ×ÑÓÏÖÎÖ (4.20), ÄÄÇÆâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÖ TC 4E0

ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ TC � �hoex Ë, ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇÏ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÏÂÔÔÞ (3:7 0):

D eM
M0
� ÿ 1

8p3=2
T

�hoM

�
T

TC

�3=2

exp

�
ÿE0

T

�
: �4:24�

°ÕÔáÆÂ Ë ËÊ (4.23) ËÏÇÇÏ (ÒÓË m0 � 1, Õ.Ç. ÒÓË o0 � oM)

Tlim ' E0

���� ln T 3
M

��hoex�3=2E3=2
0

����ÿ1 5E0 ; �4:25�

ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÑ ÑÙÇÐÍÇ TM � 4� 107 K, �hoex � 102ÿ103 K, a
E0 � 1K.

±ÑÔÎÇÆÐËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÄÂÉÐÞ Ô ÆÄÖØ ÕÑÚÇÍ ÊÓÇÐËâ: ÄÑ-
ÒÇÓÄÞØ, ÑÔÄÑÇÐËÇ ÐËÊÍÑÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÅÑ ÆËÂÒÂÊÑÐÂ ËÆÇÕ
ÔÕÑÎß ÃÞÔÕÓÞÏË ÕÇÏÒÂÏË, ÚÕÑ ÇÔÕß ÐÂÆÇÉÆÂ ÐÂ ÕÜÂÕÇÎß-
ÐÞÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐ-
ÐÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ ÖÚÇÕ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ×ÑÓÏÖÎ ÐÇÑÃØÑÆËÏ. £Ñ-
ÄÕÑÓÞØ, ÑÐË ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕ ÑÃÜÇÇ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ: ÓÇÊÑÐÂÐÔ-
ÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÂÅÐÑÐÂ Ô ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙÇÌ, ÊÂÍÑÐ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÅÑÎÆÔÕÑÖÐÂ
(×ÑÕÑÐ, ×ÑÐÑÐ), ÒÓËÄÑÆËÕ Í "ÎËÍÄËÆÂÙËË" ÜÇÎË Ä
ÔÒÇÍÕÓÇ ÏÂÅÐÑÐÂ, Â ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ àÕÑÅÑ Í "ÄÞØÑÆÖ" ÒÓË
T! 0 ÐÂ ÔÕÇÒÇÐÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÑÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ (ÆÂÉÇ ÕÂÍËØ ÔÒÇÙË×ËÚÇ-
ÔÍË ÏÂÅÐËÕÐÞØ, ÍÂÍ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÕÇÎÂ), ÕÂÍ ÍÂÍ Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô ÏÂÅÐÑÐÑÏ àÐÇÓÅËâ ÅÑÎÆ-
ÔÕÑÖÐÂ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ì ÅÑÎÆÔÕÑÖÐ ÒÓËÑÃ-
ÓÇÕÂÇÕ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ.

5. °ÆÐÑÑÔÐÞÌ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍ

©ÂÆÂÚÂ àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ì ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÕß, ÍÂÍ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÂâ ÒÓËÓÑÆÂ Ë ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÕÇÎÂ
ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÔÄÑÌÔÕÄÂØ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ.
±ÑÆÓÑÃÐÇÇ ÑÃ àÕÑÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÚËÕÂÕß Ä [10, 11].

´ÇÐÊÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ mik ÑÆÐÑÑÔÐÑÅÑ
(ÆÄÖØÒÑÆÓÇÛÇÕÑÚÐÑÅÑ) ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ËÏÇÇÕ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ (1.19), ÇÔÎË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ H
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÑ ÄÆÑÎß ËÊÃÓÂÐÐÑÌ ÑÔË. ¥Îâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÑÅÑ ÊÆÇÔß ÆÄÖØÒÑÆÓÇÛÇÕÑÚÐÑÅÑ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ
ÕËÒÂ "ÎÇÅÍÂâ ÑÔß" (­°) ËÊÃÓÂÐÐÑÌ ÑÔßá ÔÎÖÉËÕ ÕÑ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ, ÄÆÑÎß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÞÔÕÓÂËÄÂáÕÔâ ÂÐÕËÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÑ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÒÑÆÓÇÛÇÕÑÍ ÒÓË H < HSF;
ÒÓË H � HSF ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÇÓÇÑÓËÇÐÕÂÙËÑÐÐÞÌ ×ÂÊÑÄÞÌ

ÒÇÓÇØÑÆ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ (spin-êop): ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ
ÒÑÆÓÇÛÇÕÑÍ ÑÒÓÑÍËÆÞÄÂáÕÔâ Ë ÊÂÐËÏÂáÕ ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÇ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ c Í ÑÔË, ÒÓËÚÇÏ cosc � H=HE.
±ÓË H � HE (ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, HE 4HSF) ÏÂÅÐËÕÐÞÇ
ÏÑÏÇÐÕÞ ÒÑÆÓÇÛÇÕÑÍ ÔØÎÑÒÞÄÂáÕÔâ ì ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ (spin-êip). ®Þ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÖÒÓÑÔÕËÎË ÍÂÓÕËÐÖ ÒÇÓÇÑÓËÇÐÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ. ±ÓË
àÕÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÒÑÎâ HSF Ë HE ÄÏÇÔÕÇ Ô ÂÃÔÑÎáÕÐÞÏ
ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÒÑÆÓÇÛÇÕÑÍ ÒÓË T � 0
ÏÑÅÖÕ ÔÎÖÉËÕß ÒÑÎÐÞÏ ÐÂÃÑÓÑÏ ÄÇÎËÚËÐ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖá-
ÜËØ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍ. ±ÑÎâ HSF Ë HE ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂ-
ÊËÕß ÚÇÓÇÊ ÑÃÏÇÐÐÖá ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ d Ë ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÂÐËÊÑÕÓÑ-
ÒËË b; b 0. ²ÂÄÐÑÄÇÔÐÞÇ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÏÇÐ-
ÕÑÄ ­°-ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 3, Â Ä
ÕÂÃÎ. 2 ÄÞÒËÔÂÐÞ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÕÇÐÊÑÓÂ mik Ë
à××ÇÍÕËÄÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ, ÒÓËÚÇÏ

HSF �M
����������������������
2d�bÿ b 0�

p
; HE � 2dM ; OSF � gHSF ;

O � gH ; OM � 8pgM ;

O2
c � �gM�2

�
4d2 cos2 cÿ 2d�bÿ b 0� sin2 c� ;

cosc � H

HE
; m0 � 1� 4p

d
d4 b ;

b 0 � 1 ; bÿ b 0 > 0 :

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÕÂÃÎ. 2, ÒÓË ÒÇÓÇ-
ØÑÆÇ Í ÐÖÎÇÄÑÏÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÚËÔÎÑ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË: ÒÓË
H 6� 0 ËØ ÆÄÇ, Â ÒÓË H � 0 ì ÑÆÐÂ. ±ÓË H � HE

ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÂ mik ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞ. ¦ÔÎË ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ
HSF 5HE, ÕÑ ÒÓËHSF 4H < HE ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ ÕÇÐÊÑÓÂ mik
Ä ÃÂÊËÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÊÂÏÇÕÐÂ ÕÑÎßÍÑ Ä ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐ-
ÐÑÌ ÃÎËÊÑÔÕË Í ÒÇÓÇØÑÆÖ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ. ´ÂÍ ÍÂÍ

Oc � g

���������������������������������������������
H 2

�
1�H 2

SF

H 2
E

�
ÿH 2

SF

s
(ÔÏ. ÕÂÃÎ. 2), ÕÑ ÒÓËH � HSF

m1 � 1� OM

OE

O2
SF

O 4
SF=O

2
E ÿ o2

;

m2 � 1� OM

OE

O2
SF

O2
E

O2
SF

O 4
SF=O

2
E ÿ o2

: �5:1�

H, n H, n H, n

M1
M1 M2

M1 M2

M2

c c

H < HSF H5HEHSF 4H < HE

²ËÔ. 3. ²ÂÄÐÑÄÇÔÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ¡¶® ÕËÒÂ ­°.
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¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÎâÓËÊÖÇÏÑÔÕË ÒÑ ÓÂÊÐÞÏ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâÏ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÎÇÅÍÑÌ ÑÔË ÓÂÊÎË-
ÚÂáÕÔâ ÄÑ ÏÐÑÅÑ ÓÂÊ:

m1 ÿ 1

m2 ÿ 1
�
�
HE

HSF

�2

; �5:2�

ÐÑ ÒÓË HE > H4HSF ÚÂÔÕÑÕÂ Oc ' O Ë ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ Ä
ÃÂÊËÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÏÂÎÂ,

m1 ' m2 ' 1� OM

OE

O2

O2 ÿ o2
: �5:3�

©ÐÂÚÇÐËÇ ÕÇÐÊÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÒÑÊÄÑÎâÇÕ,
ÍÂÍ âÔÐÑ ËÊ ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÓÂÊÆÇÎÑÄ, ÄÞÚËÔÎËÕß ÊÂÍÑÐ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÑÃÝÇÏÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ.

¯ÂÚÐÇÏ Ô H � 0 (ÒÇÓÄÂâ ÔÕÓÑÍÂ ÕÂÃÎ. 2). ¿ÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ
ËÐÕÇÓÇÔÇÐ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË ÐËÊÍÑ ÓÂÔÒÑÎÑ-
ÉÇÐÐÑÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÓÑËÔØÑÉÆÇ-
ÐËâ Ö ÐÇÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÅÑ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÅËÓÑÕÓÑÒËâ. ¦ÔÕß ÇÜÇ ÑÆÐÑ ÄÂÉÐÑÇ ÑÃÔÕÑâÕÇÎß-
ÔÕÄÑ. °ÃÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ì ÚÂÔÕÑÕÂ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ m � 1, Ë ÚÂÔÕÑÕÂ ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ �m � 0� ì
ËÏÇáÕ ÃÎËÊÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÏÇÓÖ ÏÂÎÑÔÕË ÑÕÐÑÛÇÐËâ
OM=OE � 4p=d.

±ÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ËÊÃÓÂÐÐÑÌ
ÑÔË (y � p=2) ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÑÆÐÑÌ ËÊ ÆÄÖØ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÏÂÅÐËÕÐÖá ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß:

k2 � o2

c2
e
O2

SF�1� OM=OE� ÿ o2

O2
SF ÿ o2

: �5:4�

¿ÕÑ Ë ÇÔÕß ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ.
©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÚÂÔÕÑÕÞ o ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k ÔØÇÏÂÕË-
ÚÇÔÍË ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 4. ¢ÎËÊÑÔÕß ÚÂÔÕÑÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ Ë
ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ ~c ÒÓË o5OSF ÃÎËÊÍÂ Í ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ
ÒÓË o4OSF:

~c � c��
e
p
�
1� OM

OE

�
' c��

e
p : �5:5�

¬ÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ (k!1, o! const) ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ m � 1, Õ.Ç.

o � OSF : �5:6�

´ÂÃÎËÙÂ 2

H � 0

0 < H < HSF

HSF 4H < HE

H5HE

m1 � m2 � m � 1� 4p
d

O2
SF

O2
SF ÿ o2

;

m 0 � 0

m1 � m2 � m � 1� 2p
d

O2
SF

�
1

O2
SF ÿ �Oÿ o�2 �

1

O2
SF ÿ �O� o�2

�
;

m 0 � 2p
d

O2
SF

�
1

O2
SF ÿ �Oÿ o�2 ÿ

1

O2
SF ÿ �O� o�2

�

m1 � 1� d
4p

O2
M cos2 c

O2
c ÿ o2

;

m2 � 1� 4p
d

O2
c

O2
c ÿ o2

;

m 0 � OMo cosc

O2
c ÿ o2

m1 � m2 � m � 1� OMO

O2 ÿ o2
;

m 0 � OMo

O2 ÿ o2

meff � 1� 4p
d

O2
SF

O2
SF ÿ o2

meff �
��1� 4p=d�O2

SF ÿ O2 ÿ o2
�2 ÿ 4O2o2

�O2
SF ÿ O2 ÿ o2��OSF�1� 4p=d� ÿ O2 ÿ o2

�ÿ 4o2O2

meff �
O2

c�1� 4p=d� � O2
M cos2 c�1� 4p=d� ÿ o2

O2
c � �4p=d�O2

M cos2 cÿ o2

meff �
�O� OM�2 ÿ o2

O2 � OOM ÿ o2

k
kc*

OSF

��
e
p
c

o � kc��
e
p

Âo

���
m
p

0
OSF

OSF

k
kc*

OSF

c

��
e
p

o � kc��
e
p

Ão

OSF

o2

o3

o1

o4

²ËÔ. 4. ©ÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ Ä ­°-ÂÐÕË×ÇÓÓÑ-
ÏÂÅÐÇÕËÍÇ ÒÓË H � 0 (a) Ë ÒÓË 0 < H < HSF (Ã). ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ
ÚÂÔÕÑÕÞ: o1;2 � OSF�1� 2p=d� � O, o3;4 � OSF�1� p=d� � O, O � gH,
OSF � gHSF.
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°ÆÐÂÍÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ (m 0 � 0), ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÍÂÊÂÐÐÑÏÖ ÄÑ
ÄÄÇÆÇÐËË, ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ËÊ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂ-
ÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË, ËÊ ÚÇÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË y � p=2
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔÕÓÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÇ ÍÑÎÇÃÂÐËÇ, ÇÅÑ ÚÂÔÕÑÕÂ
ì ÍÑÓÇÐß ÖÓÂÄÐÇÐËâ m�o� � 0, Õ.Ç.

o � OSF

�
1� OM

OE

�
: �5:7�

£ [10] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÔÕÓÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎßÐÂâ ÄÇÕÄß ÍÑÎÇÃÂÐËÌ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÑÎÐÞ
ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÎÇÅÍÑÌ ÑÔË (ÐÂÒÑÏÐËÏ: m3 � 1, ÍÓË-
ÔÕÂÎÎ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÇÐ!). ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË ÄÑÎÐÂ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ y Í ­°, ÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÆÄÂ
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ ÓÂÊÎËÚÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ô ÊÂÍÑ-
ÐÂÏË ÆËÔÒÇÓÔËË

k2 � o2

c2
em i k2 � o2

c2
e

m

m sin2 y� cos2 y
; �5:8�

Â ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍË ÔÎÇÆÖÇÕ

m sin2 y� cos2 y � 0 : �5:9�

±ÓË y 6� p=2 ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ (kc!1, o 6! 1) ÊÂÍÑÐÑÏ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâÓËÕÑÐÑÄ, ÐÑ ÒÓË
y � p=2 ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÎâÓËÕÑÐ
(ÒÇÓÄÑÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (5.8)), Â ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ
"ÑÕÜÇÒÎâÇÕÔâ" ÑÕ ×ÑÕÑÐÂ ì ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.9) ÒÓÇÄÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä ÕÑÚÐÑÇ:

m � 0 : �5:10�
®Þ ÄÞÒËÔÂÎË (ÔÏ. (5.6) Ë (5.7)) ÎËÛß ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÖá Ë
ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÐÖá ÚÂÔÕÑÕÞ. "±ÓÇÄÓÂÜÇÐËâ" ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ Ä ÊÂÍÑÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËË ÔÒËÐÑÄÞØ
ÄÑÎÐ ì ÏÂÅÐÑÐÑÄ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÓÇÃÖáÕ ÖÚÇÕÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, ËÎË
(àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ) ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ.

£ ÕÂÃÎËÙÇ 2 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ meff, ÒÑÎÖÚÇÐ-
ÐÞÇ ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÊÂÒËÔË ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ:

k2 � o2

c2
emeff�o� : �5:11�

£ÏÇÔÕÇ ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËâÏË m1, m2 Ë m 0 ÑÐË ÆÂáÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÚÂÔÕÑÕÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß Ë, ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ, ÊÂÍÑÐ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÑÎßÍÑ
ÒÓË 0 6� H < HSF ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâÓË-
ÕÑÐÂ Ä ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÇ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ (ÚËÔÎÑÏ ÄÇÕÄÇÌ)
ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÇ. ±ÓË
H � HE ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍ ÒÑ ÔÖÕË "ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ" Ä
×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍ Ô ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕßáÓÂÄÐÑÌ 2M; ÒÑàÕÑÏÖ
ÇÅÑ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÐÇÑÕÎËÚËÏÞ ÑÕ ÔÄÑÌÔÕÄ
×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ. ±ÓË HSF < H < HE ÄÞÒËÔÂÐÐÞÇ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÄÓÂÜÇÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ
ÄÑÍÓÖÅ ­° Ë, ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ, ÑÆÐÑÌ ÄÇÕÄË ÍÑÎÇÃÂÐËÌ. ¿ÕÑÕ
ÄÑÒÓÑÔ ÐÂ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÒÓËÏÇÓÇ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÐ ÐËÉÇ Ä
àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ.

±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÆËÔÒÇÓÔËá ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇ-
ÏÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÖá ÏÞ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ ÒÓË H < HSF,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕ ÆÄÂ ÕÇÐÊÑÓÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ

ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ: aik Ë a 0ik (ÔÓ. Ô ÓÂÊÆÇÎÑÏ 3). ±ÇÓÄÞÌ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÑÃÏÇÐÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÄÐÖÕÓË ÍÂÉÆÑÌ
ÒÑÆÓÇÛÇÕÍË, ÄÕÑÓÑÌ ì ÏÇÉÆÖ ÒÑÆÓÇÛÇÕÍÂÏË. £ ÍÖÃËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÍÓËÔÕÂÎÎÇ ÑÃÂ ÕÇÐÊÑÓÂ ÄÞÓÑÉÆÂáÕÔâ Ä ÔÍÂÎâÓÞ
�aik ! adik; a 0ik ! a 0dik�. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ­ÂÐÆÂÖ ë
­Ë×ÛËÙÂ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÖÚÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÂÐËÊÑ-
ÕÓÑÒËË

bÿ b 0 ! beff � bÿ b 0 � �aik ÿ a 0ik�ki kk �5:12�

Ë ÑÃÏÇÐÐÑÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ

d! d� a 0ikki kk : �5:13�

®ÂÕÓËÙÂ aik ÿ a 0ik ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ-
ÐÑÌ ÆÎâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
[3]. ±ÑÓâÆÑÍ ÄÇÎËÚËÐÞ ÑÃÏÇÐÐÑÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ, ÍÂÍ Ë Ä
×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂØ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÙÇÐÇÐ ÒÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ
×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ (ÒÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ¯ÇÇÎâ). ¦ÔÎË ÔÚË-
ÕÂÕß, ÚÕÑ d � YN=mM (m � g�h ì ÏÂÅÐÇÕÑÐ ¢ÑÓÂ), ÕÑ
a; a 0 � a2YN=mM. °ÕÔáÆÂ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ak5 1 ÒÇÓÇ-
ÐÑÓÏËÓÑÄÍÖ ÑÃÏÇÐÐÑÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÏÑÉÐÑ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÕß,
Â ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÖ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ÖÚËÕÞÄÂÕß
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ: ÑÐÂ ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ËÊÏÇ-
ÐÇÐËá ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÔÒÇÍÕÓÂ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (H � 0) ÒÓË �ak�2 4 �bÿ b 0�mM=YN ÍÄÂÊË-
ÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ (5.6) "ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ" Ä ÔÒËÐÑÄÖá
ÄÑÎÐÖ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ ÊÂÍÑÐÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË. ¿ÕÑÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ
ÔÎÖÚÂÌ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ËÊÖÚÇÐ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ. ®Þ Ä
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÓËÏÇÏ, ÚÕÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÂ k ÔÑÆÇÓÉËÕ ÕÑÎßÍÑHSF:

HSF �
�������������������������������������
�H 0

SF�2 � eH 2
E�ak�2

q
; �5:14�

ÅÆÇ H 0
SF ì ÒÑÎÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ

ÆËÔÒÇÓÔËË.
²ÇÛÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍË (2.14), ÐÇÕÓÖÆÐÑ

ÐÂÌÕË ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ:

o2 � O2
SF

�
1� 2p sin2 y

d

�
� O2�

�
���������������������������������������������������������������������������������������������
4O2O2

SF �
8p sin2 y

d
O2O2

SF � O 4
SF

�
2p sin2 y

d

�2
s

:

�5:15�
±ÓËH � 0 ËÊ (5.15) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÄÂ ÓÇÛÇÐËâ:

o2
ÿ � O2

SF ; o2
� � O2

SF

�
1� 4p sin2 y

d

�
: �5:16�

±ÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ m, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÅÑÔâ Ä
ÒÇÓÄÑÌ ÔÕÓÑÍÇ ÕÂÃÎ. 2, ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ (oÿ) ÐÇÕ. ³ÑÑÃ-
ÓÂÉÇÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÒÑÆÔÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÇÅÑ ÐÇ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÑÕÃÓÂÔÞÄÂÕß. £ÕÑÓÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (o�) ÔÑÆÇÓÉËÕ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ. ³ÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÖá àÐÇÓÅËá ÔÒËÐÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ (E � �ho�) ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ (ÔÏ. (5.16) Ë (5.12)):

E 2 � �mHSF�2 � �mHA�2 sin2 y� I 2
ex�ak�2 ; �5:17�

HA � 4pM
�
2�bÿ b 0��1=2 ì ÒÑÎÇ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË; Iex ì

ÄÇÎËÚËÐa ÒÑÓâÆÍÂ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÏÇÉÆÖ ÂÕÑÏÂÏË
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�Iex � YN). £ÞÒËÔÂÐÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ
ÆËÒÑÎß-ÆËÒÑÎßÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÂÐËÊÑÕÓÑ-
ÒËË ÜÇÎË Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÏÂÅÐÑÐÑÄ. ±ÓÂÄÆÂ, ÑÐÂ ÏÂÎÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ
H 2

A=H
2
SF � 1=d5 1. ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÐÇÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ

ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ k (ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
E�y� ÒÓË k � 0) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÑÒËÔÂÐÐÑÏÖ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4
ÖÄÇÎËÚÇÐËá ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË k-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÏÂÅÐÑÐÑÄ.

£ÞâÔÐËÏ, ÍÂÍ ÒÓÑâÄÎâÇÕ ÔÇÃâ ÆËÒÑÎß-ÆËÒÑÎßÐÑÇ ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÒÓË ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÓÂÄÐÑÏ HSF (ÄÇÓØÐââ
ÅÓÂÐËÙÂ ÑÃÎÂÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÑÅÑ ÓÇÉËÏÂ).
£ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÏ ÊÆÇÔß ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ö ÑÆÐÑÌ ËÊ ÄÇÕÄÇÌ
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ (Ö oÿ) ÒÓË H � HSF ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÜÇÎß. £
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÛËÓËÐÂ ÒÇÕÎË ÅËÔÕÇÓÇÊËÔÂ
ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ËH � HSF ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
Ô ÒÑÎÇÏ ÎÂÃËÎßÐÑÔÕË (ÔÓ. Ô [12]). ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ
ÖÚÇÕ ÆËÒÑÎß-ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕ
ÔËÕÖÂÙËá ì ÜÇÎß ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ÒÓË ÄÔÇØ ÖÅÎÂØ
y
ÿ
oÿ�k � 0� � 0

�
, Â àÐÇÓÅËâ ÏÂÅÐÑÐÂ ÕÂÍÑÄÂ:

Eÿ � Iexak

2mHSF

�������������������������������������������������
I 2
ex�ak�2 � �mHA�2 sin2 y

q
; �5:18�

ÅÆÇ mHSF � g�hOSF � m
��������������
HEHA

p
.

³ÕÂÕËÔÕËÍÑ-ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ Ë ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÏ
ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÑÃÊÑÓÇ
ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÃÖÆÇÕ ÖÆÇÎÇÐÑ ÏÇÔÕÂ. °ÆÐÂÍÑ ÐÂÏ
ØÑÚÇÕÔâ ÑÕÏÇÕËÕß ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÖá ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÖá ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß ÏÂÅÐÑÐÐÑÌ ÚÂÔÕË ÕÇÒÎÑÇÏÍÑÔÕË ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇ-
ÕËÍÂ, ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÖá Ô ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇÏ
ÆËÒÑÎß-ÆËÒÑÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÏÂÅÐÑÐÂ (5.18).

±ÓË ÐËÊÍËØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ (T! 0) ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÕÖ ÄÇÕÄß ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ, ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÐÂÛÇÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÐÇ ËÏÇÇÕ ÜÇÎË. ±ÑàÕÑÏÖ ÓÇÚß ÒÑÌÆÇÕ
ÕÑÎßÍÑ Ñ "ÿ"-ÄÇÕÄË.

°ÒÖÔÕËÄ ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÒÑÆ ÍÑÓÐÇÏ Ä (5.18), ÏÞ
ÒÓËÆÇÏ Í ÊÂÍÑÐÖ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐÑÐÂ, ÐÂÒÑÏËÐÂáÜÇÏÖ
ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ô à××ÇÍÕËÄ-
ÐÑÌ ÏÂÔÔÑÌ

m� � �h2

a2
mHSF

I 2ex
� �h2

a2

�������
HA

HE

r
1

Iex
�5:19�

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ô ÕÇÒÎÑÇÏÍÑÔÕßá ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÌ
T 3=2. ¿××ÇÍÕËÄÐÂâ ÏÂÔÔÂ ÏÂÅÐÑÐÂ Ä ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÇ
ÏÂÎÂ Ä ÏÇÓÖ ÏÂÎÑÔÕË ÑÕÐÑÛÇÐËâHA=HE.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÓÑÎß "ÒÑÕÇ-
ÓâÐÐÑÌ" ÄÇÕÄË ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ, ÏÑÉÐÑ
ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÏÑÆÇÎßá ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇ-
ÕËÍÂ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÔÎÇÆ ÊÂ [11] ËÊÑÕÓÑÒÐÞÌ ÂÐÕË×ÇÓÓÑ-
ÏÂÅÐÇÕËÍ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ, Õ.Ç. Ä
ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË ÑÔÕÂÄÎÇÐÞ ÎËÛß
ÑÃÏÇÐÐÞÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ Ë ÊÇÇÏÂÐÑÄÔÍÂâ àÐÇÓÅËâ. £ ÑÕÎËÚËÇ
ÑÕ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÖÚÕÇÐÑ ÑÃÏÇÐÐÑÇ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËÇ.

ªÕÂÍ,

W � dM1 �M2 � a
2

�
qM1

qxi
� qM1

qxi
� qM2

qxi
� qM2

qxi

�
�

� a 0
qM1

qxi
� qM2

qxi
ÿ �M1 �M2� �H : �5:20�

°ÃÏÇÐÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ d4 1, a jaj; ja 0j � da2. ªÊ (5.20)
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ M1 Ë M2 ÒÓË
H < 2dM � HE ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑ ÑÕÐÑÔË-

ÕÇÎßÐÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâH (ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ c, ÔÏ. ÓËÔ. 3):

cosc � H

HE
; H4HE � 2Md : �5:21�

²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÏÂÎÞÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ Ä
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ h � h0 exp

�ÿi�otÿ kr��,
ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÕÇÐÊÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔ-
ÕÇÌ ŵ. ¦ÔÎË z k H, ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ M1 Ë M2 ÎÇÉÂÕ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË xz, ÕÑ ÇÅÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÓÂÄÐÞ

wxx �
2g2M�H�Ma�k2 cosc� cosc

o2
?�k� ÿ o2

;

wyy � wxx �
1

d

o2
k�k�

o2
?�k� ÿ o2

;

wzz �
1

d

o2
k

o2
k�k� ÿ o2

; w 0 � 2ogM cosc
o2
? ÿ o2

; �5:22�

o2
?�k� � g2�H�Ma�k2 cosc�2 � 2�gM sinc�2daÿk2 ;

o2
k�k� � 2�gM sinc�2daÿk2 : �5:23�

¯ÂÍÑÐÇÙ,

a� � a� a 0 : �5:24�

µÔÎÑÄËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÏÑÆÇÎË ÕÓÇÃÖÇÕ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÔÕË
d Ë aÿ a 0.

¿ÕÂ ÏÑÆÇÎß ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÇÓÇØÑÆ ÔÒËÐ-×ÎÑÒ, ÐÑ
ÔÒÑÔÑÃÐÂ ÑÒËÔÂÕß ÒÇÓÇØÑÆ ÔÒËÐ-×ÎËÒ ì ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇ-
ØÑÆ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ ì ÔØÎÑÒÞÄÂÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ
M1 Ë M2 ÒÓË H � HE. ±ÓË H � HE ÚÂÔÕÑÕÂ ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß, Â ÚÂÔÕÑÕÂ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ Ë ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÕÇÐÊÑÓÂ
wik ËÏÇáÕ ÑÃÞÚÐÞÌ ÆÎâ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÄËÆ (Ô ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕßá ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ, ÓÂÄÐÑÌ 2M):

o?�k� � g�H�Ma�k2� ;

wxx � wyy �
2gMo?�k�
o2
?�k� ÿ o2

;

w 0 � 2ogM
o2
?�k� ÿ o2

; H5HE : �5:25�

°ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ ÔÎÖÚÂÇ H < HE, ÔÚËÕÂâ, ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ H
ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ ÃÎËÊÍÑ ÍHE. ªÊ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÃÖÆÇÕ âÔÐÑ, ÚÕÑ
ÃÎËÊÑÔÕß ÍHE ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ d, Õ.Ç.

1ÿ H

HE
4

1

2d
: �5:26�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ØÑÓÑÛËÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÏÑÉÇÕ ÔÎÖÉËÕß
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÊÂ ÆËÔÒÇÓÔËá ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐ ÕÑÎßÍÑ
ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÇØÂÐËÊÏ. ´ÑÅÆÂ ×ÑÓÏÖÎÞ ÖÒÓÑ-
ÜÂáÕÔâ:

o2
? ' �gH�2 � v2a�H�k2 ; o2

k � v2a�H�k2 ;

v2a � 2�gM�2
�
1ÿH 2

H 2
E

�
daÿ : �5:27�
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£ àÕÑÏ ÉÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË

wxx �
1

d
�gH�2

o2
?�k� ÿ o2

; wyy �
1

d
o2
?�k�

o2
?�k� ÿ o2

;

wzz �
1

d

o2
k�k�

o2
k�k� ÿ o2

; w 0 � 1

d
gHo

o2
?�k� ÿ o2

; H4HE :

�5:28�

¯ÂËÃÑÎÇÇ ÄÂÉÐÞÌ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓ, ÄØÑÆâÜËÌ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (5.27), ì ÔÍÑÓÑÔÕß

va�H � 0� � gM
�����������
2aÿd

p
� v0 : �5:29�

±ÓË ÑÃÞÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÄÇÎËÚËÐ HE Ë m (HE � 106 ¿,
m � 10ÿ20 àÓÅ ¤Ôÿ1) ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ v0 � 105ÔÏ Ôÿ1,
ÚÕÑ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÏÇÐßÛÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ c.

µÚÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË "ÒÓÇÄÓÂÕËÎ" ÐÖÎÇ-
ÄÖá ÚÂÔÕÑÕÖ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÅÑÎÆÔÕÑÖÐ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ ÊÂÍÑÐÑÏ
ÆËÔÒÇÓÔËË, Â ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÑÕÎËÚËá wzz ÑÕ ÐÖÎâ "ÄÍÎáÚËÎ"
ÅÑÎÆÔÕÑÖÐ Ä àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÖ ÏÂÅÐÇÕËÍÂ.

£ÞâÔÐËÏ, ÍÂÍ ÒÓÑâÄÎâÇÕ ÔÇÃâ ÅÑÎÆÔÕÑÖÐ Ä ÄÞÔÑÍÑÚÂ-
ÔÕÑÕÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄÂØ ÏÂÅÐÇÕËÍÂ, ÆÎâ ÚÇÅÑ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ
ÊÂÍÑÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ.

¯ÂÚÐÇÏ ÔÑ ÔÎÖÚÂâ H � 0. ®ÂÅÐËÕÐÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß
ÐÇ ËÏÇÇÕ ÅËÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÚÎÇÐÑÄ:

mxx � 1 ; myy � mzz � ~m � 1� 4p
d

�v0k�2
�v0k�2 ÿ o2

: �5:30�

±ÖÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ k ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ c Í
ÑÔË x. £ ÏÂÅÐÇÕËÍÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÒÑÎâÓËÕÑÐÞ ÓÂÊÐÑÌ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË.

±ÓË hz 6� 0, a hx � hy � 0

k2 � o2

c2
e~m�o; k� : �5:31�

±ÓË hz � 0, hx; hy 6� 0

k2 � o2

c2
e

~m�o; k�
~m�o; k� sin2 y� cos2 y

: �5:32�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË y � p=2 ÒÑÎâÓËÕÑÐ (5.31) "ÒÓÇÄÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ" Ä ×ÑÕÑÐ (ÇÅÑ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÔÓÇÆÞ). ¦ÅÑ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÐÇ
ÃÖÆÇÏ. ±ÓË y � 0 ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ: ÊÂÍÑÐÞ ÆËÔ-
ÒÇÓÔËË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ. ±ÓË ÍÂÉÆÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÇÔÕß ÆÄÂ
ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ. ©ÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÂÉÆÑÅÑ ÎËÐÇÇÐ:

o � v1;2k ; �5:33�
a v1 Ë v2 ì ÍÑÓÐË ÃËÍÄÂÆÓÂÕÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

v2c
v2
� v20�1� 4p=d� ÿ v2
v20
�
1� �4p=d� sin2 y�ÿ v2 ; vc � c��

e
p : �5:34�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (5.34) ÄÔÇÅÆÂ ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞØ ÓÇÛÇ-
ÐËâ (ÓËÔ. 5). ´ÂÍ ÍÂÍ vc 4 v0, a d4 1, ÕÑ

v21;2 '
v2c

�
1� 4p

d
cos2 y

v20
v2c

�
;

v20

�
1� 4p

d
sin2 y

��
1� 4p

d
cos2 y

v20
v2c

�
:

8>>><>>>: �5:35�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÄÂ ÅÑÎÆÔÕÑÖÐÂ (×ÑÕÑÐ Ë ÏÂÅÐÑÐ),
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖâ, ÑÔÕÂáÕÔâ ÅÑÎÆÔÕÑÖÐÂÏË, ÒÓËÚÇÏ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕß ÏÇÆÎÇÐÐÑÅÑ ÅÑÎÆÔÕÑÖÐÂ (ÏÂÅÐÑÐÂ) ÒÓË àÕÑÏ ÖÃÞ-
ÄÂÇÕ, Â ÔÍÑÓÑÔÕß ÃÞÔÕÓÑÅÑ (×ÑÕÑÐÂ) ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ. £ [11]
ÑÕÏÇÚÇÐÂ ÄÑÊÐËÍÂáÜÂâ Ä ÕÇÑÓËË ÕÓÖÆÐÑÔÕß: ÔÍÑÓÑÔÕß
ÃÞÔÕÓÑÅÑ ÅÑÎÆÔÕÑÖÐÂ ÏÑÉÇÕ, ÍÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÒÓÇÄÞÔËÕß
ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ Ä ÒÖÔÕÑÕÇ: Ä ËÊÎÑÉÇÐÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ.

±ÇÓÇÌÆÇÏ Í ÔÎÖÚÂá H 6� 0. ±ÓË hx � hy � 0, hz 6� 0,
ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ ÄÆÑÎß
ÑÔË x (ÏÞ ÊÆÇÔß ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÕÑÎßÍÑ àÕËÏ ÔÎÖÚÂÇÏ)
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÊÂÍÑÐÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ ÕÑÌ ÉÇ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÓË H � 0, ÇÔÎË v0 ÊÂÏÇÐËÕß ÐÂ v0�H�
(ÔÏ. (5.29)).

©ÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ ÆÓÖÅÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
�hx; hy 6� 0, hz � 0�ì ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

k2 � o2

c2
emeff ; meff � myy ÿ

m 0 2

mxx
: �5:36�

ªÔÒÑÎßÊÖâ (5.28), àÕÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÏÑÉÐÑ ÒÓËÆÂÕß
ÄËÆ�

o2 ÿ �vck�2
��
o2 ÿ o2

?�k�
� � 4p

d
o2
?�k�o2 ; �5:37�

ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ âÔÐÑ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÎâÓËÕÑÐ ì ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÔÏÇÛËÄÂÐËâ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ Ô ×ÑÕÑÐÑÏ. ®Þ ÐÇ ÃÖÆÇÏ
ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÕßÔâ ÐÂ ÂÐÂÎËÊÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.36).
°Ð ÒÓËÄÇÆÇÐ Ä [11].

6. ²ÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÒÑÎâÓËÕÑÐÞ

·ÑÕâ ÏÞ ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ ÒÑÆÚÇÓÍËÄÂÎË, ÚÕÑ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ,
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ ÎÇÉÂÕ Ä ÆÂÎÇÍÑ ÑÕÔÕÑâÜËØ ÆÓÖÅ ÑÕ
ÆÓÖÅÂ ÆËÂÒÂÊÑÐÂØ, ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÔÇÃÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ËÔÍÎáÚÇ-
ÐËâ ËÊ àÕÑÅÑ ÒÓÂÄËÎÂ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÐÂÎËÚËÇ ÃÑÎßÛËØ
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËØ ÖÒÓÂÄÎâÕß ÓÇÊÑÐÂÐÔ-
ÐÞÏË ÚÂÔÕÑÕÂÏË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ (ÔÒËÐÑÄÑÌ) ÒÑÆÔËÔÕÇÏÞ

v22

v20

�
1� 4p

d
sin2 c

�
v20

�
1� 4p

d

�v21 v2

1

v21; v
2
2

²ËÔ. 5. ¤ÓÂ×ËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.34) ÒÓË c 6� p=2.
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ÕÄÇÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ, ÏÑÉÇÕ ÔÆÇÎÂÕß ÂÍÕÖÂÎßÐÞÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ Ë ÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÚÂÔÕÑÕ.

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ, ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË
ÓÂÃÑÕÞ [13], ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÍÂÍ ÏÑÆË×ËÙËÓÖÇÕÔâ ÊÂÍÑÐ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ (ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ)
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ e�o� Ë m�o�. ªÔØÑÆËÏ ÏÞ ËÊ ÊÂÍÑÐÂ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ, ÊÂÒËÔÂÐÐÑÅÑ Ä ÄËÆÇ (ÔÓ. Ô (2.4))

k2 � o2

c2
e�o�meff�o� : �6:1�

¬ÑÐÇÚÐÑ, ÍÑÅÆÂ ÅÑÄÑÓËÕÔâ Ñ ÔÑÄÒÂÆÇÐËË ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ
ÚÂÔÕÑÕ, ÕÑ ÓÇÚß ËÆÇÕ Ñ ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ ÆÄÖØ ÚÂÔÕÑÕ: ÑÆÐÑÌ,
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÞ, Â ÆÓÖÅÑÌ ì
ÆÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ. ¦ÔÎË ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÊÂÕÖØÂÐËÇÏ, ÕÑ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÞÏË ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÚËÕÂÕß ÚÂÔÕÑÕÞ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ e Ë m
ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß Ë Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß. ¹ÕÑÃÞ ÒÓÑÆÇÏÑÐ-
ÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß Ä ÛËÓÑÍÑÏ ÚÂÔÕÑÕÐÑÏ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÇ ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
ÏÇÉÆÖ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏË ÚÂÔÕÑÕÂÏË ÓÂÊÐÑÌ ÒÓËÓÑÆÞ, ÏÞ
ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÏË ÏÑÆÇÎßÐÞÏË ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÞÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË ÆÎâ e � e�o� Ë meff � meff�o� Ë ÄÑÄÔÇ
ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÏ ÊÂÕÖØÂÐËÇÏ. ªÕÂÍ, ÒÖÔÕß

e�o� � o2
AE ÿ o2

o2
RE ÿ o2

; meff�o� �
o2

AM ÿ o2

o2
RM ÿ o2

: �6:2�

°ÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÑÚÇÄËÆÐÞ.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÔÎÖÚÂË:
1. ¬ÑÅÆÂ oRM < oAM < oRE < oAE, ÕÑ àÕÑ ì ÐÑÓ-

ÏÂÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ. ±ÓË oAM 5oRE ÍÂÉÆÞÌ ÒÑÎâÓËÕÑÐ
(àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ Ë ÏÂÅÐËÕÐÞÌ) ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ.

2. ¦ÔÎË oAM � oRE, oRM < oAE, ÕÑ ÒÑÎâÓËÕÑÐ ÒÑØÑÉ
ÐÂ ÑÃÞÚÐÞÌ, ÐÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ Ë ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÞ
ËÏÇáÕ ÓÂÊÎËÚÐÖá ÒÓËÓÑÆÖ.

3. oRM � oRE � oR, oAM < oAE.
4. oAM � oAE � oA, oRM < oAE.
5. oRM � oAE, oRE < oAE < oAM.
±Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÏË ÒÑÎâÓËÕÑÐÂÏË ÔÎÇÆÖÇÕ

ÔÚËÕÂÕß ÒÑÎâÓËÕÑÐÞ Ä ÕÓÇÕßÇÏ Ë ÚÇÕÄÇÓÕÑÏ ÔÎÖÚÂâØ. ªØ
ÊÂÍÑÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËË ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 6. ³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆ-
ÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ Ä ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÇÔÕß ÕÓË ÒÑÎâÓËÕÑÐÐÞÇ
ÄÇÕÄË Ë ÑÆÐÂ ËÊ ÐËØ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ.

£ÞÒËÛÇÏ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÅÑ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ
ÄÃÎËÊË ÑÔÑÃÞØ (ÔÑÄÒÂÆÂáÜËØ) ÚÂÔÕÑÕ (ÐÂ ÓËÔ. 6 Â,Ã ì
ÑÃÎÂÔÕË ÄÐÖÕÓË ÛÕÓËØÑÄÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË). £ÃÎËÊË ÑÃÜÇÌ
ÆÎâ ÆÄÖØ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ o � oR

oÿ oR ' �
��������������������������������������������������
�o2

AE ÿ o2
R��o2

AM ÿ o2
R�

q
2kc

; k!1 ;

vgr � do
dk
' � 2c�oÿ oR�2��������������������������������������������������

�o2
AE ÿ o2

R��o2
AM ÿ o2

R�
q ; o ' oR :

�6:3�

£ÃÎËÊË ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ o � oA

oÿ oA ' �vAk ; vA � c

2o2
A

��������������������������������������������������
�o2

A ÿ o2
RM��o2

A ÿ o2
RE�

q
:

�6:4�

±ÑÔÎÇÆÐââ ×ÑÓÏÖÎÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÖÔÎÑ-
ÄËá vA < c. ¯ÇÑÃÞÚÐÑÔÕß ÄÞÒËÔÂÐÐÞØ ÊÂÍÑÐÑÄ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËË ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ
Do � oÿ oR (ËÎË oÿ oA) ÑÕ 1=k (ËÎË ÑÕ k). ¥Îâ
ÑÃÞÚÐÞØ (ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ) ÒÑÎâÓËÕÑÐÑÄ Do � 1=k2 ËÎË
Do � k2. ª ÇÜÇ: ÑÃÞÚÐÑ oR Ë oA ì ÅÓÂÐËÙÞ ÑÍÐÂ
ÐÇÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË (oR;oA); Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ àÕÑ ÐÇ ÕÂÍ.

7. £ÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ Ô ×ÑÐÑÐÂÏË (ÍËÐÇÏÂÕËÍÂ)�

£ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂØ ÏÂÅÐÑÐÞ ÐÇ ËÔÚÇÓÒÞ-
ÄÂáÕ ÄÔÇØ ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ. °ÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÇÔÕß ×ÑÐÑÐÞ.
¯ÇÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÇ ËÆÇÂÎßÐÞÇ ÅÂÊÞ ÏÂÅÐÑÐÑÄ Ë
×ÑÐÑÐÑÄ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ØÑÓÑÛÑ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÇ
(ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ) ÔÄÑÌÔÕÄÂ àÕËØ ÕÇÎ ÒÓË ÐËÊÍËØ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ. ¬ËÐÇÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ÑÒË-
ÔÂÕß, ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ ÍÄÂÊËÚÂÔÕË-
ÙÂÏË.

¬ËÐÇÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓË-
ÍÑÄ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÒÓËÔÖÜËØ àÕËÏ ÕÇÎÂÏ
ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÆÇÕÂÎßÐÑ ËÊÖÚÇÐÞ (ÔÏ. [1, 8]).

k

o

oAE

oAM

oR

Â

k

o

oA

oRE

oRM

Ã

²ËÔ. 6. ©ÂÍÑÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËË ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÒÑÎâÓËÕÑÐÑÄ: (Â)
oRM � oRE � oR, oAM < oRE, (Ã) oAM � oAE � oA, oRM < oRE.
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£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍËÐÇÏÂÕËÍÖ 9 ÏÂÅÐÑÐ-
×ÑÐÑÐÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ, ÑÅÓÂÐËÚËÄÛËÔß ÔÎÖÚÂÇÏ
ÑÆÐÑ×ÑÐÑÐÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ. ´ÂÍËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÆÄÂ: ÓÑÉÆÇ-
ÐËÇ (ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ) ×ÑÐÑÐÂ ÏÂÅÐÑÐÑÏ Ë ÓÂÔÒÂÆ ×ÑÐÑÐÂ ÐÂ
ÆÄÂ ÏÂÅÐÑÐÂ (ÔÎËâÐËÇ ÆÄÖØ ÏÂÅÐÑÐÑÄ Ô ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ
×ÑÐÑÐÂ). £ ÒÇÓÄÑÏ ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÚËÔÎÑ ÏÂÅÐÑÐÑÄ ÔÑØÓÂ-
ÐâÇÕÔâ, Â ÄÑ ÄÕÑÓÑÏ ì ÐÇÕ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÇÓÄÞÌ
ÒÓÑÙÇÔÔ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ, Â ÄÕÑÓÑÌ ì ÕÑÎßÍÑ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÌ. ¯Ñ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ àÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÐÇÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÊÆÇÔß ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ
ÍËÐÇÏÂÕËÍÂ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ: ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕß
ÊÂÍÑÐÂÏ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË Ë ÍÄÂÊËËÏÒÖÎßÔÂ. ³ÚËÕÂâ,
ÚÕÑ ÍÂÍ Ö ÏÂÅÐÑÐÑÄ, ÕÂÍ Ë Ö ×ÑÐÑÐÑÄ ÍÄÂÊËÄÑÎÐÑÄÑÌ
ÄÇÍÕÑÓ (ÍÄÂÊËËÏÒÖÎßÔ) ÏÂÎ (ak; af5 1), ÏÞ ÐÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂÇÏ ÐÂÎËÚËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÒÇÓÇÃÓÑÔÂ, ØÑÕâ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕß
ÃÇÊÆÇ×ÇÍÕÐÞØ ÑÃÓÂÊÙÑÄ), ÍÑÕÑÓÞÇ ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
ÒÇÓÇÃÓÑÔÂ ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÞ.

¯ÂÚÐÇÏ Ô ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÓÑÉÆÇÐËâ ×ÑÐÑÐÂ ÏÂÅÐÑÐÑÏ.
¹ÕÑÃÞ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÓÑÎß ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË,
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÓÑÉÆÇÐËÇ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
×ÑÐÑÐÂ, Õ.Ç. ÕÂÍÑÅÑ, ËÏÒÖÎßÔ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÏÂÎ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇ-
ÐËá Ô ËÏÒÖÎßÔÑÏ ÏÂÅÐÑÐÂ. ´ÑÅÆÂ Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ

e�p� � �ho�f� � e�p� �hf� ; �7:1�
ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÏ ÊÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË Ë ËÏÒÖÎßÔÂ,
ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÎÑÉËÕß ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ �hf. ªÏÇÇÏ

vf � o�f� ; v � de�p�
dp

: �7:2�

°ÕÔáÆÂ ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ ÄÞÄÑÆËÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ ËÊÎÖÚÇÐËâ
(ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ) ×ÑÐÑÐÂ:

v�p� > s ; �7:3�
ÅÆÇ sìÔÍÑÓÑÔÕß ÊÄÖÍÂ (o=f � s). ±Ñ ×ÑÓÏÇ Ë ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ
ÑÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ
(ÍÑÐÇÚÐÑ, ÊÄÖÍÂ, Â ÐÇ ÔÄÇÕÂ!). ³ÍÑÓÑÔÕß ÏÂÅÐÑÐÂ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÂ Ä ÓÂÊÐÞØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÍÄÂÊËËÏ-
ÒÖÎßÔÂ. ­ÇÅÚÇ ÄÔÇÅÑ ÖÔÎÑÄËÇ (7.3) ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ, ÍÑÅÆÂ
ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐÑÐÂ ÒÑÆÑÃÇÐ ÊÂÍÑÐÖ ÆËÔÒÇÓÔËË
×ÑÕÑÐÂ (àÕÑ ì ÒÑÎâÓËÕÑÐ, v � c, ÔÏ. (2.16), (2.8), (2.9),
(3.3) Ë (3.4)). °ÆÐÂÍÑ, ÍÑÅÆÂ p! 0, ÕÑ ÐÂÆÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß,
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕÔâ ÎË ÖÔÎÑÄËÇ �hk5 p. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ ÚÂÔÕÑÕÂ ×ÑÕÑÐÂoph ÃÞÎÂ ÏÂÎÂ:oph 5o0s=~c,
ÅÆÇ ~c ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ ÒÓË p! 0 (ÔÏ.
(2.16)). ¦ÔÎË ~c � 1010 ÔÏ Ôÿ1, ÕÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÏÇÕß
oph 5 10ÿ5o0, Õ.Ç. oph 5 105 ÒÓË o0 � 1010 Ôÿ1. ¦ÔÎË ÐÇ
ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÕß ÄÇÎËÚËÐÑÌ ÍÄÂÊËËÏÒÖÎßÔÂ �hk, ÕÑ ÖÔÎÑÄËâ
ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ (ËÊÎÖÚÇÐËâ) ×ÑÐÑÐÂ ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

~c

s
>

�ho~c

2ps2
> 1ÿ ~c

s
: �7:4�

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÕß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ: ÖÆÄÑÇÐÐÞÌ
ËÏÒÖÎßÔ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ p ÆÑÎÉÇÐ ÒÓÇÄÞÛÂÕß ËÏÒÖÎßÔ
×ÑÐÑÐÂ (p > �hf=2). ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÐÇ ÄÞÌÕË ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÞ
ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ×ÑÓÏÖÎ (2.16), ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ,
ÚÕÑÃÞ ÚÂÔÕÑÕÂ ×ÑÐÑÐÂ ÃÞÎÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÂ
(oph 5o0s=~c).

£ ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÑÃÇ ÄÇÕÄË
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ
ÓÂÄÐÑÒÓÂÄÐÞ. ³ÎÇÆÖÇÕ ÄÞâÔÐËÕß, ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÎË ÒÓÑÙÇÔÔ
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÏÖ ì ËÊÎÖÚÇÐËÇ (ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ)
ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÑÐÑÐÂ, ÒÓËÚÇÏ Ô ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞÏ
ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÕËÒÂ ÏÂÅÐÑÐÂ. ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ËÊÎÖÚÇÐËÇ ×ÑÐÑÐÂ ÃÑÎÇÇ àÐÇÓÅËÚÐÞÏ ÏÂÅÐÑÐÑÏ
(ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.16), o��k� > oÿ�k��. £ ÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ËÊ ÊÂÍÑÐÑÄ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ

e��p� ÿ �ho�f� � eÿ�pÿ �hf� �7:5�
ÔÎÇÆÖÇÕ

o��k� ÿ oÿ�k� � o�f� ÿ vÿ�p�f ; �7:6�
ÑÕÍÖÆÂ ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÖÔÎÑÄËÇ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ
(ÇÔÎË ÖÚÇÔÕß, ÚÕÑ s5 c=

��
e
p �:

k

f

��cos2 y� m0 sin
2 y�1=2 ÿ 1

�
< 1 ; k � p

�h
: �7:7�

£ ËÊÎÖÚÇÐËË ÒÓËÐËÏÂáÕ ÖÚÂÔÕËÇ ÏÂÅÐÑÐÞ ÄÇÕÄÇÌ "�" Ë
"ÿ" Ô ÏÂÎÞÏË ËÏÒÖÎßÔÂÏË. ±ÓË y! 0 ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÆÎâ
ÄÇÎËÚËÐÞ k ÔÐËÏÂÇÕÔâ.

¬ÑÅÆÂ ÏÂÅÐÑÐ ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÖá ÐÇÓÇÎâÕË-
ÄËÔÕÔÍÖá ÚÂÔÕËÙÖ (ÔÏ. (3:7 0)), ÕÑ Ë ÖÔÎÑÄËÇ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÊÄÖÍÂ ÑÃÞÚÐÑ:

p

m�
> s ili E�p� > m�s2

2
: �7:8�

³ÄÑÇÑÃÓÂÊËÇ ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐÑÐÂ ÑÔÑÃÇÐÐÑ
ÑÕÚÇÕÎËÄÑ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÒÓË ÕÇØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÍÄÂÊËËÏÒÖÎß-
ÔÂ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ
(3.7), ÔÚËÕÂâ, ÚÕÑ o0 � o0�k� ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä ÔÇÃâ àÐÇÓÅËá
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (ÔÏ. (3.10)).
£ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÏÂÅÐÑÐÂ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

v � o0�k�
o�k� v ex � oM

2o�k�
�
v ex sin2 y� o0�k� qqk

k2?
k2k � k2?

�
: �7:9�

©ÆÇÔß ÚÂÔÕÑÕÂ o�k� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (3.5) Ô ÊÂÏÇÐÑÌ
o0 ÐÂ o0�k� � o0 � oex�ak�2,

v ex � qo0

qk
� 2oexa

2k � p

m�

(cp. c (3:7 0)). ªÊ (7.9) ÒÓË p � �hk! 0 ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ

v? � o0 � 0;5oM sin2 y����������������������������������������
o0�o0 � oM sin2 y�

q v ex? �
o0oM cos2 y����������������������������������������

o0�o0 � oM sin2 y�
q k?

k2
;

vk � o0 � 0;5oM sin2 y����������������������������������������
o0�o0 � oM sin2 y�

q v exk ÿ
o0oM sin2 y����������������������������������������

o0�o0 � oM sin2 y�
q kk

k2
:

�7:10�

ªÐÆÇÍÔÞ? Ë k ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕËM (ËÐÆÇÍÔÑÏ k ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÂ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ,
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÂâM, Â ?, ì ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÂâM).

9 £ 1969 Å. ÄÞÛÎÂ ÐÂÖÚÐÑ-ÒÑÒÖÎâÓÐÂâ ÍÐËÅÂ ÐÇÃÑÎßÛÑÅÑ ×ÑÓÏÂÕÂ
"£ÔÇÅÑ ÎËÛß ÍËÐÇÏÂÕËÍÂ". ¡ÄÕÑÓ ¤. ¬ÑÒÞÎÑÄ (ÏÑâ ÓÇÙÇÐÊËâ Ä µ¶¯
[14]). µÉÇ ÕÑÅÆÂ ÏÐÇ ØÑÕÇÎÑÔß ÔÑÃÓÂÕß ÄÑÇÆËÐÑ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞÇ
ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÐÞÇ ÑÕ
ÔÄÑÌÔÕÄ ÚÂÔÕËÙ. £ ÍÂÍÑÌ-ÕÑ ÏÇÓÇ àÕÑ ÉÇÎÂÐËÇ ÑÕÓÂÊËÎÑÔß Ä ËÔÔÎÇÆÑ-
ÄÂÐËË àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÏÇÕÂÎÎÑÄ ÔÑ ÔÎÑÉÐÞÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏË
¶ÇÓÏË. ¿ÕÑÕ ÓÂÊÆÇÎ ì ÕÑÉÇ ÒÑÊÆÐââ ÓÇÂÍÙËâ ÐÂ ÍÐËÅÖ ¤. ¬ÑÒÞÎÑÄÂ.
³ÒÇÍÕÓ ÏÂÅÐÑÐÑÄ, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÞÌ Ä ÓÂÊÐÞØ ÆËÂÒÂÊÑÐÂØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÏÐÑÅÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕÇÌ
ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÍËÐÇÏÂÕËÍË ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ
ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙÂÏË. (±ÓËÏÇÚ. ®.ª.¬.)
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£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË p2=m�5 �hoM ÔÍÑÓÑÔÕß ÏÂÅÐÑÐÂ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ÆËÒÑÎßÐÞÏË ÔËÎÂÏË. ±ÓÇÐeÃÓÇÅÂâ ÑÃÏÇÐÐÞÏ
ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ (� v ex

k ), ËÏÇÇÏ

v �
������������������������������

o0

o0 � oM sin2 y

r
oM

k
sin y j cos yj ; �7:11�

Õ.Ç. ÒÓË y � 0 Ë y � p=2 ÏÂÅÐËÕÑÆËÒÑÎßÐÂâ ÚÂÔÕß ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß. ±ÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÖÅÎÂ
y ×ÑÓÏÖÎÂ (7.11) ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË k ËÏÇÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÖá
ÔÐËÊÖ ÑÃÎÂÔÕß ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË: ÐÇÑÃØÑÆËÏ ÖÚÇÕ ÊÂÒÂÊÆÞ-
ÄÂÐËâ ì ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ. ¯ÂÆÑ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ
×ÑÓÏÖÎÞ (3.7) Í ×ÑÓÏÖÎÂÏ (2.16), (3.3) Ë (3.4) (ÔÏ. ÐÂÚÂÎÑ
àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ). ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 7 ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÍÑÓÑÔÕË v � jqE=qpj ÏÂÅÐÑÐÂ ÑÕ ËÏÒÖÎßÔÂ
ÒÓË y 6� 0, p=2. µÔÎÑÄËÇ ÓÑÉÆÇÐËâ (ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ) ÏÂÅÐÑ-
ÐÑÏ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÑÐÑÐÂ ÒÓË ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ (7.11) ÕÂÍÑÄÑ:������������������������������

o0

o0 � oM sin2 y

r
�hoM

s
sin y j cos yj > p ; p � �hk : �7:12�

³ÓÂÄÐËÄÂâ ÖÔÎÑÄËâ (7.8) Ë (7.12), ÖÃÇÉÆÂÇÏÔâ, ÚÕÑ ÇÔÎË Ä
ÏËÐËÏÖÏÇ ÔÍÑÓÑÔÕß ÏÂÅÐÑÐÂ

vmin � 2a
�����������������
2oMoex

p
> s ;

ÕÑ ÐÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÂÅÐÑÐÂ,
ËÊÎÖÚÂáÜÇÅÑ (ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÅÑ) ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞÌ ×ÑÐÑÐ.
°ÅÓÂÐËÚÇÐËÇ, ÍÂÍ âÔÐÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (7.11) Ë (7.12), "ÒÇÓÇ-
ÐÑÔËÕÔâ" ÐÂ ÖÅÎÞ: ÏÂÅÐÑÐÞ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËÇÔâ ÄÆÑÎß
"ØÑÓÑÛËØ" ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ (y � 0 Ë y � p=2), ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ
ËÊÎÖÚËÕß (ÒÑÅÎÑÕËÕß) ×ÑÐÑÐ, ÆÑÎÉÐÞ ËÏÇÕß ËÏÒÖÎßÔ

p > m�s � 1

2

�h

a

s

oexa

(ÔÏ. (2:7 0)). ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ oexa � 106 ÔÏ Ôÿ1, ÇÔÎË ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÂ ¬áÓË � 103 K.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÄÕÑÓÑÌ ÑÆÐÑ×ÑÐÑÐÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ:
ÓÂÔÒÂÆ ×ÑÐÑÐÂ ÐÂ ÆÄÂ ÏÂÅÐÑÐÂ, ËÎË ÔÎËâÐËÇ ÆÄÖØ
ÏÂÅÐÑÐÑÄ Ô ÓÑÉÆÇÐËÇÏ ×ÑÐÑÐÂ. ¯ÂÚÐÇÏ Ô ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ,

ÒÓÂÄÆÂ, ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍÑÌ ÔËÕÖÂÙËË: ÒÖÔÕß ÆÎâ
ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐÑÐÑÄ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ×ÑÓ-
ÏÖÎÖ (3.7). ©ÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË Ë ËÏÒÖÎßÔÂ
(ÒÇÓÇÃÓÑÔÂÏË ÏÞ ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÏ) ÒÓËÄÑÆâÕ
Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÖÅÎÂ yf ì ÖÅÎÂ ÏÇÉÆÖ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ×ÑÐÑÐÂ Ë ËÏÒÖÎßÔÑÏ
ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÏÂÅÐÑÐÑÄ:

cos yf � F�f; k� ; F�f; k� � oexa
2f 2 ÿ sf� 2o�k�
2oexa2kf

;

o�k� � o0 � oexa
2k2 : �7:13�

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÐÂÔ ÃÖÆÇÕ ËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ ÒÑÓÑÅ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ: Ô ÍÂÍÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÄÂÊËÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ
×ÑÐÑÐÂ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÇÅÑ ÓÂÔÒÂÆ ÐÂ ÆÄÂ ÏÂÅÐÑÐÂ. °ÃÑÊÐÂ-
ÚËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÓÑÅÂ ÚÇÓÇÊ fth, ÒÑÓÑÅÑÄÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÕÑÅÆÂ
ÇÔÕß oth � sfth. ªÕÂÍ, ÍÂÍÑÄÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ fth?

¶ÖÐÍÙËâ F�f; k� ÒÓË f! 0 Ë ÒÓË f!1 ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÑÎßÍÑ ÕÇ ×ÑÐÑÐÞ, ÆÎâ
ÍÑÕÑÓÞØ F�f; k�4 1, ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÒÂcÕßÔâ ÐÂ ÆÄÂ ÏÂÅÐÑÐÂ.
µÔÎÑÄËÇ ÑÃÓÂÜÇÐËâ F�f; k� Ä ÇÆËÐËÙÖ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÆÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ ×ÑÐÑÐÂ:

f�k� � k� ks �
�������������������������������������
k2s ÿ

o0

oexa2
� 2kks

r
; ks � s

oexa2
: �7:14�

¦ÔÎË k2s ÿ o0=oexa
2 > 0, ÕÑ ÒÓË ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ

ÏÂÅÐÑÐÑÄ k ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÒÓÑÙÇÔÔ ÓÂÔÒÂÆÂ, Â ÒÑÓÑÅ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÐÂËÏÇÐßÛËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ×ÖÐÍÙËË f�k�, Õ.Ç. ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇÏ ÒÓË k � 0:

fth � ks �
���������������������������
ks

�
ks ÿ o0

s

�s
;

ks >
o0

s
ili

�������������
o0oex
p

<
s

a
: �7:15�

¦ÔÎË k2s ÿ o0=oexa
2 < 0, ÕÑ Ä ÓÂÔÒÂÆÇ ÏÑÅÖÕ ÒÓËÐËÏÂÕß

ÖÚÂÔÕËÇ ÕÑÎßÍÑ ÕÇ ÏÂÅÐÑÐÞ, ËÏÒÖÎßÔÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâáÕ ÖÔÎÑÄËá

2kks 5
o0

oexa2
ÿ k2s ;

Â ÒÑÓÑÅ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ k, ÑÃÓÂÜÂáÜËÏ Ä ÐÖÎß
ÒÑÆÍÑÓÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (7.14):

fth � 1

2

�
ks � o0

s

�
;

ks <
o0

s
ili

�������������
o0oex
p

>
s

a
: �7:16�

´ÂÍ ÍÂÍ ÚÂÔÕÑÕÂ o0 ì ×ÖÐÍÙËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ H, Õ.Ç.
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÒÓÑÄÇÓÍË ÄÞÒËÔÂÐÐÞØ
ÄÞÓÂÉÇÐËÌ. ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ fth ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ
o0, Â ÊÐÂÚËÕ Ë H ì ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ËÏÇáÜÂâ
ÍÑÓÐÇÄÖá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÒÓË o0 � kssÿ 0 (ÓËÔ. 8).

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ, ÒÑÓÑÅ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÂÍÑÐÂÏË
ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ, Ä ÐÇÏ ÖÚÂÔÕÄÖáÜËØ. ¬ÂÍ ÒÓÂ-
ÄËÎÑ, ØÂÓÂÍÕÇÓ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÍËÐÇÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ×ÑÐÑÐÂ)
ÕÂÍÉÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÂÍÑÐÂÏË ÆËÔÒÇÓÔËË (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 8).

¦ÔÎË ÊÂÍÑÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞ, ÕÑ
ÓÂÔÚÇÕ ÒÑÓÑÅÑÄÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ×ÑÐÑÐÂ ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÕÓÖÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ, ÄÓâÆ ÎË ÆÑÒÖÔÍÂáÜÇÌ ÕÑÚÐÑÇ
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²ËÔ. 7. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÍÑÓÑÔÕË ÏÂÅÐÑÐÂ v � jqE=qpj ÑÕ
ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÓË y 6� p=2; 0; ~c � c=
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7 µ¶¯, Õ. 167, å 2
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ÓÇÛÇÐËÇ ÃÇÊ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ. ®ÑÉÐÑ,
ÒÓÂÄÆÂ, Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÂÎÅÑÓËÕÏ ÒÑËÔÍÂ ÒÑÓÑÅÑÄÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ f Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ. ©ÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ
ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ:

S�k; f� � o�k� � o�fÿ k� ÿ s�n�f � 0 �7:17�

(ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÄÖÍÂ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÂ: n � f=f). ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ
ÒÑÓÑÅÂ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ô ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ ÑÕ f � fth (ÎËÃÑ
ÒÓË f > fth, ÎËÃÑ ÒÓË f < fth) ×ÖÐÍÙËâ S � S�k; f� ÊÐÂÍÑ-
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÂ ÒÓË ÄÔÇØ k, Â Ô ÆÓÖÅÑÌ ÇÔÕß ÕÂÍËÇ k, ÚÕÑ
S�k; f� � 0. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍË, ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ
ÒÑÓÑÅÑÄÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ f ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËâ ÊÄÖÍÂ. ¥Îâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ fth � fth�n� (ÒÑ-ÄËÆË-
ÏÑÏÖ, Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ) ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÇÛËÕß ÔÎÇÆÖáÜÖá
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ÊÂÆÂÚÖ: ÐÂÌÕË ÕÑÚÍÖ Ä k-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
(ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÇÇ kc), Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ f � fth�n�

S
ÿ
kc; fth�n�

� � 0 i

�
qS
qk

�
k�kc
� 0 : �7:18�

¦ÔÎË ÊÂÆÂÚÂ (7.18) ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ, ÕÑ ÄÃÎËÊË k � kc Ë
f � fth ×ÖÐÍÙËá S�k; f� ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÎÑÉËÕß ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ
ÑÕÍÎÑÐÇÐËÌ ÑÕ kc Ë fth, Ë ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (7.17) ÒÇÓÇÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÕÂÍ:�

q2S
qk i qkk

�
kc; fth

�k i
c ÿ k i��kkc ÿ kk� �

�
qS
qf

�
kc; fth

� fÿ fth� � 0 :

�7:19�
°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÒÑÓÑÅÂ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ
ÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕß ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ×ÑÓÏÞ, ÄØÑÆâÜÇÌ Ä
(7.19): ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ

�
q2S=qk i qkk

�
kc; fth

ÆÑÎÉÇÐ
ËÏÇÕß ÅÎÂÄÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÆÐÑÅÑ ÊÐÂÍÂ. ¿ÕÑ ì ÆÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓË ÑÕÃÑÓÇ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.18).
¥ÂÉÇ ÒÓË àÕÑÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËË ÊÂÆÂÚÂ ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÐÇ-
ÔÍÑÎßÍÑ ÓÇÛÇÐËÌ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÇÔÎË ÓÂÔÒÂÆ ÄÑÊÏÑÉÇÐ Ä
ÍÑÐÇÚÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÊÐÂÚÇÐËÌ ËÏÒÖÎßÔÂ f, ÕÑ ÒÑÓÑÅÑÄ
ÆÄÂ.

8. £ÓÇÏÇÐÂ ÉËÊÐË �

£ÞÚËÔÎÇÐËá ÄÓÇÏÇÐ ÉËÊÐË ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ Ä ÏÂÅÐÇÕËÍÂØ
(ÍÂÍ ÏÂÅÐÑÐÑÄ, ÕÂÍ Ë ×ÑÐÑÐÑÄ) ÒÑÔÄâÜÇÐÑ ÔÕÑÎß ÃÑÎß-

ÛÑÇ ÚËÔÎÑ ÓÂÃÑÕ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [9]), ÚÕÑ Ö ÐÂÔ ÐÇÕ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÃÔÖÆËÕß ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇÔâ Ä àÕËØ
ÓÂÃÑÕÂØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÐÑ ÆÂÉÇ ÖÒÑÏâÐÖÕß ËØ. ©ÆÇÔß ÐÂÔ
ËÐÕÇÓÇÔÖáÕ ÕÑÎßÍÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ
ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß ËÅÓÂáÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÔÒÇÍÕÓÂ ÏÂÅÐÑÐÑÄ
ÄÃÎËÊË ÆÐÂ ÏÂÅÐÑÐÐÑÌ ÊÑÐÞ 10, ÍÑÅÆÂ ÄÂÉÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÚÂÔÕÑÕÞ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ (àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐÑÐÂ) ÑÕ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ (ÑÕ ÖÅÎÂ y, ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎÞ 3, 7).

³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÛËÓËÐÞ DE àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÌ
ÊÑÐÞ ÏÂÅÐÑÐÑÄ ÒÓË ËÏÒÖÎßÔÇ ÏÂÅÐÑÐÂ, ÓÂÄÐÑÏ ÐÖÎá
(p � 0, ÓËÔ. 9), ÄÇÔßÏÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË
ÛËÓËÐÞ ÎËÐËË ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ÑÃÓÂÊÙÑÄ
ÓÂÊÐÑÌ ×ÑÓÏÞ. £ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÑÃÓÂÊÙÂ ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÂÇÕÔâ ÔÒËÐÑÄÂâ ÄÑÎÐÂ (ÏÂÅÐÑÐ) ÓÂÊÎËÚÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ
(àÐÇÓÅËË) ËÊ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ DE=�h. ªÊ-ÊÂ ÖÒÓÖÅÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ
ÐÂ ÒÓËÏÇÔâØ Ë ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÐÂ ÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÔÕâØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÂâ ÄÑÎÐÂ (ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÍÑÎÇÃÂÐËÇ) ÒÓÇÄÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä ÏÂÅÐÑÐ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ËÏÒÖÎßÔÑÏ (ÔÏ. ÓËÔ. 9),
ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ
ÏÂÅÐÑÐÑÄ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ Ë Ô ×ÑÐÑÐÂÏË. ±ÑÔÎÇÆÖáÜËÌ
àÕÂÒ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÐÇ ËÅÓÂÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÓÑÎË, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ÏÂÅÐÑÐÂ Ô p 6� 0 ÊÂÏÇÕÐÑ ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ ÄÓÇÏâ
ÉËÊÐË ÏÂÅÐÑÐÂ Ô p � 0 ÊÂ ÔÚÇÕ ÖÒÓÖÅÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ.

³ÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ÏÂÅÐÑÐÂ Ô p � 0 ÃÑÎßÛÇ,

ÚÇÏ ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ÏÂÅÐÑÐÂ Ô p 6� 0, ÐÑ ÑÕÎËÚÐÑ ÑÕ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. ±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÄÒÇÓÄÞÇ ÐÂ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÇ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÏÂÅ-
ÐÑÐÑÄ Ô p � 0 ÑÃÓÂÜÇÐÑ ÄÐËÏÂÐËÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ [15].

©ÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË Ë ËÏÒÖÎßÔÂ ÊÂÒÓÇÜÂáÕ
ÔÒËÐÑÄÑÌ ÄÑÎÐÇ Ô ÏËÐËÏÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
ÖÚÂÔÕËÇ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÂØ ÖÒÓÖÅÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ, ÐÑ Ë Ä ÕÓÑÌÐÞØ
ÒÓÑÙÇÔÔÂØ, ÑÃÞÚÐÑ ËÅÓÂáÜËØ ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß ÒÓË ÓÂÔÚÇÕÇ
ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË. ±ÑàÕÑÏÖ ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÂÐÂÎËÊ ÆÓÖÅËØ (ÃÑÎÇÇ
ÔÎÑÉÐÞØ) ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ. ¡ÐÂÎËÊ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÂÅÐÑÐÑÄ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÅÎÂÄ-
ÐÞÇÏÇØÂÐËÊÏÞ, ÒÓËÄÑÆâÜËÇ Í ÍÑÐÇÚÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐËÉËÊÐË
ÏÂÅÐÑÐÂ ÕÂÍÑÄÞ:

10 ©ÆÇÔß ÏÞ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÏ à××ÇÍÕÑÏ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËâ (c!1).
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²ËÔ. 8. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß fth ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ o0; ks � s=�oexa
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²ËÔ. 9. ®ÂÅÐÑÐ Ô ËÏÒÖÎßÔÑÏ p � 0 Ë y 6� 0 ÏÑÉÇÕ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÖÒÓÖÅÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÒÓÇÄÓÂÕËÕßÔâ Ä ÏÂÅÐÑÐ Ô p � p 0 6� 0.
©ÂÛÕÓËØÑÄÂÐÂ ÒÑÎÑÔÂ Ô 04y4 p=2.
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1) ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÇ ÓÂÔÔÇâÐËÇ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ (ÔÎËâÐËÇ ÏÂÅÐÑÐÂ Ô p � 0 Ë y � 0 c ÆÓÖÅËÏ
ÏÂÅÐÑÐÑÏ, ÒÓËÄÑÆâÜÇÇ Í ÓÑÉÆÇÐËá ÆÄÖØ ÏÂÅÐÑÐÑÄ 11);

2) ÏÐÑÅÑÚÂÔÕËÚÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÏÂÅÐÑÐ Ô
p � 0 ÔÎËÄÂÇÕÔâ Ô ÏÂÅÐÑÐÑÏ, ËÏÒÖÎßÔ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÇ ÓÂÄÇÐ
ÐÖÎá, ÒÑÓÑÉÆÂâ ÆÓÖÅÑÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ô p 6� 0. ¿ÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ Ä
ÔÄÑÇÌ ÑÔÐÑÄÇ ì ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÌ, ÍÂÍ ÏÞ ÕÑÎßÍÑ ÚÕÑ
ÔÍÂÊÂÎË, ÊÂÒÓÇÜÇÐ ÊÂÍÑÐÂÏË ÔÑØÓÂÐÇÐËâ. ³ÐâÕËÇ ÊÂÒÓÇ-
ÕÂ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕßá ËÏÒÖÎßÔÂ Ë àÐÇÓÅËË
ÏÂÅÐÑÐÂ Ô p 6� 0 ÊÂ ÔÚÇÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô ÆÓÖÅËÏË
ÏÂÅÐÑÐÂÏË. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÇÔß ÒÓÑÙÇÔÔ ÐÂÊÄÂÐ ÏÐÑÅÑÚÂÔÕËÚ-
ÐÞÏ. °ÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÏÂÎÑÔÕß ÒÓË ÐËÊÍËØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ
ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË DSp ÏÂÅÐÑÐÂ, ÒÓËÐËÏÂáÜÇÅÑ
ÖÚÂÔÕËÇ Ä ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË (DSp 5 �ho0), ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÅÓÂÐË-
ÚËÕßÔâ ÄÕÑÓÞÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÚÕÑ
ÆÇÎÂÇÕ ÓÂÔÚÇÕ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ ÊÂÕÓÖÆÐËÕÇÎß-
ÐÞÏ.

£ÒÇÓÄÞÇ ÖÚÇÕ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË Ö ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ ÆÎâ ÔÐâÕËâ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÊÂÒÓÇÕÂ ÃÞÎ ÒÓËÏÇÐÇÐ ³ÂÌÏÑÐÔÑÏ [16] ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË
ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÑÐÑÐÑÄ, ÅÆÇ ÔËÕÖÂÙËâ
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÎÑÉÐÇÇ, ÚÇÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÅÐÑÐÑÄ, ÕÂÍ ÍÂÍ
àÐÇÓÅËâ ×ÑÐÑÐÂ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá ÄÏÇÔÕÇ Ô ÇÅÑ ËÏÒÖÎß-
ÔÑÏ (ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÏÂÎÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÌ Ä [15]
ÒÓË ÓÂÔÚÇÕÇ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ÏÂÅÐÑÐÂ Ô p � 0). ©ÂÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ ÏÇØÂÐËÊÏÞ ÒÓËÄÑÆâÕ Í àÍÔÒÑÐÇÐÙË-
ÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË
ÉËÊÐË:

1

tMM
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�
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ªÐÆÇÍÔ MM ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÓÇÚß ËÆÇÕ Ñ ÄÓÇÏÇÐË
ÉËÊÐË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÏ ÏÂÅÐÑÐ-ÏÂÅÐÑÐÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ. ¶ÑÓÏÖÎÂ (8.1) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÏÂÅÐÑ-
ÐÑÄ ÒÓË T5 �ho0 àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÏÂÎÑ, Â ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ-
ÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÕÓÇÃÖáÕ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÏÂÅÐÑÐÂ Ô ÏÂÅÐÑ-
ÐÑÏ ËÊ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ ÓÇÊÇÓÄÖÂÓÂ.

¿ÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÂâ ÏÂÎÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÏÂÅÐÑÐ-ÏÂÅ-
ÐÑÐÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ "ÊÂÔÕÂÄÎâÇÕ" ËÔÍÂÕß ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ
ÒÓÑÙÇÔÔÞ, ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÆÑÃÐÑÌ ÏÂÎÑÔÕË ÐÇ
ËÏÇáÕ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÂËÃÑÎßÛËÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÄÞÊÞÄÂáÕ
ÏÂÅÐÑÐ-×ÑÐÑÐÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ, Â ÔÓÇÆË ÐËØ ì ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÇ
ËÊÎÖÚÇÐËÇ ×ÑÐÑÐÂ (ÒÓÑÙÇÔÔ ÕËÒÂ ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÅÑ). ¬ËÐÇ-
ÏÂÕËÍÂ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 7) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ [9], ÚÕÑ
ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ ì ÏÂÅÐÑÐ Ô ÐÂËÏÇÐßÛÇÌ
àÐÇÓÅËÇÌ, ÓÂÄÐÑÌ �ho0, Õ.Ç. Ô k � 0, ËÊÎÖÚËÕß ×ÑÐÑÐ ÐÇ
ÏÑÉÇÕ. ¯Ñ ÏÂÅÐÑÐ ÔÑ ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÏÂÎÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ k?
ËÊÎÖÚÂÇÕ ×ÑÐÑÐ, Ë ÇÅÑ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ÑÕÎËÚÐÑ ÑÕ
ÐÖÎâ ÆÂÉÇ ÒÓË T � 0:

1

t0MPh

' g2�ho3
M

210p3rs3
k4?
k2

; k?5

��������
2s

oM

r
k3=2 ; �8:2�

r ì ÏÂÔÔÑÄÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß, s ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÄÖÍÂ, g ì
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÓËÍÙËË.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÏÂÎÞØ k?, ÕÂÍËØ, ÚÕÑ

k2?
k2
' 2�oÿ o0�

oM
;

×ÑÓÏÖÎÖ (8.2) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

1

t0MPh

' g2�hoM

28p3rs3
k2�oÿ o0�2 : �8:2 0�

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ®³£ ÊÂÄËÔËÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÇÇ
ÚÂÔÕÑÕÞ, ÐÑ Ë ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ: ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞÇ
ÍÑÎÇÃÂÐËâ ËÏÇáÕ ÃoÂ ÎßÛÖá ÒÓÑÆÑÎÉËÕÇÎßÐÑÔÕß ÉËÊÐË,
ÚÇÏ ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÞÇ.

´ÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ÏÂÅÐÑÐÂ,
ËÊÎÖÚÂáÜÇÅÑ ×ÑÐÑÐ, ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÑÕÐÑÛÇÐËâT Ë ÄÇÎËÚËÐÞ
�h�oÿ o0�. ±ÓËT5 �h�oÿ o0�ÏÇØÂÐËÊÏ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË®³£
ÇÔÕß ÚÇÓÇÐÍÑÄÔÍÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ (ÒÓË T! 0
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ËÊÎÖÚÂÇÏÞØ
×ÑÐÑÐÑÄ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá), Ë ÑÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÕÑÎßÍÑ Ä
®³£ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÃÑÎßÛÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÄÖÍÂ. £ÑÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÄÛËÔß ×ÑÓÏÖÎÑÌ (7.11) ÒÓË �oÿ o0�=o0 5 1 ÒÑÔÎÇÆÐeÇ
ÖÔÎÑÄËÇ ÎÇÅÍÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

v ' 2�oÿ o0�
k

5 s : �8:3�

´ÑÅÆÂ

1

tMPh
� 1

t�0�MPh

� 1

temMPh

;
1

temMPh

5
1

t0MPh

; T5
�hoM

2

k2?
k2

;

1

temMPh

� p2g2oM

26 � 15
bM
misv

�
T

YD

�3

; v �
����qo�k�qk

����5 s ; �8:4�

mi ì ÏÂÔÔÂ ÂÕÑÏÑÄ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÌ âÚÇÌÍÇ ÏÂÅÐÇÕËÍÂ
(mi � ra3).

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÓË T 6� 0 Ä ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË
ÏÂÅÐÑÐÂ ÆÂáÕ ÄÍÎÂÆ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ×ÑÐÑÐÂ Ë
ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÆÄÖØ ®³£ Ô ËÔÒÖÔÍÂÐËÇÏ ×ÑÐÑÐÂ (tÿ11 �o0�
Ë tÿ12 �o0�, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ):

1

t1�o0� �
pg2oM

27 � 15
T 4

mi sY3
D

;

1

t2�o0� �
g2oM

25p3
��ho0�3T
mi s2Y2

D

exp

�
ÿ �ho0

T

�
: �8:5�

±ÑÔÎÇÆÐËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÏÑÅÖÕ ÑÃÝâÔÐËÕß ÒÓËÓÑÆÖ ÛËÓËÐÞ
ÎËÐËË ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ Ä ÖÔÎÑÄËâØ ÄÑÊÃÖÉÆÇ-
ÐËâ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ô ÐÂËÏÇÐßÛÇÌ ËÊ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ
(o � o0).

£ÞÚËÔÎËÏ ÕÇÒÇÓß ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ×ÑÐÑÐÑÄ. ¥Îâ ÆÎËÐÐÑ-
ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÑÐÑÐÑÄ (sf < 2�ho0) ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ ÓÂÔÒÂÆ
×ÑÐÑÐÂ ÐÂ ÆÄÂ ÏÂÅÐÑÐÂ. °ÔÐÑÄÐÑÌ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÌ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔ Ô ÖÚÂÔÕËÇÏ ÏÂÅÐÑÐÑÄ (ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ) ì
àÕÑ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ (ÓÑÉÆÇÐËÇ) ×ÑÐÑÐÂ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÑÌ. °ÃÓÂÕÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ×ÑÐÑÐÂ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o ÊÂ
ÔÚÇÕ ÕÂÍÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÕÇÏÒÇ-
ÓÂÕÖÓÞ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÆÎâ ÇÅÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏ

11¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÚÇÕÄÇÓÐÞÇ ÒÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ
ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÏÂÅÐÑÐÂ ÐÂ ÏÂÅÐÑÐÇ, ÄÑÊÐËÍÂáÕ
ÍÂÍ ÊÂ ÔÚÇÕ ÑÃÏÇÐÐÑÌ (ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕcÍÑÌ) ÇÅÑ ÚÂÔÕË, ÕÂÍ Ë ÊÂ ÔÚÇÕ
ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ (ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ) ÚÂÔÕË. ¡ÏÒÎËÕÖÆÂ (ÒÓË ÒÓÑËÊÄÇÆÇ-
ÐËË ÃÑÊÇÄÔÍËØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ) Ä ÔÎÂÅÂÇÏÑÏ, ÑÃâÊÂÐÐÑÏ ÑÃÏÇÐÐÑÏÖ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá, ÑÃÞÚÐÑ (ÍÑÅÆÂ ÄÔÇ p 6� 0) ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎßÛÇ
ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Ä ÔÎÂÅÂÇÏÑÏ, ÑÃâÊÂÐÐÑÏ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÏÖ ÓÂÔÔÇâÐËá.
°ÆÐÂÍÑ, ÇÔÎË ËÏÒÖÎßÔ ÓÂÔÔÇËÄÂÇÏÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, ÕÑ ÑÃÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ë ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ.

7*
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©ÆÇÔß Cf ì ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑÓÑÏ f Ë ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕßá
M. ±ÓËÚÇÏ T5 �hoM, f < 2o0�h=s.

¶ÑÓÏÖÎÂ (8.6) ÆÂÇÕ ÒÓÂÄËÎßÐÞÌ ÒÑÓâÆÑÍ ÄÇÎËÚËÐÞ
ÒÑÚÕË ÄÑ ÄÔÇÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÖÅÎÑÄ, ÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÚÐÑÇ
ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÖÅÎÂ Cf ÐÇ
ÖÆÂÇÕÔâ. °ÆÐÂÍÑ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÄÇÓØÐââ ÔÕÓÑÍÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ
(8.6) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÒÓË ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËâØ Cf, ÕÂÍ ÍÂÍ
T=�hoM 5 1.

¬ÓÑÏÇ ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÐÞØ ×ÑÓÏÖÎ, ÐÂÆÑ ÖÚÇÔÕß, ÚÕÑ ÑÐË ÄÞÄÇÆÇÐÞ ÃÇÊ
ÖÚÇÕÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÂ Ä ÊÂÍÑÐÇ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅ-
ÐÑÐÂ, ÚÕÑ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÎÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ:

T5 �ho0; �h
� ����������������������������

o0�o0 � oM�
p

ÿ o0

�
; I5

Y2
D

2�ho0
;
Y2

D

2�hoM
:

�8:7�

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ I � �hoex ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ
ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ.

°ÃÞÚÐÞÌ ÊÄÖÍ Ë ÆÂÉÇ ÖÎßÕÓÂÊÄÖÍ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ
ÖÔÎÑÄËá sf < 2�ho0. ±ÑàÕÑÏÖ tÿ1f ÇÔÕß ÄÍÎÂÆ Ä ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÊÄÖÍÂ, ÑÃâÊÂÐÐÞÌ ×ÑÐÑÐ-ÏÂÅÐÑÐ-
ÐÑÏÖ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá. °Ð ÑÚÇÐß ÏÂÎ, ÐÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
(exp�ÿ�ho0=T�, o0 � H) Ë ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË
(ÔÏ. (8.6)), ÒÑ ÐÂÛÇÏÖ ÏÐÇÐËá, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÃÐÂÓÖÉÇÐ
ÐÂ ×ÑÐÇ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÊÂÕÖØÂ-
ÐËâ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÊÄÖÍÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ Ô
ÕÇÒÎÑÄÞÏË (ÆÇÃÂÇÄÔÍËÏË) ×ÑÐÑÐÂÏË.

³ ÓÑÔÕÑÏ ÚÂÔÕÑÕÞ ÔÐËÏÂÇÕÔâ ÊÂÒÓÇÕ Ô ÒÓÑÙÇÔÔÂ
ÓÂÔÒÂÆÂ ×ÑÐÑÐÂ ÐÂ ÆÄÂ ÏÂÅÐÑÐÂ. ¯ÂÚËÐÂâ Ô ËÏÒÖÎßÔÂ
×ÑÐÑÐÂ, ÒÓÇÄÞÛÂáÜÇÅÑ ÒÑÓÑÅÑÄÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ

fth � 2o0

sÿ �����������������
2oexoM

p
a
; �8:8�

ÕÂÍÑÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÄÑÊÏÑÉÇÐ.
£ÓÇÏâ ÉËÊÐË ×ÑÐÑÐÂ ÊÂ ÔÚÇÕ ÓÂÔÒÂÆÂ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ

ÄÞÚËÔÎËÕß, ÑÒÖÔÕËÄ Ä ÊÂÍÑÐÇ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐÑÐÂ ÔÎÂÅÂÇ-
ÏÑÇ, ÑÃâÊÂÐÐÑÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏÖ ÑÃÏÇÐÐÑÏÖ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËá. ±ÑàÕÑÏÖ ÑÐÑ ÖÚÕÇÐÑ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË fth (ÒÑÔÎÇÆ-
ÐÇÇ ËÊ ÖÔÎÑÄËÌ (8.7) ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÔÕß
ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎâ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (8.8)).

£ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË ÖÒÓÖÅÑÌ ËÊÑÕÓÑÒËË ÏÂÅÐÇÕËÍÂ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÂÆÂ ×ÑÐÑÐÂ, ÆÄËÉÖÜÇÅÑÔâ ÄÆÑÎß
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË (f kM), ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ
ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ÆÎâ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË
1=tf, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ÓÂÔÒÂÆÂ, ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ
×ÑÐÑÐÂ, ÆÄËÉÖÜÇÅÑÔâ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑ-
ÔÕË (f ?M). ªÏÒÖÎßÔ ×ÑÐÑÐÂ ÎËÛß ÔÎÇÅÍÂ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ
ÒÑÓÑÅÑÄÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ. ´ÑÅÆÂ

1

tthf
�

0 ; f < fth ;

g2�h
29p
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0

mi s2oex

���������������
2oMo0
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D

s �������������
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;

fÿ fth
fth
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8><>:
f ?M ; oD � s

a
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¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÅÎÂÄÐÖá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÒÑÓÑ-
ÅÑÄÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂì ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÍÑÓÐÇÄÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÑÕ ÓÂÊÐÑÔÕË fÿ fth (ËÎË ÑÕ ÓÂÊÐÑÔÕË ÚÂÔÕÑÕ oÿ oth) ÒÓË
ÒÓÇÑÆÑÎÇÐËË ÒÑÓÑÅÂ. ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÒÑÓÑÅÂ ÆÎâ ÓÂÔÒÂÆÂ
×ÑÐÑÐÂ ÐÂ ÆÄÂ ÏÂÅÐÑÐÂ ì ÐÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ Ë ÆÂÉÇ ÐÇ ÓÇÆÍÑÇ
âÄÎÇÐËÇ: ÍËÐÇÏÂÕËÍÂ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÍÄÂÊËÚÂ-
ÔÕËÙ ÚÂÔÕÑ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ ËÏ-
ÒÖÎßÔÑÄ Ë àÐÇÓÅËÌ, ÖÚÂÔÕÄÖáÜËØ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ
ÒÓÑÙÇÔÔÇ. £ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ÑÕ
ËÏÒÖÎßÔÂ (àÐÇÓÅËË) ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÒÑÓÑÅÂ Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÐÇÂÐÂÎËÕËÚÐÑ-
ÔÕË (1=t / �fÿ fth�1=2�. ¬ÑÓÐÇÄÂâ, ÐÇÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕß ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÂÎËÚËÇ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË Ö ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË ÇÇ àÐÇÓÅËË, ImE � �h=t.
®ÐËÏÂâ ÚÂÔÕß àÐÇÓÅËË, ImE, ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏË ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËâÏË ÕËÒÂ ¬ÓÂÏÇÓÔÂ ë¬ÓÑÐËÐÅÂ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑÌ ÚÂÔÕßá àÐÇÓÅËË, ReE. °ÔÑÃÇÐÐÑÔÕß Ö ImE Ô
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕßá ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË Ö ReE, Õ.Ç. Í
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË Ä ÊÂÍÑÐÇ ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙÞ. ªÔÔÎÇÆÑ-
ÄÂÐËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ReE ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÑÄÑÆËÕß, ËÔÒÑÎßÊÖâ
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ, Â ÐÇ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ ÆÎâ ReE, ÕÂÍ ÍÂÍ ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ ReE ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÕÓÖÆÐÞÌ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä ÔÏÞÔÎÇ
ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ [17].

9. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÒÑÎâÓËÕÑÐÞ
Ä ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂØ

³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÅÓÂÐËÙÞ ÏÇÉÆÖ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ,
ÊÂÐâÕÞÏ ÏÂÅÐÇÕËÍÑÏ, Ë ÄÂÍÖÖÏÑÏ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÕËÒÑÄ ÊÂÆÂÚ. ¯Â ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ËÊ ÐËØ ÏÞ ÑÔÕÂÐÑÄËÏÔâ.

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÒÂÆÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ ÐÂ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, ËÊÖÚÂÕß ÇÇ
ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÑÕ ÅÓÂÐËÙÞ (ÑÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ), Â Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË ì ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËÇ. ¦ÔÎË ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ, ÕÑ àÕÑÕ ÕËÒ
ÊÂÆÂÚ ÐÇ ÄÞØÑÆËÕ ÊÂ ÓÂÏÍË àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË ÔÒÎÑÛÐÞØ
ÔÓÇÆ. µÚÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑ-
ÐËÙÂÇÏÑÔÕË (Õ.Ç. ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ ì ÏÂÅ-
ÐÑÐÑÄ) ÆÂÉÇ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÑÕÓÂÉÇÐËË ÄÑÎÐÞ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÄÞØÑÆ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÞ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍË ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎË-
ÓÑÄÍÂ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÏÂÅÐÇÕËÍ ë
ÄÂÍÖÖÏ.

£ÆÑÎß ÒÎÑÔÍÑÌ ÅÓÂÐËÙÞ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ë ÄÂÍÖÖÏ
ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ
ÄÑÎÐÞ (ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÒÑÎâÓËÕÑÐÞ), ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÍÑÕÑ-
ÓÞØ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂáÕ Ä ÑÃÇ ÔÕÑÓÑÐÞ ÑÕ ÅÓÂ-
ÐËÙÞ. °ÕÎËÚËÕÇÎßÐÑÌ ÚÇÓÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÒÑÎâÓËÕÑ-
ÐÑÄ Ä ÅËÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÔÓÇÆÂØ �m 0 6� 0� ÏÑÉÇÕ ÔÎÖÉËÕß ËØ
ÐÇÄÊÂËÏÐÑÔÕß: o�ÿkt� 6� o�kt�, ÅÆÇ kt ì ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ
ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÅÓÂÐËÙÞ, o ì ÚÂÔÕÑÕÂ
ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ. £ÔÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ ÐÂÏË ÔÎÖÚÂË ÐÇÄÊÂËÏÐÑ-
ÔÕË ËÏÇáÕ ÑÃÜÖá ÒÓËÓÑÆÖ: ÐÂÎËÚËÇ ÅËÓÑÕÓÑÒËË ÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ Ä ÊÂÆÂÚÇ ÒÔÇÄÆÑÄÇÍÕÑÓÂ (ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ H, ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË M), ÏÇÐâáÜÇÅÑ ÊÐÂÍ ÒÓË
ÊÂÏÇÐÇ t ÐÂ ÿt, Â ÅÓÂÐËÙÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÄÇÍÕÑÓÑÏ
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ÐÑÓÏÂÎË n. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÔÎË ÄÇÍÕÑÓ, ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÞÌ
ÊÂ ÅËÓÑÕÓÑÒËá (ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË, ÄÇÍÕÑÓ M), ËÏÇÇÕ
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÅÓÂÐËÙÞ, Ä ÊÂÆÂÚÇ ÇÔÕß
ÒÎÑÔÍËÌ ÄÇÍÕÑÓ n�Mt, ÎËÍÄËÆËÓÖáÜËÌ ÙÇÐÕÓ ËÐÄÇÓÔËË
Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÅÓÂÐËÙÞ. °ÆÐÂÍÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÙÇÐÕÓÂ ËÐÄÇÓ-
ÔËË ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎâ ÐÇÄÊÂËÏÐÑÔÕË. £ÊÂËÏÐÑÔÕß (ÙÇÐÕÓ
ËÐÄÇÓÔËË Ä k-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ) ì ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÄÑÎÐ (ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ ÆËÔÔËÒÂÙËË) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÄÓÇÏÇÐË 12 (ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ t ÐÂÿt). ¯Ñ Ä ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÇÍÕÑÓ
ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ t ÐÂ ÿt. £ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕË Ô
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇÏ ÄÇÍÕÑÓÂ n�Mt àÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÑÏÖ ÒÑÎâÓËÕÑÐÖ ÃÞÕß ÐÇÄÊÂËÏÐÞÏ.

¯Â ÒÓËÏÇÓÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÔÄÑÌÔÕÄ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÄÑÎÐ (ÒÑÎâÓËÕÑÐÑÄ) ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÖÚÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÍÂÓÆËÐÂ-
ÎßÐÑ ÏÇÐâÇÕ ËØ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË. ¿ÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÂ
ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÇÜÇ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÇÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Í ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËË. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ÓÂÊËÕÇÎßÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ ì ÒÓÇÄÓÂÜÇ-
ÐËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÄÞÕÇÍÂáÜÖá, Õ.Ç. ÑÃÎÂÆÂá-
ÜÖá ÐÇÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÏ ÊÂÕÖØÂÐËÇÏ: ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ
ÄÑÎÐÂ ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÕ ÑÃÝÇÏÐÞÇ ÔÒËÐÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÖÐÑÔâÕ ÚÂÔÕß ÇÇ àÐÇÓÅËË (ÓÂÊÆÇÎ 10).

³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÔÍËÐ-à××ÇÍÕÂ (Ä ÏÇÕÂÎÎËÚÇÔÍËØ ÏÂÅ-
ÐÇÕËÍÂØ) ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ËØ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ,
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá (ÏÞ ÖÉÇ
ÖÒÑÏËÐÂÎË ÑÃ àÕÑÏ, ÔÏ. ÄÄÇÆÇÐËÇ). ¿ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ
ÃÖÆÇÕ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐÑ ÐÂ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÒÓËÏÇÓÂØ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎÞ 11, 12).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍ. ®Þ ÒÓÑÂÐÂÎË-
ÊËÓÖÇÏ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ Ä ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ, ÐÑ, ÒÑÉÂÎÖÌ, ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇ-
ÓÇÔÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ H Ë ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐ-
ÐÑÔÕß M ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÑÃÓÂÊÙÂ, Â ÄÑÎÐÂ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ H Ë M. ªÔÒÑÎßÊÖâ
ÍÓÑÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ä ÔÓÇÆÇ Ë Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÇÔÕÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ (ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕß ÕÂÐÅÇÐÙË-
ÂÎßÐÞØ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎÇÌ), ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄÞÄÇÔÕË ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ [18]��������������������������
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©ÐÂÚÇÐËâ m Ë m 0 ÔÏ. Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (1.20).
³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (9.1) ÚÎÇÐÂ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÅÑ

ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ k Ä ÒÇÓÄÑÌ ÔÕÇÒÇÐË, ì ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÑ
ÐÇÄÊÂËÏÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
o�ÿk� 6� o�k� ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 10. ª ÒÓË k < 0, Ë ÒÓË
k > 0 ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÄÑÎÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ Ä ÍÑÐÇÚÐÞØ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÂØ ÚÂÔÕÑÕ. ±ÓË k > 0 ÍÓËÄÂâ o � o�k� ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ Ä
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ��o0�o0 � oM��1=2;oDE), ÅÆÇ oDE � o0 � oM=2
ì ÚÂÔÕÑÕÂ ÄÑÎÐÞ ¥àÌÏÑÐÂ ë¿ÛÃÂØÂ [19].

£ÃÎËÊË ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ

o '
����������������������������
o0�o0 � oM�

p
� o2

M

�������������������
o0 � oM

p
2eo0

������
o0
p �kÿ kgr�2

k2gr
;

0 < kÿ kgr 5 kgr ;

o ' oDE ÿ oMo2
DE�1� e�
8c2k2

; k4
oDE

c
;

ckgr � �o0 � oM�
��������
o0

oM

r
: �9:2�

±ÓË k � kgr ÚÂÔÕÑÕÂ o � �o0�o0 � oM�
�1=2

, Â ÅÎÖÃËÐÂ
ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍ
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß. ¬ÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÇÒÓË-
ÏÇÐËÏÑÔÕß ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ. ¦ÅÑ, ÑÆÐÂÍÑ,
ÏÑÉÐÑ ÔÑØÓÂÐËÕß, ÇÔÎË ÖÚÇÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÆËÔ-
ÒÇÓÔËá, ÍÂÍ àÕÑ ÔÆÇÎÂÐÑ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂ-
ÕËÚÇÔÍËØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 10).

±ÓË k < 0 ÐÂ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÚÂÔÕÑÕÂØo1 Ëo2 ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ
Ä ÐÖÎß ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍËÇ ÆÇÍÓÇÏÇÐÕÞ ÊÂÕÖØÂÐËâ g0 Ë g
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÕÑÚÍÂØ �k1;o1� Ë �k2;o2�:

o2
1 � o0�o0 � oM� � o0oM

eÿ 1
;

k1 � ÿo1

c
; k2 � ÿo2

c

���������
emeff
p

: �9:3�

¥Îâ o2 âÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÖÆÂÇÕÔâ ÒÑÎÖÚËÕß Ä ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ
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±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ (ÄÑÎÐÂ ¥àÌ-
ÏÑÐÂ ë¿ÛÃÂØÂ), ÍÑÕÑÓÂâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.1) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇØÑÆÑÏ kc!1, o 6! 1
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË k > 0. µÚÇÕ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËâ ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËá vgr 6� 0 Ö ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÞ:
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ÎÑ, ÒÂÓÂÏË ÄÇÕÄÇÌ ÔÒÇÍÕÓÂ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ o��ÿk� � oÿ�k�.
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±ÓË k < 0 ÅÓÖÒÒÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ËÏÇÇÕ ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÑÓâÆÍÂ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ ÄÑ ÄÔÇÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÚÂÔÕÑÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ.

µÚÇÕ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËâ ÒÓËÄÑÆËÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Í ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË ÚÂÔÕÑÕÞ ÄÑÎÐÞ ¥àÌÏÑÐÂ ë¿ÛÃÂØÂ ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÂ Ë, ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ, Í ÑÕÎËÚÐÑÌ ÑÕ ÐÖÎâ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË, ÐÑ Ë Í ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËá ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ
(ÐÇÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ) ÏÇØÂÐËÊÏÂ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÕÂÍËØ ÄÑÎÐ. ¦ÔÎË
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂ (e �
� e 0 � ie 00), ÕÑ ËÊ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇÇÏ

Imo � ÿoMo2
DE

8�kc�2 e 00 ; Reo ' oDE : �9:6�

·ÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÚÇÓÕÑÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÑÕÇÓß ÔÎÖÉËÕ ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕß Imo ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ (Imo! 0 ÒÓË
kc!1). ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÑ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÒÑÕÇÓË ÐÇ ÚÖÄÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÞ Í ÄÇÎËÚËÐÇ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ:

Imo � ÿ 1

2tM

oDE�4o0 � oM�
oM�o0 � oM� ; �9:7�

ÅÆÇ tM ì ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÓÇÎÂÍÔÂÙËÑÐÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ (ÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÔÕË ÄÓÇÏÇÐË), ÄÑÊÐËÍÂáÜÂâ ÒÓË ÖÚÇÕÇ ÓÇÎÂÍÔÂÙËÑÐÐÞØ
ÚÎÇÐÑÄ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ­ÂÐÆÂÖ ë­Ë×ÛËÙÂ Ë ÄØÑÆâÜÂâ Ä
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ m Ë m 0. ¹ÂÔÕÑÕÂ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË 1=tM ÇÔÕß
ÔÖÏÏÂ ÑÃÓÂÕÐÞØ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ttr Ë ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ tl ÄÓÇÏÇÐ
ÓÇÎÂÍÔÂÙËË, Õ.Ç.

1

tM
� 1

ttr
� 1

tl
:

¡ÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË ÄÑÎÐÑÄÑÏ ÄÇÍÕÑÓÇ k,
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÏH�M�, ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÐÇÕ: ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËâ.

¥Îâ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (9.1)
ÑÔÕÂÇÕÔâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ. ¯ÂÆÑ ÎËÛß ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ
ÐÖÉÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÄØÑÆâÜËØ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ
ÕÇÐÊÑÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË. ·ÂÓÂÍÕÇÓ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕÇÌ ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâÓË-
ÕÑÐÂ ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 11. £ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß,
ÚÕÑ ÒÓË H � 0 ÅËÓÑÕÓÑÒËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ë ÄÑÎÐÂ ÄÊÂËÏÐÂ;
ÒÓË H < HSF ÐÇÄÊÂËÏÐÑÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ, ÐÑ ÐÇ ÔÕÑÎß
ÓÇÊÍÂâ, ÍÂÍ ÒÓË H > HE, ÍÑÅÆÂ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍ ÒÑ
ÔÄÑËÏ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ÏÂÎÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ
×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ.

£ [18] ÃÞÎÑ ÑÕÏÇÚÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ:
ÐÂÎËÚËÇ ÐÇÄÊÂËÏÐÞØ ÄÑÎÐ, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÞØ ÄÃÎËÊË
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÏÂÅÐÇÕËÍÂ, ÊÂÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔËË (!) ÑÅËÃÂáÜËØ
ÏÂÅÐÇÕËÍ ÒÑÕÑÍÑÄ ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ j Ë ËØ àÐÇÓÅËË q, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÐÇÄÊÂËÏÐÞÏ ÄÑÎÐÂÏ, ÄÇÆß ÆÎâ ÐËØ

j �
�

v

exp��ho=T� ÿ 1

d2k

�2p�2 6� 0 ;

q �
�

v�ho�k�
exp��ho=T� ÿ 1

d2k

�2p�2 6� 0 ; �9:8�

ÅÆÇ v � qo=qk.
¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÐÂ ÆÄÖØ ÔÕÑÓÑÐÂØ ÕÑÎÔÕÑÌ ÒÎÂÔÕËÐÞ

(ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎÞ 13, 14) ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ
ÒÑÕÑÍË ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ Ë àÐÇÓÅËË, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÇ Ä ÒÓÑÕËÄÑ-
ÒÑÎÑÉÐÞÇ ÔÕÑÓÑÐÞ, Â ÙËÎËÐÆÓ, ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÞÌ ÄÆÑÎß
ÑÔË, ÆÑÎÉÇÐ ÑÅËÃÂÕßÔâ ÒÑÕÑÍÑÏ ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙ Ë àÐÇÓÅËË.
¯ÇâÔÐÑ, ÍÂÍ ÑÃÐÂÓÖÉËÕß àÕË ÒÑÕÑÍË, Â ÕÂÍÉÇ, ÍÂÍÖá ÓÑÎß
Ä âÄÎÇÐËË ËÅÓÂáÕ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ.¬ÂÊÂÎÑÔß ÃÞ,
ÓÑÎß ÆËÔÔËÒÂÙËË ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÓË
Reo4 Imo.

ÿk1 k1 k0

o
o � ÿkc

o2

o1

o � kc
Â

o

o � ÿkc

o1

o3

o4

o2

o � kc

Ã

ÿk2 k1 k0

²ËÔ. 11. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ: (Â)H � 0, (Ã) 04H < HSF.
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10. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ
ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÖá ÄÑÎÐÖ, ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÖáÔâ ÄÆÑÎß ÅÓÂÐËÙÞ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ,
ÊÂÐâÕÑÅÑ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÑÏ, ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ y Í ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÄÇÍÕÑÓÂ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË. ªÊ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍË, ÖÚËÕÞÄÂâ âÄÐÞÌ ÄËÆ ÚÂÔÕÑÕÐÞØ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕÇÌ m Ë m 0, ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ
ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ o Ë ÇÇ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÅÑ
ÆÇÍÓÇÏÇÐÕÂ ÊÂÕÖØÂÐËâ (Ä ÅÎÖÃß ÑÃÓÂÊÙÂ) g:

o�y� � o0 � �o0 � oM� sin2 y
2 sin y

;

g � jkj oM sin2 y� o0 cos
2 y

oM sin2 yÿ o0 cos2 y
: �10:1�

ªÊÏÇÐÇÐËÇ ÊÐÂÍÂ ÚÂÔÕÑÕÞ (Õ.Ç. ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÑÎÐÞ) ÒÓË
ÊÂÏÇÐÇ y ÐÂ ÿyì ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÐÇÄÊÂËÏÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ.

±ÓË y � p=2, ÍÑÅÆÂ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ ÒÇpÒÇÐÆËÍÖÎâÓÇÐ
H, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÄÑÎÐÞ
¥àÌÏÑÐÂ ë¿ÛÃÂØÂ [19]:

o
�
p
2

�
� oDE � o0 � oM

2
:

£ÑÎÐÂ ¥àÌÏÑÐÂ ë¿ÛÃÂØÂ (DE) ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ
Ä ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË x, Ë ÆÎâ ÐÇÇ g � k > 0.
°ÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÐÂ ÐÇ ÐÇÔÇÕ
àÐÇÓÅËË Ë ÇÇ ÅÓÖÒÒÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. ªÊ (10.1)
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÅÎÂ

yc � arcsin

�������������������
o0

o0 � oM

r
: �10:2�

±ÓË y � yc ÅÎÖÃËÐÂ ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËâ gÿ1 ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä
ÐÖÎß, Â ÒÓË y < yc ÑÐÂ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ ì ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ
ÄÑÎÐÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ¹ÂÔÕÑÕÂ o ÒÓË y � yc ËÏÇÇÕ ÏËÐË-
ÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ �o � �o0�o0 � oM��1=2�.

°ÃÓÂÜÇÐËÇ g � g�y� Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÒÓË y � yc (Õ.Ç.
ÅÎÖÃËÐÞ ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËâ gÿ1 Ä ÐÖÎß) ÕÓÇÃÖÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇ-
ÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ, ÔÐËÏÂáÜËØ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß g � g�y�. ³ÓÇÆË
ÐËØ ÄÂÉÐÑÇ ÏÇÔÕÑ ÊÂÐËÏÂÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ
[18].

µÚÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË, ÍÂÍ ÏÞ ÅÑÄÑÓËÎË,
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÖÕÇÏ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÊÂÏÇÐÞ o0 !
! o0 � oex�ak�2. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ g ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÃËÍÖÃËÚÇÔÍËÏ. °ÕÃËÓÂâ ÓÇÛÇÐËâ Ô
Re g > 0, ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÓË y < 0 (Ä ÏÂÅÐÇÕËÍÇ):

j / exp�ik � q��A exp�g1y� � B exp�g2y� � C exp�g3y�
�
;

Re gi > 0 ; i � 1; 2; 3; . . . ; �10:3�

ÅÆÇ q Ë kì ÆÄÖÏÇÓÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ: q � �x; z�, k � �kx; ky�:
µÄÇÎËÚÇÐËÇ ÚËÔÎÂ ÓÇÛÇÐËÌ ÕÓÇÃÖÇÕ (ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ A, B Ë C) ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ. ¥Îâ ËØ ÄÞÄÑÆÂ ÐÖÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÆÄËÉÇÐËÇ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÑÃÓÂÊÙÂ, ÖÚÕâ ÑÕÎËÚËÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ÑÕ ÑÃÝÇÏÐÑÌ, Â
ÕÂÍÉÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÒÓË y < 0 ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÂÕÑÏÑÄ. °ÆÐÂÍÑ,
ÕÂÍ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ­ÂÐÆÂÖ ë­Ë×ÛËÙÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ ÆÎËÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÆÄËÉÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ,

âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÑÅÓÂ-
ÐËÚËÕßÔâ ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ,
ÄÄÇÆâ ÑÆÐÖ ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ d ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÆÎËÐÞ:

my�0 � d

�
dm

dy

�
y�0
� 0 : �10:4�

·ÂÓÂÍÕÇÓ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ­ÂÐÆÂÖ ë ­Ë×ÛËÙÂ "ÕÓÇÃÖÇÕ"
ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÎÑ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÑÕ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ
ÔÕÂÓÛÇ ÒÇÓÄÑÌ. "¬ÑÐÔÕÂÐÕÂ" d ÏÑÉÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ
ÚÂÔÕÑÕÞ, ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ³ÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, ÒÓË
ÒÓËÐâÕÑÌ ÊÆÇÔß ÊÂÒËÔË âÔÐÞÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ËÏÇáÕ
ÆÄÂ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂâ d � 0 Ë d � 1. £ ÆÄÖØ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ
ÔÎÖÚÂâØ ÖÔÎÑÄËÇ (10.4) ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÓÑÔÕÑÌ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ: ÒÓË d!1 ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ ÐÇ
ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎË (ÔÄÑÃÑÆÐÞÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ),
Â ÒÓË d! 0 ì ÐÂÑÃÑÓÑÕ: ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ
×ËÍÔËÓÖÇÕ ÐÂÒÓaÄÎÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ.
¡ÐËÊÑÕÓÑÒËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÇÔÕË Í
ÖÔÎÑÉÐÇÐËá ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ (10.4) ì Í ÊÂÏÇÐÇ
ÔÍÂÎâÓÂ d ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÂÐÅÂ db; b 0 , ÅÆÇ b; b 0 � x; z:
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÊÐÂÍ d Ë ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ db; b 0 ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐì ÑÐ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß Ë ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ, Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ, Â,
ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÅÎÂÄÐÞÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÕÇÐÊÑÓÂ db;b 0 ÏÑÅÖÕ ÐÇ
ÔÑÄÒÂÆÂÕß Ô ÑÔÐÑÄÐÞÏË ÍÓËÔÕÂÎÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÏË ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâÏË ÑÃÓÂÊÙÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÔÎÖÚÂÌ (y � p=2), ÆÑÒÖÔÍÂá-
ÜËÌ ÕÑÚÐÑÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍËØ ÆÇÍÓÇÏÇÐÕÑÄ
ÊÂÕÖØÂÐËâ:

g1 � k ; g22;3 � k2 � oDE � �o2
M=4� o2�1=2
oMa

: �10:5�

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÔÍÂÊÂÐÐÑÏÖ ÓÂÐÇÇ,

a � I

bM
a2 : �10:6�

±ÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ÑÊÐÂÚÂÇÕ,
ÚÕÑ a! 0. ªÊ (10.5) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ g2;3 !1 ÒÓË a! 0.
³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ jg2j; jg3j ÑÕ jg1j ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÑÄÇ-
ÔÕË ÂÐÂÎËÊ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÍÑÏ-
ÒÂÍÕÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË DE-ÄÑÎÐÞ Ô
ÖÚÇÕÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕ ÄÇÍÕÑÓÑÄ h Ë b, Â ÕÂÍÉÇ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ
ÖÔÎÑÄËÇ (10.4), ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ ÊÂÍÑÐ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÄÑÎÐÞ Ä ÄËÆÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÐÖÎá ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕÂ:

0 �
2 oDEÿo

oM�kdÿ1� k
ÿ
o
o�
� 1
�

k
ÿ
o
oÿ
� 1
�

1
ÿ
ko
o�
ÿ g2

��dg2 ÿ 1� ÿ
ko
oÿ
ÿ g3

��dg3 ÿ 1�
1

ÿg2o
o�
ÿ k
��dg2 ÿ 1� ÿg3o

oÿ
ÿ k
��dg3 ÿ 1�

��������
�������� :

�10:7�

©ÆÇÔß o� � oM=2� �o2
M=4� o2�1=2. ªÊ (10.7) ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖ-

ÚËÕß

o � oDE � o2
Mk�1ÿ dk�

4�dg2 ÿ 1��dg3 ÿ 1��

� �1ÿ dg2��kÿ g2� ÿ �1ÿ dg3��kÿ g3�
ko�g2 ÿ g3� � �o2 � o2

M=4�1=2�g2g3 ÿ k2�
: �10:8�

´. 167, å 2] ®¡¤¯°¯½, ®¡¤¯ª´¯½¦ ±°­Á²ª´°¯½, ®¡¤¯ª´°³´¡´ª¹¦³¬ª¦ £°­¯½ 215



ªÊ ×ÑÓÏÖÎ (10.5) Ë (10.6) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÄÑÎÐÂ ÔÑØÓÂÐËÎÂ ÔÄÑÌ ÔÏÞÔÎ
ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

ak5

��������
bM
I

r
5 1 : �10:9�

¦ÔÎË g2; g3 4 k ì ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ, ÕÑ ÒÓË
ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ (10.9) ÑÃÏÇÐÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ
ËÊÏÇÐâÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÒÑÎâ ÎËÛß Ä ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÃÎËÊÑÔÕË ÑÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¦ÔÎË Im g2; Im g3 6� 0, ÕÑ ÑÐÑ
ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÑÎâ ÑÕ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ô ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÄÆÑÎß y, ÍÑÕÑÓÂâ ÊÐÂÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÏÇÐßÛÇ ÆÎËÐÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ë ÇÇ ÅÎÖ-
ÃËÐÞ ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËâ gÿ11 .

³ÎÇÆÖÇÕ ÓÂÊÎËÚÂÕß ÅÓÂÐËÙÞ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ Ô

d4

��������
I

bM

s
a i d5

��������
I

bM

s
a :

°Õ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ 1=k Ë ÕÑÎÜËÐÑÌ
ÒÎÂÔÕËÐÞ d ÊÂÄËÔâÕ ÊÂÕÖØÂÐËÇ Ë ÆËÔÒÇÓÔËâ ÄÑÎÐÞ.

¯ÂÚÐÇÏ ÔÑ ÔÎÖÚÂâ

d4

��������
I

bM

s
a ;

ÆÑÒÖÔÍÂáÜÇÅÑ ÒÇÓÇØÑÆ Í "ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ" ÅÓÂÐËÙÇ, ÐÂ ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ

qm
qy

����
y�0
� 0 :

ªÊ (10.8) ËÏÇÇÏ

Re �oÿ oDE� �
I

bM
a

d
oMak ; kd5 1 ;

2
I

bM
oM�ak�2 ; kd4 1 ;

8>><>>:

ÿImo �

�
I

bM

�3=2�
a

d

�2

oMS1ak ; kd5 1 ;�
I

bM

�3=2

oMS2�ak�3 ; kd4 1 :

8>>><>>>: �10:10�

©ÆÇÔß S1 Ë S2 ì ÆÑÄÑÎßÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍËÇ ×ÖÐÍÙËË o0;oM, Ä
ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ

S1 ' S2 ' 2

��������
2o0

oM

r
; oM 5o0 ;

S1 ' 1;9 ; S2 ' 0;5 ; oM 4o0 : �10:11�

±ÓË ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÉÇÔÕÍÑÏ ÊÂÙÇÒÎÇÐËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÏÑÏÇÐÕÂ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ (d5 �I=bM�1=2a), ÇÔÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ
ÖÔÎÑÄËÇ (10.9), ÕÑ kd5 1 ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË, Ë

Re �oÿ oDE� �
��������
I

bM

s
oMSÿak ;

ÿ Imo �
��������
I

bM

s
oMS�ak ; �10:12�

ÅÆÇ

S� � 1

4

��oDE=oM�2 � 1=4� �oDE=oM�
�oDE=oM�2 � 1=4

�1=2
: �10:13�

°ÃÑÃÜÇÐËÇ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÔÍÂÎâÓÂ d
Í ÕÇÐÊÑÓÖ db; b 0 ) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß (ÍÂÍ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ
ÔÎÖÚÂÌ) ÔÏÇÛÂÐÐÞÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ:

qmy

qy

����
y�0
� 0 ; mz

���
y�0
� 0 ; �10:14�

ËÎË

qmz

qy

����
y�0
� 0 ; my

���
y�0
� 0 : �10:14 0�

¡ÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ: ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÊÂÍÓÇÒÎÇÐËâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ
ØÑÕâ ÃÞ ÑÆÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ, ÚÕÑÃÞ
Re �oÿ oDE� Ë Imo ÃÞÎË ÄÇÎËÚËÐÂÏË ÑÆÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ë
ÎËÐÇÌÐÑ ÊÂÄËÔÇÎË ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ.

¶ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ y 6� p=2 ÑÚÇÐß ÅÓÑÏÑÊÆÍË, ÑÆÐÂÍÑ ÍÂÚÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÄÑÊÏÑÉÇÐ. ±ÓË

yÿ yc 4
I

bM
�ak�2

ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ (ÍÂÍ ÒÓË y � p=2) ÆÄÂ ËÊ ÕÓÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ g
ÄÇÎËÍË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÑÆÐËÏ. ¿ÕÑ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ
ØÂÓÂÍÕÇÓ ÄÑÎÐÞ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÒÓÇÉÐËÏ, Â ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÏÇÉÆÖ Re

ÿ
oÿ oDE�y�

�
Ë ÿImo ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÂÓÂÏÇÕ-

ÓÑÏ d. ¬ÂÍ Ë ÒÓË y � p=2, ÇÔÎË d!1, ÆËÔÒÇÓÔËâ
ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÊÂÕÖØÂÐËÇ, Â ÒÓË d! 0 àÕË ÄÇÎËÚËÐÞ ÑÆÐÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ. ³ËÕÖÂÙËâ ÓÇÊÍÑ ÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Í
ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÅÎÖ y � yc. ¬ÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË, ÒÓË y! yc
ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍËÌ ÆÇÍÓÇÏÇÐÕ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ g, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËË, ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÕÇÓâÇÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂ-
ÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ì ÇÇ ÃÑÎßÛÂâ ÆÎËÐÂ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ÔÒËÐÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ. ³
ÖÚÇÕÑÏ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÄÔÇ
ÕÓË ÊÐÂÚÇÐËâ gi ÐÇ ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÒÓË
y! yc. °ÆÐÑ ËÊ ÊÐÂÚÇÐËÌ gi ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÏÐËÏÞÏ, Õ.Ç.
ÄÑÎÐÂ, ÔÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, âÄÎâÇÕÔâ ÐÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ, Â
ÔÎÂÃÑÊÂÕÖØÂáÜÇÌ.

±ÓË d � 1

Re
h
oÿ

����������������������������
o0�o0 � oM�

p i
� ÿ I

bM
oM�ak�2 ;

ÿ Imo �
�

I

bM

�5=4

oM�ak�5=2 : �10:15�

±ÓË d � 0

Re
h
oÿ

����������������������������
o0�o0 � oM�

p i
� ÿ

��������
I

bM

s
oMak ;

ÿ Imo �
 ��������

I

bM

s
ak

�3=2

oM : �10:16�

£ ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ jImoj5 ��Re �oÿ ����������������������������
o0�o0 � oM�

p ���, Ë
Ä ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÄÑÎÐÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ.
³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÊÂÍÑÐÑÄ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÑ-
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ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÓË y 6� yc Ë y � yc ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä
ÖÊÍÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÖÅÎÑÄ

jyÿ ycj4 I

bM
�ak�2 5 1

(ÔÏ. (10.9)) ÔÒÇÍÕÓ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÇÓÇÔÕÓÂËÄÂÇÕÔâ: ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß Reo Ë Imo ÑÕ k, ÐÑ Ë
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔÏÇÐÂ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÆËÔÒÇÓÔËË: ÑÕ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ
(ÄÆÂÎË ÑÕ yc) Í ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ (ÔÏ. [10]) Ä ÕÇÓÏËÐÂØ,
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞØ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÌÔâ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ­°, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

1� sgn �k� m 0�o� �
������������������������
m1�o�m2�o�

p
� 0 ; �10:17�

Â ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍËÌ ÆÇÍÓÇÏÇÐÕ ÊÂÕÖØÂÐËâ

g � jkj
������������
m1�o�
m2�o�

s
> 0 : �10:18�

±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÄÑÎÐÂ ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß Ä ÕÑÏ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÇ ÚÂÔÕÑÕ, ÅÆÇ m1�o�=m2�o� > 0. £ ÔÎÖÚÂÇ ËÊÑÕÓÑÒËË Ä
ÃÂÊËÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË (m1 � m2 � m, ÔÏ. ÕÂÃÎ. 2) ÕÂÍÑÅÑ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÇÕ, ÕÂÍ ÍÂÍ g � jkj, Â ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10.17)
ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ:

1� sgn �k� m 0�o� � m�o� � 0 : �10:19�
±ÓË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË m 0 6� 0 (ÅËÓÑÕÓÑÒËË) ÄÑÎÐÂ
ÐÇÄÊÂËÏÐÂ. ¬ÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ, ÐÇÄÊÂËÏÐÑÔÕß
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÓË H 6� 0. ±ÓË H � 0 ÅËÓÑÕÓÑÒËË ÐÇÕ
(m 0 � 0), Ë ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÑÎÐÞ (ÊÐÂÍÂ k)
ÇÇ ÚÂÔÕÑÕÂ (ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÇÇ os) ÓÂÄÐÂ

os �
�������������
1� m0

2

r
OSF ; m0 � 1� 4p

d
: �10:20�

±ÓË 04H4HSF ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÐÇÄÊÂËÏÐÑÔÕß:

os �
�������������
1� m0

2

r
OSF � O sgn �k� : �10:21�

¡ÐËÊÑÕÓÑÒËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË ÖÔÎÑÉÐâÇÕ
ÊÂÆÂÚÖ: ÒÓË HSF < H4HE ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10.17) ì ÍÖÃËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑo. ¦ÅÑ ÂÐÂÎËÊ ÏÞ ÒÓÑÄÑÆËÕß ÐÇ ÃÖÆÇÏ,
ÊÂÏÇÕËÄ, ÚÕÑ ÒÓË HSF 5H < HE ÂÐËÊÑÕÓÑÒËÇÌ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß Ë

m1 ' m2 '
O2m0 ÿ o2

O2 ÿ o2
; m 0 � �m0 ÿ 1� Oo

o2 ÿ O2
: �10:22�

°ÕÔáÆÂ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (10.19), os ' O Ë, ÍÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÖÇÕ ÍÂÍ ÒÓË k > 0, ÕÂÍ Ë ÒÓË k < 0. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÚÐÞÌ
ÂÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË k < 0 Ö ÕÑÚÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(10.17) ÐÇÕ ÓÇÛÇÐËâ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ
ÚÂÔÕÑÕÂ os ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÂ Ä ÕÑÚÍÇH � HE.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÓË H5HE ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕË-
ÚÇÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ ÕÑÉÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË k > 0, Ë

os � 1

2
OM � O : �10:23�

¿ÕÑ ÑÃÞÚÐÂâ ÄÑÎÐÂ ¥àÌÏÑÐÂ ë¿ÛÃÂØÂ Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÇ
Ô ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ ÇÆËÐËÙÞ ÑÃÝÇÏÂ, ÓÂÄÐÞÏ 2M.
¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 12 ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ os ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâH.

11. ¶ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÇÕÂÎÎ. ¿ÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ
ÏÇØÂÐËÊÏ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÄÑÎÐ ¥àÌÏÑÐÂ ë¿ÛÃÂØÂ

³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ Ä ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË ÔÑÊÆÂÇÕ ÏÐÑÅÑ ÒÓÑÃÎÇÏ Ä ÒÑÐËÏÂÐËË
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÏÇÕÂÎÎÑÄ. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ, ÍÑÐÇÚÐÑ,
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞâÔÐËÕß, ÍÂÍÖá ÓÑÎß ËÅÓÂáÕ àÎÇÍÕÓÑÐÞ
ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË.
¿ÎÇÍÕÓÑÐÞ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË ì ÑÆËÐ ËÊ ÄÂÉÐÇÌÛËØ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÑÄ ÆËÔÔËÒÂÙËË ÆÎâ ÏÂÅÐÑÐÑÄ: ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÂÅÐÑ-
ÐÑÄ Ô àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË ÐÂÓâÆÖ Ôo ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ Ô ×ÑÐÑÐÂÏË Ë ÐÇÓÇÅÖÎâÓÐÑÔÕâÏË ÓÇÛÇÕÍË ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕ ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ÏÂÅÐÑÐÑÄ. ²ÂÔÔÇâÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÐÂ
ÏÂÅÐÑÐÂØ ÆÂÇÕ (ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÌ ÆÎâ ÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ) ÄÍÎÂÆ Ä
ÔÓÇÆÐáá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÓÂÔÔÇâÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÓÑÄÑÆËÏÑ-
ÔÕË, ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÖá ÊÂ ËØ ÍÑÐÇÚÐÖá ÆÎËÐÖ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ
ÒÓÑÃÇÅÂ, Õ.Ç. ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÆËÐ ËÊ ÏÇØÂÐËÊÏÑÄ ÔÑÒÓÑÕË-
ÄÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄ.

±ÓË ÎáÃÑÏ (Ä ÃÑÎßÛÇÌ ËÎË ÏÇÐßÛÇÌ ÏÇÓÇ) ÏÑÆÇÎß-
ÐÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË (àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆ)
ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÞ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ, ÔÄâÊÞÄÂáÜËÇ ÏÂÅÐËÕÐÖá ËÐÆÖÍÙËá B Ô ÏÂÅÐËÕÐÞÏ
ÒÑÎÇÏH Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÕÑÍÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË j Ô
ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕßá àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ E, Ä ÍÑÕÑÓÞÇ
ÄÑÌÆÖÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÏÑÆÇÎßÐÑÅÑ (ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ)
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1.1) ë (1.4)). °ÆÐÂÍÑ ÇÔÕß
ÃÑÎßÛÑÇ ÚËÔÎÑ ÊÂÆÂÚ, ÕÓÇÃÖáÜËØ ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÔÎÇ ÕÑÅÑ,
ÍÂÍ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÞ Ë ÄØÑÆâ-
ÜËÇ Ä ÐËØ ÄÇÎËÚËÐÞ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ. £ ÆÂÄÐËÛÐÇÏ ÑÃÊÑÓÇ [4]
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÒÓÑâÄÎÇÐËâ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞØ à××ÇÍ-
ÕÑÄ ÒÓË ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÇ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÇ
ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÔÍËÐ-à××ÇÍÕÂ

p
d
OSF

OE � 1

2
OM

OSF

2OSF

0 HSF HE H

os

²ËÔ. 12. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ®³£ ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ.

´. 167, å 2] ®¡¤¯°¯½, ®¡¤¯ª´¯½¦ ±°­Á²ª´°¯½, ®¡¤¯ª´°³´¡´ª¹¦³¬ª¦ £°­¯½ 217



(ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ Ë/ËÎË ÂÐÑÏÂÎßÐÑÅÑ) ËÊÏÇÐâÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ËÅÓÂáÜÖá ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß ÒÓË
ÄÞÚËÔÎÇÐËË ËÊÏÇÓâÇÏÞØ Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ
ÑÃÓÂÊÙÂ ÒÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ
(Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ËÏÒÇÆÂÐÔÂ). ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, Ô
ÔÇÓÇÆËÐÞ 60-Ø ÅÑÆÑÄ ËÏÇÇÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÒÓÑÅÓÇÔÔ Ä
ËÊÖÚÇÐËË ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÇÕÂÎ-
ÎÑÄ. ¢ÑÎÇÇ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÞÌ ÑÃÊÑÓ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä ÍÐËÅÇ
¤ÖÓÇÄËÚÂ Ë ®ÇÎÍÑÄÂ [2].

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÑÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ ÑÆÐÑÏ ÄÑÒÓÑÔÇ ì
ËÔÔÎÇÆÖÇÏ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÏÇØÂÐËÊÏ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÄÑÎÐ ¥àÌ-
ÏÑÐÂ ë¿ÛÃÂØÂ ÄÏÇÕÂÎÎÂØ [20], ÔÚËÕÂâ, ÚÕÑÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÊÄÇÔÕÐÞ, Õ.Ç. ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÊÂÐËÏÂÕßÔâ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÞÚËÔÎÇÐËÇÏ ÄÇÎËÚËÐ, ÄØÑÆâÜËØ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
­ÂÐÆÂÖ ë­Ë×ÛËÙÂ, Â ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÑÐË ÐÂÏ
ËÊÄÇÔÕÐÞ. ´Ñ ÉÇ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏ àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË.

¦ÔÎË ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË "ÐÇ
ÑÜÖÜÂáÕ" ÐÂÎËÚËâ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË, ÅÎÖÃËÐÂ ÒÓÑÐËÍ-
ÐÑÄÇÐËâ ÄÇÎËÍÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÎËÐÑÌ ÒÓÑÃÇÅÂ, Â ÚÂÔÕÑÕÂ
oDE 5 1=te, ÅÆÇ te ì ÄÓÇÏâ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÕÑ
ÏÑÉÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (9.6), ÊÂÏÇÕËÄ, ÚÕÑ
à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ÏÇÕÂÎÎÂ Ä
àÕËØ ÔÎÖÚÂâØ ÇÔÕß 4pis=o Ë ÑÐÂ ÚËÔÕÑ ÏÐËÏÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ:

Imo � ÿ p
2

oMoDE

�ck�2 s ; Reo ' oDE ÿ oMo2
DE

8�ck�2 : �11:1�

µÔÎÑÄËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÔÎÂÃÑÊÂÕÖØÂáÜÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕ-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÞ (Reo4 Imo) ÕÓÇÃÖÇÕ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÆÑÄÑÎßÐÑ
ÉÇÔÕÍÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ:

kd4
1

2

�
oM

oDE

�1=2

; �11:2�

ÅÆÇ d � c�2psoDE�ÿ1=2 ì ÅÎÖÃËÐÂ ÔÍËÐ-ÔÎÑâ ÐÂ ÚÂÔÕÑÕÇ
DE-ÄÑÎÐÞ.

±ÓË ÐËÊÍËØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ Ä ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÚËÔÕÞØ ÏÇÕÂÎ-
ÎÂØ àÎÇÍÕÓÑÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË tÿ1e ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ
ÏÇÐßÛÇ oDE. ±ÓË ote 4 1

e 0 ' ÿo2
L

o2
; e 00 ' o2

L

o3te
; �11:3�

o2
L ì ÍÄÂÆÓÂÕ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÓÑÄÑÆË-

ÏÑÔÕË,

o2
L �

4pnee2

m�

(ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÑÃÞÚÐÞ: ne ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÓÑ-
ÄÑÆËÏÑÔÕË, m� ì ËØ à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÏÂÔÔÂ). ªÔÒÑÎßÊÖâ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÊÆÇÎÂ 9, ËÏÇÇÏ

Reo � oDE

�
1� oMo2

L

8c2k2oDE

�
;

Imo 00 � ÿoMo2
L

8c2k2
1

oDEte
;

��Imo 00
��5Re �oÿ oDE� :

�11:4�
ªÊ ÒÇÓÄÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ ÐÂØÑÆËÏ

vgr � ÿ coMo2
L

4�ck�3 � ÿ4
���
2
p

c
�oÿ oDE�3=2

o1=2
M oL

; o > oDE :

�11:5�

¶ÑÓÏÖÎÞ (11.3) ë (11.5) ËÐÕÇÓÇÔÐÞ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÑÒËÔÞÄÂáÕ
ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÍÄÂÊËÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá: DE-ÄÑÎÐÂ ÑÃÎÂ-
ÆÂÇÕ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ Ë ÒÇÓÇÐÑÔËÕ àÐÇÓÅËá ÒÓÑ-
ÕËÄ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ (ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Í
ÕÑÏÖ ÉÇ àÕÂ ÄÑÎÐÂ ÐÇÄÊÂËÏÐÂ). ¶ÑÓÏÖÎÞ (11.3) ë (11.5)
ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ ÄÎËâÐËâ ÔËÎÞ ­ÑÓÇÐÙÂ ÐÂ àÎÇÍÕÓÑÐÞ
ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÇÔÕß ÑÔÐÑÄÂÐËÇ: DE-ÄÑÎÐÂ Ä
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÔÑÔÕÂ-
ÄÎâáÜÖá àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÆÑÎßÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâH
(Ë ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË M). ±ÑàÕÑÏÖ ÒÑÆ s ÊÆÇÔß ÔÎÇÆÖÇÕ
ÒÑÐËÏÂÕß sk ì ÒÓÑÆÑÎßÐÖá ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá ÕÇÐÊÑÓÂ
ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÂâ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ [21], ÔÎÂÃÑ ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ Ä ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÏ ÒÑÎÇ ÒÓÇÕÇÓÒÇÄÂáÕ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ H
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÕÇÐÊÑÓÂ ŝ).

±ÓË ÐËÊÍËØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂØ Ä ÏÇÕÂÎÎÂØ ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ
ÎÇÅÍÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÂÐÑÏÂÎßÐÞÌ ÔÍËÐ-à××ÇÍÕ, ÍÑÅÆÂ ÏÂÍÓÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÇ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÕÑÍÂ je Ë ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
E, ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ ËÊ-ÊÂ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË
ÖÚÇÕÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË
(ÔÏ. (1.2)).

°ÕÍÂÊ ÑÕ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÇÑÓËË, ÚÕÑ Ë âÄÎâÇÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ ÆÂÐÐÑÅÑ ÓÂÊ-
ÆÇÎÂ.

±ÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ
ÊÂÕÖØÂÐËâ ®³£ Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÏÇÕÂÎÎÇ ÔÐÂÚÂÎÂ
ÄÑÄÔÇ ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÏ ÄÎËâÐËÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÞ (ÖÚËÕÞÄÂâ ÔÍÂÊÂÐÐÑÇ ÄÞÛÇ Ñ sk). ´ÑÅÆÂ ÒÑÎÐÂâ
ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÊÂÆÂÚË ÕÂÍÑÄÂ:

d2ez
dy2
ÿ k2ez � 4pio

c2
m 0 2 ÿ m2

m
jz ; y < 0 ; �11:6�

d2evz
dy2
ÿ
�
k2 ÿ o2

c2

�
evz � 0 ; y > 0 : �11:7�

vy
df1
dy
�
�
ikvx � 1

te

�
f1 � ÿe qfF

qe
vzez�y� ; y < 0 : �11:8�

©ÆÇÔß ez �evz� ì ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
ÏÇÕÂÎÎÇ (Ä ÄÂÍÖÖÏÇ), f1 ì ÎËÐÇÌÐÂâ ÒÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏÖ
ÒÑÎá ÆÑÃÂÄÍÂ Í ×ÇÓÏËÇÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ fF,

jz � 2e

�2p�h�3
�
vz f1 d

3p ; �11:9�

v � p=m� ì ÔÍÑÓÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ; ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ
ÄÇÆÇÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÏÖ p-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ; àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÅÂÊ
ÄÞÓÑÉÆÇÐ, ÕÂÍ ÚÕÑ

ÿ qfF
qe
� d�eÿ eF� :

®Þ ÊÂÒËÔÂÎË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä t-ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ kl4 1 (l ì
ÆÎËÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÓÑÃÇÅÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ) ÄÓÇÏâ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË
ÄÑÄÔÇ ÄÞÒÂÆÂÇÕ ËÊ ÑÕÄÇÕÂ, Â ÒÓË kl5 1 ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
ÊÂÕÖØÂÐËâ DE-ÄÑÎÐÞ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ
ÕÇÓÏËÐÂØ (ÔÏ. (11.1)).

£ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË (11.8) ÏÞ ÑÒÖÔÕËÎË ÔÎÂÅÂÇ-
ÏÑÇ

qf1
qt
� ÿio f1 ;
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ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ ote 5 1 (ÔÎÖÚÂÌ ote 4 1 ÑÒËÔÂÐ
ÄÞÛÇ, ÔÏ. (11.3) ë (11.5)). ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÓËÐâÕÑ, ÚÕÑ ÄÔÇ
ËÐÕÇÓÇÔÖáÜËÇ ÐÂÔ ×ÖÐÍÙËË ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ exp�ikx�,
ÅÆÇ k ì ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ DE-ÄÑÎÐÞ. ¬ ÑÃÞÚÐÞÏ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ ÐÂÆÑ ÆÑÃÂ-
ÄËÕß ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ f1. ®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÔÎÖÚÂÇÏ ÊÇÓÍÂÎßÐÑÅÑ
ÑÕÓÂÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá:

f1

���
y�0; vy<0

� f1

���
y�0; vy>0

; f1

���
y!ÿ1; vy>0

� 0 : �11:10�

£ÕÑÓÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂeÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÏÇÕÂÎÎÂ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ (11.9), Â ÕÂÍÉÇ (11.8) Ô
ÖÚÇÕÑÏ (11.10),

jx�y� �
�0
ÿ1

K�y; y 0�ez�y 0� dy 0 ;

K�y; y 0� � 2e2

�2p�h�3
�
vy>0

�
ÿ qfF

qe

�
v2z
vy
�

�
(
exp

�
ÿ jyÿ y 0j

vy

�
1

te
� ikvx

��
�

� exp

�
ÿ jy� y 0j

vy

�
1

te
� ikvx

��)
d3p : �11:11�

±ÓÑÆÑÎÉËÏ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ex�y� ÚÇÕÐÑ Ä ÑÃÎÂÔÕß y > 0 ÆÎâ
ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
¶ÖÓßÇ ÒÑ ÑÔË y (âÆÓÑ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÓÂÊÐÑÔÕÐÞÏ):

jz�y� �
�1
ÿ1

K�yÿ y 0�ez�y 0� dy 0 ;

K�yÿ y 0� � 2e2

�2p�h�3
�
vy>0

�
ÿ qfF

qe

�
v2z
vy
�

� exp

�
ÿ�yÿ y 0�

vy

�
1

te
� ikvx

��
d3p : �11:12�

¿ÕÂ ÊÂÒËÔß ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÚËÕÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (11.6) ×ÑÓ-
ÏÂÎßÐÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ ÒÓË y > 0. ±ÓËÏÇÐËÏ Í ÐÇÏÖ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ, ÖÚÕâ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ ez�y� ËÏÇÇÕ
ËÊÎÑÏ:�

4pio
c2

m 0 2 ÿ m2

m
Kk�q� � k2 � q2

�
e�q� � ÿ2

�
dez
dy

�
y�0

:

�11:13�
©ÆÇÔß

Kk�q� � 2e2te
�2p�h�3

�
v 2
z

v
ds

1� iktevx
�1� iktevx�2 � t 2e v 2x q2

�11:14�

ì âÆÓÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË Ä �k; q�-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË;

K0�0� � s � Ne2te
m

ì ÔÕÂÕËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß ÏÇÕÂÎÎÂ.
ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ë ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ËÏÇÇÏ

dez
dy

����
y�0
� ÿkx m

0

m
ez�0� ÿ io

c

m 0 2 ÿ m2

m
hx�0� ;

hx�0� � i
c

o

����������������
k2 ÿ o2

c2

r
ez�0� : �11:15�

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (11.13) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎËÕß e�q�, Â, ÔÑÄÇÓÛËÄ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ,
ì ez�y�, ÚÕÑ ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ËÔÍÎáÚËÕß �dez=dy�y�0 ËÊ
ÔËÔÕÇÏÞ (11.15), ÒÑÎÖÚËÄ ÔËÔÕÇÏÖ ÆÄÖØ ÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÄÖØ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞØ hx�0� Ë ez�0�. ±ÓË-
ÓÂÄÐËÄÂâ ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÖÎá, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÇ ÚÂÔÕÑÕÖ o Ë ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ k,
Õ.Ç. ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË DE-ÄÑÎÐÞ:
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ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËË m�o� Ë m 0�o� ÊÂÆÂÐÞ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË (1.20).
¯ÂÎËÚËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ q Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ

(11.16) ì ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÑ ÖÚÇÕÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËË ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÆËÔÒÇÓÔËá ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÏÞ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÏ, ÚÕÑ ÐÂÍÎÂÆÞ-
ÄÂÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k:
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(ÄÑ ÄÔÇØ ÑÙÇÐÍÂØ o0 Ë oM ì ÄÇÎËÚËÐÞ ÑÆÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ).
±ÓË ×ÑÓÏÂÎßÐÑÏ ÔÕÓÇÏÎÇÐËË k Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË (ÒÓË

o 6! 1) ËÊ (11.16), ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÔÎÇÆÖÇÕ o � oDE. ±ÓË
kl5 1, ÍÑÅÆÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÎÑÍÂÎßÐÂâ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ e Ë j,
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÄÄÇÆÇÐËâ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÆË-
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, Â Ô ÐÇá Ë ×ÑÓÏÖÎÞ (11.1).

¯ÂËÃÑÎßÛËÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉ-
ÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÏÖ ÔÍËÐ-à××ÇÍÕÖ
�kl4 1). ±ÖÔÕß ÒÓË àÕÑÏ
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®ÂÅÐËÕÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ �o0;oM;oDE) ÔÕÑÎß ÐËÊÍË, ÚÕÑ

ovF
oLc

5 1 :

£ÕÑÓÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÄÂÉÐÇÇ ÒÇÓÄÑÅÑ. ¯ÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÒÑÊÄÑÎâáÕ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ Kk�q�, ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÑÇ �k2 � q2�ÿ1=2 (ÔÏ. (11.14)). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11.16) ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß

Reo ' oDE ÿ oMo2
DE

8�ck�2 ;

Imo ' ÿoMoDEo2
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3p2c2vFk3
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�ck�2kl : �11:19�

³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ×ÑÓÏÖÎÞ Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (11.1) ÒÑÍÂ-
ÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÔÑÅÎÂÔËË Ô ÕÇÑÓËÇÌ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÍËÐ-
à××ÇÍÕÂ ÎËÛß kl-â ÚÂÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË
ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÖÚÂÔÕËÇ ÄÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË Ô DE-ÄÑÎÐÑÌ.
±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ �kÿ3) ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá
ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ (kÿ2). ±ÓË

k4
8

3p2
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DE-ÄÑÎÐÂ ì ÔÎÂÃÑÊÂÕÖØÂáÜÂâ. ¯ÂÆÑ ÒÑÏÐËÕß, ÚÕÑ
ÖÔÎÑÄËÇ (11.20) ÐÇ ÆÑÎÉÐÑ ÄÔÕÖÒÂÕß Ä ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÇ Ô
ÖÔÎÑÄËÇÏ (11.17). ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ
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¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÇ ÑÃÓÇÏÇÐËÕÇÎßÐÑ. ¯ÇÎÑÍÂÎßÐÂâ ÔÄâÊß
ÏÇÉÆÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÕÑÍÂ Ë ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕßá àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇàÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÔÕË ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑ-
ÔÕË ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ y; ÒÑâÄÎâáÕÔâ "ÏÇÆÎÇÐÐÑ" ÊÂÕÖØÂá-
ÜËÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÇ y3=2 exp�ÿky�, ÐÑ
ËÏÇáÜËÇ ÏÂÎÖá ÂÏÒÎËÕÖÆÖ � �kd0�ÿ2o�kvF�ÿ1. ±ÓÑâ-
ÄËÕßÔâ ÑÐË ÏÑÅÖÕ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÕ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÏÇÕÂÎÎÂ.

¬ÂÍ ÏÞ ÑÕÏÇÚÂÎË, ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕ
ÊÐÂÚÇÐËÇ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË. ¬ÄÂÐÕÑÄÞÏË
à××ÇÍÕÂÏË ÕËÒÂ à××ÇÍÕÂ ºÖÃÐËÍÑÄÂ ë ÆÇ ¤ÂÂÊÂ ÏÞ
ÒÑÒÓÑÔÕÖ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÏ, Â ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ¶ÇÓÏË ÔÚËÕÂÇÏ
Ô×ÇÓÑÌ. µÚÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÇÐâÇÕ ÔËÕÖÂ-
ÙËá: ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ô ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.
±ÑàÕÑÏÖ ×ÑÓÏÖÎÞ ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÓÂÊÆÇÎÑÄ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ
ÒÓË ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ B ËÎË ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k:

krB 4 1 ili kl5 1 ; �11:22�

ÅÆÇ rB � cpF=eBìÓÂÆËÖÔ ÑÓÃËÕÞ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÄÏÂÅÐËÕÐÑÏ
ÒÑÎÇ (pF � m�vF). ±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÄÎËâÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ ÐËÉÇ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ.

±ÓËÄÇÆÇÏ ÑÙÇÐÍÖ, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÖá Ä ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÔËÎß-
ÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÍÑÅÆÂ rB 5 l, krB 5 1, Õ.Ç. ÓÂÆËÖÔ
ÑÓÃËÕÞ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ì ÐÂËÏÇÐßÛËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÓÂÊÏÇÓÐÑ-
ÔÕË ÆÎËÐÞ. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ l Ë 1=k ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÎáÃÞÏ, ÐÑ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÂÐÂÎËÊ, ÒÓÑÆÑÎßÐÂâ ÒÓÑÄÑ-
ÆËÏÑÔÕß ÎËÛß ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÔÄÑÇÅÑ
ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
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£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÄÎËâÐËÇ ÔËÎßÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÄÑÆËÕÔâ
Í ÐÇÃÑÎßÛÑÏÖ ÖÏÇÐßÛÇÐËá ÊÂÕÖØÂÐËâ DE-ÄÑÎÐÞ.

¯ÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÇÐ ÔÎÖÚÂÌ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞØ ÒÑÎÇÌ Ä
ÖÔÎÑÄËâØ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÍËÐ-à××ÇÍÕÂ (ÔÏ.
[22]), ÍÑÅÆÂ ÓÂÆËÖÔ ÑÓÃËÕÞ àÎÇÍÕÓÑÐÂ rB ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ
ÃÑÎßÛÇ ÆÎËÐÞ DE-ÄÑÎÐÞ l � 1=k Ë ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÏÇÐßÛÇ
ÆÎËÐÞ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÓÑÃÇÅÂ l:

l4 rB 4 l : �11:24�

£ ÖÔÎÑÄËâØ (11.24) ÒÓË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË Ô àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË
ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÊÄÖÍÑÄÑÌ ËÎË
ÔÒËÐÑÄÑÌ), ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÌÔâ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá, ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÞÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÌ à××ÇÍÕ, ÒÑÎÖÚËÄÛËÌ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÒËÒÒÂÓ-
ÆÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÒÑ ËÏÇÐË ±ËÒÒÂÓÆÂ (A.B. Pippard),
ÄÒÇÓÄÞÇ ÑÃÓÂÕËÄÛÇÅÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÔÒÇÍÕÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË àÕÑÅÑ à××ÇÍÕÂ. °ÔÙËÎÎâÙËË (ÒÇÓËÑÆËÚÇ-
ÔÍÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË ÄÑÎÐÞ Ë ÇÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÊÂÕÖØÂÐËâ) ËÏÇáÕ ÒÓÑÔÕÖá
ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÖá ÒÓËÓÑÆÖ: ÍÑÅÆÂ ÄÐÖÕÓË ÑÓÃËÕÞ àÎÇÍÕ-

ÓÑÐÂ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÒÑÏÇÜÂÇÕÔâ ÙÇÎÑÇ ÚËÔÎÑ ÄÑÎÐ,
ÔËÕÖÂÙËâ ÒÑÄÕÑÓâÇÕÔâ. ªÊ ÖÔÎÑÄËâ

cDF

eB
� Nl ;

ÅÆÇN4 1ìÙÇÎÑÇ ÚËÔÎÑ, ÂDF ìàÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÞÌ ÆËÂÏÇÕÓ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ¶ÇÓÏË (ÆÎâ Ô×ÇÓÞ DF � 2pF), ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÇÓËÑÆÂ
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ªÔÔÎÇÆÖÇÏÂâ ÐÂÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ DE-ÄÑÎÐÂ ÐÇ ÒÎÑÔÍÂâ.
°ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÎ ÂÐÂÎËÊ [20], ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÂÏÒÎËÕÖÆÞ
ÄÑÎÐ ÑÕ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ ÐÇ ÖÐËÚÕÑÉÂÇÕ ÑÔÙËÎÎâÙËÑÐÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÇÇ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ.

12. ¿ÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ
Ä ÅËÓÑÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ

®ÂÅÐËÕÐÞÌ ÍÓËÔÕÂÎÎ ì ÅËÓÑÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÂâ ÔÓÇÆÂ, àÎÇÍÕ-
ÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÆÄÖÏâ
ÕÇÐÊÑÓÂÏË: ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ eik ËÏÂÅÐËÕÐÑÌ mik
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ. ´ÂÍ ÍÂÍ ÑÃÂ ÕÇÐÊÑÓÂ (ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÕÇÐÊÑÓ
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ) ÄÇÔßÏÂ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÞ Í
ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËá ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, Â ÃÎÂÅÑÆÂÓâ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑ-
ÓÑÄ ÏÑÅÖÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÔÂÏÞÇ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÕÑ
ÐÇÕ ÐËÍÂÍËØ ÑÔÐÑÄÂÐËÌ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
ÕÇÐÊÑÓÑÄ eik Ë mik ÑÆËÐÂÍÑÄÞ. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÄÓÂÜÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÆÇÎÂÇÕ ÑÃÂ àÕË ÕÇÐÊÑÓÂ ÅËÓÑÕÓÑÒÐÞÏË, Â
àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÄÑÓÑÕÑÏ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ ÕÇÐÊÑÓ ÐÇÎßÊâ ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÑÄÂÕß. ±ÓÂÄÆÂ, Ä ÑÕÎËÚËÇ
ÑÕ ÕÇÐÊÑÓÂ mik Ö ÕÇÐÊÑÓÂ eik ÅËÓÑÕÓÑÒËâ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÑÚÇÐß ÏÂÎÂ. ³ÄÑÌÔÕÄÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ, ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ Ä ÔÓÇÆÇ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÍÑÏÃËÐÂÙËÇÌ ÕÇÐ-
ÊÑÓÑÄ eik Ë mik. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÔÓÇÆÞ ÆÑÎÉÐÞ
ÒÓÑâÄÎâÕß ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊËÇ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ
ÔÄÑÌÔÕÄ.

±ÑÍÂÉÇÏ, ÍÂÍ ÐÇÒÓËÄÞÚÐÑ ÄÞÅÎâÆËÕ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÇ ÒÑÎÇ Ä ÅËÓÑÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ [23]. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÒÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÔÎÖÚÂÌ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ
ÔÓÇÆÂ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ, Â ÊÐÂÚËÕ, ÕÇÐÊÑÓÞ eik Ë
mik ì àÓÏËÕÑÄÞ:

e�ik � eki ; m�ik � mki : �12:1�

£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ (Ä ÒÓËÐâ-
ÕÞØ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ ì ÑÔß z), ÒÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÄÑÎÐÂ, ÕÂÍÑÄÑ, ÚÕÑ

eza � eaz � mza � maz � 0 :

´ÑÅÆÂ

eab � exx ie 0

ÿie 0 eyy

� �
; mab �

mxx im 0

ÿim 0 myy

� �
: �12:2�

£ÑÊÏÑÉÐÑ, ÚÕÑ je 0j5 1: £ÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ mxx, myy Ë m 0

ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ, ÐÑ ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ
ÊÆÇÔß ËØ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß.

µÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÆÎâ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÞ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÌ ÄËÆ ÕÇÐÊÑÓÑÄ eab Ë mab,
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ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ×ÑÓÏÇ:

nabEk � n2Ea : �12:3�

©ÆÇÔß nì ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, Â

nab � mggeab ÿ mgaegb : �12:4�

¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

jn2dab ÿ nabj � 0 : �12:5�

¯ÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÔÕß ÏÂÕÓËÙÞ nab ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ eab Ë mab
ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (12.4) ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ
ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¦ÔÎË ËÔÍÎáÚÂÕß àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ, ÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÔÑÆÇÓ-
ÉÂÕß ÏÂÕÓËÙÖ ~nab, ÒÑÎÖÚÂáÜÖáÔâ ËÊ nab, ÇÔÎË eab Ë mab
ÒÑÏÇÐâÕß ÏÇÔÕÂÏË. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÏÂÕÓËÙ ~nab Ë nab ÔÑÄÒÂÆÂáÕ.

£ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÕÓËÙÂ nab ËÏÇÇÕ ÄËÆ

nab �
myyexx � m 0e 0 i�myye 0 � m 0eyy�
ÿi�mxxe 0 � m 0exx� mxxeyy � m 0e 0

� �
: �12:6�

®ÂÕÓËÙÂ nab ÐÇ àÓÏËÕÑÄÂ. ¿ÕÑ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ
ÔÓÇÆÂ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËÇÌ Ë ÅËÓÑÕÓÑ-
ÒËÇÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ Ë ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ. ªÏÇÐÐÑ ÐÇàÓ-
ÏËÕÑÄÑÔÕß ÏÂÕÓËÙÞ nab ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÕÂÍËØ ÔÓÇÆÂØ.

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12.5) ÐÂØÑÆËÏ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÄÖØ ÒÑÍÂÊÂÕÇ-
ÎÇÌ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ:

n21;2 �
1

2

�
nxx � nyy �

��������������������������������������������
�nxx ÿ nyy�2 � 4nxynyx

q �
: �12:7�

³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÅËÓÑÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÑÃÎÂÆÂáÕ
ÄÇÔßÏÂ ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ: Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÇÓÄÂâ Ë ÄÕÑÓÂâ ÄÑÎÐÂ ÐÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ. ªÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (12.3) ë (12.7) ËÏÇÇÏ

gE � Ex

Ey
� n2 ÿ nyy

nyx
; gH � Hx

Hy
� n2 ÿ ~nyy

~nyx
;

Ez � Hz � 0 : �12:8�
³ÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

H � nm̂ÿ1E� s ; s � �0; 0; 1� : �12:9�

®Þ ÑÒÖÔÕËÎË ËÐÆÇÍÔÞ 1 Ë 2, ÖÍÂÊÞÄÂáÜËÇ ÕËÒ ÄÑÎÐÞ.
±ÓÑÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ì

ÔÑÄÒÂÆÇÐËÇ ÍÑÓÐÇÌ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12.5).
³ÑÅÎÂÔÐÑ (12.7), ÍÑÓÐË ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÍÓÂÕÐÞÏË ÒÓË ÄÞÒÑÎ-
ÐÇÐËË ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

�nxx ÿ nyy�2 � ÿ4nxynyx : �12:10�

¥Îâ àÓÏËÕÑÄÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ nxy � nyx ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ
ÕÑÎßÍÑ, ÇÔÎË nxx � nyy � n0, nxy � nyx � 0, Õ.Ç. nab � n0dab.
±ÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË àÕËØ ÖÔÎÑÄËÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÔÓÇÆÞ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ, ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, Ë ÄÞÃÑÓ
ÃÂÊËÔÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÒÓÑËÊÄÑÎÇÐ. ±ÓË àÕÑÏ ÔËÔÕÇÏÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (12.3) ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄË-

ÔËÏÞØ ÓÇÛÇÐËâ, Õ.Ç. ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÆÄÇ ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔË-
ÏÞÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË E�1� Ë E�2�, Â ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ
ÆÄÖØ ÄÑÎÐ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ.

¥Îâ ÐÇàÓÏËÕÑÄÑÌÏÂÕÓËÙÞ nab ÒÓË ÔÑÄÒÂÆÇÐËË ÍÑÓÐÇÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12.5) ÔÎËÄÂáÕÔâ ÕÂÍÉÇ Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ
ÏÂÕÓËÙÞ. °ÐÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ "ÐÇÒÑÎÐÑÑÔÐÑÌ" , Õ.Ç. ËÏÇÇÕ
ÑÆËÐ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ÔÓÇÆÇ
ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ ÒÎÑÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ ÕÑÎßÍÑ Ô ÑÆÐÑÌ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ:

Ex

Ey
�

�����������
ÿ nxy
nyx

r
: �12:11�

¿ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ (ÔÏ. [24]), ÑÆÐÂÍÑ ÑÃÞÚÐÑ
ÐÇàÓÏËÕÑÄÑÔÕß ÏÂÕÓËÙÞ nik ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÊÂÕÖØÂÐËÇÏ. ´ÑÅÆÂ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËÇ ÍÑÓÐÇÌ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÄÄÑÆËÕß
ÓÇÛÇÐËâ ÕËÒÂ

�a� bz� exp�ikz� ; �12:12�

ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÎÑÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ ÔÂÏË ÒÑ ÔÇÃÇ ÖÉÇ ÐÇ ÑÃÓÂÊÖáÕ
ÒÑÎÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ.

£ ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÓÇÆÂ ÐÇÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÂ, Ë
ÓÇÛÇÐËâ ÕËÒÂ (12.12) ÄÑÊÐËÍÐÖÕß ÐÇ ÏÑÅÖÕ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓË
z!1 ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË ÒÑÎÇÌ ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË
(ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ k ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎÇÐ). ¦ÔÎË ÒÑÆÍÑÓÇÐÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (12.7) ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË
ÚÂÔÕÑÕÇ o0, ÕÑ ÒÓË o < o0 ÍÄÂÆÓÂÕ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇ-
ÐËâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÇÐ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÇÕÂÎßÐÑ ËÐÕÇÓÄÂÎ ÚÂÔÕÑÕ ÄÃÎËÊË
o0�o5o0�. ªÊ ÚÇÕÞÓÇØ ÍÑÓÐÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12.5) ÆÎâ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n ÄÞÃËÓÂáÕÔâ ÆÄÂ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÜËÇ ÖÔÎÑÄËáÑÃÓÂÜÇÐËâ Ä ÐÖÎß ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÒÓË
ÄÄÇÆÇÐËË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÅÑ ÊÂÕÖØÂÐËâ. ¥Îâ ÍÑÐÍÓÇÕËÊÂ-
ÙËË ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÄÑÎÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ Ä
ÔÕÑÓÑÐÖ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ z. £ÄÇÆÇÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÕÑÎßÍÑ Ä
eab:

exx � e 0xx � id ; eyy � e 0yy � id :

£ÄËÆÖ ÏÂÎÑÔÕË ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ d ÍÄÂÆÓÂÕ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇ-
ÎÑÏÎÇÐËâ n2 ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ×ÑÓÏÇ:

n2 � s� id�
� ���

p
p � i

2

q���
p
p
�
;

©ÆÇÔß p ì ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ, Â q ì ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕË ÒÑÆÍÑÓÇÐ-
ÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä (12.7):

p � Re

�
1

4
�nxx ÿ nyy�2 � nxynyx

�
;

q � Im

�
1

4
�nxx ÿ nyy�2 � nxynyx

�
;

Â ÊÐÂÚÇÐËÇ s � �nxx � nyy�=2 ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÞÏ. ±ÓË s < 0 ÄÃÎËÊË ÐÖÎâ ÒÑÆÍÑÓÇÐÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâ ÄÑÎÐÞ ÄÑÄÔÇ ÐÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ.®ÐËÏÂâ ÚÂÔÕß qì
ÏÂÎÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË d, Â p ÏÂÎÑ Ä ÏÇÓÖ ÃÎËÊÑÔÕË Í ÕÑÚÍÇ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÍÑÓÐÇÌ, p � �oÿ o0�=o0.

¦ÔÎË d5 p5 1, ÕÑ ÆÎâ ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË n2 ËÏÇÇÏ

Im n2 � d�1� pÿ1=2� ' dpÿ1=2 ;
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Ë ÓÇÛÇÐËâÏË, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÏË ÖÔÎÑÄËâÏ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÔÕË (Im n > 0�, âÄÎâáÕÔâ

n1 � �s� ���
p
p �1=2 exp

�
i

2
arctan

dpÿ1=2

s� ���
p
p
�
;

n2 � �sÿ ���
p
p �1=2 exp

�
i

�
pÿ 1

2
arctan

dpÿ1=2

sÿ ���
p
p
��

: �12:13�

µÔÕÓÇÏÎââ d Í ÐÖÎá, ÒÑÎÖÚËÏ

n1 � �s� ���
p
p �1=2 ; n2 � ÿ�sÿ ���

p
p �1=2 : �12:14�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

E�1� exp
�
i
o
c
n1z

�
� E�2� exp

�
i
o
c
n2z

�
: �12:15�

±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ: n1 ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ, Â n2 ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ. ¿ÕÑ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ×ÂÊÂ Ä ÒÇÓÄÑÌ ÄÑÎÐÇ ÆÄËÉÇÕÔâ Ä ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË (ÐÑÓÏÂÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ), Â ÄÑ
ÄÕÑÓÑÌ ì Ä ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÏ (ÂÐÑÏÂÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ).
¿ÐÇÓÅËâ, ÍÑÐÇÚÐÑ, Ä ÑÃÇËØ ÄÑÎÐÂØ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ Ä
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË z.

±ÓË ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏ ÓÂÔÚÇÕÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÔÓÇÆÞ ÄÃÎËÊË
ÚÂÔÕÑÕÞ o0 ÐÂÆÑ ÖÚÇÔÕß Ë ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ
ÔÎÖÚÂÌ (p5 d5 1), Õ.Ç. ÓÂÔcÏÑÕÓÇÕß ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÖá
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕß ÕÑÚÍË o � o0. ±ÓË àÕÑÏ, ÍÂÍ ÎÇÅÍÑ ÖÃÇ-
ÆËÕßÔâ, ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ ÚÂÔÕË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ
ÕÂÍÉÇ ËÏÇáÕ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÊÐÂÍË. °ÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá àÕÑÅÑ
ÖÚÂÔÕÍÂ ÔÒÇÍÕÓÂ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÓÐÇÄÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÐËÏÑÌ
ÚÂÔÕË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÑÕ ÏÂÎÑÅÑ ÊÂÕÖØÂÐËâ, ÚÕÑ
ÆÑÎÉÐÑ ÒÓÑâÄËÕßÔâ ÕÂÍÉÇ Ä ÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ (Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
ÑÙÇÐËÄÂâ ÄÇÎËÚËÐÞ, ÑÃÓÂÜÂáÜËÇÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË d � 0,
ÐÂÆÑ ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÍÑÓÐÇÄÞÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ).

¡ÐÂÎËÊ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÓÇÆÇ
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÒÂÆÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÑÇ
ÅËÓÑÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÑÌ, ÐÇ ÄÄÑÆâ ÓÇÛÇÐËÌ ÕËÒÂ
(12.12). ¢ÖÆÇÏ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÕß ÒÂÆÇÐËÇ
ÐÑÓÏÂÎßÐÞÏ, ÒÂÆÂáÜÖá ÄÑÎÐÖìÎËÐÇÌÐÑ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐ-
ÐÑÌ ÄÆÑÎß ÑÔË x (E �i�y � 0), ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ
ÓÂÄÐÑÌ ÇÆËÐËÙÇ (Ei

x � Hi
y � 1). ¤ÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ

ËÏÇáÕ ÄËÆ

1� E r
x � E �1�x � E �2�x ; 1�H r

y � H �1�y �H �2�y ;

E r
y � E �1�y � E �2�y ; H r

x � H �1�x �H �2�x : �12:16�

¥Îâ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12.8) Ë
(12.9), Â ÕÂÍÉÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ E r

x � ÿH r
y , E

r
y � H r

x, ÒÑÎÖÚËÏ

E r
x �
�1ÿ b1g

H
1 n1��gE2 ÿ b2n2� ÿ �1ÿ b2g

H
2 n2��gE1 ÿ b1n1�

�1ÿ b1gH1 n1��gE2 � b2n2� ÿ �1ÿ b2gH2 n2��gE1 � b1n1�
;

E r
y �

2�b2gH2 n2 ÿ b1g
H
1 n1�

�1ÿ b1gH1 n1��gE2 � b2n2� ÿ �1ÿ b2gH2 n2��gE1 � b1n1�
:

�12:17�

©ÆÇÔß

b1;2 � ÿ
mxxg

E
1;2 � myx
jmikj

:

¬Ñà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ R � jE r
xj2 � jE r

y j2 ÒÓËÄÑÆËÕß
ÐÇ ÃÖÆÇÏ. £ ÕÑÚÍÇ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ R ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÇÆËÐËÙÖ.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, Ä àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ gE1 � gE2 � ig, gH1 � gH2 � ÿig,
b1 � b2 � ib Ë

jE r
xj2 � jE r

y j2 � 1 : �12:18�

·ÑÕâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÓÂÄÇÐ ÇÆËÐËÙÇ, ÒÑÎÇ Ä
ÔÓÇÆÇ ÐÇ ÊÂÕÖØÂÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ, Â ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËáÆÄÖØ ÃÇÅÖÜËØ Ä ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞØ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâØ ÄÑÎÐ Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏË ÄÇÍÕÑÓÂÏË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
ÓÂÄÐÞÏË k � ��o=c� n0, Õ.Ç. ÔÕÑâÚÖá ÄÑÎÐÖ. ¯ÂÒÓâÉÇÐ-
ÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚeÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÂ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË àÕÑÏ ÒÑÕÑÍ
àÐÇÓÅËË ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá.

±ÓË ÕÇØ ÚÂÔÕÑÕÂØ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÒÓÇÎÑÏÎÇ-
ÐËâ ËÏÇÇÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÖá ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕß, ÒÑÎÇ Ä ÔÓÇÆÇ ì
ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËâ ÆÄÖØ ÊÂÕÖØÂáÜËØ ÄÑÎÐ ËÎË ÔÕÑâÚÂâ ÄÑÎÐÂ Ô
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÜÇÌ Ä ÅÎÖÃß ÔÓÇÆÞ ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ.
¯ÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ.

£ ÑÃÎÂÔÕË, ÅÆÇ ÒÑÆÍÑÓÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ
(12.7) ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ (o > o0), gE Ë gH ì ÚËÔÕÑ ÏÐËÏÞÇ,
Â àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÃÇ ÄÑÎÐÞ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍË ÒÑÎâÓËÊÑ-
ÄÂÐÞ.

ªÐÕÇÓÇÔÐÞÏ ÚÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ ÅËÓÑÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ
ÔÓÇÆÞ ÏÑÉÇÕ ÔÎÖÉËÕß ÏÇÕÂÎÎËÚÇÔÍËÌ ÏÂÅÐÇÕËÍ Ä ÔËÎß-
ÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ Ô ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕßá
ÕÂÍÑÌ, ÍÂÍ ÄÞÒËÔÂÐÂ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (12.2), ÐÑ Ô ÕÇÐÊÑÓÑÏ
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ, ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÜËÏ ÆËÂ-
ÅÑÐÂÎßÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ:

eab �
0

4pisxy
o

ÿ 4pisxy
o

0

0B@
1CA ; �12:19�

ÅÆÇ

sxy � �ne ÿ nh�ec
B

ì ØÑÎÎÑÄÔÍÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË, ne�h� ì ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ (ÆÞÓÑÍ) Ä ÏÇÕÂÎÎÇ. ¥ËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ
(ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ) àÎÇÏÇÐÕÞ ÑÒÖÜÇÐÞ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓË
octe 4 1 ÑÐË Ä octe ÓÂÊ ÏÇÐßÛÇ (oc ì ÙËÍÎÑÕÓÑÐÐÂâ
ÚÂÔÕÑÕÂ). µÔÎÑÄËÇ octe 4 1 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ Í
ÄÇÎËÚËÐÇ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ B.

ªÊ-ÊÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÐÖÎá àÎÇÏÇÐÕÑÄ exx Ë eyy ÏÂÕÓËÙÞ nab
Ë ~nab ÔÑÄÒÂÆÂáÕ:

nab � ~nab � e 0m 0 imxxe
0

ÿimyye 0 e 0m 0

� �
; e 0 � 4psxy

o
: �12:20�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÏÂÕÓËÙÂ nab ÑÔÕÂÇÕÔâ ÐÇàÓÏËÕÑÄÑÌ.
³ÑÄÒÂÆÂáÕ ÕÂÍÉÇ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË gE Ë gH:

gE;H � �
�������
myy
mxx

r
:

±ÑÍÂÊÂÕÇÎß ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

n21;2 �
ÿ
m 0 � �������������

mxxmyy
p � 4psxy

o
: �12:21�
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£ÞÓÑÉÆÇÐËÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÒÓË ÑÃÓÂÜÇÐËË Ä ÐÖÎß ÎËÃÑ mxx,
ÎËÃÑ myy. ±ÖÔÕß myy � 0, Â mxx 6� 0; ÕÑÅÆÂ

n2 � 4psxy
o

m 0 ; g1 � g2 � 0 : �12:22�

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ex � Hx � 0, Â Ey Ë Hy ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ
ÐÖÎâ. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÎËÐÇÌÐÑ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÞ. ²ÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑ ÐÖÎá ÒÑÕÑÍÂ àÐÇÓÅËË ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÑÚÇÄËÆÐÑ.

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ ËÐÕÇÓÇÔÇÐ ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ
ÕÇÏ, ÚÕÑ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ, ÔÍÑÎß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÂâ ÄÑÎÐÂ Ä ÅËÓÑÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ
ÑÃÞÚÐÑÌ (Ä ÒÖÔÕÑÕÇ ËÎË Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ÕÇÎÇ). ¯ÂÒÑÏÐËÏ: Ä
ÑÃÞÚÐÑÌ ÄÑÎÐÇ ÄÇÍÕÑÓÞ E;H Ë k ÄÊÂËÏÐÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ.

13. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ
ÒÑÎâÓËÕÑÐÞ Ä ÒÎÂÔÕËÐÇ, ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏ

£ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÂÕÇÓËÂ-
ÎÑÄ, ÐÇÔÑÏÐÇÐÐÑ, ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß ÔÞÅÓÂÎÂ ÓÂÃÑÕÂ µÑÍÇÓÂ
[25], ÒÑÍÂÊÂÄÛÇÅÑ, ÚÕÑ ÏÂÅÐËÕÑÆËÒÑÎßÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËá ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍË (ÍÑÐÇÚÐÑ, Ô
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá, ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ) Ë Í
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏÖ àÕËÏ ÓÇÛÇÐËâÏ ÔÒÇÍÕÓÖ ÚÂÔÕÑÕ ÐÇÑÆ-
ÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ.

³×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÏ ÆÄÂ, ÒÑ ÐÂÛÇÏÖ ÏÐÇÐËá, ÄÂÉÐÞØ
ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ÓÂÐÐÇÅÑ ÒÇÓËÑÆÂ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ
ÏÂÅÐËÕÑÆËÒÑÎßÐÞØ ÏÑÆ Ä ÒÎÂÔÕËÐÂØ:

1) µÚÇÕ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÎËÍÄËÆËÓÖÇÕ ÐÇÂÐÂÎËÕËÚ-
ÐÑÔÕß Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÚÂÔÕÑÕÞ o ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k
(ÒÓË k! 0) Ö ÏÂÅÐËÕÑÆËÒÑÎßÐÞØ ÏÑÆ.

2) £ ÒÎÂÔÕËÐÇ (ÔÕÇÓÉÐÇ) ÆËÔÍÓÇÕÐÞÇ ÖÑÍÇÓÑÄÔÍËÇ
ÏÑÆÞ ÒÓÇÄÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÄÑÎÐÞ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËÇÔâ
ÄÆÑÎß ÒÎÂÔÕËÐÞ (ÔÕÇÓÉÐâ), ÒÓËÚÇÏ ÆËÔÒÇÓÔËâ (ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß o ÑÕ k) ì ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÞØ à××ÇÍ-
ÕÑÄ, ÇÔÎË ÓÇÚß ËÆÇÕ Ñ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÍÑÎÇÃÂÐËâØ ÃÇÊ
ÖÚÇÕÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÜËÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß o � o�kt�, ÅÆÇ kt ì ÄÑÎÐÑÄÑÌ
ÄÇÍÕÑÓ, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÌ ÄÆÑÎß ÒÎÂÔÕËÐÞ (ÔÕÇÓÉÐâ), ÇÔÕß
ktd (dì ÒÑÎÖÕÑÎÜËÐÂ ÒÎÂÔÕËÐÞ ËÎË ÓÂÆËÖÔ ÔÕÇÓÉÐâ).

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÃÖÆÇÕ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâÓËÕÑÐÑÄ Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ ÒÎÂÔÕËÐÇ ÕÑÎÜËÐÑÌ 2d, ÊÂÐËÏÂáÜÇÌ ÔÎÑÌ jyj < d,
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÔÄÑËÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏ [26].
²ÑÎß ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÄÑÎÐ,
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ
ÒÑÎá H Ë ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË M (ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÔÚËÕÂÇÏ,
ÚÕÑM k H) Ë ÄÆÑÎßH ËM.

±ÖÔÕß ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÎâÓËÕÑÐ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÒÇÓ-
ÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá Ë ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË.
±ÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÒÑÎâ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÞ ÄÐÖÕÓË Ë ÄÃÎËÊË ÒÎÂ-
ÔÕËÐÞ, àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂâ ÒÓË ÖÆÂÎÇÐËË ÑÕ ÒÎÂ-
ÔÕËÐÞ (ÄÆÑÎß ÑÔË y) Ô ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍËÏ ÆÇÍÓÇÏÇÐÕÑÏ
ÊÂÕÖØÂÐËâ

g0 �
����������������
k2 ÿ o2

c2

r
; ck > o ; k � kx : �13:1�

¦ÔÎË ÑÃÑÊÐÂÚËÕß y-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÚÇÓÇÊ
q, ÕÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÔÎÇÆÖÇÕ

q2 � ÿk2 � o2

c2
emeff�o� ; �13:2�

ÒÓËÚÇÏ meff ÊÂÆÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (2.4) ÒÓË y � p=2. ³ÕÓÖÍ-
ÕÖÓÂ ÒÑÎÇÌ Ä ÒÎÂÔÕËÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÐÂÍÑÏ q2. ¦ÔÎË
q2 > 0 (ÔÎÖÚÂÌ ¡), ÕÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÒÑÎâ Ä ÒÎÂÔÕËÐÇ ì
ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËâ ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÇÔÎË
q2 � ÿg2 Ë g2 > 0 (ÔÎÖÚÂÌ ¢), ÕÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÒÑÎâ ì
ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËâ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ. ¤ÓÂÐËÚÐÞÇ
ÖÔÎÑÄËâ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâÏ:

A: 2
�
o0�o0 � oM� ÿ o2�g0q cot�2qd� �

� o2

c2
��o0 � oM�2 � e�o0 � oM�o0 ÿ �1� e�o2

�ÿ
ÿ k2

�
o2

0 � �o0 � oM�2 ÿ 2o2
�
;

B : 2
�
o2 ÿ o0�o0 � oM�

�
g0g cot�2gd� �

� o2

c2
��1� e�o2 ÿ �o0 � oM�2 ÿ eo0�o0 � oM�

��
� k2

�
o2

0 � �o0 � oM�2 ÿ 2o2
�
:

®ÐÑÅÑÊÐÂÚÐÑÔÕß ÍÑÕÂÐÅÇÐÔÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ ¡ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËá ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÄÇÕÄÇÌ ÔÒÇÍÕÓÂ,
ÄÔÇ ÑÐË (o � on�k�) ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÄÐÇ ÚÂÔÕÑÕÐÑÅÑ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÂ

ÿ�
o0�o0 � oM�

�1=2
, o0 � oM=2

�
Ë ÐÂÚËÐÂáÕÔâ ÐÂ

ÒÓâÏÑÌ o � ck. ¹ÂÔÕÑÕÂ ÔÂÏÑÌ ÐËÉÐÇÌ ÄÇÕÄË o � o�0��k�
ÒÓË k! 0 ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ë ÔÕpÇÏËÕÔâ Í

o � olim �
����������������������������
o0�o0 � oM�

p
ÒÓË k!1. ¯ÂÚÂÎßÐÞÇ ÕÑÚÍË ÄÔÇØ ÄÇÕÄÇÌ o � on�k�,
n > 0, ÎÇÉÂÕ ÐÂ ÒÓâÏÑÌ o � ck �g0 � 0�. £ÇÕÄË ÑÃÓÂÊÖáÕ
ÆÄÇ ÅÓÖÒÒÞ: ÑÆÐÂ, o � o�ÿ�n , ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ ÐËÉÇ olim Ë
ÔÅÖÜÂÇÕÔâ Í olim, ÄÕÑÓÂâ, o � o���n , ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ ÄÞÛÇ
o0 � oM=2 Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÒÓËÃÎËÉÂÇÕÔâ Ío � ck=e1=2.

±ÓË eÿ 15 1 ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÄÇÕÄÇÌ:

o���n ' c

�������������������������������������������������������������������������
p�nÿ 1�=2d�2 � oM�o0 � oM�=c2

eÿ 1

s
;

o�ÿ�n '
����������������������������������������������������������������������

o0�o0 � oM�
1� oM�o0 � oM�

�
2d=p�nÿ 1�c�2

s
:

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË e! 1 ÄÔÇ ÄÇÓØÐËÇ ÄÇÕÄË ÖØÑÆâÕ ÐÂ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß (ÒÓË e � 1 ËØ ÐÇÕ ÄÑÄÔÇ!). ¯Â ÐÂÚÂÎßÐÞØ
ÖÚÂÔÕÍÂØ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÍÓËÄÞØ ÅÓÖÒÒÑÄÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ c, ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÄÇÍÕÑÓÂØ (o! olim) ÅÓÖÒÒÑÄÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÐËÉÐËØ ÄÇÕÄÇÌ
ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í ÐÖÎá, Â ÄÇÓØÐËÇ ÐÇ ÏÇÐâáÕÔâ ÔÕÑÎß ÊÐÂÚË-
ÕÇÎßÐÑ: ÒÓË o!1 ÑÐË ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í c=e1=2.

£ ÔÎÖÚÂÇ ¢ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÑÆÐÂ (ÑÔÑÃÂâ) ÄÇÕÄß ÍÑÎÇÃÂÐËÌ
o � osp�k�, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÂâ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ olim < o <
< o0 � oM=2. ±ÓË kd4 1 Ë c!1 ÑÐÂ "ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ" Ä
ÄÑÎÐÖ ¥àÌÏÑÐÂ ë¿ÛÃÂØÂ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o � oDE.

±ÓË o! olim

osp�k� ÿ olim ' c2o3
M

2eo5=2
0 �o0 � oM�3=2

�kÿ k0�2 ;

kÿ k0 5 k0 ; k0 � o0

oM

�o0 � oM�2
c2

;
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ÅÓÖÒÒÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÑÔÑÃÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÓË o! olim ÇÔÕß

vsp � c

�������������������������������
2o3

M�oÿ olim�
eo0o3

lim

s
:

±ÓË o! oDE

osp�k� ÿ oDE

oDE
' ÿ �1� e�oDEoM

8c2k2
;

vsp � c

���������������������
2oDE

�1� e�oM

s �
oDE ÿ o
oDE

�3=2

:

¯Â ÍÓÂâØ ÚÂÔÕÑÕÐÑÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ÔÍÑÓÑÔÕß ÑÔÑÃÑÌ ÄÇÕÄË
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß, ÆÑÔÕËÅÂâ Ä ÏÂÍÔËÏÖÏÇ ÔÍÑÓÑÔÕË,
ÃÎËÊÍÑÌ Í ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÅÎÖÃËÐÂ ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÒÓË o � olim

ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá (g!1). ±ÓË o! oDE ÄÏÇÔÕÇ Ô k Ë g
ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. ¬ÂÍ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, Ä
ÕÂÍËØ ÔÎÖÚÂâØ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá
ÆËÔÒÇÓÔËá ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ,
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂáÕ ÆËÔÔËÒÂÕËÄ-
ÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ. ¹ÕÑÃÞ ÄÃÎËÊË ÕÑÚÍË ÔÅÖÜÇÐËâ ÄÇÕÄË
ÃÞÎË ÓÂÊÎËÚËÏÞ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ
ÖÔÎÑÄËâ (ÒÓË n4 1):

k2 �
�
pn
2d

�2

<
p
2d

��
e
p oM

�
o0�o0 � oM�3

�1=4
c
���������
oDE
p �����

tn
p

: �13:3�

¯ÂÆÑ ÒÑÏÐËÕß, ÚÕÑ ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÞ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÎË
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, àÕÑ ÐÇ ÇÆËÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ, ÑÅÓÂÐËÚËÄÂáÜÇÇ k Ë n:

ak5

����������
�hoM

I

r
; aq5

����������
�hoM

I

r
:

¥Îâ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ,
ÚÕÑÃÞ ÒÎÂÔÕËÐÂ ÃÞÎÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÕÑÎÔÕÂ, Â ÐÑÏÇÓ n ÐÇ
ÔÎËÛÍÑÏ ÄÇÎËÍ:

d

n
4 a

����������
I

�hoM

r
:

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 13Â ÒÓËÄÇÆÇÐÑ ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ
ÔÒÇÍÕÓÂ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâÓËÕÑÐÑÄ, ÑÒËÔÂÐÐÑÇ ÄÞÛÇ.

£ ÑÔÑÃÑÌ ÄÑÎÐÇ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÌ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ,
ÐÂËÃÑÎßÛËÌ ËÐÕÇÓÇÔ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÕÑÎÔÕÑÌ ÒÎÂÔÕËÐÞ àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÑ ÐÂ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÔÕÑÓÑÐ
ÒÎÂÔÕËÐÞ (ÐÂ ÍÂÍÑÌ ì ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËâ), àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÕÖØÂâ Í ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÇ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÎâÓËÕÑÐ, ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâáÜËÌÔâ ÄÆÑÎß ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÔÏ. [27]). ±Ñ-
ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÓÇÚß ËÆÇÕ Ñ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÎÂÔÕËÐÇ. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÆÄÂ ÕËÒÂ ÓÇÛÇÐËâ ì q1 Ë q2, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÏÞÇ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

q21;2 � k2
�
o2 ÿ o0

�
o0 � oM

2

��
ÿ

ÿ o2e
c2

�
o2 ÿ �o0 � oM�

�
o0 � oM

2

��
�

� oM

2
�
o0�o0 � oM� ÿ o2

��

�
���������������������������������������������������������������������������������
o2e
c2
�o0 � oM� ÿ k2o0

�2
� 4k2

o2e
c2

o2

s
; �13:4�

Â ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎá ÆÇÕÇÓÏË-
ÐÂÐÕÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ
ÖÔÎÑÄËâ) ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÆÄÂ (ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, àÕÑ ÑÕÓÂ-
ÉÂÇÕ ÍÂÍÖá-ÕÑ ÄÐÖÕÓÇÐÐáá, ÐÇ ÄÞâÔÐÇÐÐÖá ÐÂÏË, ÔËÏ-
ÏÇÕÓËá ÊÂÆÂÚË):

mo2e=c2 ÿ k2 ÿ q21
o2e=c2 ÿ q21

�
cos�q1d� � g0

sin�q1d�
q1

�
�

�
�
cos�q2d� � g0e

sin�q2d�
q2

�
ÿ mo2e=c2 ÿ k2 ÿ q22

o2e=c2 ÿ q22
�

�
�
cos�q1d� � g0e

sin�q1d�
q1

��
cos�q2d� � g0

sin�q2d�
q2

�
� 0 ;

�13:5�

mo2e=c2 ÿ k2 ÿ q21
o2e=c2 ÿ q21

�
g0 cos�q1d� ÿ q1 sin�q1d�

��
� �g0e cos�q2d� ÿ q2 sin�q2d�

�ÿ
ÿ mo2e=c2 ÿ k2 ÿ q22

o2e=c2 ÿ q22

�
g0e cos�q1d� ÿ q1 sin�q1d�

��
� �g0 cos�q2d� ÿ q2 sin�q2d�

� � 0 : �13:6�

¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ x � pc=2

���
2
p

o0d. ±ÓË x > 1 ÔØÇÏÂÕË-
ÚÇÔÍËÌ ÅÓÂ×ËÍ ËÊÑÃÓÂÉÇÐ ÐÂ ÓËÔ. 13Ã. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 13Ä
ÒÑÍÂÊÂÐ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË Ä ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ (ÒÓË x < 1).
¹ËÔÎÑ ÄÇÕÄÇÌ, ËÏÇáÜËØ ÐÂÚÂÎÑ ÐËÉÇ o � o0 Ë ÒÇÓÇ-
ÔÇÍÂáÜËØ ÆÓÖÅËÇ ÄÇÕÄË, ÕÇÏ ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ÏÇÐßÛÇ x.
£ÔÇÅÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÓË ÕËÒÂ ÄÑÎÐ: ÃÞÔÕÓÞÇ Ô ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ, ÏÇÆÎÇÐÐÞÇ Ô ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ, ÒÇÓÇ-
ØÑÆâÜËÇ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ Ä ËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÕËÒ®³£, Â ÕÂÍÉÇ ÑÔÑÃÞÇ
ÄÑÎÐÞ. £ ÔÎÖÚÂÇ x > 1 ÑÔÑÃÞØ ÄÑÎÐ ÆÄÇ, ÒÓË k! 0 ÑÐË
ÑÚÇÐß ÃÎËÊÍË ÆÓÖÅ Í ÆÓÖÅÖ Ë ÒÓâÏÑÌ o � ck:

ckÿ o0
0
0�k� ' ck

2
�kd�2

�
oM

o0 � oM

�2

;�
oM

o0

�2

:

8>>><>>>: �13:7�

±ÓË k!1 ÚÂÔÕÑÕÂ ÑÆÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÔÄÑÇÏÖ
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÔÄÇÓØÖ:

o<
0
0�k� ' o0 � oM

2�ck�2
��

pc
2d

�2

ÿ 2o2
0

�
; k!1 : �13:8�

´ÂÍ ÃÞÄÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË x > 1. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÓËÄÂâ
o<

0
0�k� ÒÇÓÇÔÇÍÂÇÕ ÒÓâÏÖá o � o0. £ÇÕÄß o<

0
0�k� ÒÇÓÇ-

ÔÇÍÂÇÕ ÄÔÇ ÍÓËÄÞÇ ÐËÉÐÇÌ ÅÓÖÒÒÞ ÄÇÕÄÇÌ Ë ÒÓË k!1
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÒÓËÃÎËÉÂÇÕÔâ Í ÒÓâÏÑÌ o � ck=e1=2,
ÍÂÍ ÄÔÇ ÍÓËÄÞÇ ÄÇÓØÐÇÌ ÅÓÖÒÒÞ. ±ÓË x < 1 (ÆÂÉÇ ÒÓË
ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÏÂÎÑÏ x) ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÄÇÕÄÇÌ, ÄÇÆÖÜËØ
ÔÇÃâ ÑÔÑÃÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÑ, ÐÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ
ÚËÔÎÑ ÄÇÕÄÇÌ o<

n Ë o<
n
0 ÒÑÆØÑÆËÕ Í o0 ÔÄÇÓØÖ Ë

ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÄÇÕÄÇÌ o>
n Ë o>

n
0 ÎÇÉËÕ ÄÞÛÇ

ÊÐÂÚÇÐËâ o ��o0�o0� oM�
�1=2

. °ÐË ÐÇ ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕ
ÆÓÖÅËÇ ÄÇÕÄË.
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£ ÄÑÎÐÂØ ÄÇÓØÐÇÌ ÅÓÖÒÒÞ ÒÓË ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËâØ k
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ Ë ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÒÑÎâ ì ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËË ÕÓËÅÑ-
ÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ Ë ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ, Ö ÑÔÕÂÎßÐÞØ
ÄÑÎÐ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÍÑÐÇÚÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ k, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ "ÒÓÇÄÓÂÜÇÐËÇ" ÔÏÇÛÂÐÐÞØ (ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓË-
ÚÇÔÍËØ Ë ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ) ÄÑÎÐ Ä ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËá ÕÑÎßÍÑ
ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ.

±ÓËÄÇÆÇÏ ÇÜÇ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÚÂÔÕÑÕ ÒÓË e � 1
(àÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ ÑÚÇÐß ÖÒÓÑÜÂÇÕ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ). ¯Â ÒÓâÏÑÌ
o � ck

�o<�2 ' o0�o0 � oM�
�
1ÿ 2o0 � oM

An

�
;

An '
�
pcn
oMd

�2

pri n!1 :

±ÓË x > 1

o<
n �k� ' o0 � oM

2k2

��
pn
d

�2

ÿ 2o2
0

c2

�
; n � 1; 2; . . . ; k!1 :

¥Îâ o<
n
0�k� ÐÂÆÑ ÊÂÏÇÐËÕß n ÐÂ nÿ 1=2.

³ÒÇÍÕÓÞ ÏÂÅÐÑÐÑÄ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÄÆÑÎß Ë
ÒÑÒÇÓÇÍ M, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ. £ÑÊÐËÍÂÇÕ
ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ ÕËÒÂ ÄÑÎÐ Í ÆÓÖÅÑÏÖ Ë Ñ
ÄÇÎËÚËÐÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÅÎÂ yc ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÑÔÑÃÑÌ
ÄÑÎÐÞ (ÓËÔ. 13Â). ¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐÞ ÒÑÆ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÖÅÎÑÏ Í M ÐÇ
ÖÆÂÇÕÔâ. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ.
°ÕÎËÚËÕÇÎßÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÔÒÇÍÕÓÂ ÄÑÎÐ ÒÓË k kM
ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÚËÕÂÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ Ä ÛËÓÑÍÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ
ÄÑÎÐÑÄÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ k ÅÓÖÒÒÞ ÄÑÎÐ Ô ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÆËÔ-
ÒÇÓÔËÇÌ, ÒÓËÚÇÏ ÚÂÔÕÑÕÐÞÌ ËÐÕÇÓÄÂÎ ËØ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ

ÿ
o0;
�
o0�o0 � oM�

�1=2�
ÎÇÅÍÑ ÖÒÓÂÄÎâÇÕÔâ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ

ÒÑÎÇÏ Ë ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ.

14. ®ÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÒÎÂÔÕËÐÇ

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ®³£ ÏÑÉÐÑ ÄÞÄÇÔÕË ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÒÑÎâÓËÕÑÐÞ, ÒÓÇ-
ÆÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇØÑÆÑÏ k!1 ÒÓË o 6! 1. °ÆÐÂÍÑ ×ÑÓÏÖ-
ÎËÓÑÄÍÂ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®³£ ÐÇÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍË ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÕß ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÇ ÔÎÖÚÂË, ÚÇÏ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚË
Ñ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎâÓËÕÑÐÇ.

¦ÔÎË ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÕÇÐÊÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ
ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ (1.19), ÒÎÂÔÕËÐÂ ÊÂÐËÏÂÇÕ ËÐÕÇÓÄÂÎ
ÿd < y < d, Â ÑÔß 3 ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÂ ÇÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏ, ÕÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ g ËÏÇÇÕ ÄËÆ (ÏÞ ÊÆÇÔß
ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÏÔâ ÔÎÖÚÂÇÏ "ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ" ÒÑÎÇÌ Ä
ÒÎÂÔÕËÐÇ)

m1k
2
x ÿ m2g

2 � m3k
2
z � 0 ; �14:1�

Â ËÊ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ, ÒÑÊÄÑÎâáÜÇÇ ÐÂÌÕË ÊÐÂÚÇÐËÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ®³£ ÒÓË
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÖÅÎÂ y �tan y � kx=kz), ÇÔÎË ®³£
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ:

ÿ2m2kg coth�2gd� � k2x�m1m2 ÿ m 0 2 � 1� � k2z�m2m3 � 1� :
�14:2�

£ ÔÎÖÚÂÇ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ, ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ×ÑÓÏÖ-
ÎÂÏË (1.20), Â ÕÂÍÉÇ (14.1) Ë (14.2), ËÏÇÇÏ

g2

k2
� o0�o0 � oM sin2 y� ÿ o2

o0�o0 � oM� ÿ o2
;

ck

o

o���2

o���1

oDE

o���3

o�ÿ�n
o�ÿ�3
o�ÿ�2

o
�
ck

o
�

ck �� ep

��������
o0

oM

r
�o0 � oM�

����������������������������
o0�o0 � oM�

p

Â

ck

o

o>
1
0

o>
1

o>
2
0

o>
3

����������������������������
o0�o0 � oM�

p
nÿ!1

o0

o<
1

o<
1
0

o<
2

o>
2

o<
2
0

o
�
ck

o
�

ck �� ep

Ã

ck

o<
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²ËÔ. 13. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâÓËÕÑÐÑÄ Ä ÒÎÂÔÕËÐÇ. ®ÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ H Ë ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ M

ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏ ÒÎÂÔÕËÐÞ. (a) £ÑÎÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ M. (Ã) £ÑÎÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ M; z > 1.
(Ä) £ÑÎÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑM; z < 1.

8 µ¶¯, Õ. 167, å 2
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g2

k2
�oM sin2 yÿ o0 cos

2 y� ÿ 2
g
k
coth�2gd�o0 cos

2 yÿ

ÿ �oM sin2 y� o0 cos
2 y� � 0 ; �14:3�

ÒÓËÚÇÏ y 6� p=2. ±ÓË y � p=2 ÒÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕÔâ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË (ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ g � k ì ÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14.1) ÒÓË m1 � m2 (ÔÏ. (1.20)), Â ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(14.2) ÔÎÇÆÖÇÕ

o2 � o0�o0 � oM� � o2
M

2
�
coth�2jkjd� � 1

� : �14:4�

¡ÐÂÎËÊ [27] ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (14.3)
ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÇ ÒÎÂÔÕËÐÞ
ÎËÛß ÒÓË

y > yc � arcsin

�������������������
o0

o0 � oM

r
; �14:5�

Â ÒÓË y < yc ÓÇÛÇÐËÌ ÐÇÕ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÅÑÎ yc (14.5),
ÍÂÍ Ë Ä ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 10), ì ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ
ÖÅÑÎ ®³£. ©ÂÏÇÐÂ ÊÐÂÍÂ Ö sin y ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÚÂÔÕÑÕÞ ì ÄÑÎÐÂ ÄÊÂËÏÐÂ. ±ÓË kd4 1 ËÊ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14.3) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÇÔÕß ÆÄÂ ÓÇÛÇ-
ÐËâ:

o � �o0 � �o0 � oM� sin2 y
2 sin y

; sin y00 ; �14:6�

ËÎË

o � o0 � �o0 � oM� sin2 y
2j sin yj :

£ÑÎÐÂ Ô sin y > 0 ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÂ ÐÂ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÇ ÒÎÂ-
ÔÕËÐÞ, Â Ô sin y < 0 ì ÐÂ ÆÓÖÅÑÌ. ®Þ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÎËÔß
àÕËÏ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ÒÓË-
ÓÑÆÖ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ ÐÇÑÃÓÂÕËÏÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ
ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ë, ÅÎÂÄÐÑÇ, ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ
Ö ÐËØ ÊÂÕÖØÂÐËâ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÅÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇÏ ÑÃÝÇÏ-
ÐÞØ ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 10).

±ÑÎÇ Ë ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß Ä ÒÎÂÔÕËÐÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÏË, ÐÑ Ë ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË
×ÖÐÍÙËâÏË. ´ÑÅÆÂ ÄÏÇÔÕÑ (14.2) ËÏÇÇÏ

ÿ2m2kq cot�2qd� � k2x�m1m2 ÿ m 0 2 � 1� � k2z�m2m3 � 1� ;
�14:7�

ÅÆÇ q ì y-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ, ÍÑÕÑÓÂâ
ÑÒÓÇÆÇÎâeÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14.1) ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ ÿg2 ÐÂ �q2.

"¤ËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÇ" Ë "ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ" ÄÑÎÐÞ,
ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÑÃÎÂÆÂáÕ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÔÕË
ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá ÆÓÖÅ Í ÆÓÖÅÖ. £Ñ ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, Ä
×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÇ ÒÓË y � p=2 "ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ"
ÄÑÎÐ ÐÇÕ ÄÑÄÔÇ (ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, q2 > 0 ÒÓË kz � 0 ÕÑÎßÍÑ,
ÇÔÎË m3 < 0, Â Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÇ m3 � 1). ±ÓË y � 0 (ÄÑÎÐÂ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎá)
"ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ" ÄÑÎÐÞ ÇÔÕß Ë

tan

�
2kd������jmjp �

� 2
������jmjp

1ÿ jmj ; �14:8�

ÒÓËÚÇÏ ÓÇÛÇÐËâ ÐÂÆÑ ËÔÍÂÕß Ä ÕÑÏ ÚÂÔÕÑÕÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ,
ÅÆÇ m < 0.

£ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ ÆÎËÐÐÞØ Ë ÍÑÓÑÕÍËØ ÄÑÎÐ

o '
o0�o0 � oM� ÿ o0oM

�
2kd

pn

�2

; kd5 1 ;

o0 � oM

2

�
pn
2kd

�2

; kd4 1 ;

8>>><>>>: �14:9�

n � 1; 2; . . .

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 14Â ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÄÇÕÄÇÌ ®³£. ºÕÓËØÑÄÞÏË Ë ÔÒÎÑÛÐÞÏË ÎËÐËâÏË ËÊÑ-
ÃÓÂÉÇÐÞ ÄÇÕÄË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓË kd4 1 ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÏË ÄÇÕÄâÏË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâÓËÕÑÐÂ, ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÐÑÅÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 13 �o<

n �k� Ë o<
n
0�k��.

£ÂÉÐÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÔÒÇÍÕÓÂ ®³£ ÔÎÖÉÂÕ ÕÑÚÍË
ÔÅÖÜÇÐËâ: k � 0, o � �o0�o0 � oM�

�1=2
Ë k!1, o � o0.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËÇ ÎËÍÄËÆËÓÖÇÕ ÕÑÚÍÖ ÔÅÖÜÇÐËâ
ÒÓË o � �o0�o0 � oM�

�1=2
(ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ®ÂÍ-

ÔÄÇÎÎÂ ÐÇÕ ÄÑÎÐ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÒÓË k! 0 (ÔÓ.
ÓËÔ. 13Ã Ë 13Ä).

¥Ñ ÔËØ ÒÑÓ ÏÞ ÔÚËÕÂÎË, ÚÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ H Ë
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß M (Ë Ä ÒÎÂÔÕËÐÇ, Ë Ä ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ) ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¥Îâ ÆÇÏÑÐÔÕÓÂÙËË ÓÑÎË
ÒÑÎÑÉÇÐËâ H Ë M ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ®³£ Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÎÂÔÕËÐÇ (jzj < 2d), ÐÂÏÂÅ-
ÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÆÄÂ. °ÆÐÑ ì ÆÎâ
®³£, ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÐ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
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²ËÔ. 14. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË ®³£ Ä
×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÎÂÔÕËÐÇ, ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË (a) Ë ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË (Ã).
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ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � 0 �/ cos�q sz��, ÆÓÖÅÑÇ ì ÆÎâ ®³£, ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ ÍÑÕÑÓÑÌ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÇÐ �/ sin�q az��. ¿ÕË ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ËÏÇáÕ ÄËÆ

k � q s tan�q sd� ; �14:10�
ÿ k � q a cot�q ad� ; �14:10 0�

o � on�k� �
����������������������������������������
o2

0 � o0oM
k2

k2 � q2n

s
: �14:11�

¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 14Ã.
¬ÂÍ ÄËÆËÏ, Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ®³£ ÇÔÕß ÆÄÇ

ÕÑÚÍË ÔÅÖÜÇÐËâ, Â ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ
ÔÎÖÚÂâ Ä ØÂÓÂÍÕÇÓÇ ÆËÔÒÇÓÔËË (ÔÓ. ÓËÔ. 14Â Ë 14Ã): Ä ÒÎÂÔ-
ÕËÐÇ, ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏ,
®³£ ËÏÇáÕ ÐÑÓÏÂÎßÐÖá ÆËÔÒÇÓÔËá, ÍÂÍ Ë "ÅËÒÇÓÃÑÎË-
ÚÇÔÍÂâ" ÄÑÎÐÂ (14.4). ·ÂÓÂÍÕÇÓ ÆËÔÒÇÓÔËË ÊÂÆÂÇÕ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑH(M).

¬ÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÄÑÎÐÞ (14.10) ÑÕ
ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ (14:10 0) Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ
ÄÑÎÐÇ ÒÓË n � 0 Ë o! o0 ÄÑÎÐÂ ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÖá ÔÍÑ-
ÓÑÔÕß:

os
n�0 ' o0 � oM

2
kd ; v s

0 �
oM

2
d ; �14:12�

Â ÒÓË n 6� 0

os
n ' o0 � oM

2�pn�2 �kd�
2 ; n � 1; 2; . . . �14:13�

±ÓË kd4 p�n� 1=2�

os
n '

����������������������������
o0�o0 � oM�

p �
1ÿ p2

2

oM

o0 � oM

�
n� 1=2

kd

�2�
;

n � 0; 1; . . . ; kd4p
�
n� 1

2

�
: �14:13 0�

¥Îâ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÄÇÕÄÇÌ

oa
n '

'
o0 � oM

2

h
kd

p�n�1=2�
i2
; kd5 1 ;����������������������������

o0�o0 � oM�
p h

1ÿ p2
2

oM

o0�oM

�
n�1
kd

�2i
; kd4 p�n� 1� ;

8><>:
n � 0; 1; . . . �14:14�

³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ
ÐÑÏÇÓÂ ÏÑÆÞ. °ÐÂ ÂÐÑÏÂÎßÐÂ: ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ ÐÑÏÇÓ n, ÕÇÏ
ÚÂÔÕÑÕÂ ÏÇÐßÛÇ. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÐÑÏÇÓ ÏÑÆÞ ËÏÇÇÕ
ÓÇÂÎßÐÞÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ, ÑÒÓÇÆÇÎââ ÚËÔÎÑ ÄÑÎÐ,
ÒÑÏÇÜÂáÜËØÔâ Ä ÒÎÂÔÕËÐÇ.

®ÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÒÎÂÔÕËÐ, ÐÂÔÍÑÎßÍÑ ÐÂÏ ËÊÄÇÔÕÐÑ, Ä ÆÇÕÂÎâØ ÐÇ ËÊÖÚÇÐ.
¥Îâ ÄÞâÔÐÇÐËâ ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË ÔÒÇÍÕÓÂ ®³£ Ä ÑÆÐÑ-
ÑÔÐÑÏ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÇ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕßÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (14.1) Ë (14.2), ÒÑÆÔÕÂÄËÄ Ä ÐËØ
ÊÐÂÚÇÐËâ m1, m2 Ë m 0 ËÊ ÕÂÃÎ. 2 (ÓÂÊÆÇÎ 5).

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÒÓËÄÇÆÇÏ ×ÑÓÏÖÎÖ,
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÖá ÒÓË m1 � m2 � m�o�, m3 � 1 Ë m 0�o� 6� 0 ÆÎâ
"ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÑÌ" ÄÑÎÐÞ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÌÔâ ÒÇÓÒÇÐ-
ÆËÍÖÎâÓÐÑ ÑÔË 3:

�1� m�2 ÿ m 0 2

�1ÿ m�2 ÿ m 0 2
� exp

ÿÿ4jkjd� : �14:15�

¿ÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÑÃÓÂÕËÏÖá
ÄÑÎÐÖ. ±ÓË jkjd!1 ÑÐÑ ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÆÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

1� m� m 0 � 0 ; 1� mÿ m 0 � 0 ; �14:16�

ÍÂÉÆÑÇ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÖá ÄÑÎÐÖ ÐÂ
ÑÆÐÑÌ ËÊ ÔÕÑÓÑÐ ÒÎÂÔÕËÐÞ. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ
ÄÑÎÐÞ àÕË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ Ä ÓÂÊÐÞÇ ÔÕÑÓÑÐÞ.

±ÓË H � 0, ÍÑÅÆÂ ÆÎâ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ m 0 � 0,
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÓÑÔÕÑ:

m�o� � ÿsinhÿjkjd� ; �14:17�
ÑÕÍÖÆÂ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÕÂÃÎ. 2 Ë ÓÂÊÆÇÎÖ 10,

o2 � O2
SF

�
1� 4p

d
1

1� sinh
ÿjkjd�

�
: �14:18�

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ, ÍÂÍ Ë ÓÂÐßÛÇ, ÆÎâ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ
ÚÂÔÕÑÕÂ ÄÑÎÐÞ Ä ÒÎÂÔÕËÐÇ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ Ä ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕ-
ÄÇÐÐÑÌ ÃÎËÊÑÔÕË ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÍÑÎÇÃÂÐËâ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ, ÇÔÎË d4 1. £ÑÎÐÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÂÐÑ-
ÏÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ. ¦Ç ÅÓÖÒÒÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÏÂÎÂ Ë
ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ �ÿp=d�OSFd ÒÓË k � 0 ÆÑ ÐÖÎâ ÒÓË k!1.
©ÂÄËÔËÏÑÔÕß o � o�k� ÆÎâ àÕÑÌ ÄÑÎÐÞ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÐÂ
ÓËÔ. 15.

15. ±ÑÒÇÓÇÚÐÑ-ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÂâ ÒÎÂÔÕËÐÂ.
®ÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ. µÚÇÕ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ

©ÂÆÂÚÂ ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ì ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÄÖØ ÒÓËÚËÐ, ÒÓËÄÑÆâÜËØ Í
ÆËÔÒÇÓÔËË ÄÑÎÐ: ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËË, ÄÞÊÄÂÐÐÑÌ ÅÓÂÐËÙÂÏË
ÑÃÓÂÊÙÂ (ÔÏ. ÒÓÇÆÞÆÖÜËÌ ÓÂÊÆÇÎ), Ë ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ
ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ [28].

£ÄÇÆÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ l, ËÏÇá-
ÜËÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÆÎËÐÞ. ´ÑÅÆÂ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓ-
ÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÊÂÆÂÚË ÇÔÕß

l

d
�

��������
I

mM

s
a

d
: �15:1�

®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ
ÔËÕÖÂÙËË ÒÎÂÔÕËÐÞ, ÊÂÐËÏÂáÜÇÌ ÔÎÑÌ jzj < d=2 (Ä àÕÑÏ
ÓÂÊÆÇÎÇ ÕÑÎÜËÐÂ ÒÎÂÔÕËÐÞ d, Â ÐÇ 2d, ÍÂÍ ÓÂÐÇÇ) Ë
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ ÄÆÑÎß ÑÔË z (ÄÔÇ ÖÔÎÑÄËâ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô

k

o

OSF

�
1� 2p

d

�

OSF

²ËÔ. 15. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÚÂÔÕÑÕÞ o � o�k� ÆÎâ ¡¶®-
ÒÎÂÔÕËÐÞ, ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÌ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÒÓË H < HSF.
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ÕÇÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÍÑÐÙÇ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ ÓÂÊ-
ÆÇÎÂ, ÔÏ. (14.10) ë (14.14)). µÚÇÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐ-
ÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔ-
ÒÇÓÔËË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, Â ×ÑÓÏÂÎßÐÑ (ÍÂÍ ÏÞ
ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂÎË) ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÊÂÏÇÐÖ Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (1.20)
ÚÂÔÕÑÕÞ o0 ×ÖÐÍÙËÇÌ O � o0 � oex, ÅÆÇ oex � gM�kl�2.
£ÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÔÕÇÒÇÐË ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÓÇÃÖÇÕ
ÆÑÃÂÄÎÇÐËâ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 10). ®Þ
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ "ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ" ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ:

dm

dz

����
z��d=2

� 0 : �15:2�

¬ÂÍ ÔÍÂÊÂÐÑ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ, ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÊÂÆÂÚË
ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÒÑËÔÍË ÓÇÛÇÐËâ Ä ÄËÆÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ (ÒÑ z) Ë
ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÌ:

j � exp�ik � q� cos�qz� ;
sin�qz� ;

�
jzj < d

2
;

j ' exp�ik � q� exp�ÿkz� ; z >
d

2
;

j � � exp�ik � q� exp�kz� ; z < ÿ d

2
; �15:3�

j ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÿHj � h, k Ë q ì
ÆÄÖÏÇÓÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ, k � �kx; ky; 0�, q � �x; y; 0�; q ì ÑÆËÐ
ËÊ ÍÑÓÐÇÌ ÃËÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

q2 ÿ k2
�
1� oMO

O2 ÿ o2

�
� 0 ; �15:4�

ÅÆÇ O � o0 � oex�k; q�, a oex�k; q� � gMl 2�k2 � q2�:
©ÂÒËÛÇÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâá-

ÜÇÇ ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÄÞÛÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ, Ë ËÏÇá-
ÜÇÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ

X3
i�1

Fi

�
1ÿ k

qi
tan

�
qid

2

��
� 0 ; �15:5�

Ë ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ

X3
i�1

Fi

�
1� k

qi
cot

�
qid

2

��
� 0 : �15:6�

©ÆÇÔß

F1 � q22 ÿ q23

o�1�ex

ÿ
o0 � o�1�ex

�
; F2 � q23 ÿ q21

o�2�ex

ÿ
o0 � o�2�ex

�
;

F3 � q21 ÿ q22

o�3�ex

ÿ
o0 � o�3�ex

�
; o�i�ex � oex�k; qi� : �15:7�

µÓÂÄÐÇÐËâ (15.5) ë (15.7) ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÔÒÇÍÕÓ ÔÒËÐÑÄÞØ
ÄÑÎÐ Ä ÒÎÂÔÕËÐÇ:

o � os; a
n �k� ; �15:8�

n � 1; 2; . . . ì ÐÑÏÇÓ ÓÇÛÇÐËâ, ËÐÆÇÍÔ s ËÎË a ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ
ÔËÏÏÇÕÓËá ÓÇÛÇÐËâ.

±ÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËÇ ÆËÒÑÎßÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏÖ ÖÒÓÑÜÇÐËá ÔÒÇÍÕÓÂ:

o � o0 � gMl 2
�
k2 �

�
pn
d

�2�
: �15:9�

¦ÅÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÄËÆÐÂ ËÊ ÓËÔ. 16.

±ÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËÇ ÑÃÏÇÐÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ (l � 0)
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ (ÔÏ.
×ÑÓÏÖÎÞ (14.10) ë (14.14) Ë ÓËÔ. 14Ã).

³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÔÒÇÍÕÓÑÄ (ËØ
ÐÇÔØÑÆÔÕÄÑ), ÍÑÐÇÚÐÑ, ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÒÓË ËØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËË. £ ÓÂÃÑÕÇ [28] ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÐ ÔÒÇÍÕÓ
ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÄÞÒËÔÂÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ.

¬ÑÅÆÂ Ä ÕÑÐÍÑÌ ÒÎÂÔÕËÐÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÄÇÕÄâÏË
ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÛËÓËÐÖ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ÏÂÅÐË-
ÕÑÆËÒÑÎßÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ

ÿ�
o0�o0 � oM�

�1=2 ÿ o0

�
, ÕÑ ÐËÍÂÍÑÌ

ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÇÓÇÔÕÓÑÌÍË ÑÃÏÇÐÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÐÇ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ. ²ÑÎß ÏÂÅÐËÕÑÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÄÑ-
ÆËÕÔâ Í ÖÕÑÚÐÇÐËá ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÚÂÔÕÑÕÞ Ä
ÍÂÉÆÑÌ ÒÑÆÊÑÐÇ. ±ÓÂÄÆÂ, ÔÂÏÂâ ÐËÊÛÂâ ÑÃÏÇÐÐÂâ ÒÑÆ-
ÊÑÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÔÍÎáÚÇÐËÇ. ªÊ-ÊÂ ÏÂÅÐËÕÑÆËÒÑÎß-
ÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÄÑÎÐÂ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o, ÒÓËÃÎËÉÂá-
ÜÇÌÔâ ÒÓË k! 0 Í o0, ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÖá ÔÍÑÓÑÔÕß:

os
n�0�k� ' o0 � 1

8
oMkd 1�

��������������������������
1� 16

p

�
l

d

�2
s24 35 : �15:10�

­áÃÑÒÞÕÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ Í d! 0:

os�k� ' o0 � oM

2
���
p
p kl ; d5 l : �15:11�

16. £ÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ
Ô ×ÑÐÑÐÂÏË Ä ÒÎÂÔÕËÐÇ (ÍËÐÇÏÂÕËÍÂ) �

ªÊÖÚÇÐËÇ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÒÎÂÔÕËÐÂØ ÐÂÚÂÎÑÔß ÎËÛß Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ. ²ÇÚß ËÆÇÕ
ÑÃ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ä ÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÅÆÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÔÒÇÍÕÓÂ ®³£, ÑÃâÊÂÐÐÞÇ ÖÚÇÕÖ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎ 14).

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÑÏ ÐÂ ÓÂÃÑÕÇ [29], ÏÞ
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍËÐÇÏÂÕËÍÖ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
®³£ Ô ×ÑÐÑÐÂÏË, ÄÞÃÓÂÄ ÔÓÇÆË ÑÆÐÑ×ÑÐÑÐÐÞØ ÒÓÑÙÇÔ-
ÔÑÄ (ËÔÒÖÔÍÂÐËÇ Ë ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ×ÑÐÑÐÂ) ÕÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÆÄÖÏ ÖÔÎÑÄËâÏ:

o0

o

n � 4

n � 3

n � 2

n � 1

n � 0

k

²ËÔ. 16. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÇÓÄÞØ ÚÇÕÞÓÇØ ÑÃÏÇÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÂ k.
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1) ÒÓÑÙÇÔÔ ÐÇ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÔËÏÏÇÕÓËË
®³£;

2) ÄÇÍÕÑÓ ÔÏÇÜÇÐËâ Ö ÒÓËÐËÏÂáÜÇÅÑ ÖÚÂÔÕËÇ Ä
ÒÓÑÙÇÔÔÇ ×ÑÐÑÐÂ ÑÆÐÑÓÑÆÇÐ ÒÑ ÐÑÓÏÂÎË ÒÎÂÔÕËÐÞ, Õ.Ç.
ÍÄÂÊËÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ ×ÑÐÑÐÂ ËÏÇÇÕ ÆÄÇ ÑÕÎËÚÐÞÇ ÑÕ
ÐÖÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ (fx Ë fy). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÂÍÑÐ ÆËÔ-
ÒÇÓÔËË ×ÑÐÑÐÂ ÇÔÕß

O � sf ; f � �fx; fy; 0� : �16:1�
¡ÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ Ô ÕÂÍËÏË ×ÑÐÑ-
ÐÂÏË ÆÂÇÕ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÊÂÕÖØÂÐËâ®³£
(ÄÑ ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÒÓË ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÄ). ®Þ ÑÃÓÂÜÂÇÏ ÊÆÇÔß ÅÎÂÄÐÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÍËÐÇÏÂ-
ÕËÍÖ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ. ªÆÇÌÐÑ àÕÑÕ ÓÂÊÆÇÎ
ÃÎËÊÑÍ Í ÓÂÊÆÇÎÖ 7.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÏÂÅÐËÕÑ-
ÆËÒÑÎßÐÞÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ, Õ.Ç. ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÇ ÑÃÏÇÐÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ, ÏÞ ÒÓËÏÇÏ, ÚÕÑ ÄÞÒÑÎ-
ÐâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ:

o0 � oM 5
s2

2oexa2
: �16:2�

°ÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÒÓÇÉÐËÇ.

16.1. ªÔÒÖÔÍÂÐËÇ ×ÑÐÑÐÂ
©ÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ Ë àÐÇÓÅËË ÕÂÍÑÄÞ:

k � k0 � f ; on�k� � on 0 �k 0� � O� f � : �16:3�
©ÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË®³£ ÊÂÆÂÐ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (14.11), ÆÑÒÑÎÐÇÐ-
ÐÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (14.10), (14.10 0).

±ÖÔÕß 13 n � n 0 � 0 Ë kd5 1. ´ÑÅÆÂ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË
®³£ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÓÑÔÕ (ÔÏ. (14.12)), Ë ËÊ (16.3) ËÏÇÇÏ

�k2 � k 0 2 ÿ 2kk 0 cosj�1=2 � a�kÿ k 0� ;

a � oMd

2s
; k > k 0 ; �16:4�

jì ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏÇÓÐÞÏË ÄÇÍÕÑÓÂÏË k Ë k 0. ªÊ (16.4)
ËÏÇÇÏ

ÿ14 cosj � �k
2 � k 0 2��1ÿ a2� � 2akk 0

2kk 0
4 1 ; k 0 < k :

�16:5�

±ÓË a < 1 ÓÇÛÇÐËÌ ÐÇÕ, Â ÒÓË a > 1 Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÓÑÉÆÂÇÕÔâ ®³£ Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ k 0 ËÊ
ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ��aÿ 1�k=�a� 1�; k�, ÒÓËÚÇÏ ÍÂÉÆÑÏÖ k 0 ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆÄÂ ÊÐÂÚÇÐËâ ÖÅÎÂ: j�k 0� Ë 2pÿ j�k 0� ì
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (16.4). ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 17 ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË
ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ k 0 � k 0�k;j�. ¬ÑÐÙÞ
ÄÇÍÕÑÓÑÄ k0 ÎÇÉÂÕ ÐÂ ÍÓËÄÑÌ K, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÑÌ ÏÇÉÆÖ
ÑÍÓÖÉÐÑÔÕâÏË ÓÂÆËÖÔÂÏË k Ë �aÿ 1�k=�a� 1�. ±ÓË a! 1
ÍÓËÄÂâK ÔÕâÅËÄÂÇÕÔâ Í ÑÕÓÇÊÍÖ ÒÓâÏÑÌ �0; k� ÐÂ ÑÔËj � 0,
Â ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (16.4) ÄÞÓÑÉÆÂÇÕÔâ Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ cosj � 1, Õ.Ç.
j � 0 Ë j � 2p.

¬ÂÍ ÃÖÆÇÕ ÄËÆÐÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ, ÒÓË
a � 1 ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÓÑÉÆÇÐËâ ×ÑÐÑÐÂ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß. ¿ÕÑ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ:
ÒÓË a � 1 ÔÍÑÓÑÔÕË ®³£ Ë ×ÑÐÑÐÂ ÓÂÄÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ.

°ÆÐÂÍÑ ÐÂÆÑ ÒÑÏÐËÕß, ÚÕÑ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË (14.12) ì
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. ²ÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÔËÕÖÂÙËË ÕÓÇÃÖáÕ
ÃÑÎÇÇ ÂÍÍÖÓÂÕÐÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ (14.10), ÖÕÑÚ-
ÐÇÐÐÞÌ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ®³£ ÕÂÍÑÄ:

on�0 ' o0

�
1� oM

2o0
kdÿ oM

4o0

�
1� oM

2o0

�
�kd�2 � . . .

�
: �16:6�

´ÑÅÆÂ ÄÏÇÔÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (16.4) ËÏÇÇÏ

�k2 � k 0 2 ÿ 2kk 0 cosj�1=2 ÿ �kÿ k 0� �

� �aÿ 1��kÿ k 0� ÿ
�
1� oM

2o0

�
d

2
�k2 ÿ k 0 2� : �16:7�

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÓË 0 < aÿ 15 1 ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓË
ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÖÔÎÑÄËâ:

1

2

�
1� o0

2oM

�
kd < aÿ 1 : �16:8�

°ÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a5 1 ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ËÏÇÇÕ ÒÑÓÑÅ: ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ ®³£ k ÃÞÎ ÏÇÐßÛÇ kth,

kth � 2�aÿ 1�
d

�
1� o0

2oM

�ÿ1
: �16:9�

´ÂÍ ÍÂÍ kthd5 1, ÕÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÇ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËâ.

²ÂÔÚÇÕ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÓÑÙÇÔÔÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ ×ÑÐÑÐÂ ÒÑÍÂ-
ÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÖÕÑÚÐÇÐËÇ ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË®³£ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË, ÐÇ ÑÃÓÂÜÂâÔß Ä ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕß, ËÏÇÇÕ ÒËÍ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÂ k (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 17).

³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÒÑÓÑÅÂ ÒÓË kd5 1 ÔÕÂÄËÕ ÄÑÒÓÑÔ:
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÎË ÒÑÓÑÅÑÄÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ k ÒÓË ÒÂÓÂÏÇÕÓÇ a,
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂáÜÇÏÔâ ÑÕ ÇÆËÐËÙÞ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÂÆÑ
ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ÊÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ, ÐÇ ÒÓËÃÇÅÂâ Í
ÓÂÊÎÑÉÇÐËá ÊÂÍÑÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË on�0�k� � o0�k� ÒÑ ÔÕÇÒÇ-
ÐâÏ kd. ªÊ (16.3) ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß

cosj � k2 � k 0 2 ÿ �o0�k� ÿ o0�k 0�
�2
=s2

2kk 0
; �16:10�

13 ¿ÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ, ÒÑÉÂÎÖÌ, ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÇÐ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÏÂÅÐËÕÑÆË-
ÒÑÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÔÒÇÍÕÓÂ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÑÕÚÇÕÎËÄÑ Ä ÎËÐÇÌ-
ÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË o ÑÕ jkj ÒÓË jkj ! 0.

K

k0

k
j

2pÿ j

²ËÔ. 17.¬ÓËÄÂâKìÊÂÄËÔËÏÑÔÕß k 0 ÑÕ ÖÅÎÂj ÆÎâ ËÔÒÖÔÍÂÐËâ×ÑÐÑÐÂ.
£ÇÍÕÑÓ k ×ËÍÔËÓÑÄÂÐ, n � n 0 � 0, k 0�j � 0� � k, k 0�j � p� �
� �aÿ 1�k=�a� 1�, kd5 1.
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ÑÕÍÖÆÂ ÖÔÎÑÄËá ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÓÇÛÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÆÂÕß
ÄËÆ

s�kÿ k 0� < o0�k� ÿ o0�k 0� : �16:11�

¤ÓÂ×ËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ (16.11)
ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ, ÇÔÎË k < kth; kth ÒÓË a ' 1 ËÏÇÇÕ, ÇÔÕÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÓÇÉÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ (16.9), Â ÒÓË a4 1

kth ' o0oM

s
�
o0 �

�
o0�o0 � oM�

�1=2	 : �16:12�

(¯ÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ a4 1 ÐÇ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÕ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (16.2),
ÇÔÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÐÇÑÃÓÇÏÇÐËÕÇÎßÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ
d4 aYC=YD, YD � ps=a.) ±ÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË a
ÒÑÎÖÚËÕß ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÐÇ ÖÆÂÇÕÔâ. ©ÂÒËÔÂÄ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (16.12) ÚÇÓÇÊ a Ë ÔÚËÕÂâ, ÚÕÑ o0 Ë oM ì
ÄÇÎËÚËÐÞ ÑÆÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÖÃÇÉÆÂÇÏÔâ, ÚÕÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ kthd � a4 1 (ÚÕÑ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÐÇ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÕ ÖÔÎÑ-
ÄËá ka5 1).

±ÓË k4 kth ËÐÕÇÓÄÂÎ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÍÄÂÊËËÏÒÖÎßÔÂ ÓÑÉ-
ÆÂáÜËØÔâ ®³£ ÑÚÇÐß ÏÂÎ Ë ÔÕâÅËÄÂÇÕÔâ Ä ÕÑÚÍÖ ÒÓË
k! kth:

k 0min 4 k 04 k 0max ;

k 0min � �kth ÿ k�
�
sÿ

�
qo0�k�
qk

�
k�kth

�
1

s�a� 1� ;

k 0max � �kth ÿ k�
�
sÿ

�
qo0�k�
qk

�
k�kth

�
1

s�aÿ 1� ; �16:13�

ÒÓËÚÇÏ ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ÖÅÑÎ
j ÓÂÄÇÐ p Ë 0.

¡ÐÂÎËÊ ÍËÐÇÏÂÕËÍË ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÓÑÉÆÇÐËâ ×ÑÐÑÐÂ ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏ ÒÓË ÓÂÔÚÇÕÇ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ®³£ (ÓÂÊÆÇÎ 17).
£ÂÉÐÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß: ÆËÔÒÇÓÔËâ ÏÂÅÐÑÐÂ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÂâ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏÑÃÏÇÐÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ, ÕÑÉÇÏÑÉÇÕ
ÔÎÖÉËÕß ÒÓËÚËÐÑÌ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÒÑÓÑÅÂ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 7):

k ex
th �

s

2oexa2
:

¥Îâ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÑÒËÔÂÐÐÑÅÑ ÊÆÇÔß ÒÑÓÑÅÂ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ,
ÚÕÑÃÞ ÊÐÂÚÇÐËÇ kth ÃÞÎÑ ÏÇÐßÛÇ k ex

th . ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÑÃÇÔ-
ÒÇÚËÄÂÇÕÔâ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇÏ ÖÔÎÑÄËâ (16.2).

¡ÐÑÏÂÎßÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÚÂÔÕÑÕÞ ®³£ ÑÕ ÐÑÏÇÓÂ n
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÒÓË ËÔÒÖÔÍÂÐËË ×ÑÐÑÐÂ ÏÂÅÐËÕÑ-
ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ Ô n � 0 ÏÑÉÇÕ ÓÑÆËÕßÔâ ®³£ Ô
n 0 > 0.

±ÖÔÕß kd5 1. ±ÑÔÕÖÒÂâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏÖ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá, ÒÑÎÖÚËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÓÂÔÒÂÆÇ ®³£ Ô n � 0
ÐÂ ×ÑÐÑÐ Ë ®³£ Ô n 0 6� 0 ÆÑÎÉÐÑ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÎâ k 0 (ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ (16.4)):

�k2 � k 0 2 ÿ 2kk 0 cosj�1=2 � ak : �16:14�

£ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇ ÄØÑÆËÕ n 0, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÚÎÇÐ �k 0=n 0�2
ÑÒÖÜÇÐ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐ ÒÓÇÐÇÃÓÇÉËÏÑ ÏÂÎ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô
ÑÔÕÂÎßÐÞÏË ÚÎÇÐÂÏË. µÓÂÄÐÇÐËÇ (16.14) ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ
ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË a. ±ÓË a < 1 ÖÅÑÎ j ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐ ÖÔÎÑÄËÇÏ

j sinjj < a : �16:15�

£ÑÊÏÑÉÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ k 0 ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 18a. ³ÖÜÇ-
ÔÕÄÖáÕ ÆÄÂ ÓÇÛÇÐËâ ì ÆÄÇ ×ÖÐÍÙËË k 0�j�. ¥Îâ ÑÆÐÑÌ

min k 0�j � 0� � k�1ÿ a� ;

ÆÎâ ÆÓÖÅÑÌ

max k 0�j � 0� � k�1� a� :
£ ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÍÓËÄÞØ

k 0�j � arcsin a� � k
�������������
1ÿ a2
p

; a < 1 :

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ËÊÎÖÚÇÐËÇ ×ÑÐÑÐÂ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ Ô n 6� 0. ±Ñ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ kd5 1.
ªÔÒÖÔÍÂÐËÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÕÑÎßÍÑ, ÇÔÎË qn 0 > qn (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ
14). £ ÒÇÓÄÑÏ ÐÇËÔÚÇÊÂáÜÇÏ ÒÑ kd ÒÑÓâÆÍÇ ÊÂÍÑÐÞ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

�k2 � k 0 2 ÿ 2kk 0 cosj�1=2 � ad
p2

�
k2

n2
ÿ k 0 2

n 0 2

�
: �16:16�

jc

Ã

k

K2K1

jc

Â

K2

K1
k jc

Ä

K1

K2

k

²ËÔ. 18. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß k 0 ÑÕ ÖÅÎÂ j. £ÑÊÏÑÉÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ k 0 (ÍÓËÄÞÇ K1 Ë K2) ÒÓË ËÔÒÖÔÍÂÐËË ×ÑÐÑÐÂ ÆÎâ n � 0, n 0 > 0, kd5 1 (a), n > 0, n 0 > n,
kd5 1 (Ã) Ë ÆÎâ n > 0, n 0 > n, kd4 1 (Ä) (ÔÏ. ÕÇÍÔÕ).
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¥Îâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÓÇÛÇÐËÌ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄ

j sinjj < a
p2

�
1

n2
ÿ 1

n 0 2

�
kd5 1 ; �16:17�

Õ.Ç. ËÐÕÇÓÄÂÎ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÖÅÎÑÄ j ÑÚÇÐß ÏÂÎ. ®³£,
ËÊÎÖÚËÄ ×ÑÐÑÐ, ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕ ÔÄÑÇÅÑ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 18Ã ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
k0. ³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÆÄÂ ÓÇÛÇÐËâ (ÎËÐËË K1 Ë K2) k 0�k�. ¥Îâ
ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÐËØ

max k 0�j � 0� � k

�
1� a

p2

�
1

n2
ÿ 1

n 0 2

�
kd

�
;

Â ÆÎâ ÆÓÖÅÑÅÑ

min k 0�j � 0� � k

�
1ÿ a

p2

�
1

n2
ÿ 1

n 0 2

�
kd

�
;

ÆÎâ ÑÃÑËØ

k 0�jc� � k

(
1ÿ

�
a
p2

�
1

n2
ÿ 1

n 0 2

�
kd

�2)1=2

:

©ÐÂÚÇÐËÇ jc ÑÚÇÐß ÏÂÎÑ:

sinjc �
a
p2

�
1

n2
ÿ 1

n 0 2

�
kd :

®ÂÎÞÇ kd (ÆÎËÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ) ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞ ÃÎËÊÑÔÕßá Í
ÕÑÚÍÇ ÔÅÖÜÇÐËâ. ´ÑÚÍÂ ÔÅÖÜÇÐËâ ÇÔÕß Ë ÒÓË kd4 1.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ËÔÒÖÔÍÂÐËÇ ×ÑÐÑÐÂ ÒÓË kd4 1. ¦ÔÎË
"ÓÂÊÓÇÛËÕß" ËÔÒÖÔÍÂÐËÇ ×ÑÐÑÐÂ ÃÇÊ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÐÑÏÇÓÂ
ÏÑÆÞ ®³£ �n 0 � n�, ÕÑ ÄÑÎÐÂ Ô n � 0 ÐËÚÇÏ ÐÇ ÄÞÆÇÎÇÐÂ.
£ÔÇÅÆÂ qn 0 > qn Ë k 0d4 1 ÄÏÇÔÕÇ Ô kd4 1. ªÊ (16.3) ËÏÇÇÏ

�k2 � k 0 2 ÿ 2kk 0 cosj�1=2 �

� p2

2s

o0oM�n 0 2 � 2n 0 ÿ n2 ÿ 2n��
o0�o0 � oM�

�1=2�kd�2 ; n 05 n : �16:18�

ªÐÕÇÓÄÂÎ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÖÅÎÑÄj, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (16.8), ÑÚÇÐßÏÂÎ:
ÒÑÓâÆÍÂ �kd�ÿ3. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 18Ä ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ k0. ³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÆÄÂ ÓÇÛÇÐËâ k 0�j�
(ÎËÐËË K1 Ë K2). ¥Îâ K2

max k 0�j � 0� � k

�
1� B

k3

�
:

¥Îâ K1

min k 0�j � 0� � k

�
1ÿ B

k3

�
:

£ ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ

k 0�jc� � k

�
1ÿ

�
B

k3

�2�1=2
; sinjc �

B

k3
;

B � o0oM

2
�
o0�o0 � oM�

�1=2 p2�n 0 2 � 2n 0 ÿ n2 ÿ 2n�
sd 2

:

16.2. ±ÑÅÎÑÜÇÐËÇ ×ÑÐÑÐÂ
£ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ®³£ ÒÓË kd5 1 Ô n � 0 àÕÑÕ
ÒÓÑÙÇÔÔ ÆÂÇÕ ÅÑÓÂÊÆÑ ÏÇÐßÛËÌ ÄÍÎÂÆ, ÚÇÏ ËÔÒÖÔÍÂÐËÇ

×ÑÐÑÐÂ, Â ÆÎâ ®³£ Ô n 6� 0 ÇÅÑ ÄÍÎÂÆ ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ.
±ÑàÕÑÏÖ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÔÎÖÚÂÇÏ n 6� 0.

±ÑÎÑÉËÏ n 0 ÓÂÄÐÞÏ ÐÖÎá, ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÔÑ ÄÔÇÏË ÑÔÕÂÎßÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË n 0 6� 0
ÅÑÓÂÊÆÑ ÏÇÐßÛÇ. ªÊ ÊÂÍÑÐÑÄ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

�k2 � k 0 2 ÿ 2kk 0 cosj�1=2 � ak 0 ; k 0 > k : �16:19�

±ÓË a > 1 ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ ÐÂ ÖÅÑÎ ÐÇÕ, ÊÐÂÚÇÐËâ k 0 ÎÇÉÂÕ Ä
ÑÃÎÂÔÕË�

k

a� 1
;

k

aÿ 1

�
; �16:20�

ÒÓËÚÇÏ

max k 0�j � p� � k

aÿ 1
; min k 0�j � 0� � k

a� 1
:

±ÓË a < 1 ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÇÔÕß:

sin2 j < a2 ; �16:21�

Ë ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÆÄÂ ÊÐÂÚÇÐËâ k 0 ÆÎâ ÍÂÉÆÞØ k;j [29]. ¥Îâ
ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÐËØ

max k 0�j � 0� � k

1ÿ a
;

ÆÎâ ÆÓÖÅÑÅÑ

min k 0�j � 0� � k

1� a

Ë ÆÎâ ÑÃÑËØ

k 0�j � arcsin a� � k

�1ÿ a2�1=2
:

£Ñ ËÊÃÇÉÂÐËÇ ÒÖÕÂÐËÙÞ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÔÒÖÔÍÂÐËÇ Ë
ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ×ÑÐÑÐÂ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá ÆÓÖÅ Í
ÆÓÖÅÖ ÒÓâÏÞÏ Ë ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË. ¬ÂÉÆÞÌ ËÊ ÐËØ
ËÏÇÇÕ ÔÄÑÌ ÑÃÓÂÕÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
ËÔÒÖÔÍÂÐËÇ ÔÏÇÐâÇÕÔâ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇÏ Ë ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÐÑ ÑÆÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐÑ ÏÇÐâáÕÔâ ÏÇÔÕÂÏË k Ë k0. ¬ËÐÇÏÂÕËÍÂ ÒÓâÏÑÅÑ
Ë ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÂ.

17. £ÓÇÏÇÐÂ ÉËÊÐË
ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ Ë ×ÑÐÑÐÑÄ �

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÄÓÇÏÇÐÂ ÉËÊÐË ®³£ [29],
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË, ÍËÐÇÏÂÕËÍÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒË-
ÔÂÐÂ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 16.

¬ÄÂÐÕÑÄÂÐËÇ ÒÓÑÄÑÆËÎÑÔß ÒÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÇ
Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ¤ÑÎÔÕÇÌÐÂ ë±ÓËÏÂÍÑÄÂ.
¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÅÓÂÐËÚÇÐ ÒÓÑÔÕÞÏ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ (ÍÂÍ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 8):

Hint � g
�
MiMkuik dv ; �17:1�

ÊÆÇÔß g ì ÏÂÅÐËÕÑÖÒÓÖÅÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ, uik ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
ÕÇÐÊÑÓÂ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË.ªÊ ÚÇÕÞÓÇØ ÕËÒÑÄ ÊÄÖÍÑÄÞØ ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËÌ, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜËØ Ä ÒÎÂÔÕËÐÇ, ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ
ÑÆËÐ. °Ð ÆÂÇÕ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÊÂÕÖØÂÐËÇ ®³£; ÍÂÍ
ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 16, ÄÇÍÕÑÓ ÔÏÇÜÇÐËâ Ä àÕÑÌ ÄÑÎÐÇ
ÑÆÐÑÓÑÆÇÐ ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ z.

´. 167, å 2] ®¡¤¯°¯½, ®¡¤¯ª´¯½¦ ±°­Á²ª´°¯½, ®¡¤¯ª´°³´¡´ª¹¦³¬ª¦ £°­¯½ 231



£ ÄÇÎËÚËÐÖ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ®³£ tÿ1n �k�
ÆÂáÕ ÄÍÎÂÆ ÕÓË ÑÆÐÑ×ÑÐÑÐÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÂ, ÆÄÂ ËÊ ÐËØ ì
ËÔÒÖÔÍÂÐËÇ Ë ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ×ÑÐÑÐÂ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÑÌ ì ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÄÞÛÇ, Â ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÕÓÇÕßÇÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÔÎËâÐËâ ÆÄÖØ ®³£ Ô ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ×ÑÐÑÐÂ
ÔÑÆÇÓÉËÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÏÂÎÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß
exp�ÿ�ho=T�, ÒÑàÕÑÏÖ ÇÅÑ ÄÍÎÂÆÑÏ Ä tÿ1n �k� ÏÑÉÐÑ ÒÓÇ-
ÐÇÃÓÇÚß.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ËÔÒÖÔÍÂÐËÇ ×ÑÐÑÐÂ ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ ÒÓË n � n 0 � 0, kd5 1 Ë
a > 1 (ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÒÓË a < 1 ÕÂÍÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÐÇÕ).
£ÑÊÐËÍÂáÕ ÆÄÂ ÐÑÄÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ kM Ë kth (ËÊ a Ë d). ±ÖÔÕß
kthd5 1 (ÔÏ. (16.9), (16.12)). ´ÑÅÆÂ

�
t00�k��ÿ1 6� 0 Ä ËÐÕÇÓ-

ÄÂÎÇ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÑÕ k � 0 ÆÑ k � kth. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ®³£ ËÏÇÇÕ ÒËÍ ÒÓË ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k � kM (ÓËÔ. 19). £ ÕÑÚÍÇ
ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÍÓËÄÑÌ ÒÓË a5 1

1

t00max

� g2k3th
215r�aÿ 1�1=2d

T

s
; T4 �hoMkthd ;

�hkth
s

; T5 �hoMkthd :

8>><>>: �17:2�

±ÓË a4 1

kM ' 1

d

"
27

pa

�
o0

o0 � oM

�1=3
#1=4

;

�
1

t00�k�
�
max

' �ggM�2�h
25p2ro2

0d
5

�������������������
o0

o0 � oM

r
a2 : �17:3�

£ ÐÂÚÂÎÇ ÍÓËÄÑÌ ÒÓË kd5T=�hoM

1

t00�k� �
�ggM�2T�kd�2k2

210prd3o2
0s

��������������������������
2�aÿ 1�kthk

p : �17:4�

°ÃÓÂÕÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË
�
t00�k��ÿ1 ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÑ

ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ ÒÓË k! kth.

±ÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ k ÃÎËÊÍËØ Í kth Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓÇ a ÐÇ
ÃÎËÊÍÑÏ Í ÇÆËÐËÙÇ

1

t00th
� �ggM�

2�h

26rd 3

ak3th
�a2 ÿ 1�3=2

1ÿ ÿqo0�k�=qk
�
th
sÿ1

o0�o0 � skth� �

�
�
sin�q0d�

q0

�2
th

�kth ÿ k�
1; T5 �hskth ;
T

�hskth
; T4 �hskth .

8<: �17:5�

©ÆÇÔß q0 ì ÐÖÎÇÄÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14.10).
³ ÓÑÔÕÑÏ a (ÑÕ 1 Í a4 1) ÍÓËÄÂâ ÐÂ ÓËÔ. 19 ÔÑØÓÂÐâÇÕ

ÔÄÑÌ ÄËÆ, ÐÑ ÏÂÍÔËÏÖÏ ÍÓËÄÑÌ "ÔÆÄËÅÂÇÕÔâ" ÄÒÓÂÄÑ, Ä
ÔÕÑÓÑÐÖ ÃÑÎßÛËØ k.

£ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÓÑÙÇÔÔÂ ËÔÒÖÔÍÂÐËâ ×ÑÐÑÐÂ ÒÓË n � 0 Ô
ÒÇÓÇØÑÆÑÏ ®³£ Ä ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô n 0 > 0; ÒÓË kd5 1 (Õ.Ç.
ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ô ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÐÑÏÇÓÂ ÏÑÆÞ) ÅÑÓÂÊÆÑ ÏÇÐßÛÇ,
ÚÇÏ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÓÑÙÇÔÔÂ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ (ÃÇÊ
ËÊÏÇÐÇÐËâ ÐÑÏÇÓÂ ÏÑÆÞ), ÒÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÒÓËÄÇÆÇÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇ

�
t0n

0 �k��ÿ1 ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ a < 1, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
ÒÓÑÙÇÔÔ ÃÇÊ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÏÑÆÞ ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ:

1

t0n 0 �k� �
1

2n 0 4

�
g
8p

�2 o2
M

o3
0

a4�a2 � 1�
rd 5

�

�
�kd�5T ; kd5

T

�ho0
5 1 ;

�kd�6�ho0 ;
T

�ho0
5 kd5 1 :

8>><>>: �17:6�

³ÖÏÏÂÓÐÂâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß
�
t0�k��ÿ1 ËÔÒÖÔÍÂÐËâ ×ÑÐÑÐÂ

®³£ ÐÖÎÇÄÑÌ ÏÑÆÞ Ôo ÄÔÇÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË n 0 ÒÓË a > 1
ÒÓËÃÎËÊËÕÇÎßÐÑ ÓÂÄÐÂ

�
t00�k��ÿ1 , Â ÒÓË a < 1

1

t0�k� '
1

2

�
g
8p

�2 o2
M

o3
0

a4�a2 � 1�
rd 5

�

�
�kd�5T ; kd5

T

�ho0
5 1 ;

�kd�6�ho0 ;
T

�ho0
5 kd5 1 :

8>><>>: �17:7�

°ÆÐÂÍÑ ÐÂÆÑ ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ, ÚÕÑ ØÑÕâ ÏÞ ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÏ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÄeÓÑâÕÐÑÔÕË

�
t0n

0 �k��ÿ1 ÒÓË a > 1, ÑÐÂ ÑÕÎËÚÐÂ
ÑÕ ÐÖÎâ, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓË k > kth ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ
ÔÖÏÏÂÓÐÂâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÓÑÉÆÇÐËâ ×ÑÐÑÐÂ. ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂ-
ÐËÇ ÒÑÓÑÅÂ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ËÊÎÑÏÇ ÐÂ ÍÓËÄÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ®³£ ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ.
¥Îâ ËÔÒÖÔÍÂÐËâ ×ÑÐÑÐÂ ®³£ Ô n 6� 0 ÒÓË kd5 1 ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÂ ÔÎÇÆÖáÜÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ:

1

tnn 0 �k� �
1

2n6

�
g
8p

�2 �ha4

rd 5
�kd�10

�
1� n

n 0

�2
"
1�

�
n

n 0

�2
#2
;

T

�ho0
5 kd5 1 : �17:8�

¶ÑÓÏÖÎÖ ÆÎâ
�
tnn

0 �k��ÿ1 ÒÓË kd5T=�hoM ÏÞ ÐÇ ÒÓËÄÑ-
ÆËÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä àÕÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä
ÊÂÕÖØÂÐËÇ ®³£ Ô n > 0 ÆÂÇÕ ÐÇ ÒÓÑÙÇÔÔ ËÔÒÖÔÍÂÐËâ
×ÑÐÑÐÂ, Â ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ.

³ÒÇÍÕÓ ®³£, ÍÂÍ ÏÞ ÑÕÏÇÚÂÎË, ËÏÇÇÕ ÆÄÇ ÕÑÚÍË
ÔÅÖÜÇÐËâ. °ÃÓÂÕÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ

kM kth k

1=t00

²ËÔ. 19. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß �t00�k��ÿ1 ÑÕ k ÒÓË ËÔÒÖÔÍÂÐËË ×ÑÐÑÐÂ �a5 1;
kd5 1�; k � 4�aÿ 1�=d�2� oM=o0�.
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ÕÑÎßÍÑ ÒÓË kd4 1:

1

tnn 0 �k� �
�ggM�2�h
27pdrs2

A2�kd�ÿ6 ; 15 �kd�2 5 �hsA

T
;

TA

�hs
�kd�ÿ4 ; �kd�2 4 �hsA

T
4 1 :

8>><>>: �17:9�

©ÆÇÔß ÒÓËÐâÕÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ

A � o0oMp2�n 0 2 � 2n 0 ÿ n2 ÿ 2n�
2
�
o0�o0 � oM�

�1=3
s

:

´ÂÍ ÍÂÍ A � 0 ÒÓË n � n 0, ÕÑ �tnn�ÿ1 � 0. ¬ÂÍ Ë ÄÞÛÇ,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÚËÔÎËÕß ÒÑÎÐÑÇ
ÄÓÇÏâ ËÔÒÖÔÍÂÐËâ ×ÑÐÑÐÂ

1

tn
�
X
n 0

1

tnn 0
:

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂÇÄ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÙÇÐËÕß
ÒÑÓâÆÑÍ ÄÇÎËÚËÐÞ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ®³£,
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÅÑ ËÔÒÖÔÍÂÐËÇÏ ×ÑÐÑÐÂ. ³ÚËÕÂâ a5 1, a
o0 � oM, ÎÇÅÍÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ

1

tem�k� �
g2�h
rd 5

f �kd� ; �17:10�

Â ×ÖÐÍÙËâ f�kd�, ÄËÆ ÍÑÕÑÓÑÌ (ÒÓË kd5 1 Ë ÒÓË kd4 1)
ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ËÊ ÄÞÄÇÆÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ×ÑÓÏÖÎ,
ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÒÓË kd � 1, ÒÓËÚÇÏ fmax � 1.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,�

1

tem

�
max

� g2�h
rd 5

: �17:11�

¬ÑÐÇÚÐÑ, àÕÑ ì ÑÚÇÐß ÅÓÖÃÂâ ÑÙÇÐÍÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÏÞ
ÑÒÖÔÕËÎË ÄÔÇ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÏÐÑÉËÕÇÎË.

£ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇ-
ÏÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ×ÑÐÑÐÂ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ
ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ, ÆÂÇÕ

1

tn�k� �
�ggM�2a4
26p3o2

0oMr
k5T

n2
; kd5

T

�hoM
: �17:12�

±ÓË kd4 1 ÄÍÎÂÆ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ×ÑÐÑÐÂ Ä ÄÇÎËÚËÐÖ ÑÃÓÂÕ-
ÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ÅÑÓÂÊÆÑ ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ ÄÍÎÂÆ ËÔÒÖ-
ÔÍÂÐËâ ×ÑÐÑÐÂ (ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ×ÑÓÏÖÎÖ ÏÞ ÊÆÇÔß ÐÇ
ÒÓËÄÑÆËÏ).

³ÖÏÏËÓÖâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÑÃÑËØ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÑÄ ÊÂÕÖØÂÐËâ ®³£ (ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÄÍÎÂÆ ÕÓÇÕßÇÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÏÂÎ), ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓËÄÇÔÕË
ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß

�
tn�k��ÿ1 ÒÓË d4 dex

(ÓËÔ. 20). ±ÓË a � 1 ÏÂÍÔËÏÖÏ ÒÇÓÄÑÅÑ ÅÓÂ×ËÍÂ ÎÇÉËÕ Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÄÑÎÐÑÄÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ kd � 1 (ÔÏ. (17.10)).

³ÑÄÔÇÏ ÍÓÂÕÍÑ ÑÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ ÊÂÕÖØÂÐËË ÂÐÕËÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÑÌ®³£. ±ÓË kd5 1 ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÊÂÕÖØÂÐËÇ
ÆÂÇÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ËÔÒÖÔÍÂÐËâ ×ÑÐÑÐÂ. £ÔÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÑÄÇÓ-
ÛÇÐÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÄÞÚËÔÎÇÐËâÏ ÆÎâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ Ä ÔÎÖÚÂÇ n > 0 (×ÑÓÏÂÎßÐÑ pn ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ ÐÂ
pn� p=2). ±ÓÑÙÇÔÔ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË n 05 n:

1

tn�k� �
�ggM�2
212p4o2

0

�ha4d 5k10

r�n� 1=2�8�

�
1 ;

2pn2T
�hoM

5 �kd�2 5 1 ;

2p2n2T

�kd�2�hoM

; �kd�2 5 2p2n2T
�hoM

:

8>>><>>>:
�17:13�

¯ÇÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÑÕÆÇÎßÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ®³£ Ô
n � 0, ÕÂÍ ÍÂÍ Ë ÒÓË n � 0 ÚÂÔÕÑÕÂ o0�k� ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ k ÒÓË k! 0.

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß
�
tnn

0 �k��ÿ1 ÒÓË kd4 1, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÒÓÑÄÇÔÕË ÊÂÏÇÐÞ n� 1=2 ÐÂ n� 1 Ë n 0 � 1=2 ÐÂ n 0 � 1 Ä
×ÑÓÏÖÎÇ (17.9). ¬ÂÍ Ë ÆÎâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ®³£, ÄÓÇÏâ
ÉËÊÐË ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÐÑÏÇÓÂ ÏÑÆÞ. ³ÓÂÄÐËÄÂâ
×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ Ë ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ®³£,
ÖÃÇÉÆÂÇÏÔâ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÏÂÎÞØ kd ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ®³£ ÏÇÐßÛÇ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ÂÐÕËÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÞØ, Â ÒÓË ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÃÑÎßÛËØ kd àÕË ÄÓÇÏÇÐÂ
ÉËÊÐË ì ÄÇÎËÚËÐÞ ÑÆÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ ÆÄÂ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂ:
1. £Ñ ÄÔÇØ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ®³£

ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÇÇ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ (ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÂ k). °ÃÞÚÐÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÞ ÒÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá®³£
ÒÓÑÄÑÆâÕÔâ ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇo, Â ËÊÏÇÐâÇÏÞÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ÔÎÖÉËÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ. °ÃÓÂÜÂâ ÊÂÍÑÐ
ÆËÔÒÇÓÔËË, ÎÇÅÍÑ ÄÞÓÂÊËÕß k ÚÇÓÇÊ H (ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ
o0 � gH Ë H4o=g), ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ®³£ ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

2. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÏË ËÊ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÐÂÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕÔâ ÕÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄâÊÂÐÞ Ô
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇÏ ÒÑÓÑÅÑÄÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ k � kth (Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
H � Hth < o=g), ÍÄÂÊËÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÒËÍÑÄ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ÑÕ k (ÑÕ H), Ë, ÍÑÐÇÚÐÑ, ËÊÎÑÏÑÄ ÒÓË
H � Hth, ÍÑÅÆÂ ÑÆËÐ ËÊ ÏÇØÂÐËÊÏÑÄ ÓÂÔÔÇâÐËâ "ÄÞØÑÆËÕ
ËÊ ËÅÓÞ".

µÚÇÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ®³£ Ë ×ÑÐÑÐÂÏË ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÑÙÇÐËÕß ÄÎËâÐËÇ ÆÄÖØÏÂÅÐÑÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÊÂÕÖØÂÐËÇ ®³£, ÐÑ Ë ÐÂ ÊÂÕÖØÂÐËÇ ×ÑÐÑÐÂ.
¦ÔÎË àÐÇÓÅËâ ×ÑÐÑÐÂ ÏÇÐßÛÇ ÖÆÄÑÇÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÏÂÅ-
ÐÑÐÂ, ÕÑ ÓÂÔÒÂÆ ÇÅÑ ÐÂ ÆÄÇ®³£ ÊÂÒÓÇÜÇÐ, Ë ÆÄÖØÏÂÅÐÑÐ-
ÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÒÓËÄÑÆâÕ Í àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÃÑÎßÛÑÏÖ
(ÒÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ) ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ×ÑÐÑÐÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ×ÑÐÑÐ Ô ÑÚÇÐß ÏÂÎÞÏ ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÄÇÍÕÑ-
ÓÑÏ f! 0 Ë ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ ÒÑ z, ÖÚÕâ ÇÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ Ô

� 1 kdkthd

1

t
g2�h
rd5

� �ÿ1

²ËÔ. 20. ¬ÂÚÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÓÇÏÇÐË ÊÂÕÖØÂÐËâ ®³£, ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ Ô ×ÑÐÑÐÂÏË, ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ.
³ÒÎÑÛÐÑÌ ÎËÐËÇÌ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß 1=t0�k�, ÑÐÂ ËÏÇÇÕ
ËÊÎÑÏ ÒÓË k � kth, ÛÕÓËØÑÄÑÌ ÎËÐËÇÌ ì 1=tn�k� ÒÓË n > 0. ®ÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ÑÙÇÐËÄÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÑ
ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ, ÕÑÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ �1=t��g2�h=rd 5�ÿ1 ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔËÔÕÇÏÞ.
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ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏË ®³£. ±ÓÑÙÇÔÔ ÔÎËâÐËâ ÆÄÖØ ®³£ Ô
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ×ÑÐÑÐÂ ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ ÒÓË f! 0 (ÄÇÆß ÆÎâ
àÕÑÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ sf > 2o0).

¥Îâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ Ë ËÔÒÖÔÍÂÐËâ ×ÑÐÑÐÂ
ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ Ä ÔÎÖÚÂÇ nÿ n 0 � 0 ÊÂÍÑÐÞ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË a > 1 Ë ÑÃÓÂÕÐÑÇ
ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ×ÑÐÑÐÂ ÇÔÕß

1

t00ph� f �
� 3!

28p3
a

�a2 ÿ 1�1=3
g2T

rd 4oM

�
T

�hoM

�2

exp

�
ÿ �ho0

T

�
f :

�17:14�

±ÓË aÿ 15 1 ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÞÇ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ ÆÎâ ÓÂÔÚÇÕÂ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË, ÚÕÑÃÞ
ÎËÍÄËÆËÓÑÄÂÕß ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß (17.14) ÒÓË a! 1:

1

t00ph� f �
� �aÿ 1�1=2

212 � 21=3p3
oM

o0�o0 � oM=2�
��hoM�2
rd 4T

�

� exp

�
ÿ �ho0

T

�
f ; aÿ 15 fd : �17:14 0�

±ÑâÄÎÇÐËÇ ÏÂÎÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ �aÿ 1�1=2 ÍÑÏÒÇÐÔËÓÖÇÕÔâ
ÃÑÎßÛËÏ ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ ��hoM=T�4 (ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ
T5 �hoM; �ho0).

©ÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÒÓË n � 0, n 0 > 0 ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ
ÒÓË ÎáÃÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË a.

±ÑÔÎÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ n 0 > 0 ÒÑÎÖÚËÏ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÊÂÕÖØÂÐËâ ×ÑÐÑÐÂ
ÓÂÄÇÐ

1

t0; n
0>0

ph � f � �
g2�h2s4f 6

27p4d 3roMo2
0T

exp

�
ÿ �ho0

T

�
: �17:15�

£ÍÎÂÆ ÑÕ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ Ô n > 0, n 0 > 0 ÅÑÓÂÊÆÑ ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ
ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÄÞÛÇ, Ë ËÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë
ÄÍÎÂÆÑÏ ÑÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏË
®³£.

ªÕÂÍ, Ä ÒÎÂÔÕËÐÂØ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ a < 1 ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÄÓÇÏâ
ÉËÊÐË ×ÑÐÑÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâeÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (17.15), Â ÒÓË
�aÿ 1�4 fd ì ×ÑÓÏÖÎÂÏË (17.14) Ë (17.15), ÒÓËÚÇÏ, ÇÔÎË
T5 �hO� f �� fd�1=4, ÕÑ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ ×ÑÓ-
ÏÖÎÖ (17.15), Â ÒÓË T4 �hO� f �� fd�1=4 ì ÕÑÎßÍo (17.14).

18. ¡ÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔ. ³ÇÎÇÍÕËÄÐÂâ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕß
×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÇÕÂÎÎËÚÇÔÍËØ ÒÎÂÔÕËÐ

³ÄÑÌÔÕÄÂ ÏÇÕÂÎÎËÚÇÔÍËØ ÒÎÂÔÕËÐ ÐÂ ÒÓÑÕâÉÇÐËË ÏÐÑÅËØ
ÎÇÕ ÔÎÖÉËÎË Ë ÔÎÖÉÂÕ ÒÓÇÆÏÇÕÑÏ ÒÓËÔÕÂÎßÐÑÅÑ ÄÐËÏÂ-
ÐËâ ÍÂÍ ×ËÊËÍÑÄ-àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÕÑÓÑÄ, ÕÂÍ Ë ×ËÊËÍÑÄ-
ÕÇÑÓÇÕËÍÑÄ. ¬ÓÖÅ ÄÑÒÓÑÔÑÄ, ËÊÖÚÂáÜËØÔâ Ë ËÊÖÚÇÐÐÞØ,
ÕÓÖÆÐÑ ÒÇÓÇÚËÔÎËÕß. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÄÂÉÐÑÇ ÏÇÔÕÑ ÊÂÐË-
ÏÂáÕ ÕÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÔÒÑÔÑÃÐÑÔÕß
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË ÆÑÎÇÕÂÕß ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÅÓÂÐËÙÞ
ÏÇÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÌ ÒÎÂÔÕËÐÞ ÆÑ ÆÓÖÅÑÌ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÃÇÊ
ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ, Õ.Ç. ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ld4 1, ÅÆÇ l ì ÔÓÇÆÐââ
ÆÎËÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÓÑÃÇÅÂ, Â dì ÕÑÎÜËÐÂ ÒÎÂÔÕËÐÞ.

£ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ Ë ÄÑÑÃÜÇ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÎÂÔÕËÐÂØ
ÔÒÇÍÕÓ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ
ÑÕ ÔÒÇÍÕÓÂ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÅÑ ÏÂÅÐÇÕËÍÂ. ¦ÔÎË ÔÚËÕÂÕß
àÎÇÍÕÓÑÐÐÖá Ë ÏÂÅÐÑÐÐÖá ÔËÔÕÇÏÞ ÍÄÂÊËÐÇÊÂÄËÔË-

ÏÞÏË, Õ.Ç. ÔÄâÊÞÄÂáÜËÏÔâ ÕÑÎßÍÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ à××ÇÍÕÂÏ
ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËâ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 11), ÕÑ àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÒÓÑÄÑÆËÏÑ-
ÔÕË ÆÑÎÉÐÞ ÔÇÃâ ÒÓÑâÄËÕß Ä ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÇ ÊÂÍÑÐÂ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâÓËÕÑÐÑÄ (ÓÂÊ-
ÆÇÎ 13), ÒÓËÄÑÆâÜÇÌ Í ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËá Ö ÐËØ ÊÂÕÖØÂÐËâ,
ÄÞÊÄÂÐÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÆËÔÔËÒÂÙËË. ±ÓË
ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎâÓËÕÑÐÑÄ Í ®³£ (ÓÂÊÆÇÎ 14)
ÏÑÉÐÑ ÔÑØÓÂÐËÕß ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ, ÄÍÎáÚÂáÜËÇ Ä ÔÇÃâ ÒÓÑ-
ÄÑÆËÏÑÔÕß Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÄÞÚËÔÎËÕß àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕ ÊÂÕÖØÂÐËâ ®³£. ¥ÇÕÂÎßÐÑ ÕÂÍÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ,
ÍÂÍ ÐÂÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ, ÐÇ ÒÓÑÄÑÆËÎÑÔß. ³ÎÇÆÖÇÕ ÔÍÂ-
ÊÂÕß, ÚÕÑ ÒÓË ÖÚÇÕÇ ÄÎËâÐËâ ÐÂ àÎÇÍÕÓÑÐÐÖá ÒÑÆÔËÔÕÇÏÖ
ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Ô ÅÓÂÐËÙÂÏË ÒÎÂÔÕËÐÞ, ÐÑ Ë Ô
ÒÓËÏÇÔâÏË, ×ÑÐÑÐÂÏË Ë ÏÂÅÐÑÐÂÏË, Â ÕÂÍÉe ÄÎËâÐËâ
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ B � H� 4pM ÐÂ ÆËÐÂÏËÍÖ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË, ÕÂÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÄÇÔßÏÂ ÔÎÑÉÐÂ,
ØÑÕâ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß.

®Þ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÒÓËÄÑÆËÏ ÒÓËÏÇÓ ÏÑÆË×ËÍÂÙËË
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÏÇÕÂÎÎÂ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÌ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÌ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÑÌ, ÕÑÚÐÇÇ, ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÐÂÅÎâÆÐÑ
ÃÞÎÂ ÄËÆÐÂ ÓÑÎß ÆËÔÒÇÓÔËË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË,
ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÐË ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÞÑÃÓÂÊÙÂ, ÐË
ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÇ ÄÎËâáÕ ÐÂ àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË,
Õ.Ç. ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕßá àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ E Ë
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÕÑÍÂ j ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÑÃÞÚÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ì ÊÂÍÑÐ °ÏÂ

j � sE ; �18:1�

ÅÆÇ s ì ÖÆÇÎßÐÂâ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß ÏÇÕÂÎÎÂ. ±ÓË ÓÇÛÇÐËË
ÊÂÆÂÚ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË ËÐÑÅÆÂ ÖÆÑÃÐÑ ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÐÇ
ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË m̂, Â ÇÏÖ ÑÃÓÂÕÐÞÏ
n̂ � m̂ÿ1, ÕÑÅÆÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÊÂÒË-
ÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

ha � nabbb ; a; b � x; y ; �18:2�

ÑÔß z ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k;
ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (18.2) ì ÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ÕÑÅÑ, ÚÕÑ bz � 0 Ä ÔËÎÖ ÖÔÎÑÄËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÊÂÓâÆÑÄ (ÄÇÍÕÑÓ ËÐÆÖÍÙËË b ÄÔÇÅÆÂ ÒÑÒÇÓÇÚÇÐ, div b � 0).
¥Îâ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂ Ä ÕÇØ ÉÇ ÖÔÎÑÄËâØ, ÚÕÑ Ë ÓÂÐßÛÇ,

n̂ �
o2 ÿ oAM�oAM ÿ 4pgM cos2 y�

o2 ÿ o2
AM

i
4pogM cos y
o2 ÿ o2

AM

ÿi 4pogM cos y
o2 ÿ o2

AM

o2 ÿ oAMo0

o2 ÿ o2
AM

0BBB@
1CCCA ;

�18:3�

ÅÆÇ

oAM � gB � g�H� 4pM� �18:4�

ì ÚÂÔÕÑÕÂ ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ (ÔÏ. ÄÄÇÆÇÐËÇ), Â y ì ÖÅÑÎ
ÏÇÉÆÖ ÑÔßá z (ËÎË k) Ë H (H ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä ÔÇÃâ Ë ÒÑÎÇ
ÂÐËÊÑÕÓÑÒËË). ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (18.4) ÄËÆÐÂ ×ËÊËÚÇÔÍÂâ
ÒÓËÓÑÆÂ ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ: oAM ì ÚÂÔÕÑÕÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
ÒÓÇÙÇÔÔËË ÄÇÍÕÑÓÂ h (ÒÓË b � 0). ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÑÕÎËÚËÇ
ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ÚÂÔÕÑÕÂ ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ (ÑÕ ÖÅÎÂ y). ¿ÕÑ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË
b � 0 ÐÇ ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎË ÓÂÊÏÂÅÐËÚËÄÂáÜËÌ ×ÂÍÕÑÓ.
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¥Îâ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍË ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÏÂÕÓËÙÂ n̂
ÆËÂÅÑÐÂÎËÊËÓÖÇÕÔâ:

h� � n��o�b� ; h� � hx � ip�hy ;

p� �
oAM sin2 y�

������������������������������������������������
o2

AM sin4 y� 4o2 cos2 y
q
2o cos y

;

n� �
�
o2 ÿ o2

AM � 2pgM
�
�1� cos2 y�oAM�

�
���������������������������������������������������������������������������������
�1� cos2 y�2o2

AM � 4�o2 ÿ o2
AM� cos2 y

q ��
�

� �o2 ÿ o2
AM�ÿ1_: �18:5�

¬ÑÏÒÑÐÇÐÕÂ nÿ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÒÓË ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÇ
(ÒÓË o � oAM), Â n� ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß. ¿ÕÑ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÒÑÎâÓËÊÂÙËá ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÒÓÇÙÇÔÔË-
ÓÖáÜÇÅÑ ÒÑÎâ h (p� � cosÿ1 y ÒÓË o � oAM).

¯ÂÔ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ ÄÑÎÐÂ Ô
ÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ p�, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÞÒËÛÇÏ ÊÐÂÚÇÐËâ n� ÒÓË
y � 0 Ë y � p=2:

n� �

oÿ o0

oÿ oAM
; y � 0 ;

o2 ÿ o0oAM

o2 ÿ o2
AM

; y � p
2
:

8>>><>>>: �18:6�

±ÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÖÅÎÂ y ÄÃÎËÊË ÂÐÕËÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÂ

n� ' 2pgM�1� cos2 y�
oÿ oAM

; o ' oAM : �18:7�

¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ì ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍ-
ÔÄÇÎÎÂ Ô ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (18.1) Ë (18.2) (ÔÏ.
ÕÂÍÉÇ (18.5)) ì ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ "�"-ÄÑÎÐÞ:

k2 � 4pios
c2n��o� : �18:8�

£ÃÎËÊË ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ

k2 � 2pioAMs�oÿ oAM�
gM�1� cos2 y� : �18:7 0�

¯ÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÎÑÄ Ñ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÏ ËÏÒÇÆÂÐÔÇ ×ÇÓÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÑÒÕËÚÇÔÍË ÒÎÑÕÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ËÏÒÇÆÂÐÔ z ì
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÎÐÂâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ z ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ×ÑÓÏÞ
(ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ Ë ÒÑÎâÓËÊÂÙËË) ÒÂÆÂáÜÇÌ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß
ÄÑÎÐÞ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÔÔÚË-
ÕÂÐ ÒÓË ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË Ñ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÏ
ÒÂÆÇÐËË ÄÑÎÐÞ, Â ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ, ÏÑÉÇÕ ÔÎÖÉËÕß ÆÎâ ×ÑÓÏÖ-
ÎËÓÑÄÍË à××ÇÍÕËÄÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (ÖÔÎÑÄËÌ
­ÇÑÐÕÑÄËÚÂ ë¶ÑÍÂ) ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÄÐÇÛÐËØ (ÒÑ ÑÕÐÑÛÇ-
ÐËá Í ÑÒÕËÚÇÔÍË ÒÎÑÕÐÑÏÖ ÕÇÎÖ) ÊÂÆÂÚ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË.
¥Îâ ÏÂÅÐÇÕËÍÂ ÆÇÎÑ ÑÃÔÕÑËÕ ÔÎÑÉÐÇÇ. ¬ÂÍ ÏÞ ÖÉÇ
ÑÕÏÇÚÂÎË ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË, ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ
n � �em�1=2 Ë ËÏÒÇÆÂÐÔ z � �m=e�1=2 ÐÇ ÔÄâÊÂÐÞ ÏÇÉÆÖ

ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÔÕÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ 14 (z 6� 1=n), Ë ÏÂÎÑÔÕß
ËÏÒÇÆÂÐÔÂ (jzj5 1) ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÃÑÎßÛÑÌ
ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË (ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ jnj4 1). ¿ÕÑ, Ä
ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ËÏÒÇÆÂÐÔÂ ÑÕ
×ÑÓÏÞ ÄÑÎÐÞ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓË ÐÂÍÎÑÐÐÑÏ ÒÂÆÇÐËË
ËÏÒÇÆÂÐÔ ÇÔÕß ÎËÃÑ

z1 �
����������������������
emÿ sin2 y

q
e

; libo z2 �
m����������������������

emÿ sin2 y
q :

©ÆÇÔß y ì ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ k Ë ÐÑÓÏÂÎßá Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, Â
ËÐÆÇÍÔÞ 1 Ë 2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÆÇÐËâ Ë Ä ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓ-
ÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ z1 Ë z2 ÆÂÉÇ ÒÓË jej4 1
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÞ Ë ÄÃÎËÊË ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ÐÇÎßÊâ
ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÑÕ ÖÅÎÂ y.

²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÒÂÆÇÐËÇ ÐÂ ÏÇÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÇ
ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËË p�, ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß

z� �
ock
4pis

; �18:9�

Â ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ k ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (18.7) Ë
(18:7 0), Õ.Ç.

z� �
����������������������

o
4pisn��o�

r
: �18:10�

£ÃÎËÊË ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ

z� '
�������������������������������������������������

oAM�oÿ oAM�
4pis � 2pgM�1� cos2 y�

s
: �18:11�

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË o � oAM ËÏÒÇÆÂÐÔ ÍÑÓÐÇÄÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß. µÚÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÇÑÃØÑÆËÏ ÒÓË
ÑÙÇÐÍÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ËÏÒÇÆÂÐÔÂ Ä ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÇ, ÒÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÃÎËÊË ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ËÏÒÇÆÂÐÔ z� ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ
ÐÇÃÑÎßÛÖá ÂÆÆËÕËÄÐÖá ÆÑÃÂÄÍÖ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÖá ÕÇÏ,
ÚÕÑ ÚÂÔÕß àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÖÐÑÔËÕ
ÏÂÅÐÑÐ. ±Ñ ÒÑÓâÆÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ

zex � oAM

ckex
; kex � 1

a

�
oAM

oex

�1=2

:

³ÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, ÄÞÆÇÎÇÐËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÓË o � oAM

ÐÖÉÐÑ ÒÓÑÄÑÆËÕß, ËÔÔÎÇÆÖâ ÐÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß z� � z��o�,
Â ÇÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ ÒÓË o � oAM Ä
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÍÂÍ �oÿ oAM�ÿ1=2.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÚÇÓÇÊ ÒÎÂÔÕËÐÖ ÕÑÎÜËÐÑÌ 2d (ÑÐÂ ÊÂÐËÏÂÇÕ
ÔÎÑÌ jzj4 d). ¯ÂÃÎáÆÇÐËÇ ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÌ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË
ÕÑÎÔÕÑÌ ÏÇÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÌ ÒÎÂÔÕËÐÞ (ÄÆÂÎË ÑÕ ÂÐÕËÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÂ d5 d) ÒÑÔÎÖÉËÎÑ ÑÕÍÓÞÕËÇÏ ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ Ä
1969 Å. [30]. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÒÂÆÂáÜÂâ ÄÑÎÐÂ ËÏÇÇÕ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËá p� (àÕÑ ÑÒÓÂÄÆÂÐÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÆÎâ ÄÑÎÐÞ Ô
ÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ pÿ ÒÎÂÔÕËÐÂ ÐÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ
ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕßá). £ ÔÎÖÚÂÇ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ, ÇÔÎË ÔÚËÕÂÕß,

14 ¥Îâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ Ä àÕÑÏ ÂÃÊÂÙÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ËÊÑÕÓÑÒÐÞÌ ÏÂÅÐÇ-
ÕËÍ Ô ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá e Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑ-
ÔÕßá m (ÍÂÍ ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË).

´. 167, å 2] ®¡¤¯°¯½, ®¡¤¯ª´¯½¦ ±°­Á²ª´°¯½, ®¡¤¯ª´°³´¡´ª¹¦³¬ª¦ £°­¯½ 235



ÚÕÑ ÐÂ ÒÎÂÔÕËÐÖ ÒÂÆÂÇÕ ÄÑÎÐÂ ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, ÕÑ
ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÒÓÑÛÇÆÛÇÌ ÄÑÎÐÞ b ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ
×ÑÓÏÖÎÑÌ:

b � iz exp�ÿ2ik0d��
cos�kd� ÿ iz sin�kd���sin�kd� � iz cos�kd�� ; k0 � o

c
;

z �
���
m
e

r
; k � o

c

�����
em
p

; m � 1

n�
: �18:12�

¥Îâ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ e, ÍÂÍ Ë m, ì ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ.
¬Ñà××ËÙËÇÐÕ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË ÓÂÄÇÐ

jbj2 � m
e

�
m
e
� 1

4

�
1ÿ m

e

�2

sin2�kd�
�ÿ1

�18:13�

ÒÓË m > 0 ËÎË

jbj2 � m
e

�
m
e
� 1

4

�
1ÿ m

e

�2

sinh2�kd�
�ÿ1

ÒÓË m < 0. £ ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÇ (o � oAM, m � 0)

jbj2 �
�
1� o2e2d 2

c2

�ÿ1
: �18:14�

¥Îâ ÏÇÕÂÎÎÂ e � 4pis=o Ë, ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ z ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô
ÇÆËÐËÙÇÌ, ËÏÇÇÏ

jbj2 � c2

16p2s2d 2

2x2

sinh2x� sin2 x
;

x �
���� 2dd

���� ; d � c��������������
2psom
p : �18:15�

®ÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕß

jbj2max �
c2

16p2s2d 2
�
�
ds
d

�2

; ds � c

4ps
�18:16�

ÐÇÄÇÎËÍÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ ds � dL=oLt ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÏÇÐßÛÇ
ÏÇÉÂÕÑÏÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ (dL � c=oL, a o2

L � 4pne2=m�,
t � l=vF). °ÆÐÂÍÑ ËÊ-ÊÂ ÐÇàÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÑÕ ÕÑÎÜËÐÞ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË (18.14) ÐÂ ÏÐÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÑÄ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË ÑÃÞÚ-
ÐÞØ ÒÎÂÔÕËÐ (ÐÇÏÂÅÐËÕÐÞØ ËÎË ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÓË
o 6� oAM). ¶ÖÐÍÙËâ ÑÕ x ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ×ÑÓÏÖ ÎËÐËË ÒÓÑ-
ÊÓÂÚÐÑÔÕË: ÑÐÂ ÕÇÏ ÖÉÇ, ÚÇÏ ÒÎÂÔÕËÐÂ ÕÑÎÜÇ.

®Þ ÐËÅÆÇ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÎË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ÆËÔÔËÒÂÙËË. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÄÔÇ ÄÞÒËÔÂÐÐÞÇ ÊÆÇÔß ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ Ô ØÑÓÑÛÇÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá, ÇÔÎË m 005 1
ÒÓË o � oAM. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÚÂÔÕÑÕÂ ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ
ÆÑÎÉÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂÕßÔâ ÑÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ
ÚÂÔÕÑÕÞ. £ ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÇ ÕËÒÂ ­° ÒÓË H < HSF

ÐÖÎÇÄÞÇ Ë ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ meff ÃÎËÊÍË ÆÓÖÅ Í ÆÓÖÅÖ:
ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ ÂÐÕËÓÇÊÑÐÂÐÔÂ ÒÑ ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÌ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑ-
ÔÕË ÒÎÂÔÕËÐ ÍÂÉÇÕÔâ ÊÂÕÓÖÆÐËÕÇÎßÐÞÏ.

ÁÄÎÇÐËÇ ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÌ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÒÎÂÔÕËÐ ÃÞÎÑ ÑÕÍÓÞÕÑ 25 ÎÇÕ ÕÑÏÖ ÐÂÊÂÆ (Â ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐÑ
ÇÜÇ ÊÂ 10 ÎÇÕ ÆÑ àÕÑÅÑ [31]), ÑÆÐÂÍÑ ÒÑÚÇÏÖ-ÕÑ ÑÐÑ ÐÇ
ÐÂÛÎÑ ÔÄÑÇÅÑ ÕÇØÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ (ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ
ÍÂÊÂÎÑÔß ÃÞ ÑÚÇÄËÆÐÖá ÔÄÑá ÕÇØÐËÚÇÔÍÖá ÒÓËÅÑÆÐÑÔÕß)
Ë ÐÇ ÒÑÔÎÖÉËÎÑ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ØÑÕâ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ

ÒÑÎâ Ä ÒÎÂÔÕËÐÇ Ô ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÐÇÒÑØÑÉËÏ ÐÂ ÆÓÖÅËÇ
ÔÎÖÚÂË (ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÓÇÊÑÐÂÐÔÇ) ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ.

19. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

®Þ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂÎË, ÚÕÑ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÂâ ÃÑÎÇÇ ÒÑÎÖ-
ÄÇÍÂ ÐÂÊÂÆ ÍÑÐÙÇÒÙËâ ÏÂÅÐÑÐÑÄ (ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ) ÐÇ
ÒÓÇÕÇÓÒÇÎÂ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÄÑÇÅÑ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÒÓËÐÙËÒËÂÎß-
ÐÞØ ËÊÏÇÐÇÐËÌ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÐÂÛ ÑÃÊÑÓ Ä àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÐÇ
ËÊÏÇÐËÎ ÔËÕÖÂÙËá. ¯Ñ ÐÂÏ ØÑÚÇÕÔâ ÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÊÐÂÍÑÏ-
ÔÕÄÑ Ô ÑÃÊÑÓÑÏ ÒÑÍÂÊÂÎÑ, ÚÕÑ Ä ÓÂÏÍÂØ ÑÃÜÇÌ ÍÑÐÙÇÒÙËË
ÏÂÅÐÑÐÑÄ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÏÐÑÅÑ ËÐÕÇÓÇÔÐÞØ ÊÂÆÂÚ ÆÎâ
×ËÊËÍÂ-ÕÇÑÓÇÕËÍÂ Ë ÏÐÑÅËÇ ÕÑÐÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ
ÑÉËÆÂáÕ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ.

²ÂÃÑÕÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÎÇÅÎË Ä ÑÔÐÑÄÖ ÑÃÊÑÓÂ, Ä ÔÄÑÇÏ
ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÇ ÆÇÎÂÎËÔß Ä ªÐÔÕËÕÖÕÇ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÃÎÇÏ
ËÏ. ±.­. ¬ÂÒËÙÞ ²¡¯. ®Þ ÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÔÎÖÚÂÇÏ Ë
ÄÞÓÂÉÂÇÏ ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß ÄÔÇÏ ÔÑÕÓÖÆÐËÍÂÏ ËÐÔÕËÕÖÕÂ
Ë ÇÅÑ ÓÖÍÑÄÑÆÔÕÄÖ, ÃÇÊ ÒÑÆÆÇÓÉÍË ÍÑÕÑÓÞØ àÕË ÓÂÃÑÕÞ ÐÇ
ÃÞÎË ÃÞ ÔÆÇÎÂÐÞ.

°ÔÑÃÑ ÏÞ ÃÎÂÅÑÆÂÓËÏ ­.¡. ±ÓÑÊÑÓÑÄÖ. °ÐÂ ÒÇÓÄÂâ
ÒÓÑÚËÕÂÎÂ ÑÃÊÑÓ, Ë ÇÇ ÊÂÏÇÚÂÐËâ ÃÞÎË ÄÂÉÐÞ ÂÄÕÑÓÂÏ.

°ÆËÐ ËÊ ÂÄÕÑÓÑÄ (®.ª.¬.) ÃÎÂÅÑÆÂÓËÕ ®ÇÉÆÖÐÂÓÑÆ-
ÐÞÌ ÐÂÖÚÐÞÌ ×ÑÐÆ ÊÂ ×ËÐÂÐÔÑÄÖá ÒÑÆÆÇÓÉÍÖ. °ÐÂ ÃÞÎÂ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂ ÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ ÓÂÃÑÕÞ. ¥ÓÖÅÑÌ ÂÄÕÑÓ
(¯.¢.±.) ÃÎÂÅÑÆÂÓËÕ ÊÂ ×ËÐÂÐÔÑÄÖá ÒÑÆÆÇÓÉÍÖ ²ÑÔÔËÌ-
ÔÍËÌ ×ÑÐÆ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ (ÅÓÂÐÕ å 96-
02-19755).

±ÓËÏÇÚÂÐËÇ ®.ª. ¬ÂÅÂÐÑÄÂ. ¿ÕÑÕ ÑÃÊÑÓ ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐ
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Magnons, magnetic polaritons, and magnetostatic waves
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Electrodynamical properties of magnetically ordered media are analysed theoretically. Two types of magnetic materials, namely
ferromagnets and antiferromagnets, are considered and the effect of the magnetic subsystem on the properties of the host metal are
discussed. Various types of elementary excitations, such as magnetic polaritons, magnetostatic waves, and magnons, are examined
within the conventional quasiparticle framework. The dispersion of the quasiparticles as a function of the relation between the
characteristic frequencies of electrical and magnetic nature is described over a wide range of frequencies. Particular attention is given
to the statistical thermodynamics and kinetics of the magnetic materials. The possibility of Bose ëEinstein condensation in a magnon
gas is analysed and the kinetic theory of electron-assisted magnetostatic wave damping in a ferromagnetic metal is developed. The
dispersion of surface polaritons is examined in detail. Example solutions of spatially non-uniform problems with spatial dispersion are
discussed which show this latter to be of particular importance in ferromagnetic materials.
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