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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

µÓÂÄÐÇÐËâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË Ë ËØ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÑÃÑÃÜÇÐËâ
âÄÎâáÕÔâ ÑÆÐËÏ ËÊ ÑÔÐÑÄÐÞØ ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÑÄ ÑÒËÔÂÐËâ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ. ±ÓË ËØ
ËÊÖÚÇÐËË ÄÇÔßÏÂ ÄÂÉÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, ÑÃÎÂ-
ÆÂáÕ ÎË àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÆËÔÔËÒÂÙËË
ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ
ÄÂÉÇÐ Ä ÔÄâÊË Ô ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ. °ÆÐÂÍÑ Ë Ä

ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËÇ ×ÂÍÕÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑ-
ÔÕË ÒÑÊÄÑÎâÇÕ (ØÑÕâ àÕÑ Ë ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÞÏ
ÆÇÎÑÏ) ÄÄÇÔÕË âÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ,
ÒÑÔÎÇ ÚÇÅÑ ÄÔÇ ÄÂÓËÂÐÕÞ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ
ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ Ë ÔÕÂÐÆÂÓÕËÊÖáÕÔâ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [1 ë 4]). £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÕÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÎáÃÞÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ô ÇÆËÐÞØ ÒÑÊËÙËÌ ÃÇÊ
×ËÍÔÂÙËË ËØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ
ÔÓÇÆÑÌ. ¤ÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËÌ ÏÇÕÑÆ ÆÂÇÕ ÕÂÍÉÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ-
ÐÞÇ ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÂ ÒÓË ÕÇØ ËÎË ËÐÞØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâØ.
¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÒÓËÏÇÓ àÕÑÅÑ ì ÑÒËÔÂÐËÇ ÆÄËÉÇÐËÌ
ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ËÏÇáÜËØ ÆÄÂ (ËÎË ÐÇÔÍÑÎßÍÑ) ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ËÎË ÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÒËÔÂÐËÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ Ë
ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÄÑÎÐ (ÔÏ. ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÖá ÍÐËÅÖ [5]). ¥Îâ
ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÊÂÆÂÚÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ (ÍÐÑËÆÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ, ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÄËØÓÇÌ
Ë Õ.Ò.) ×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÇÆËÐÑÑÃÓÂÊÐÑ. ¦Ç ÓÇÛÇÐËÇ
ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÑ ËÊ ÂÐÂÎËÊÂ
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ, Â ÇÔÎË ËÊÖÚÂÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÂâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [6 ë 8]), ÕÑ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐ Ä ÍÑÏÃËÐÂÙËË Ô ÆÓÖÅËÏË ËÐÕÇÅÓÂÎÂÏË (ÚËÔÎÑÏ
ÚÂÔÕËÙ, ËÏÒÖÎßÔÑÏ Ë Õ.Æ.) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ âÒÖÐÑÄÂ.

µÓÂÄÐÇÐËâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ ÒÑÏËÏÑ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÛËÓÑÍÑ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÆÎâ ÑÒË-
ÔÂÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ä ×ËÊËÍÇ ÒÎÂÊÏÞ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÅËÆÓÑÆË-
ÐÂÏËÍÇ (®¤¥). °ÐË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÄËÉÇÐËâ ÔÓÇÆÞ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ. £ÂÉÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ àÕË ÏÑÆÇÎË
ÕÂÍÉÇ ËÅÓÂáÕ ÆÎâ ×ËÊËÍË ÕÄÇÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÑÒÕËÍË.

£ÑÒÓÑÔ Ñ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ËÏÇÇÕ ÆÂÄÐáá ËÔÕÑÓËá. ªÏÇÇÕÔâ ÆÄÂ
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ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÞØ ÒÑÆØÑÆÂ Í ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËá. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ,
ÏÑÉÐÑ ÒÑÒÞÕÂÕßÔâ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÖÅÂÆÂÕß ÆÎâ ÕÑÌ
ËÎË ËÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÑÎÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ. ±ÓË àÕÑÏ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÓÇÛÂÇÕÔâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÍÑÃÑÍ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÏÇÉÆÖ ÎáÃÞÏË ×ËÊËÚÇ-
ÔÍËÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË, ÖÆÂÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÊÂÒËÔÂÕß ÄÂÓËÂÙËÑÐ-
ÐÞÌ ÒÓËÐÙËÒ. °ÃÞÚÐÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ
ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ
(ÔÍÑÓÑÔÕß, ÆÂÄÎÇÐËÇ) ÄÇÔßÏÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.

£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÒÓâÏÑÇ ÐÂØÑÉÆÇÐËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ
ÆÎâ ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ Ä "ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞØ" ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ. ¿ÕÑ
ÐÇ ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÄÄÇÔÕË ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÓËÐÙËÒ, ÐÑ
ÆÎâ ÓâÆÂ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ ÆÎâ ÊÂÆÂÚË
ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ, ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ. µÓÂÄÐÇÐËâ
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ ËÏÇáÕ ÕÖ ÉÇ ÔÕÇÒÇÐß ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÑÔÕË (ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÖá ÒÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏ), ÚÕÑ Ë ËÐÕÇÅÓÂÎ
àÐÇÓÅËË. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔ-
ÔÑÐÂ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÎËÐÇÌÐÞÏ ÒÑ ÄØÑÆâÜËÏ Ä ÐÇÅÑ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÏ. ÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÄÔÇ ÕÂÍËÇ ÔÍÑÃÍË ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÔÍÑÃÍË ¢ÇÓÇÊËÐÂ ë¬ËÓËÎÎÑÄÂ ë¬ÑÐÔÕÂÐÕÂ
(¢¬¬) ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÅÓÖÒÒÂØ Ë. ¿ÕÑ ÐÇÏÂÎÑÄÂÉÐÑÇ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÃÞÎÑ ÒÑÐâÕÑ ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÐÇÆÂÄÐÑ,
ÄÒÇÓÄÞÇ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, £.ª. ¡ÓÐÑÎßÆÑÏ [9, 10] (ÔÏ.
ÕÂÍÉÇ [11]), ØÑÕâ ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÏÇÉÆÖ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË
ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÞÚËÔÎâÎËÔß Ä ÔÄâÊË Ô ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ
ÇÜÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ .¥. ÂÐÆÂÖ [12]. ²ÂÊÄËÕËá àÕËØ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËÌ ÃÞÎË ÒÑÔÄâÜÇÐÞ ÕÂÍÉÇ ÓÂÃÑÕÞ [13, 14]. ¥Îâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ
ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÃÞÎË ÄÞÚËÔÎÇÐÞ ÄÒÇÓÄÞÇ Ä [15], Â ÆÎâ
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ £ÎÂÔÑÄÂ ë®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÆÎâ
ÒÎÂÊÏÞ ì Ä [16].

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÕÑ ÆÎâ
ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ
ÉËÆÍÑÔÕË ÑÐË ÃÞÎË ÐÂÌÆÇÐÞ ÇÜÇ Ä ÒÓÑÛÎÑÏ ÄÇÍÇ
¬ÎÇÃÛÇÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [17]). ´ÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ
àÕËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÃÞÎ ÓÂÊÝâÔÐÇÐ Ä [18]. £ 1932 Å.
·. ¢ÇÌÕÏÂÐ [19], ÄÒÑÔÎÇÆÔÕÄËË ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ¢.ª. ¥ÂÄÞÆÑÄ
[20] ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÎË ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ¬ÎÇÃÛÂ ÐÂ ÔÉËÏÂÇÏÖá
ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÖá ÉËÆÍÑÔÕß. £ 1952 Å. ª.®. ·ÂÎÂÕÐËÍÑÄ [21]
ÄÄÇÎ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÐÇÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÕÇÚÇ-
ÐËÌ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. ±ÓË àÕÑÏ ÑÆÐÂ ËÊ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
¬ÎÇÃÛÂ ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎâÎÂÔß Ô àÐÕÓÑÒËÇÌ. ±ÑÊÆÐÇÇ àÕÑÕ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÃÞÎ ÒÑÄÕÑÓÇÐ Ä ÓâÆÇ ÓÂÃÑÕ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [22]).

ªÊ àÕËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÏÑÉÐÑ ÄÞÄÇÔÕË ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë ÉËÆÍÑÔÕË ÔÑ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
ÅÓÂÐËÙÇÌ, ÚÕÑ Ë ÃÞÎÑ ÔÆÇÎÂÐÑ Ä [23]. °ÆÐÂÍÑ ÄÇÔßÏÂ
ÄÂÉÐÞÌ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÄÑÒÓÑÔ Ñ
ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÉËÆÍÑÔÕË ÔÑ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá ÃÞÎ ÓÇÛÇÐ ÓÂÐÇÇ ÑÆÐËÏ ËÊ ÂÄÕÑÓÑÄ
ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÑÃÊÑÓÂ (£.¦. ©ÂØÂÓÑÄÞÏ) [25]. ¬ÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÃÞÎË ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÃÇÊ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ Ä
1966 Å. [24]. £ àÕËØ ÓÂÃÑÕÂØ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÑÔß ÎËÛß
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÉËÆÍÑÔÕË. ¹ÂÔÕËÚÐÑÇ ÒÇÓÇÐÇÔÇ-
ÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÐÇÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ
ÃÞÎÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [26, 27], ÒÓË àÕÑÏ Ä [27]
ÃÞÎÂ ÓÇÛÇÐÂ ÕÂÍÉÇ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂ-
ÐËâ ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ ÄÑÎÐ Ä ÑÍÇÂÐÇ. ªÊÎÑÉÇÐËÇ àÕËØ ÓÇÊÖÎßÕÂ-
ÕÑÄ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÄÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [28], ÙÇÎËÍÑÏ ÐÂÒËÔÂÐÐÑÌ
Ô ÒÑÊËÙËË ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ, Â ÕÂÍÉÇ Ä [29].

°ÔÑÃÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËÌ ×ÑÓ-
ÏÂÎËÊÏ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¢ÇÐÐË, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÐÇÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞÇ ÆÎËÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÏÇÎÍÑÌ ÄÑÆÇ. ³ËÔÕÇÏÂ

ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¢ÇÐÐË âÄÎâÇÕÔâ ÄÒÑÎÐÇ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÌ [30,
31], ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËÌ ×ÑÓÏÂÎËÊÏ ÆÎâ ÐÇÇ ÃÞÎ Ô×ÑÓÏÖ-
ÎËÓÑÄÂÐ (ÐÂ âÊÞÍÇ ÔÍÑÃÑÍ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÏÇÉÆÖ ÏÑÏÇÐÕÂÏË ÑÕ
ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË) Ä [32]. ¬ÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ,
ÒÑÊÄÑÎâáÜËÇ ÄÞÚËÔÎâÕß ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÏÇÉÆÖ
ÎáÃÞÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË, ÃÞÎË ÐÂÌÆÇÐÞ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
¢ÇÐÐË Ä [30]. £ÑÒÓÑÔ àÕÑÕ ÐÇÑÉËÆÂÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÍÂ-
ÊÂÎÔâ ÔÄâÊÂÐÐÞÏ Ô ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËÏ ÑÒËÔÂÐËÇÏ ÒÎÂÊÏÞ,
ÆÂÄÐÑ ÒÓËÄÎÇÍÂÄÛËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ. ¤ÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÇ ÑÒË-
ÔÂÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÃÞÎÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎÇÐÑ
ÂÄÕÑÓÂÏË ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÑÃÊÑÓÂ Ä 1970 Å. [33]. ¬ÂÐÑÐËÚÇ-
ÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ Ä ÆÄÖØÉËÆÍÑÔÕÐÖá ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá
ÏÑÆÇÎß ÃÞÎË ÄÄÇÆÇÐÞ Ä [34], ÄÒÑÔÎÇÆÔÕÄËË ÑÐË ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÎËÔß Ä ÓâÆÇ ÓÂÃÑÕ ÒÑ ÑÒËÔÂÐËá ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
Ä ÒÎÂÊÏÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [35]). °ÔÕÂÄÂÎÔâ ÑÕÍÓÞÕÞÏ
ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÄÄÇÆÇÐËË ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Ä ÃÇÔÔÕÑÎ-
ÍÐÑÄËÕÇÎßÐÖá ÍËÐÇÕËÍÖ ÒÎÂÊÏÞ, ØÑÕâ ÒÑÔÎÇ [31] ÔÕÂÎÑ
âÔÐÑ, ÚÕÑ ÕÂÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÆÑÎÉÐÞ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß. £
ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÑÃÊÑÓÇ àÕË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÄÄÇÆÇÐÞ ÒÓË ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÐËË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ £ÎÂÔÑÄÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ¿ÕÂ àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÑÔÕß, ÊÂÏÇÚÇÐÐÂâ ÑÆÐËÏ ËÊ ÂÄÕÑÓÑÄ (¦.¡. ¬ÖÊÐÇÙÑ-
ÄÞÏ), ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ²ÂÆÑÐÂ Ë, ÒÑ
ÔÖÜÇÔÕÄÖ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß Ä [30], ÅÆÇ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÇÐÐË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ ÑÆÐÑÏÖ ÄÂÓËÂÐÕÖ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ £ÎÂÔÑÄÂ.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÑÃÊÑÓÇ ÆÂÐÑ ÕÂÍÉÇ ÔËÔÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ
ÑÒËÔÂÐËÇ ÖÒÑÏâÐÖÕÞØ ÄÞÛÇ ÓÂÃÑÕ. °ÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ
ËÐÕÇÓÇÔÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÆÎâ
ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË Ë ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ¹ÂÓÐË ë°ÃÖØÑÄÂ ë·ÂÔÇÅÂÄÞ ë®ËÏÞ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÅÑ
ÄÑÎÐÞ ²ÑÔÔÃË. £ àÕËØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÐÇ ÖÆÂÇÕÔâ ÄÄÇÔÕË ÖÆÑÃÐÞÇ
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ, ØÑÕâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÅÂÏËÎß-
ÕÑÐÑÄÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ âÄÎâÇÕÔâ ÆÑÍÂÊÂÐÐÞÏ ×ÂÍÕÑÏ.
±ËÕÇÓÃÂÓÅ [39], ÑÃÑÃÜÂâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ [38], ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ
ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÂâ ÔÍÑÃÍÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ
ÕÇÚÇÐËÌ Ô ÊÂÏÍÐÖÕÞÏË ÎËÐËâÏË ÕÑÍÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄÇ-
ÆÇÐÂ Í ÔÍÑÃÍÇ ¤ÂÓÆÐÇÓÂ ë ©ÂØÂÓÑÄÂ ë¶ÂÆÆÇÇÄÂ, ÄÑÊÐËÍ-
ÛÇÌ ÄÒÇÓÄÞÇ Ä ÕÇÑÓËË ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ [40], Ë
ÒÓÇÆÎÑÉËÎ ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÖá ÔØÇÏÖ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÍÂÐÑÐË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÃÂÊËÔÂ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ä ÆÂÐÐÑÏ ÑÃÊÑÓÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂáÕÔâ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÑÃÜËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËØ
ÔËÔÕÇÏ Ô ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ.

°ÔÐÑÄÑÌ ÆÂÐÐÑÅÑ ÑÃÊÑÓÂ âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÃÑÕÂ [1] ÑÃÊÑÓ-
ÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ, ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐÐÂâ ÂÄÕÑÓÂÏË Ä 1986 Å. Ä
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÇÆÍÑÏ ËÊÆÂÐËË ÐÂ ÂÐÅÎËÌÔÍÑÏ âÊÞÍÇ Ë
ÑÔÕÂÄÛÂâÔâ ÒÑ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÓÖÔÔÍÑÏÖ, ÐÑ Ë ÊÂÓÖÃÇÉÐÑÏÖ ÚËÕÂÕÇÎá. ±Ñ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô [1] ÕÇÍÔÕ ÑÃÊÑÓÂ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÓÂÃÑÕÂÐ Ë
ÓÂÔÛËÓÇÐ. ±ÇÓÇÓÂÃÑÕÍÇ Ë ÆÑÒÑÎÐÇÐËá ÒÑÆÄÇÓÅÎËÔß ÒÓÇ-
ÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÄÑÒÓÑÔÞ Ñ ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÔÍÑÃÍÂØ ±ÖÂÔÔÑÐÂ Ë
ËØ ÄÞÓÑÉÆÇÐËË. ¥Îâ ÔËÔÕÇÏ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ
àÕÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ ÔÄâÊÂÐÑ ÔÑ ÔÍÓÞÕÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ, âÄÎâáÜÇÌÔâ, ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ. ¿ÕÂ
ÔËÏÏÇÕÓËâ ËÏÇÇÕ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑ ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ; ÑÐÂ ÔÄâ-
ÊÂÐÂ Ô ÅÓÖÒÒÑÌ ÒÇÓÇÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ (relabeling group) ÎÂÅÓÂÐ-
ÉÇÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÏÂÓÍËÓÖáÜËØ ÍÂÉÆÖá ÉËÆÍÖá
ÚÂÔÕËÙÖ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÐËÍÂÍÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÏÂÓÍÇÓÑÄ ÐÇ
ÏÑÉÇÕ ÄÎËâÕß ÐÂ ÆËÐÂÏËÍÖ ÔËÔÕÇÏÞ. £ÒÇÓÄÞÇ ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÒÑÎÐÑ àÕÑÕ ×ÂÍÕ ÃÞÎ ÒÑÐâÕ ³ÂÎÏÑÐÑÏ [41] Ä 1982 Å., ØÑÕâ
ÇÜÇ ¿ÍÍÂÓÕ Ä 1938 Å., ÊÂÕÇÏ Ä 1960 Å. [44], Â ÐÇÏÐÑÅÑ
ÒÑÊÆÐÇÇ ¯ßáÍÑÏÃ (1967 Å.) [46] ÒÑÐËÏÂÎË ÓÑÎß àÕÑÌ
ÔËÏÏÇÕÓËË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÇÇ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ âÄÎâáÕÔâ ÄÔÇ
ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÕÇÑÓÇÏÞ Ñ ÔÑØÓÂÐÇÐËË ÄËØÓâ: ÕÇÑÓÇÏÂ ¿ÓÕÇÎâ
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ì ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÆÎâ ÐÇÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ ÎÂÅÓÂÐ-
ÉÇÄÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ [42] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ Ô. 31 Ä [54]), ÕÇÑÓÇÏÞ
ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÑÔÕË ¬ÑÛË [17] Ë ´ÑÏÔÑÐÂ (¬ÇÎßÄËÐÂ) Ñ
ÔÑØÓÂÐÇÐËË ÙËÓÍÖÎâÙËË (æ 8 Ä [54]), Â ÕÂÍÉÇ ÔÑØÓÂÐÇÐËË
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ·ÑÒ×Â [56, 57], ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖáÜÇÅÑ ÊÂÖÊÎÇÐÐÑÔÕß ÕÇÚÇÐËâ. £ÂÉÐÑ, ÚÕÑ àÕÂ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËâ ÔÄâÊÂÐÂ ÕÂÍÉÇ Ô ÄÄÇÆÇÐËÇÏ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
¬ÎÇÃÛÂ Ë ËØ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÄÄÇÆÇÐËÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ ÕËÒÂ ¬ÎÇÃÛÂ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÏÑÆÇÎâØ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÄÔÇØ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇ-
ÔÍËØ ÔÍÑÃÑÍ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ËÔØÑÆâ ËÊ ÒÇÓÇÔÚÇÕÂ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ
ÔÍÑÃÑÍ. ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕ ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐ
ÂÄÕÑÓÂÏË ÆÂÐÐÑÅÑ ÑÃÊÑÓÂ [47, 1] ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑÆË-
ÐÂÏËÍË Ë ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ £ÎÂÔÑÄÂ ë®ÂÍÔÄÇÎÎÂ
ÆÎâ ÒÎÂÊÏÞ. °ÆÐÂÍÑ ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÑÃÓÂÕÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË,
Õ.Ç. ÐÂØÑÉÆÇÐËÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÔÍÑÃÍË ËÊ ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÌ
Ä ÔËÕÖÂÙËË ÑÃÜÇÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ, ÔÑÒÓâÉÇÐ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ-
ÐÞÏË ÕÓÖÆÐÑÔÕâÏË, ÔÄâÊÂÐÐÞÏË Ô ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇÏ
ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÔÕË ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÔÍÑÃÑÍ.

£ ÆÂÐÐÑÏ ÑÃÊÑÓÇ àÕË ÄÑÒÓÑÔÞ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ
ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍË. ®Þ ÐÇ ÑÃÔÖÉÆÂÇÏ, ÍÂÍÑÄÂ ÓÑÎß àÕÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË
ÆÎâ ÆÓÖÅËØ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ,
ÒÑÉÂÎÖÌ, ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®¤¥ (ÔÏ. [48]). ±Ñ ÐÂÛÇÏÖ ÏÐÇÐËá,
àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ËÊÖÚÇÐ Ë ÕÓÇÃÖÇÕ ÆÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ. °ÆÐÂÍÑ ÑÐ ÒÓËÐÙËÒËÂÎÇÐ ÆÎâ
ÒÑÐËÏÂÐËâ ÏÐÑÅËØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ âÄÎÇÐËÌ, ÒÓÑËÔØÑÆâÜËØ
Ä ÉËÆÍÑÔÕâØ Ë ÒÎÂÊÏÇ. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ àÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í
ÒÓÑÙÇÔÔÂÏ ÒÇÓÇÔÑÇÆËÐÇÐËâ ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ ÆÎâ ÉËÆÍÑÔ-
ÕÇÌ ÎËÃÑ ÎËÐËÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÂÊÏÞ, Õ.Ç. Í
ÕÇÏ ÒÓÑÙÇÔÔÂÏ, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÊÏÇÐâáÕ ÕÑÒÑÎÑÅËá ÔËÔÕÇÏÞ.

2. °ÃÜËÇ ÊÂÏÇÚÂÐËâ

¯ÂÒÑÏÐËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ ×ÂÍÕÞ. ¯ÂËÃÑÎÇÇ
ÐÂËÄÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÄÞÅÎâÆËÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ²ÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ ÚÇÕÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ×ÖÐÍÙËË ÄÓÇÏÇÐË qk�t�, pk�t�
�k � 1; . . . ;N�, ËÏÇáÜËØ ÄËÆ

_qk � qH
qpk

; _pk � ÿ qH
qqk

: �2:1�

©ÆÇÔß H�p1; . . . ; pN; q1; . . . ; qN� ì ÊÂÆÂÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ, ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ.

±ÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕÇÎßÐÑ ÆÂÎÇÍÑ
ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐÑ ÐÇâÄÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ, ÚÕÑ
ÑÃÎÂÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ pi Ë qi ì ×ÂÊÑÄÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ì
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÃÎÂÔÕß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂR 2N. °ÆÐÂÍÑ ÖÉÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÏÂâÕÐËÍÂ, ÍÑÅÆÂ ÑÃÑÃÜÇÐÐÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÇÔÕß ÖÅÑÎ,
ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎâÕß ÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÑÕÎËÚÂáÜËÇÔâ
ÐÂ 2p. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ×ÂÊÑÄÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÏÂâÕÐËÍÂ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÙËÎËÐÆÓ, ÚÕÑ ÄÇÔßÏÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ,
ÕÂÍ ÍÂÍ ÎáÃÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÐÂ
ÙËÎËÐÆÓÇ, ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË
ÖÅÎÑÄÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ¦ÜÇ ÔÎÑÉÐÇÇ ÑÃÔÕÑËÕ ÆÇÎÑ c
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÏÂâÕÐËÍÑÏ ËÎË ÆÄËÉÇÐËÇÏ ÕÄÇÓÆÑÅÑ
ÕÇÎÂ Ô ÊÂÍÓÇÒÎÇÐÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ. £ÔÇ àÕË ÒÓËÏÇÓÞ ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í
ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐË ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÔÕË ÍÎÂÔÔÖ ÅÂÏËÎß-
ÕÑÐÑÄÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ, ÍÑÅÆÂ ÏÑÉÐÑ Ô ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐßá
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎËÕß ÆÄÇ ÅÓÖÒÒÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ì
ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ q1; . . . ; qN Ë ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ ËÏ-

ÒÖÎßÔÞ p1; . . . ; pN. ²ÂÊÆÇÎÇÐËÇ ÑÔÐÑÄÂÐÑ ÐÂ ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÊÂÆÂáÕ ÕÑÚÍÖ ÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÑÏ N-ÏÇÓÐÑÏ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË (ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ) M, Â ËÏÒÖÎßÔÞ ÏÑÅÖÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ Ä ÄÇÍÕÑÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ËÏÒÖÎßÔÑÄ RN. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÂÊÑÄÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÔËÔÕÇÏÞ ì
G � T ��M� ì ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÍÑÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÇ ÓÂÔ-
ÔÎÑÇÐËÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ M. ¤ÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ
àÕÑÅÑ ÕËÒÂ ÔÑØÓÂÐâáÕ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ "ÐÂËÄÐÞØ"
ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÐËØ ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÓËÐÙËÒ Ä ×ÑÓÏÇ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ Ë
ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÒÇÓÇØÑÆ Í ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÖ ÑÒËÔÂÐËá.

£ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÖÚÇÃÐËÍÂØ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [55]) ÑÃÞÚÐÑ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÔËÔÕÇÏÞ
àÕÑÅÑ ÕËÒÂ.

±ÑÎÇÊÐÑ, ÑÆÐÂÍÑ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËÇ
ÔËÔÕÇÏÞ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ
ÒÓÑÄÇÔÕË ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÇ ÓÂÊÆÇÎÇÐËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÐÂ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÞ. ¿ÕË ÔËÔÕÇÏÞ ÖÆÑÃÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÕß Ä
ÑÃÜËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÐÇ âÄÎâáÜËØÔâ
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏË. ±ÖÔÕß G ì ×ÂÊÑÄÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ
ÔËÔÕÇÏÞ ì ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË N, ÒÑÍÓÞÕÑÇ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÍÂÓÕ. ®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÐÂ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË G ÊÂÆÂÐÂ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ì
ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÂâ ÊÂÏÍÐÖÕÂâ ÆÄÂ-×ÑÓÏÂ O. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ,
ÚÕÑ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÆÄÂÉÆÞ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÌ
ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ Oij � ÿOji. ±ÖÔÕß xi ì ÎÑ-
ÍÂÎßÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÍË. µÔÎÑÄËÇ ÊÂÏÍÐÖ-
ÕÑÔÕË ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Oij ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

qOij

qxk
� qOjk

qxi
� qOki

qxj
� 0 : �2:2�

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, detOij 6� 0.
³ËÔÕÇÏÂ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ-

ÐÞØ ÐÂ G, ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÌ, ÇÔÎË ÐÂ G ÊÂÆÂÐÂ
ÇÜÇ ×ÖÐÍÙËâH Ë Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍË

Oij _xj � qH
qxi

: �2:3�

ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÒÓË ÊÂÏÇÐÂØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ xi �
� xi�~x1; . . . ; ~xN�, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ âÍÑÃËÂÐ q�x1; . . . ; xN��
��q�~x1; . . . ; ~xN��ÿ1 6� 0, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.3) ÑÔÕÂÇÕÔâ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÞÏ. ±ÓË àÕÑÏ ÏÂÕÓËÙÂ O ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÒÑ
ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÊÂÍÑÐÖ:

~Olm � qxi
q~xl

Oij
qxj
q~xm

:

®ÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÏÑÉÐÑ ÊÂÆÂÕß ÔËÏÒÎÇÍÕË-
ÚÇÔÍÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍËÏ. °ÐÑ
ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ËÏÇÇÕ ÚÇÕÐÖá ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß (Ä ÒÓÑÕËÄÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ detOij � 0). £ ÍÂÉÆÑÌ ÑÆÐÑÔÄâÊÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÖÔÎÑ-
ÄËâ (2.2) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÞ

Oij � qAi

qxj
ÿ qAj

qxi
: �2:4�

©ÆÇÔß Ai�x� ì "ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ" ×ÑÓÏÞ Oij. ¦ÔÎË ÓÇÛÇÐËâ
ÔËÔÕÇÏÞ (2.3) ÐÇ ÄÞØÑÆâÕ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÞ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÕÑ
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÓËÐÙËÒ dS � 0,

S �
�
�Ai _xi �H� dt : �2:5�

1*
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°ÆÐÂÍÑ ÅÎÑÃÂÎßÐÑ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÓËÐÙËÒ ÆÎâ (2.5)
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ, ÇÔÎË ×ÑÓÏÂ Oij âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÚÐÑÌ, Õ.Ç.
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2.4) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐÑ ÐÂ ÄÔÇ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ G. £ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, Ai âÄÎâáÕÔâ ÏÐÑÅÑ-
ÊÐÂÚÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÐÂ G, ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÜËÏË ÐÇÐÖÎÇ-
ÄÞÇ ÒÓËÓÂÜÇÐËâ ÒÓË ÑÃØÑÆÇ ÍÂÉÆÑÅÑ ÐÇ ÅÑÏÑÎÑÅËÚÐÑÅÑ
ÐÖÎâ ÙËÍÎÂ. ÑÍÂÎßÐÑ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÑÆÐÑÔÄâÊÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË
ÏÑÉÐÑ ÒÑÆØÑÆâÜÇÌ ÊÂÏÇÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÓËÄÇÔÕË
ÔËÔÕÇÏÖ Í ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ, Õ.Ç. Í ÄËÆÖ (2.1)
(ÕÇÑÓÇÏÂ ¥ÂÓÃÖ). ¤ÎÑÃÂÎßÐÑ ÐÂ ÄÔÇÏ G àÕÑ, ÄÑÑÃÜÇ
ÅÑÄÑÓâ, ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÆÂÉÇ ÇÔÎË ×ÑÓÏÂ (2.4) ÕÑÚÐÂ.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÑÓÏÂ Oij ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÂ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.3)
ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

_xi � Rij
qH
qxj

: �2:6�

©ÆÇÔß Rij � ÿRji ì ÏÂÕÓËÙÂ, ÑÃÓÂÕÐÂâ Í Oij: ÇÅÍÑ
ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (2.2) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâÏ

Rim
q

qxm
Rjk � Rkm

q
qxm

Rij � Rjm
q

qxm
Rik � 0 : �2:7�

¥ÂÎÇÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÂÕÓËÙÞ R ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÍÑÃÍÂ
±ÖÂÔÔÑÐÂ ÏÇÉÆÖ ÎáÃÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË A Ë B, ÊÂÆÂÐÐÞÏË
ÐÂ G:

fA;Bg �
X

Rij
qA
qxi

qB
qxj

: �2:8�

ªÊ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËË Rij ÔÎÇÆÖÇÕ

fA;Bg � ÿfB;Ag ;

Â ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (2.7) ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÕ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÕÑÉÆÇ-
ÔÕÄÂ ÁÍÑÃË�fA;Bg;C	� �fB;Cg;A	� �fC;Ag;B	 � 0 : �2:9�

£ ÔËÎÖ ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÔÕË ÏÂÕÓËÙÞ Oij, Ä ÍÂÉÆÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÏÂÕÓËÙÂ Rij ÕÑÉÇ ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÂ. ®ÂÕÓËÙÂ R
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍËÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ. °ÐÂ ËÅÓÂÇÕ ÕÖ
ÉÇ ÔÂÏÖáÓÑÎß, ÚÕÑ ËÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ gij Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ
ÅÇÑÏÇÕÓËË. ´ÂÍ, ÑÃÓÂÜÇÐËÇ Ä ÐÖÎß ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓËÄËÊÐÞ ÆÎâ
ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÖÔÎÑÄËá (2.7). ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÂ

O � 0 I
ÿI 0

� �

âÄÎâÇÕÔâ ÂÐÂÎÑÅÑÏ ×ÑÓÏÞ

g � I

Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÅÆÇ Iì ÇÆËÐËÚÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ.
³ÎÇÆÖáÜËÏ ÛÂÅÑÏ ÐÂ ÒÖÕË Í ÑÃÑÃÜÇÐËá ÒÑÐâÕËâ

ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ âÄÎâÇÕÔâ ÑÕÍÂÊ ÑÕ ÕÓÇÃÑÄÂÐËâ
ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÔÕË R. £ÑÊÐËÍÂáÜËÌ ÒÓË àÕÑÏ ÄÂÓËÂÐÕ
ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË ËÐÑÅÆÂ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÒÖÂÔÔÑÐÑÄ-
ÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍÑÌ.

¦ÔÎË detRik � 0, ÕÑ ÄÑÊÄÓÂÜÇÐËÇ Í ÄËÆÖ (2.3) ÐÇÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑ. ±ÖÔÕß xa

i �a � 1; . . . ; k� ì ÃÂÊËÔ Ä ÍÑâÆÓÇ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ Rij (Õ.e. xiRij � 0). ªÊ (2.6) ÔÎÇÆÖáÕ ÕÇÒÇÓß ÔÑÑÕÐÑ-

ÛÇÐËâ

xa
i _xi � 0 ; a � 1; . . . ; k : �2:10�

£ ÑÆÐÑÔÄâÊÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÐÅ ÏÂÕÓËÙÞ R
ÒÑÔÕÑâÐÇÐ, Ä ÔËÎÖ ÕÇÑÓÇÏÞ ¶ÓÑÃÇÐËÖÔÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.10)
ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÞ Ä ÄËÆÇ

f a�x1; . . . ; xn� � const ; a � 1; . . . ; k :

£ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß àÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÄÇÍÕÑÓÂÏË xa
i

ÑÚÇÄËÆÐÞÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË

xa
i �

qf a

qxi
:

¬ÑÐÔÕÂÐÕÞ f a ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË ¬ÂÊËÏËÓÂ ËÎË
ÍÓÂÕÍÑ ì ÒÓÑÔÕÑ ÍÂÊËÏËÓÂÏË. ´ÇÑÓÇÏÂ ¶ÓÑÃÇÐËÖÔÂ Ë
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (2.7) ÅÂÓÂÐÕËÓÖáÕ, ÚÕÑ ÄÔÇ k ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ f a

×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÐË ì ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÞ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÂÛÇÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. ¿ÕË
ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÄÞÆÇÎâáÕ Ä G-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÔËÔÕÇÏÞ (2.6) ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ (ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍËÇ ÎËÔÕÞ).
¯Â ÍÂÉÆÑÏ ËÊ ÐËØ ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÑÃÞÚÐÖá ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄ-
ÔÍÖá ÏÇØÂÐËÍÖ. ªÊ ÄÔÇÅÑ ÔÍÂÊÂÐÐÑÅÑ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕß ÄÄÑÆËÕß ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÔÕß Ä ÐÂËÃÑÎÇÇ ÔÎÂÃÑÏ ÔÏÞÔÎÇ.

°ÔÑÃÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ àÎÇÏÇÐÕÞ
Rij ÎËÐÇÌÐÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ

Rij � eij;mxm : �2:11�

ªÊ ÖÔÎÑÄËâ (2.7) ÔÎÇÆÖÇÕ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ eij;m ÒÑÆÚËÐâáÕÔâ
ÕÇÒÇÓß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ

eik;m ejm; l � eji;m ekm; l � ekj;m eim; l � 0 ;

Õ.Ç. âÄÎâáÕÔâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÏË ÍÑÐÔÕÂÐÕÂÏË ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ
ÂÎÅÇÃÓÞ Ë ì L. £ÞÚËÔÎââ ÔÍÑÃÍË ÏÇÉÆÖ ÄÇÎËÚËÐÂÏË
xi, xj, ÖÃÇÉÆÂÇÏÔâ, ÚÕÑ

fxi; xjg � Rij � eij;m xm : �2:12�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÂÏÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ G ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÕÇÒÇÓß ÂÎÅÇÃÓÖ L.

®ÂÕÓËÙÂ Rij, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÄÞÓÑÉÆÇÐÂ. °ÆÐÂÍÑ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (2.10) ÄÔÇÅÆÂ âÄÎâáÕÔâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÏË.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÂÎÅÇÃÓÖ L�, ÔÑÒÓâÉÇÐÐÖá Í L, Ë ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÖá ÇÌ ÅÓÖÒÒÖ Ë l �. ´ÇÒÇÓß ÂÎÅÇÃÓÂ L ÑÃÓÂÊÖÇÕ
ÍÑÒÓËÔÑÇÆËÐÇÐÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÅÓÖÒÒÞ l �. ³ÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâ (2.10) ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÇÌÔÕÄËâ ÅÓÖÒÒÞ
l �, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÖÔÎÑÄËâ (2.12) ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÄL
ÑÓÃËÕÞ ÆÇÌÔÕÄËâ ÅÓÖÒÒÞ l �. ¯Â àÕËØ ÑÓÃËÕÂØ (ÔÏ. [36, 37])
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÑÎÐÑÙÇÐÐÂâ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÂ ÏÇØÂÐËÍÂ.

¦ÔÎË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎËÐÑÏÑÏ ÑÕ ÔÄÑËØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÕÑ Ä ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÕÂÍÉÇ ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÞ Ë ËÏÇáÕ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÏÇÐßÛÖá
ÔÕÇÒÇÐß ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË. ¦ÔÎË ÔÕÇÒÇÐß ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÊÂÄÇ-
ÆÑÏÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÕÇÒÇÐßá
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ, ÕÑ ÏÂÕÓËÙÂ ÎËÐÇÌÐÂ ÒÑ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ, Ë ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇÔÍÑÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÓÃËÕÖ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÅÓÖÒÒÞ Ë Ä ÇÇ ÍÑÒÓË-
ÔÑÇÆËÐÇÐÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË. ªÏÇÐÐÑ ÕÂÍ ÑÃÔÕÑËÕ ÆÇÎÑ
ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ.
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¥ÓÖÅËÏ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ âÄÎâÇÕÔâ ÔËÕÖÂÙËâ,
ÍÑÅÆÂ ÒÖÂÔÔÑÐÑÄÔÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ R ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
xi ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. £ àÕÑÏ ÄÂÓËÂÐÕÇ ÑÐÂ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÐÂ ÍÂÍ "ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ R-ÏÂÕÓËÙÂ",
ËÅÓÂáÜÂâ ÄÂÉÐÖá ÓÑÎß Ä ÕÇÑÓËË ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËØ
ÔËÔÕÇÏ, ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÒÓË ÒÑÏÑÜË ÏÇÕÑÆÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ
ÊÂÆÂÚË ÓÂÔÔÇâÐËâ. ¿ÕÂ ÕÇÑÓËâ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÄÐÇ ÒÓÇÆÇÎÑÄ
ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÑÃÊÑÓÂ Ë ÏÞ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÇÇ
ÍÂÔÂÕßÔâ.

3. ¤ÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËÌ ×ÑÓÏÂÎËÊÏ
Ä ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆÂØ

£ÄÇÆÇÐËÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÆÎâ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄ-
ÐÞØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔÓÇÆ ÒÑ ÔÖÕË ÆÇÎÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏ Ô
ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ ÐÂ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÍÑÐ-
ÕËÐÖÂÎßÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ. ±ÑÆ àÕËÏ, Ä
ÑÔÐÑÄÐÑÏ, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÕß ÑÒËÔÂÐËÇ ÆËÐÂÏËÍË
ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ.
¬ÂÍËØ-ÎËÃÑ ÑÃÜËØ ÓÇÙÇÒÕÑÄ ÄÄÇÆÇÐËâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Ä ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ÐÇÕ. ¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ àÕÑÌ
ÊÂÆÂÚË ËÐÑÅÆÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÑÎÇÊÐÞÏ ÒÑÆØÑÆ Ô ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÐËÇÏ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ ÔÑ ÔÄâÊâÏË, Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÍÑÕÑÓÞØ
ÄÞÔÕÖÒÂáÕ ÍÂÍËÇ-ÎËÃÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ. ¥ÂÐÐÞÌ
ÏÇÕÑÆ, ÄÑÔØÑÆâÜËÌ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, Í ÓÂÃÑÕÂÏ [19, 20],
ÑÒÓÂÄÆÂÐ, ÇÔÎË ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ ÃÇÊ ÔÄâÊÇÌ
ÒÓâÏÑ ÄÞÕÇÍÂÇÕ ËÊ ÏÇØÂÐËÍË ËÎË ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ. ¬ ÕÂÍËÏ
ÔËÔÕÇÏÂÏ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÕÐÑÔâÕÔâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÇ Ä
ÆÂÐÐÑÏ ÑÃÊÑÓÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ,
ÛËÓÑÍÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÇ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ Ä
ÒÎÂÊÏÇ, ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ.
¥Îâ ÄÔÇØ àÕËØ ÔËÔÕÇÏ ÏÞ ÐÂÌÆÇÏ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÇ.

±ÖÔÕß ÔÓÇÆÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÑÆÐÑÌ ÒÂÓÑÌ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ì ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ q�r; t� Ë ÑÃ-
ÑÃÜÇÐÐÞÏ ËÏÒÖÎßÔÑÏ p�r; t�, àÄÑÎáÙËâ ÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÆÂ-
ÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ:

qp
qt
� ÿ dH

dq
;

qq
qt
� dH

dp
: �3:1�

©ÆÇÔß ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ H ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ÑÕ p Ë q. ¶ÑÓÏÂÎßÐÑ ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß
Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ

H �
X1
n�0

Xn
k�0

�
Gk

n �r1; . . . ; rk; rk�1; . . . ; rn��

� p�r1� . . . p�rk�q�rk�1� . . . q�rn� dr1 . . . drn : �3:2�

¿ÕÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ
Ô ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÅÑ ÒÑ p Ë q ÚÎÇÐÂ. ¥Îâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-
ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË Gk

n âÄÎâáÕÔâ
×ÖÐÍÙËâÏË ÓÂÊÐÑÔÕÇÌ (ri ÿ rj). £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÕÂÍËØ
ÔÓÇÆ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÌ ÚÎÇÐ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâH0 ËÏÇÇÕ ÄËÆ

H0 � 1

2

��
A�rÿ r 0� p�r� p�r 0� � 2B�rÿ r 0� p�r�q�r 0��

� C�rÿ r 0�q�r�q�r 0�� dr dr 0 : �3:3�

¥ËÂÅÑÐÂÎËÊÂÙËâ H0 ÓÇÛÂÇÕ ÊÂÆÂÚÖ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÂÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ.

¥Îâ ÇÇ ÓÇÛÇÐËâ ÄÐÂÚÂÎÇ ÔÑÄÇÓÛËÏ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐËÇ ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ:

p�r� � 1

�2p�3=2
�
pk exp�ikr� dk ; pk � p�ÿk ;

q�r� � 1

�2p�3=2
�
qk exp�ikr� dk ; qk � q�ÿk :

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ (3.3) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

H0 � 1

2

��
Ak pk p

�
k � 2Bk pkq

�
k � Ckqkq

�
k

�
dk :

£ØÑÆâÜËÇ ÔáÆÂ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÞ ÑÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
ÑÃÎÂÆÂáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË:

Ak � A�k � Aÿk ; Ck � C �k � Cÿk ;

Bk � B1k � iB2k � B1ÿk ÿ iB2ÿk :

±ÓË àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.1) Ä k-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ËÏÇáÕ ÄËÆ

qpk
qt
� ÿ dH

dq�k
;

qqk
qt
� dH

dp�k
:

µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÑÕÔáÆÂ
ÄÂÓßËÓÑÄÂÐËÇÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ H0. ¡ÐÂÎËÊ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÔÓÇÆÇ ÏÑÅÖÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ
ÄÑÎÐÞ Ô ÚÂÔÕÑÕÂÏË

o1;2 � ÿB2k �
������������������������
AkCk ÿ B2

1k

q
:

³ÓÇÆÂ ÃÖÆÇÕ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÂÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÌ, ÇÔÎË

AkCk ÿ B 2
1k > 0 ; �3:4�

Ë, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ì Ä ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ. ±ÑÔÎÇÆÐËÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä
ØÑÎÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ Ô ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËÏ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÏ
ÒÖÚÍÑÏ, ÍÑÅÆÂ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞÇ àÎÇÍÕÓÑÐÞ Ë àÎÇÍÕÓÑÐÞ
ÒÖÚÍÂ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÆÄÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÉËÆÍÑ-
ÔÕË. £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÃÖÆÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÕß ÖÔÎÑÄËÇ ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË (3.4) ÄÞÒÑÎÐÇÐÐÞÏ. ¥Îâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ

ÿ
B�r� � B�ÿr�� ÔÓÇÆ

B2k � 0 ; o2
k � AkCk ÿ B2

1k :

¥ÂÎÇÇ ÔÑÄÇÓÛËÏ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÑÕ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ pk Ë qk Í ÐÑÓÏÂÎßÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ ak Ë a�k:

pk � Ukak �U �k a
�
ÿk �Uk � Uÿk� ;

qk � Vkak � V �k a
�
ÿk �Vk � Vÿk� : �3:5�

£ ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ H0 ÓÂÄÇÐ

H0 �
�
oka

�
k ak dk ; �3:6�

Â ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ËÏÇáÕ ÄËÆ

qak
qt
� ÿi dH

da �k
: �3:7�

©ÆÇÔß ok ì ÑÆÐÂ ËÊ ×ÖÐÍÙËÌ o1;2.
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±ÑÆÔÕÂÄÎââ (3.5) Ä (3.3), ËÊ ÔÓÂÄÐÇÐËâ Ô (3.6) ÒÑÎÖÚËÏ
ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Uk Ë Vk. ´ÓÇÃÖâ,
ÚÕÑÃÞ ÕÂÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÃÞÎÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏ:

UkV
�
k ÿU �kVk � ÿi ;

ÐÂÌÆÇÏ

Uk � i
B1k ÿ io0k���

2
p

Ako0k

exp�ijk� ;

Vk � ÿi
����������
Ak

2o0k

r
exp�ijk� :

©ÆÇÔß o0k � sign �Ak��AkCk ÿ B 2
1k�1=2, Â jk ì ÒÓÑËÊÄÑÎß-

ÐÞÌ ×ÂÊÑÄÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß, ÍÑÕÑÓÞÌ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ
ÃÖÆÇÏ ÒÑÎÂÅÂÕß ÓÂÄÐÞÏ ÐÖÎá. (¿ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓÑ-
ÔÕÑÏÖ ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ak: ak ! ak exp�ijk�.)

±ÓË àÕÑÏ

ok � ÿB2k � sign�Ak��AkCk ÿD2
1k�1=2

ÇÔÕß ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÄÑÎÐ. ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÊÐÂÍ
ÚÂÔÕÑÕÞ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÊÐÂÍÑÏ àÐÇÓÅËË ÄÑÎÐ Ä ÔÓÇÆÇ 1. ±Ñ
àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ ÄÔÇ ÄÑÎÐÞÏÑÉÐÑ ÓÂÊÆÇÎËÕß ÐÂ ÆÄÂ ÃÑÎßÛËØ
ÍÎÂÔÔÂ: ÄÑÎÐÞ Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ Ë ÄÑÎÐÞ Ô
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ. £ÔÇ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ
(ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÇ Ë ÍÂÒËÎÎâÓÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÉËÆÍÑÔÕË, ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÇ Ë ÔÄÇÕÑÄÞÇ Ë Õ.Ò.) ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ
ÒÇÓÄÑÏÖ ÍÎÂÔÔÖ. £ÑÎÐÞ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ, ÍÂÍ
ÒÓÂÄËÎÑ, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ Ä ÔÓÇÆÂØ Ô ÕÑÍÑÏ (àÕÑ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÇ
ËÎË ËÑÐÐÞÇ ÒÖÚÍË Ä ÒÎÂÊÏÇ, ÕÇÚÇÐËÇ ÑÆÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÓÖÅÑÌ Ë Õ.Æ.). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÄÑËÏ
ÒÑâÄÎÇÐËÇÏ ÄÑÎÐÞ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÑÃâÊÂÐÞ
à××ÇÍÕÖ ¥ÑÒÎÇÓÂ. ³ÎÇÆÖÇÕ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÄÑÎÐÂÏË ÄÐÖÕÓË ÑÆÐÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ
ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÐËÚÇÏ ÐÇ ÑÕÎËÚÂÇÕâ ÑÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÄÐÖÕÓË ÆÓÖÅÑÅÑ. °ÆÐÂÍÑ àÕÑ ÓÂÊÎËÚËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓË
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÏÇÉÆÖ ÄÑÎÐÂÏË ËÊ ÓÂÊÐÞØ ÍÎÂÔÔÑÄ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÚÎÇÐÞ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÔÕÇÒÇ-
ÐâÏ a Ë a �, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÒÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË (3.5) Ä
(3.2). £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÍÖÃËÚÇÔÍËÌ ÚÎÇÐH ËÏÇÇÕ ÄËÆ

H1 �
�
�Vkk1k2a

�
k ak1ak2 � k:s:�dkÿk1ÿk2 dkdk1dk2�

� 1

3

�
�Ukk1k2a

�
k a
�
k2
a �k2 � k:s:�dk�k1�k2 dk dk1dk2 ; �3:8�

ÅÆÇ ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ U Ë V ÑÃÎÂÆÂáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏË
ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÔËÏÏÇÕÓËË:

Ukk1k2 � Ukk2k1 � Uk2k1k ; Vkk1k2 � Vkk2k1 :

³ÓÇÆË ÚÎÇÐÑÄ ÚÇÕÄÇÓÕÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÂÔ ÃÖÆÇÕ ËÐÕÇÓÇ-
ÔÑÄÂÕß ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÄËÆÂ

H2 � 1

2

�
Tk1k2k3k4a

�
k1
a �k2ak3ak4dk1�k2ÿk3ÿk3

Y
i

dki :

¬ÂÉÆÞÌ ËÊ ÚÎÇÐÑÄ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ H ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ a Ë a �

ËÏÇÇÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ. µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ Ä
×ÑÓÏÇ (3.7) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÓÇÆÇÎ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÍÄÂÐ-
ÕÑÄÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÃÑÊÇ-ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÓË àÕÑÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ a � Ë a

ÄÞÔÕÖÒÂáÕ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÂÐÂÎÑÅÑÄ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÓÑÉÆÇÐËâ Ë
ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÍÖÃËÚÇÔÍËÌ ÚÎÇÐ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÕÓÇØÄÑÎÐÑÄÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ (ÒÇÓ-
ÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä H1 ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÓÂÔÒÂÆÂ
ÑÆÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÆÄÇ ÆÓÖÅËÇ, ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÊÂ
ÓÑÉÆÇÐËÇ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÕÓÇØ ÄÑÎÐ), ÔÎÇÆÖáÜËÌ ì
ÚÇÕÞÓÇØÄÑÎÐÑÄÞÇ Ë Õ.Æ.

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÏÂÕÓËÚÐÞØ
àÎÇÏÇÐÕÑÄ Ä àÕÑÌ ÔØÇÏÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÚËÔÕÑ ÂÎÅÇ-
ÃÓÂËÚÇÔÍÖá ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ, ÔÑÔÕÑâÜÖá ËÊ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË ÒÓÇ-
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (3.5) Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ,
ÊÂÕÇÏ ÒÓËÄÇÆÇÐËâ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÚÎÇÐÑÄ Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÊÂÙËË ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÑÕÄÇÕÂ.

£ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÔÓÇÆÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÔÍÑÎßÍËÏË
ÒÂÓÂÏË ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÕÑ ÒÓË ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÂ-
ÙËËH0 ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÄÇÕÄÇÌ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ô ÊÂÍÑÐÂÏË
ÆËÔÒÇÓÔËË oi�k� Ë ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË ai�k�. ±ÓË àÕÑÏ ÄÑ ÄÔÇØ
ÚÎÇÐÂØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÕËÒÂÏ
ÄÑÎÐ.

£ ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÏ, ÐÂ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÒÓËÏÇÓÂØ ÏÞ ÒÑÍÂ-
ÉÇÏ, ÍÂÍ ÄÄÑÆâÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ Ë ÄÞÚË-
ÔÎâáÕÔâ ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ.

4. ¬ÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑ-
ÔÕË, ÆÂÄÎÇÐËÇ Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÇÔÕß ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÑÕ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË p�r�. ¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÞ Ä
ÄËÆÇ

qr
qt
� div �rHHj� � 0 ; �4:1�

qj
qt
� �HHj�

2

2
� w�r� � 0 : �4:2�

©ÆÇÔß j ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, w�r� � qe=qr ì àÐÕÂÎß-
ÒËâ, e�r� ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ àÐÇÓÅËË. ¿ÕË ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÔÑØÓÂÐâáÕ àÐÇÓÅËá

H �
��

r�HHj�2
2

� e�r�
�
dr : �4:3�

±ÓâÏÑÌ ÒÓÑÄÇÓÍÑÌ ÏÑÉÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ (4.1),
(4.2) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÄËÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤Â-
ÏËÎßÕÑÐÂ:

qj
qt
� dH

dr
;

qr
qt
� ÿ dH

dj
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÎÑÕÐÑÔÕß r ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÃ-
ÑÃÜÇÐÐÖá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ, Â jì ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ.

¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÕÂÍÉÇ ÒÑÎÖÚÇÐ ËÊ ÎÂÅÓÂÐ-
ÉÇÄÂ ÒÑÆØÑÆÂ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ
ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ, ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÏ ÐÂ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ, Ë
ÆÑÒÑÎÐËÕß ÇÅÑ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÔÄâÊË:

qr
qt
� div �rv� � 0 :

´ÑÅÆÂ ÆÇÌÔÕÄËÇ

S �
�
L dt �

�(
rv2

2
ÿ e�r� � j

�
qr
qt
� div �rv�

�)
dr dt :

1 ±ÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÄÑÎÐ ÏÂÎÑ, Ë
ÊÐÂÍ àÐÇÓÅËË ÄÑÎÐÞÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÇÇ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ.
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¦ÅÑ ÄÂÓËÂÙËâ ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ v ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÔÎÑÄËá
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÔÕË: v � HHj, Â ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ r Ë j ì Í
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (4.1), (4.2). ±ÓË àÕÑÏ ÒÇÓÇØÑÆ Í ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐÖ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÇ

H �
�
j
qr
qt

drÿ L

Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í (4.3).
©ÂÒËÛÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÅÂÏËÎßÕÑ-

ÐËÂÐÂ. ¥ËÂÅÑÐÂÎËÊÂÙËâ

H0 �
��

1

2
r0�HHj�2 � c2s

dr2

2r0

�
dr

ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ

jk � ÿ
i

k

�
ok

2r0

�1=2

�ak ÿ a �ÿk� ;

drk � k

�
r0
2ok

�1=2

ak � a �ÿk
ÿ �

; �4:4�

ÅÆÇ ok � kcs, dr � rÿ r0 ì ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÕ
ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ r0, cs � �qp=qr0�1=2 ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÄÖÍÂ. ±ÑÆ-
ÔÕÂÐÑÄÍÂ àÕÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ä ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÚÎÇÐ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËâ H1,

H1 �
��

1

2
dr�HHj�2 � c2sg

dr3

2r20

�
dr ;

ÆÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ Ukk1k2 Ë Vkk1k2 :

Ukk1k2 � Vkk1k2 �
1

16�p3r0�1=2
�
3gc2s

kk1k2

�okok1ok2�1=2
�

�
�
okok1

ok2

�1=2

k1
�kk1�
kk1

�
�
okok24

ok1

�1=2

k1
�kk2�
kk2

�

�
�
ok2ok1

ok

�1=2

k
�k2k1�
k2k1

�
: �4:5�

¬ ÕÑÏÖ ÉÇ ÕËÒÖ ÔËÔÕÇÏ, ÚÕÑ Ë (4.1), (4.2) ÑÕÐÑÔâÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÊÄÖÍÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä
ÔÓÇÆÂØ Ô ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ. ¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÞ, ÇÔÎË ÔÚËÕÂÕß ÄÐÖÕÓÇÐÐáá àÐÇÓÅËá ÔËÔÕÇÏÞ Ein
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ ÑÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË. ¿ÕÑÕ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ HHr:

Ein�
��

e�r� � n
2
�HHr�2 � . . .

�
dr : �4:6�

¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÅÂÊÑÆËÐÂÏËÍÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÆÇÓÉÂÐËÇ
ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓÄÑÅÑ ÚÎÇÐÂ ÓâÆÂ; ÒÓË ÖÚÇÕÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÚÎÇÐÂ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ¢ÖÔÔËÐÇÔÍÂ:

qr
qt
� div �rHHj� � 0 ;

qj
qt
� 1

2
�HHj�2 � ÿ dEin

dr
� ÿw�r� ÿ nDr :

¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓ-
ÅËÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ, Õ.Ç. Ô ÔÖÏÏÑÌ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË Ë
ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ àÐÇÓÅËË, ÊÂÆÂÄÂÇÏÑÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (4.6), Â r Ë j
ÑÔÕÂáÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍË ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË.

£ÄÇÆÇÐËÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ
ÒÓË ÖÚÇÕÇ ÄËØÓÇÄÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË [17,
19, 20]. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ cÐÂÚÂÎa ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞÇ ÆÄËÉÇÐËâ
ÉËÆÍÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ ÆÂÄÎÇÐËÇ p ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË r:

qr
qt
� div �rv� � 0 ; �4:7�

qv
qt
� �vHH�v �ÿ HHp�r�

r
� ÿHHw�r� : �4:8�

ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÂ ÕÇÑÓÇÏÂ ´ÑÏÔÑÐÂ (¬ÇÎßÄËÐÂ), ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ
ÙËÓÍÖÎâÙËâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑ "ÉËÆÍÑÏÖ" ÍÑÐÕÖÓÖ ÔÑØÓÂ-
ÐâÇÕÔâ. ªÐÂÚÇ ÅÑÄÑÓâ, Ä ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÔÍÂÎâÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ m�r; t�, ÒÇÓÇÐÑÔâÜÂâÔâ
ÄÏÇÔÕÇ Ô ÉËÆÍÑÔÕßá:

dm
dt
�
�
q
qt
� vHH

�
m � 0 : �4:9�

±ÑàÕÑÏÖ ÒÓË ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ
ÖÚÕÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.9) Ä ÄËÆÇ ÔÄâÊË. ´ÑÅÆÂ

L �
��

rv2

2
ÿ e�r� � j

�
qr
qt
� div �rv�

�
ÿ l
�
qm
qt
� vHHm

��
dr :

�4:10�

£ÂÓËÂÙËâL ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ v, r Ë m ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ:

v � l
r
HHm� HHj ; �4:11�

qj
qt
� �vHHj� ÿ v2

2
� w�r� � 0 ; �4:12�

ql
qt
� div �lv� � 0 : �4:13�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (4.11) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÖá
ÊÂÏÇÐÖ Í ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ ¬ÎÇÃÛÂ l Ë m (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [17]).
µÓÂÄÐÇÐËÇ (4.12) ì àÕÑ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¢ÇÓ-
ÐÖÎÎË ÆÎâ ÐÇÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ, Â ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.13)
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ àÄÑÎáÙËá ÐÑÄÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ l.

£ÞÃÑÓ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ l Ë m ÒÑ ÆÂÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá v
ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÇÐ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÂ ÐÂÃÑÓÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ l, m,
j Ë l 0, m 0, j 0, ÊÂÆÂáÜËØ v Ô ÒÑÏÑÜßá (4.11). ¥ÑÏÐÑÉËÄ
(4.11) ÐÂ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎ dr, ÐÂÌÆÇÏ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÐÑÄÞÏË Ë
ÔÕÂÓÞÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË:

dj� l
r

dm � dj 0 � l 0

r
dm 0

ËÎË

df � d�jÿ j 0� � ÿ l
r

dmÿ l 0

r
dm 0 : �4:14�

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ �j 0 ÿ j�
âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÇÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ f ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞØ ÒÓÇ-
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ m Ë m 0. ¹ÇÓÇÊ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÖá
×ÖÐÍÙËá ÐÑÄÞÇ Ë ÔÕÂÓÞÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË [21]:

l � ÿr qf
qm

; l 0 � r
qf
qm 0

; �4:15�
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ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÏË ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕß ÄÞÃÑÓÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
¬ÎÇÃÛÂ.

¯ÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÆÔÕÂÄÎââ ÔÍÑÓÑÔÕß v, ÄÞÓÂÉÇÐ-
ÐÖá Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ l, m Ë j, Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¿ÌÎÇÓÂ (4.8),
ÖÃÇÉÆÂÇÏÔâ, ÚÕÑ

l
r
HH
�
qm
qt
� �vHH�m

�
� HHm

�
q
qt

l
r
� �vHH� l

r

�
�

� HH
�
qj
qt
� �vHH�jÿ v2

2
� w�r�

�
� 0 :

¿ÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕÔâ, ÇÔÎË j Ë l ÒÑÆÚË-
ÐâáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (4.12), (4.13). ±ÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÅÑÄÑ-
ÓËÕß, ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÂ ÔËÔÕÇÏÇ (4.7), (4.9), (4.12), (4.13). ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕ
ÑÒËÓÂÇÕÔâ ÐÂ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÔÕß ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ¬ÑÛË ÆÎâ
ËÔØÑÆÐÑÌ Ë ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏ. ±ÓË àÕÑÏ ÒÑ ÊÂÆÂÐÐÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË v Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÒÑÔÕÓÑËÕß ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÐÂÃÑÓ ×ÖÐÍÙËÌ l0, m0 Ë j0,
ÄÞÔÕÖÒÂáÜËØ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÆÎâ
ÔËÔÕÇÏÞ (4.9), (4.12), (4.13). ±ÇÓÇØÑÆâ ÆÂÎÇÇ Í ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐÑÄÔÍÑÏÖ ÑÒËÔÂÐËá, ÒÑÎÖÚËÏ

qr
qt
� dH

dj
;

qj
qt
� ÿ dH

dr
;

ql
qt
� dH

dm
;

qm
qt
� ÿ dH

dl
; �4:16�

ÅÆÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ

H �
��

rv2

2
� e�r�

�
dr

ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ. ¥Îâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎß-
ÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ �l � m � 0� ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ ÄÐÑÄß Í ÒÂÓÇ
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ �r;j�.

±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô (4.11) ÄÄÑÆâÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË:

qr
qt
� div �rv� �0 ;�

q
qt
� �vHH�

�
p�mHHw�r� � 0 ;

p � mv

�
1ÿ v

2

c2

�ÿ1=2
:

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

p

m
� l

r
HHm� HHj :

´ÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÒÓËÏÇÓÇ, ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ �l; m� Ë
�r;j� ÑÃÓÂÊÖáÕ ÒÂÓÞ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍË ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ,
ÒÑÆÚËÐâáÜËØÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (4.12) Ô ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ

H �
��

r
m
�m2c� p2c2�1=2 � e�r�

�
dr :

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍË ¬ÎÇÃÛÂ
(4.8) âÄÎâÇÕÔâ ÄÄÇÆÇÐËÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÆÎâ
ÐÇÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ [22], ÍÑÅÆÂ e ÊÂÄËÔËÕ ÍÂÍ ÑÕ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË r, ÕÂÍ Ë ÑÕ àÐÕÓÑÒËË S. µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ
(4.9), (4.11) ÆÑÒÑÎÐâáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÆÎâ

àÐÕÓÑÒËË�
q
qt
� �vHH�

�
S � 0

Ë ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

de � rTdS� wdr :

±ÇÓÇØÑÆ Í ÐÑÄÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÑ ×ÑÓ-
ÏÖÎÇ

v � HHj� l
r
HHm� b

r
HHS : �4:17�

¥Îâ ÕÂÍËØ ÐÇÃÂÓÑÕÓÑÐÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ �j; r�, �l; m� Ë �S; b�
âÄÎâáÕÔâ ÒÂÓÂÏË ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍË ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ:

qr
qt
� dH

dj
� ÿdiv �rv� ;

qj
qt
� ÿ dH

dr
� v2

2
ÿ vHHjÿ w ;

ql
qt
� dH

dm
� ÿdiv �lv� ;

qm
qt
� ÿ dH

dl
� ÿvHHm ;

qb
qt
� dH

dS
� ÿdiv �bv� � rT ;

qS
qt
� ÿ dH

db
;

ÅÆÇ H � � �r�v2=2� � e�r;S�� dr. ¿ÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß àÕËØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÒÓÑÄÇÓâÇÕÔâ
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
¿ÌÎÇÓÂ (4.8). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÃÂÓÑÕÓÑÒ-
ÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ, ÚËÔÎÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÖÄÇÎËÚË-
ÎÑÔß ÐÂ ÆÄÂ. £ÑÊÐËÍÂÇÕ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ: ÍÂÍÑÄÑ
ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÏËÐËÏÂÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÒÂÓ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍË
ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÕÇÚÇ-
ÐËâ? ¬ÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË ÄÞÛÇ, ÄÄÇÆÇÐËÇ ÐÑÄÞØ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÃÞÎÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÆÑÃÂÄÎÇÐËÇÏ ÐÑÄÞØ ÔÄâÊÇÌ Ä
ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ (4.11) àÕÑ ÃÞÎË
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÂ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ m, ÒÇÓÇÐÑÔËÏÑÅÑ ÉËÆÍÑÔÕßá. £ ÐÇÃÂÓÑÕÓÑÒ-
ÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÚÕÑÃÞ ÒÓËÌÕË Í ×ÑÓÏÖÎÇ (5.4), ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÆÑÃÂÄËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÐÑÄÑÅÑ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ
ì àÐÕÓÑÒËË S.

¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑÃÞ ÑÒËÔÂÕß ÆÄËÉÇÐËÇ ÉËÆÍÑÔÕË Ä
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÂÅÓÂÐÉÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÊâÕß ÕÓË ÄÇÎËÚËÐÞ
�a1; a2; a3� � a, ÏÂÓÍËÓÖáÜËÇ ÍÂÉÆÖá ÑÕÆÇÎßÐÖá ÉËÆ-
ÍÖá ÚÂÔÕËÙÖ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÚÂÔÕËÙ Ä ÏÑÏÇÐÕ
ÄÓÇÏÇÐË t ÃÞÎË ÓÂÄÐÞ

r � r�a; t� : �4:18�
£ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ, ÐÂËÃÑÎÇÇ ÚÂÔÕÑ ÄÔÕÓÇÚÂáÜÇÏÔâ ÄÂÓËÂÐÕÇ
ÄÇÍÕÑÓ a ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎâáÕ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ ÚÂÔÕËÙ:

a � r�a; 0� :
°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ËÏÇÇÕÔâ ÄÔÇÅÑ ÕÓË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ
ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ

a � a�r; t� :

1144 £.¦. ©¡·¡²°£, ¦.¡. ¬µ©¯¦¸°£ [µ¶¯ 1997



(¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÃÓÂÕÐÑÇ Í (4.18) ÑÕÑÃÓÂ-
ÉÇÐËÇ.) £ÔÇ ÆÓÖÅËÇ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ âÄÎâáÕÔâ
×ÖÐÍÙËâÏË a. ¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß Ä ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ a

da

dt
� qa

qt
� �vHH�a � 0

Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÔÄâÊÇÌ 2, ÕÑ ÏÞ ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ ÒÓËÆÇÏ Í ÕÓÇÏ
ÒÂÓÂÏ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ �ll; al�, l � 1; 2; 3, ÚÇÓÇÊ
ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ×ÑÓÏÖÎÞ:

v � ulHHal : �4:19�

©ÆÇÔß ul � ll=r, Â ÒÎÑÕÐÑÔÕß r ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ a ÍÂÍ

r � r0�a�
J

;

ÅÆÇ r0�a� ì ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß, J � det Ĵij ì âÍÑÃËÂÐ
ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ (4.18), Â Ĵij � qxi=qaj ì ÏÂÕÓËÙÂ ÁÍÑÃË (ÑÃ
àÕÑÏ ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎÞ 5, 6). £ÇÍÕÑÓ u Ä àÕÑÌ
×ÑÓÏÖÎÇ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕË Ô
ÒÑÏÑÜßá Ĵ:

u � ĴTv ;

ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔ T ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑÄÂÐËÇ.
±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (4.19) âÄÎâÇÕÔâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÏ. £

ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄÔÇ ÊÂÏÇÐÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ
ÄÞÛÇ, ÔÎÇÆÖáÕ ËÊ àÕÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ. °ÐÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÐÇÏÐÑÅÑ ÖÒÓÑÜÇÐÂ Ô ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ ÔÄÑÇÌ ÑÃÜÐÑÔÕË.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÅÎÂÆÍËÇ ÑÃÓÂÕËÏÞÇ ÊÂÏÇÐÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ

a � a�~a� :
±ÓË àÕËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (4.19) ÑÔÕÂÇÕÔâ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ

v � ~ulHH~al ;

Â ÄÇÍÕÑÓ u ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ

~ul � uk
qak
q~al

:

¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß, ÚÕÑÃÞ ÑÆÐÂ ËÊ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ,
ÔÍÂÉÇÏ u3, ÃÞÎÂ ÓÂÄÐÂ 1, ÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (4.19) ÊÂÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ (ÔÓ. Ô [49]):

v � HHf� l1
r

HHm1 �
l2
r

HHm2 : �4:20�

¦ÔÎË Ä àÕÑÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËË ÊÂÏÇÐËÕß m2 ÐÂ àÐÕÓÑÒËá S, ÕÑ
(4.20) ÃÖÆÇÕ ÔÑÄÒÂÆÂÕß Ô ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ (5.4). °ÕÏÇ-
ÕËÏ, ÚÕÑ ÕÂÍÂâ ÓÇÆÖÍÙËâ ÄÑÊÏÑÉÐÂ, ÇÔÎË ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ àÐÕÓÑÒËË S

ÿ
S�r; t� � const

�
ÅÑÏÑÕÑÒÐo ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ, ÔÍÂÉÇÏ, ÔÇÏÇÌ-
ÔÕÄÖ a1�r; t� � const. °ÕÔáÆÂ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä
ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÑÒËÔÂÕß ÒÓÑËÊÄÑ-
ÎßÐÑÇ ÕÇÚÇÐËÇ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÊâÕß ÆÄÇ ÒÂÓÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
¬ÎÇÃÛÂ. °ÆÐÂ ÒÂÓÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ¬ÎÇÃÛÂ, ÍÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ
ÆÂÎÇÇ, ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÚÂÔÕÐÞÌ ÕËÒ ÕÇÚÇÐËâ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ
ÎÑÍÂÎßÐÑ ÎáÃÑÇ ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÑÇ ÕÇÚÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß

ÄÔÇÅÆÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÑ ÑÆÐÑÌ ÒÂÓÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
¬ÎÇÃÛÂ [17].

5. ¯ÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÍÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÄÑÆËÕÔâ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÂâ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞØ
×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÒÑÔÕÓÑËÕß ÔÍÑÃÍÖ ±ÖÂÔÔÑÐÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ
ÄÔÇÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ ÕÓÇÃÑÄÂÐËâÏ. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ
ÒÖÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÕÂÍËØ ÔÍÑÃÑÍ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÒÇÓÇÔÚÇÕÇ
ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ, ÄÞÓÂÉÇÐÐÑÌ ÚÇÓÇÊ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÇ, Í ÔÍÑÃÍÇ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ.
±ÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐo, ÚÕÑ ÄÑÊÐËÍÂáÜËÌ ÒÓË àÕÑÏ ÔËÏÒÎÇÍÕË-
ÚÇÔÍËÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÞÏ ÒÑ àÕËÏ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÏ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÏ ÒÇÓÇÔÚÇÕ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ ÆÎâ ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË [1].
(´ÑÚÐÑ ÕÂÍ ÉÇ ÒÓÑÄÑÆâÕÔâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ Ë Ä ÆÓÖÅËØ
ÏÑÆÇÎâØ.)

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (4.16) ÔÍÑÃÍÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÆÂÇÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ:

fF;Gg �
���

dF
dr

dG
dj
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dG
dr

�
�
�
dF
dl

dG
dm
ÿ dF
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dG
dl
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dr :
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±ÓË àÕÑÏ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ l, m, r Ë j ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÇ

v � l
r
HHm� HHj ;

Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÞÚËÔÎâáÕÔâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞÇ ÑÕ F ÒÑ r, j, l Ë m:

dF
dr

����
l
� dF

dr

����
v

ÿ lHHm
r

dF
dv

;
dF
dj
� ÿdiv dF

dv
;

dF
dl
� HHm

r
dF
dv

;
dF
dm
� ÿdiv

�
l
r
dF
dv

�
: �5:2�

£ (5.2) ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÔÎÇÄÂ ÑÕ ÊÐÂÍÑÄ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÃÇÓÖÕÔâ ÒÓË ×ËÍcËÓÑÄÂÐÐÞØ l, m, r, j, Â ÔÒÓÂÄÂ
ì ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ r Ë v. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ àÕËØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ
Ä (5.1) ÒÓËÄÑÆËÕ ÐÂÔ Í ÔÍÑÃÍÇ [15]:

fF;Gg �
���

HH
dF
dr

;
dG
dv

�
ÿ
�
HH

dG
dr

;
dF
dv

��
dr�

�
��

rot v

r
;

�
dF
dv
� dG

dv

��
dr ; �5:3�

ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ ÁÍÑÃË (2.9) ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÂÄÕÑ-
ÏÂÕËÚÇÔÍË.

µÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÓÂÊÓÞÄÐÑÔÕË Ë ¿ÌÎÇÓÂ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ àÕÑÌ
ÔÍÑÃÍË ËÏÇáÕ ÄËÆ

qr
qt
� ÿdiv �rv� � fr;Hg ;

qv
qt
� ÿ�v;HH�vÿ HHw�r� � fv;Hg ;

ÅÆÇH � � �rv2=2� e�r�� dr.
³ÍÑÃÍÂ (5.3) ËÏÇÇÕ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÊÓÂÚÐÞÌ ÔÏÞÔÎ, ÇÔÎË ÑÕ v

ÒÇÓÇÌÕË Í ÐÑÄÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ p � rv ì ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ. £ àÕËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ àÕÂ ÔÍÑÃÍÂ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä2 ¿ÕË ÔÄâÊË ÚÂÔÕÑ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÔÄâÊâÏË ËÐÂ [50].
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ÔÍÑÃÍÖ ¢¬¬ [14]:

fF;Gg �
�
r
��

HH
dF
dr

;
dG
dp

�
ÿ
�
HH

dG
dr

;
dF
dp

��
dr�

�
� 

p;

��
dG
dp

HH
�
dF
dp
ÿ
�
dF
dp

HH
�
dG
dp

�!
dr : �5:4�

£ÞÚËÔÎââ Ô ÒÑÏÑÜßá (5.4) ÔÍÑÃÍË ÏÇÉÆÖ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË
p Ë r, ÐÂÌÆÇÏ, ÚÕÑ�

pi�r�; pj�r 0�
	 � � pj�r 0�HH 0i ÿ pi�r�HHj

�
d�rÿ r 0� ;�

pi�r�; r�r 0�
	 � rHHi d�rÿ r 0� : �5:5�

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (2.12) àÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÊÂÆÂáÕ ÂÎÅÇÃÓÖ
Ë; Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÐÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÂÎÅÇÃÓÑÌ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ
ÒÑÎÇÌ [58, 14].

³ÍÑÃÍË (5.4), (5.5) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ë ÆÓÖÅËÏË
ÔÒÑÔÑÃÂÏË. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÔÍÑÃÍÖ
±ÖÂÔÔÑÐÂ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ
ÒÓÇÆÇÎ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÑÄ,
ÄÒÇÓÄÞÇ ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞØ ÆÎâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË Ä [12]. ¥ÓÖÅÑÌ
ÏÇÕÑÆ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÍÑÃÑÍ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÆÎâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ Ä [13], ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÕÑÏ, ÚÕÑ p
Ë r ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ ÕÓÂÐÔ-
ÎâÙËÌ Ë ÅÓÂÆËÇÐÕÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ.

¥Îâ ÐÇÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ, ÍÑÅÆÂ ÆÂÄÎÇÐËÇ ÊÂÄËÔËÕ
ÕÂÍÉÇ ÑÕ àÐÕÓÑÒËË, ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ Ä ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÞ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ (5.3).
£ÒÇÓÄÞÇ ÑÐË ÃÞÎË ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä [15]:

fF;Gg �
���

HH
dF
dr

;
dG
dv

�
ÿ
�
HH

dG
dr

;
dF
dv

��
dr�

�
��

rot v

r
;

�
dF
dv
� dG

dv

��
dr�

�
��

HHS
r
;

�
dF
dv

dG
dS
ÿ dG

dv
dF
dS

��
dr : �5:6�

·ÑÕÇÎÑÔß ÃÞ ÇÜÇ ÓÂÊ ÒÑÄÕÑÓËÕß: ÄÄÇÆÇÐËÇ ÔÍÑÃÑÍ
±ÖÂÔÔÑÐÂ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄ-
ÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ Ä ÔÂÏÑÏ ÔÎÂÃÑÏ ÔÏÞÔÎÇ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ
ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË àÕÑ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÔÍÑÃÍË, ÄÞÓÂÉÇÐÐÞÇ Ä ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ,
âÄÎâáÕÔâ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏË, Õ.Ç. ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÂÐÐÖÎâÕÑÓÞ
ÔÍÑÃÑÍ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ì ÍÂÊËÏËÓÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ, ÍÂÍ ÃÖÆÇÕ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÔÎÇÆÖáÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ, ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑ ÔÒÇÙË×ËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍË, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜÇÌ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÊÂÄËØ-
ÓÇÐÐÑÔÕË ÕÇÚÇÐËâ ÉËÆÍÑÔÕË. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, àÕÑÕ ×ÂÍÕ
ÊÐÂÚËÕ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÒÓâÏÑÌ ÒÇÓÇØÑÆ, ÔÍÂÉÇÏ, ÑÕ ÔÍÑÃÑÍ
(5.3) ËÎË (5.6) Í ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÏÖ ÃÂÊËÔÖ ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ.
³ÐÂÚÂÎÂ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÂÊÓÇÛËÕß ÄÔÇ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ
ÔÄâÊË (ÍÂÊËÏËÓÞ) ÒÖÕÇÏ ÄÄÇÆÇÐËâ ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ.
¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÏÞ ÇÜÇ ÐÇ ÊÐÂÇÏ âÄÐÞÌ ÄËÆ
ÍÂÊËÏËÓÑÄ, ÑÆËÐ ÒÓËÏÇÓ ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ àÕËØ ÔÄâÊÇÌ ÐÂÏ
ÖÉÇ ËÊÄÇÔÕÇÐ ì àÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËâ ÕÇÚÇÐËâ ÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÑÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ¬ÎÇÃÛÂ.

°ÔÑÃÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÄÄÇÆÇÐËÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄ-
ÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ j ÖÉÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ Ë
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÍÎáÚÇÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
div v � 0. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆ-
ÍÑÔÕË ËÏÇÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÂ ÒÂÓÂ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐ-

ÐÞØ l Ë m, ÔÍÑÃÍÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ
ÄËÆ

fF;Gg �
��

dF
dl

dG
dm
ÿ dF

dm
dG
dl

�
dr :

³ ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞØ (5.2)

dF
dl
�
�
HHm
r
;
dF
dv
ÿ HH

1

D
div

dF
dv

�
;

dF
dm
� ÿdiv l

r

�
dF
dv
ÿ HH

1

D
div

dF
dv

�
;

ÒÑÎÖÚËÏ, ÚÕÑ �r � 1�

fF;Gg �
� 

rot v;

��
dF
dv
ÿ HH

1

D
div

dF
dv

�
�

�
�
dG
dv
ÿ HH

1

D
div

dG
dv

��!
dr : �5:7�

¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ G ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ Ô ÂÎÅÇÃÓÑÌ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ A�r�, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ
divA � 0. £ ÃÑÎÇÇ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÆÂÐÐÂâ ÔÍÑÃÍÂ
ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÕÇÓÏËÐÂØX � rot v [18]:

fF;Gg �
��

X ;

�
rot

dF
dX
� rot

dG
dX

��
: �5:8�

±ÓË àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¿ÌÎÇÓÂ ÆÎâX:

qX
qt
� rot �v�X� �5:9�

ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËÏ [9, 18]:

qX
qt
� fX;Hg

Ô ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ

H �
�
v2

2
dr :

³ÍÑÃÍÂ (5.8) ÊÂÆÂÇÕ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ Ë ÆÎâ
ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ X ËÏÇÇÕ
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÖá ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ, ÍÑÕÑÓÖá ÖÆÑÃÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß
ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá ÕÑÍÂ c:

O � ÿDc
�
vx � qc

qy
; vy � ÿ qc

qx

�
:

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ (5.9) Ë ÔÍÑÃÍÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ (5.8) Ä
ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇáÕ ÄËÆ

qO
qt
� fO;Hg � ÿ qO

qx
qc
qy
� qO

qy
qc
qx
� ÿ q�O;c�

q�x; y� ; �5:10�

fF;Gg �
�
O

q�dF=dO; dG=dO�
q�x; y� dx dy ; �5:11�

H � 1

2

�
�HHc�2 dx dy :

¤ÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÄÄÑÆËÕÔâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÄÑÎÐ ²ÑÔÔÃË [1], ÍÑÕÑÓÑÇ
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ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ (5.11) ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏ ÚÎÇÐÑÏ b�qc=qy�:
q
qt

Dc� b
qc
qx
� ÿ q�Dc;c�

q�x; y� : �5:12�

ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÊÂÏÇÐÂ O! Oÿ by ÔÄÑÆËÕ àÕÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ Í (5.11). ±ÑàÕÑÏÖ ÔÍÑÃÍÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÆÎâ (5.12)
ÊÂÆÂÇÕÔâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ [1]:

fF;Gg �
�
�O� by� q�dF=dO; dG=dO�

q�x; y� dx dy ; �5:13�

Â ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ H ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÓÇÉÐËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ:

H � 1

2

�
�HHc�2 dx dy :

¬ ÔÍÂÊÂÐÐÑÏÖ ÔÎÇÆÖÇÕ ÆÑÃÂÄËÕß, ÚÕÑ ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ
(5.11) Ë (5.13) ÆÎâ ÕÇÚÇÐËÌ Ô ÊÂÏÍÐÖÕÞÏË ÎËÐËâÏË ÕÑÍÂ
ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÔÄÇÆÇÐÞ Í ÔÍÑÃÍÇ ¤ÂÓÆÐÇÓÂ ë ©ÂØÂÓÑÄÂ ë
¶ÂÆÆÇÇÄÂ, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÌ Ä ÕÇÑÓËË ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÔËÔ-
ÕÇÏ [40]. ¥ÇÕÂÎË àÕÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä
ÑÓËÅËÐÂÎßÐÞØ ÓÂÃÑÕÂØ [38, 39].

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÄÇÆÇÐËÇ ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÔÍÑÃÑÍ
±ÖÂÔÔÑÐÂ, ËÔØÑÆâ ËÊ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÔÍÑÃÑÍ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ËØ ÒÑÎÖÚÇÐËâ. £ÏÇÔÕÇ Ô
ÕÇÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ, ÊÂÆÂÄÂÇÏÂâ ÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÑÏ àÕËØ ÔÍÑÃÑÍ, âÄÎâÇÕÔâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÔÎÂÃÑÌ ×ÑÓÏÖÎË-
ÓÑÄÍÑÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. £ àÕÑÌ ×ÑÓÏÖÎË-
ÓÑÄÍÇ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ
ÒÓËÐÙËÒ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ ÚÇÓÇÊ
ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ, ÍÂÍ ÃÖÆÇÕ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÆÂÎÇÇ, ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ. ©Â àÕÑ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÓÂÔÒÎÂÚËÄÂÕßÔâ ËØ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑ-
ÔÕßá, Õ.Ç. ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇÏ ÍÂÊËÏËÓÑÄ, ÑÃÓÂÜÂáÜËØ Ä
ÐÖÎß ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÖá ÔÍÑÃÍÖ.

6. ´ÇÑÓÇÏÂ ¿ÓÕÇÎâ

±ÑÍÂÉÇÏ, ÔÎÇÆÖâ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ ÓÂÃÑÕ [41, 43],
ÚÕÑ ÆÎâ ËÆÇÂÎßÐÞØ ÉËÆÍÑÔÕÇÌ Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕßá ÆÂÄÎÇÐËâ ÑÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë àÐÕÓÑÒËË ÕÇÑÓÇÏÂ ¿ÓÕÇÎâ,
Â ÕÂÍÉÇ ÕÇÑÓÇÏÂ ¬ÇÎßÄËÐÂ Ñ ÔÑØÓÂÐÇÐËË ÙËÓÍÖÎâÙËË
ÔÍÑÓÑÔÕË âÄÎâáÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË
ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÅÑ ÕËÒÂ, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ÒÇÓÇÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇÏ
ÏÂÓÍÇÓÑÄ ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÓÂÊÆÇÎÞ 7, 8).
°ÃÔÖÆËÏ ÕÂÍÉÇ, ÍÂÍÖá ÓÑÎß ËÅÓÂÇÕ ÆÂÐÐÂâ ÔËÏÏÇÕÓËâ Ä
ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ, ÄÄÇÆÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ.

´ÇÑÓÇÏÂ ¿ÓÕÇÎâ [42] ÆÎâ ËÆÇÂÎßÐÞØ ÉËÆÍÑÔÕÇÌ ÅÎÂ-
ÔËÕ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ

IL � �XHHS�
r

�6:1�

âÄÎâÇÕÔâ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ. ©ÆÇÔß X � rot v ì
ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß; ÒÓË àÕÑÏ ÔÍÑÓÑÔÕß ÉËÆÍÑÔÕË v ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¿ÌÎÇÓÂ:

qv
qt
ÿ �vHH�v � ÿHHp

r
; �6:2�

àÐÕÓÑÒËâ S ÇÆËÐËÙÞ ÏÂÔÔÞ, ÒÇÓÇÐÑÔËÏÂâ ÉËÆÍÑÔÕßá,
ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

qS
qt
� �vHH�S � 0 ; �6:3�

Â ÒÎÑÕÐÑÔÕß r ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË:

qr
qt
� div �rv� � 0 : �6:4�

®Þ ÑÒÖÔÍÂÇÏ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ àÕÑÌ ÕÇÑÓÇÏÞ, ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑÄÇÓÇÐÂ ÒÓâÏÞÏ ÄÞÚË-
ÔÎÇÐËÇÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ô. 31 Ä [54]).

ªÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß IL (6.1) ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ IL ÇÔÕß ×ÖÐÍÙËâ
ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ a; àÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ
ÄÏÇÔÕÇ Ô ÉËÆÍÑÔÕßá, ÑÔÕÂÄÂâÔß ÐÇËÊÏÇÐÐÑÌ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ.

¬ÂÍ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÄÞÃÑÓ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÎÇÐ: ÑÐË ÏÂÓÍËÓÖáÕ ÍÂÉÆÖá ÚÂÔÕËÙÖ.
±ÑàÕÑÏÖ ÚÂÔÕÑ àÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÎÂÅÓÂÐÉÇ-
ÄÞÏË ÏÂÓÍÇÓÂÏË. °ÃÞÚÐÑ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
ÄÞÃËÓÂáÕ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÑÐË ÔÑÄÒÂÆÂÎË Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË
ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ rjt�0 � a. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ (àÌÎÇÓÑÄÂ) ÑÒËÔÂÐËâ Í ÆÓÖÅÑÏÖ
(ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÖ) ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÊÂÏÇÐÞ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ:

r � r�a; t� �6:5�
Ô a, âÄÎâáÜËÏÔâ ÏÂÓÍÇÓÑÏ ÍÂÉÆÑÌÉËÆÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ.±ÓË
àÕÑÏ ÔÍÑÓÑÔÕß ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÕÑÚÍÇ r ÆÂÇÕÔâ ÑÃÞÚÐÑÌ ×ÑÓÏÖ-
ÎÑÌ

v�r; t� � _r
���
a
; �6:6�

ÅÆÇ ÕÑÚÍÂ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË t. £
ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÒÇÓÇÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (6.4) Ë (6.3)
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ:

r�r; t� � r�a�
J

; S�r; t� � S0�a� ; �6:7�

ÅÆÇ J � det Ĵij ì âÍÑÃËÂÐ Ë

Ĵia � qxi
qaa

ì ÏÂÕÓËÙÂ ÁÍÑÃË ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ (6.5). £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ
ÃÖÆÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÕß J 6� 0 ÄÔáÆÖ, ÚÕÑ ÅÂÓÂÐÕËÓÖÇÕ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ Í (6.5) ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ.

£ÄÇÆÇÐÐÂâ ÄÞÛÇ ÏÂÕÓËÙÂ ÁÍÑÃË ËÅÓÂÇÕ ×ÖÐÆÂÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÖá ÓÑÎß ÒÓË ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÑÒËÔÂÐËË. ¦Ç ÊÐÂÐËÇ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ
ÕÇÚÇÐËâ, ÐÑ ÕÂÍÉÇ ÇÅÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ. µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ
ÏÂÕÓËÙÞ ÁÍÑÃË ÒÓâÏÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË
(6.6). ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÇÍÕÑÓ dr, ÔÑÇÆËÐâáÜËÌ ÆÄÇ ÃÎËÉÂÌ-
ÛËÇ ÉËÆÍËÇ ÚÂÔÕËÙÞ:

dr � r�a� da; t� ÿ r�a; t� :

ªÔØÑÆâ ËÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË (6.6), ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖ-
ÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ àÕÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ:

ddr
dt
� �dr;HH�v : �6:8�

²ÂÊÎÂÅÂâ ÆÂÎÇÇ dr ÒÑ ÏÂÎÑÔÕË ÄÇÍÕÑÓÂ da,

dxi � Ĵikdak ; �6:9�

ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ ÏÂÕÓËÙÞ ÁÍÑÃË:

d

dt
Ĵ � UĴ : �6:10�
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©ÆÇÔß ÏÂÕÓËÙÂ U ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Uij � qvi
qxj

;

ÇÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÚÂÔÕß

B � 1

2
�U�UT�

ÇÔÕß ÕÇÐÊÑÓ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ, Â ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß:

O � 1

2
�UÿUT� :

°ÃÓÂÕÐÂâ Í Ĵ ÏÂÕÓËÙÂ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá

d

dt
Ĵÿ1 � ÿĴÿ1U ; �6:11�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓË ÒÑÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÑÌ ÊÂÒËÔË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

d

dt

qaa
qxi
� ÿ qaa

qxj

qvj
qxi

: �6:12�

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ, ÕÑ ÑÐ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ËÊ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÃÎËÉÂÌÛËÏË ÎÂÅÓÂÐ-
ÉÇÄÞÏË ÕÑÚÍÂÏË Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (6.9)

�dxi�2 � gikdaidak

Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÇÐ

gik � Ĵli Ĵlk :

ªÐÄÂÓËÂÐÕ ¿ÓÕÇÎâ IL, ÍÂÍ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄ ËÐÄÂÓËÂÐÕ, ÇÔÕß
×ÖÐÍÙËâ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Ë Ä àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÑÐ
ÎÑÍÂÎÇÐ. ³ ÇÅÑ ÒÑÏÑÜßá ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ
ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÊÂÍÑÐÑÄ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÇ,
ÇÔÎË ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÔÄÇÓÍÖ IL Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ f�a�:

Ii �
�
IL�a� f �a� da : �6:13�

±ÑÍÂÉÇÏ ÆÂÎÇÇ, ÚÕÑ ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (6.13) ÆÎâ
ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ ÔÎÇÆÖÇÕ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÕÇÑÓÇÏÂ
¬ÇÎßÄËÐÂ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ö ÐÂÔ ÇÔÕß ÑÆÐÂ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ÔÄÑÃÑÆÂ: àÐÕÓÑÒËâ S ÕÇÒÇÓß ÒÑÔÕÑâÐÐÂ, Ë
ÄÏÇÔÕÑ ÐÇÇ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ Ä (6.7) Ë
(6.1) ÏÑÉÐÑ ÄÊâÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ
ÏÂÓÍÇÓÑÄ a. °ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËË
(6.7) ÏÑÉÐÑ ÃÇÊ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÑÃÜÐÑÔÕË ÒÑÎÑÉËÕß
r0 � 1 3, ÕÂÍ ÚÕÑ

r�r; t� � 1

J
: �6:14�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (6.1) Ä (6.13) ÒÓË ÖÚÇÕÇ (6.7) Ë J da � dr,
ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏ ÑÆËÐ ÓÂÊ ÒÑ ÚÂÔÕâÏ:

Ii �
�ÿ
v; �HHf� HHS�� dr : �6:15�

©ÆÇÔß ÅÓÂÆËÇÐÕ ÃÇÓÇÕÔâ ÒÑ r, ØÑÕâ f Ë S âÄÎâáÕÔâ
×ÖÐÍÙËâÏË a � a�r; t�. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÐÑÄß ÄÇÓÐÇÏÔâ Í ËÐÕÇ-

ÅÓËÓÑÄÂÐËá ÒÑ a. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ
ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá:

Ii �
�

_xi JEijk
qaa
qxj

qab
qxk

qf�a�
qaa

qS0�a�
qab

da :

µÚËÕÞÄÂâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ

JEijk
qaa
qxj

qab
qxk
� Eabg

qxi
qag

; �6:16�

ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÆÑ ÄËÆÂ

Ii �
�
Aj�a� _xi qxiqaj

da : �6:17�

©ÆÇÔß

A�a� � �HHf� HHS0� �6:18�

ì ÄÇÍÕÑÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ËÏÇáÜÂâ ÐÖÎÇÄÖá ÆËÄÇÓÅÇÐÙËá:

diva A�a� � 0 : �6:19�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÄÑ ÄÔÇØ ÄÞÚËÔÎÇÐËâØ ÏÞ
ÐËÅÆÇ ÇÜÇ ÐÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ×ÂÍÕ ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÑÔÕË, Õ.Ç.
ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (6.17) ÒÓËÏÇÐËÏÑ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ. £ ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ S0

ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ a. £ ÔËÎÖ àÕÑÅÑ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÑÎÂ A�a� ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÍÂÍ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá Ô ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÅÓÂÐËÚÇ-
ÐËÇÏ ì ÐÖÎÇÄÑÌ ÆËÄÇÓÅÇÐÙËÇÌ.

±ÖÔÕß ÄÇÍÕÑÓ-×ÖÐÍÙËâ A�a� ÃÖÆÇÕ ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ ÐÂ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ. ¿ÕÖ ÍÓËÄÖá ÃÖÆÇÏ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓËÊÑÄÂÕß ÆÎËÐÑÌ ÆÖÅË s:

a � a�s�; a�s� l� � a�s� : �6:20�

ÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß ÕÑÅÆÂ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ

A �
� l
0

da�s�
ds

d
�
aÿ a�s�� ds

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÄÔÇÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ ÕÓÇÃÑÄÂÐËâÏ: ÑÐÂ
ÔÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÐÂ ÐÂ ÍÓËÄÑÌ a � a�s� Ë ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÄÖá
ÆËÄÇÓÅÇÐÙËá. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÆÂÎÇÇ A Ä (6.17), ÒÑÔÎÇ ÒÓÑ-
ÔÕÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÕÇÑÓÇÏÇ ¬ÇÎßÄËÐÂ ÆÎâ
ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÉËÆÍÑÔÕÇÌ:

IK �
�
C

ÿ
v�r; t�; dl� : �6:21�

©ÆÇÔß ÍÑÐÕÖÓ C ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÉËÆÍÑÔÕßá, âÄÎââÔß
ÑÃÓÂÊÑÏ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ (6.20).

´ÇÑÓÇÏÂ ¬ÇÎßÄËÐÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ Ë ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË p�r;S�. ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕ ÐÇ ËÊÄÇÔÕÇÐ ÛËÓÑÍÑ Ä
ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÐ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ä ÍÖÓÔÇ ÂÐ-
ÆÂÖ ëË×ÛËÙÂ. áÃÑÒÞÕÐÑ, ÚÕÑ ÑÕÄÇÕ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÕÑÕ ÉÇ ÔÂÏÞÌ ÄËÆ, ÚÕÑ Ë (6.21). ¦ÆËÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÄÞÃÑÓÇ ÍÑÐÕÖÓÂC. ¥Îâ ÃÂÓÑÕÓÑÒ-
ÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ, ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË ÓÂÐÇÇ, ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐËÇ ÃÞÎÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ (6.19), ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÃÇÔ-
ÒÇÚËÄÂÎÑ ÕÑÎßÍÑ ÊÂÏÍÐÖÕÑÔÕß ÍÑÐÕÖÓÂ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÜÇÌ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË p � p�r;S� ÒÑÏËÏÑ (6.19) ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÂÍÉÇ
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕß ÖÔÎÑÄËá (6.18). £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÑÔÎÇÆ-3 ¿ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ÊÂÏÇÐÇ b � b�a�, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÌ Jab � r0.
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ÐËÏ ÎËÐËË ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ A�a� ÆÑÎÉÐÞ ÎÇÉÂÕß ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ àÐÕÓÑÒËË S�a� � const. ±Ñ-
àÕÑÏÖ, ÇÔÎË ÄÞÃÓÂÕß ÊÂÏÍÐÖÕÞÌ ÍÑÐÕÖÓ, ÎÇÉÂÜËÌ ÐÂ
àÕÑÌ "ÉËÆÍÑÌ" ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË (Õ.Ç. ÆÄËÅÂáÜÇÌÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô
ÉËÆÍÑÔÕßá), ÕÑ ÏÞ ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÕÇÑÓÇÏÇ
¬ÇÎßÄËÐÂ Ä ÄËÆÇ (6.21). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÕÇÑÓÇÏÂ ¬ÇÎß-
ÄËÐÂ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÅÎÂÔËÕ: ÙËÓÍÖÎâÙËâ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÇÔÎË ÆÄËÅÂáÜËÌÔâ ÍÑÐÕÖÓ
ÎÇÉËÕ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S

ÿ
a�r; t�� � const, ÒÇÓÇÐÑÔËÏÑÌ

ÔÂÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕßá.
£ ÊÂÍÎáÚÇÐËË ÆÂÐÐÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÏÞ ÖÍÂÉÇÏ ÐÂ ËÐÕÇ-

ÓÇÔÐÖá ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá ÕÇÑÓÇÏÞ¬ÇÎßÄËÐÂ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ [11]
ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÙËÓÍÖÎâÙËË ÔÍÑÓÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ
±ÖÂÐÍÂÓÇ�

p dq : �6:22�

¥Îâ ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ ÍÂÉÆÑÌ ÉËÆÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÇ ÔoÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ

h � p2

2
� w�r� ;

ÅÆÇ p � _r, Â àÐÕÂÎßÒËâ w ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ
àÐÇÓÅËË ÚÂÔÕËÙÞ. ¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÄÊâÕß Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÍÑÐÕÖÓÂ Ä
(6.22) ÉËÆÍËÌ ÍÑÐÕÖÓ, ÕÑ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ±ÖÂÐÍÂÓÇ
ÃÖÆÇÕ ÔÑÄÒÂÆÂÕß Ô ÙËÓÍÖÎâÙËÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕË�

v dr ;

Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÕÇÑÓÇÏÂ ¬ÇÎßÄËÐÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÓâÏÞÏ
ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ
±ÖÂÐÍÂÓÇ.

¿ÕÑ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÄÇÔßÏÂ ÒÑÎÇÊÐÞÏ ÆÎâ
ÆÓÖÅËØ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ
ÓâÆÂ ÊÂÆÂÚ ×ËÊËÍË ÒÎÂÊÏÞ [52, 51], ÍÑÅÆÂ ÆÄËÉÇÐËÇ
ÉËÆÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄÇÆÇÐÑ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ
¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ÆÎâ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ
Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÅÑ ÄËÆÂ. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÂÐÂÎÑÅ ÕÇÑÓÇÏÞ ¬ÇÎßÄËÐÂ ÇÔÕß ÒÓÑÔÕÑ
ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ±ÖÂÐ-
ÍÂÓÇ.

7. ¬ÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÂâ ÔËÏÏÇÕÓËâ ì
ÅÓÖÒÒÂ ÒÇÓÇÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÍÂÍ ËÊ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¿ÓÕÇÎâ.

³ÐÂÚÂÎÂ ÔÆÇÎÂÇÏ ÆÄÂ ÊÂÏÇÚÂÐËâ.
1. ±ÖÔÕß Il � �I1; . . . ; In� ì ÐÂÃÑÓ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ËÐÄÂ-

ÓËÂÐÕÑÄ, ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô
ÉËÆÍÑÔÕßá,

dIk
dt
� qIk

qt
� vHHIk � 0 :

´ÑÅÆÂ ÎáÃÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÑÕ Il ÃÖÆÇÕ ÕÂÍÉÇ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞÏ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ. ¹ÕÑÃÞ ÒÑ ÊÂÆÂÐÐÑÏÖ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÖ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÖ ÒÑÔÕÓÑËÕß àÌÎÇÓÑÄÖ ÔÑØÓÂÐâáÜÖáÔâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ Ieu � rIk ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË

qIeu
qt
� div �Ieuv� � 0 :

µÓÂÄÐÇÐËâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË (6.2), (6.3) Ë (6.4), ÍÂÍ ÏÞ
ÄËÆÇÎË ÄÞÛÇ, ËÏÇáÕ ÆÄÂ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ:
ËÐÄÂÓËÂÐÕ ¿ÓÕÇÎâ (6.1) Ë àÐÕÓÑÒËá s 4. °ÃÂ àÕË ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÂ ÒÑÓÑÉÆÂáÕ ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÄËÆÂ

Ii �
�
r f�IL; s� dr ; �7:1�

f�IL; s�ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔÄÑËØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ.
2. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¿ÌÎÇÓÂ (6.2) Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ

ÇÔÕß ÐÇ ÚÕÑ ËÐÑÇ, ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¯ßáÕÑÐÂ ÆÎâ ÉËÆÍÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ:

�xi � ÿHHi p

r
: �7:2�

¥ÇÌÔÕÄÖâ ÏÂÕÓËÙÇÌ ÁÍÑÃË Ĵ ÐÂ ÑÃÇ ÚÂÔÕË àÕÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

qxi
qak

�xi � ÿ 1

r
qp�r; s�
qak

: �7:3�

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ì Ä ×ÑÓÏÇ (7.2) ËÎË (7.3) ì ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ Ô
(6.7) Ë (6.14) ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÑÒËÔÂÐËâ
ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ.

¥ÇÌÔÕÄËÇ Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÕÑÚÐÑ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ [17]:

S �
�
dt L �

�
dtdr

�
r

_x2i
2
ÿ e�r; s�

�
; �7:4�

ÅÆÇ e ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ àÐÇÓÅËË, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô
àÐÕÂÎßÒËÇÌ w Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËâ

de � rTds� w dr ; �7:5�

Â Tì ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ.
±ÓÑÄÇÓËÏ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ ÄÂÓËÂÙËâ ÆÇÌÔÕÄËâ dS � 0

àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÄËÉÇÐËâ (7.3).
±ÇÓÇÌÆÇÏ Ä (7.4) ÑÕ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ r Í ËÐÕÇÅÓËÓÑ-

ÄÂÐËá ÒÑ a. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

S �
�
dt da

�
_x2i
2
ÿ ~e�r;S�

�
: �7:6�

©ÆÇÔß ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÑÕ x ÃÇÓÖÕÔâ ÒÓË ×ËÍÔË-
ÓÑÄÂÐÐÞØ a; ~e � e=r ÇÔÕß ×ÖÐÍÙËâ r Ë s, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÔÄÑá
ÑÚÇÓÇÆß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ (6.7) Ë (6.14). ±Ñ-
ÔÍÑÎßÍÖ ÕÑÎßÍÑ r ÄÑ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ àÐÇÓÅËË ~e ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ x ÚÇÓÇÊ âÍÑÃËÂÐ (6.14), ÕÑ ÑÔÐÑÄÐÂâ
ÕÓÖÆÐÑÔÕß Ô ÄÂÓßËÓÑÄÂÐËÇÏ ÃÖÆÇÕ ÔÑ ÄÕÑÓÞÏ ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ
Ä (7.6).

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ (6.16) Ë ×ÑÓÏÖÎÖ

J � 1

6
EijkEabg

qxi
qaa

qxj
qab

qxk
qag

;

4 £Ñ ËÊÃÇÉÂÐËÇ ÒÖÕÂÐËÙÞ ÕÑÎßÍÑ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ àÐÕÓÑ-
ÒËá ÍÂÍ s, ÄÑ ÄÔÇØ ÑÔÕÂÎßÐÞØ ÓÂÊÆÇÎÂØ ÏÞ ÔÑØÓÂÐËÏ ÊÂ àÐÕÓÑÒËÇÌ
ÒÓÇÉÐÇÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ S.

´. 167, å 11] ¤¡®ª¾´°¯°£³¬ª« ¶°²®¡ª©® ¥Á ¯¦ª¯¦«¯½· £°¯ 1149



ÐÂØÑÆËÏ

dS �
�
dt da

�
ÿ�xidxi � r2

q~e
qr

dJ
�
�

�
�
dt da

�
ÿ�xi ÿ 1

2

q
qaa

�
r2

q~e
qr

�
EabgEijk

qxj
qab

qxk
qag

�
dxi �

�
�
dt da

�
ÿ�xi ÿ 1

r
q
qaa

�
r2

q~e
qr

�
qaa
qxi

�
dxi � 0 �7:7�

ËÎË

�xi � ÿ 1

r
q
qaa

�
r2

q~e
qr

�
qaa
qxi

:

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ ÆÄËÉÇÐËâ (7.3), ÇÔÎË ÒÑÎÑÉËÕß

p�r; s� � r2
q~e
qr

:

(±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÇÔÕß ÒÓâÏÑÇ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÕÇÓÏÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (7.5).)

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆ-
ÍÑÔÕË Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÓâÏÑ ÔÎÇÆÖáÕ ËÊ
ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ.

±ÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÊÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ, ì ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ
ËÏÒÖÎßÔÂ,

P �
�

_x da �
�
rv�r; t� dr ;

Ë ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË,

E �
��

_x2

2
� ~e�r; s�

�
da �

��
rv2

2
� e�r; s�

�
dr ;

ì âÄÎâáÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÆÇÌÔÕÄËâ ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑ ÆÄÖØ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÔËÏÏÇÕÓËÌ: ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ Ë ÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÕÓÂÐÔÎâÙËÌ.

µÓÂÄÐÇÐËâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË, ÍÂÍ àÕÑ ÃÞÎÑ ÄÒÇÓÄÞÇ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä [41], ÑÃÎÂÆÂáÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÌ ÐÇÕÓËÄËÂÎß-
ÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ ÔÑ ÔÄÑÃÑÆÑÌ ÄÞÃÑÓÂ ÎÂÅÓÂÐ-
ÉÇÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÕ àÕÑÅÑ ÄÞÃÑÓÂ
ÐËÚÇÅÑ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ: ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÉËÆÍÑÔÕË, ÓÂÄÐÑ
ÍÂÍ Ë ÇÇ ÆËÐÂÏËÍÂ, ÑÔÕÂáÕÔâ ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏË. ªÊ ÄÔÇØ
ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÒÇÓÇÑÃÑÊÐÂÚÂáÜËØ ÎÂÅÓÂÐ-
ÉÇÄÞ ÏÂÓÍÇÓÞ Ë ÑÔÕÂÄÎâáÜËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ ÆÇÌÔÕÄËÇ,
ÄÞÉËÄÂÇÕ ÑÆËÐ ÄÒoÎÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÌ ÍÎÂÔÔ. ´ÂÍ, Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÉËÆÍÑÔÕÇÌ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÞÏ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÕÂÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ
b � b�a�, âÍÑÃËÂÐ ÍÑÕÑÓÞØ ÓÂÄÇÐ 1:

J � det
qbi
qaj
� 1 : �7:8�

£ÔÇ àÕË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÅÓÖÒÒÖ ÆË××ÇÑÏÑÓ-
×ËÊÏÑÄ, ÔÑØÓÂÐâáÜËØ ÑÃÝÇÏ. (ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ
ÕÂ ÉÇ ÔÂÏÂâ ÅÓÖÒÒÂ ÖÒÓÂÄÎâÇÕ ÆÄËÉÇÐËÇÏ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ
ÉËÆÍÑÔÕË.) ¿ÕÂ ÔËÏÏÇÕÓËâ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÕÇÑÓÇÏÑÌ
¯ÇÕÇÓ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÐÑÄÞÇ ÊÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ. ¹ÕÑÃÞ
ÐÂÌÕË ËØ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ËÐ×ËÐËÕËÊÇÏÂÎßÐÞÇ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ. £ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ (ÆÎâ ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞØ
ÕÇÚÇÐËÌ) ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ da � a, ÅÆÇ

b � a� da ;

ÐÂÎÑÉÇÐÑ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ì ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÔÕË:

qai�a�
qai

� 0 ; �7:9�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓâÏÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (7.8).
¥Îâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ p � p�r; s�

ÆÇÌÔÕÄËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÕÂÍËØ ÒÓÇ-
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÐÇÔÉËÏÂÇÏÞ Ë, ÄÑ-
ÄÕÑÓÞØ, ÑÔÕÂÄÎâáÕ ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S0�a� �
� const. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÏËÏÑ (6.19), ÐÂ ×ÖÐÍÙËá
a�a� ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ ÑÆÐÑ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ

�HHs� a � � 0 : �7:10�

¦ÔÎË Ä ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7.9) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÓÂÊÓÇÛÇÐÑ ÒÖÕÇÏ ÄÄÇÆÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ:

a� rot f ;

ÔÍÂÉÇÏ, Ô ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÑÌ div f � 0, ÕÑ Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ a (7.9) Ë (7.10) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÕÔâ, ÇÔÎË ÒÑÎÑÉËÕß

a� �HHs� HHc� :

©ÆÇÔß c ì ÔÍÂÎâÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, Â ÅÓÂÆËÇÐÕÞ ÄÊâÕÞ ÒÑ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ a.

°ÒÖÔÍÂâ ÆÂÎÇÇ ÄÔÇ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞÇ ÄÞÍÎÂÆÍË ÄÞÄÑÆÂ
ÊÂÍÑÐÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ (Â àÕÑ ì ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÂâ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ; ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [80]), ÒÓËÄÇÆÇÏ ÔÓÂÊÖ ÍÑÐÇÚÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ:

1. ¥Îâ ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÉËÆÍÑÔÕÇÌ ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ:

d

dt
�HHa _xi � HHaxi� � 0 ;

Õ.Ç. Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ a ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÄÇÍÕÑÓ

IL � �HHa _xi � HHaxi� : �7:11�

¿ÕÑÕ ËÐÕÇÅÓÂÎ ËÊÄÇÔÕÇÐ ÇÜÇ Ô ÒÓÑÛÎÑÅÑ ÄÇÍÂ: ÑÐ ÃÞÎ
ÐÂÌÆÇÐ ¬ÑÛË [17] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [44, 45]).

¥Îâ ÔÒÓÂÄÍË ÒÓËÄÇÆÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ àÕÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ Ä
ÏÂÕÓËÚÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË:

Ĵ T
t Ĵÿ Ĵ TĴt � O�0� ; �7:12�

ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔ T ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑÄÂÐËÇ, Â ÏÂÕÓËÙÂ O�0�

ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ IL Ô ÒÑÏÑÜßá
×ÑÓÏÖÎÞ:

O�0�ij � EijkILk :

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (7.12) ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÄÇÔßÏÂ ÒÑÎÇÊÐÞÏ ì ÑÐÑ
ÐÇÆÂÄÐÑ ÃÞÎÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÂÄÕÑÓÂÏË ÓÂÃÑÕÞ [62] ÆÎâ
ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÓâÆÂ ÕÑÚÐÞØ ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË.

±ÇÓÇÒËÛËÏ (7.11) Ä àÌÎÇÓÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ. ªÔÒÑÎß-
ÊÖâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ (6.16), ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ (7.11) ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÖÇÏ Í ÄËÆÖ

IL � J�X;HH�a � r0�a�
r
�X;HH�a : �7:13�
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©ÆÇÔß a ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÑÕ r Ë t. ¦ÔÎË a ì
ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ, ÕÑ ÄÇÍÕÑÓ (7.13)
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕßá X0�a�:

IL � X0�a� :
°ÕÔáÆÂ Ô ÖÚÇÕÑÏ (7.13) ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ B � X=r:

B�r; t� � ĴB0�a� :

ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÏÂÕÓËÙÂ ÁÍÑÃË ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ X=r
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ àÄÑÎáÙËÑÐÐÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ (7.13) Ä ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑÔÕË ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ: ÑÐË
ËÏÇáÕ ÔÏÞÔÎ ÖÔÎÑÄËâ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÑÔÕË ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË Ä
ÉËÆÍÑÔÕß.

©ÂÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ B, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ ËÊ (6.2) Ë (6.4):

d

dt
B � �B;HH�v : �7:14�

©ÆÇÔß d=dt � q=qt� vHH. ªÊ ÔÓÂÄÐÇÐËâ (7.14) Ô (6.8) ÆÎâ dr
ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÍÂÍ B, ÕÂÍ Ë dr ÒÑÆÚËÐâáÕÔâ ÑÆÐÑÏÖ Ë ÕÑÏÖ ÉÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËá. ¿ÕÑ Ë ÇÔÕß ÖÔÎÑÄËÇ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÑÔÕË ÊÂÄËØÓÇÐ-
ÐÑÔÕË Ä ÉËÆÍÑÔÕß ì ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ
ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ. ³ÆÇÎÂÇÏ ÕÇÒÇÓß ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÛÂÅ, Â ËÏÇÐÐÑ,
ÖÏÐÑÉËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7.14) ÔÒÓÂÄÂ ÐÂ Ĵ ÿ1, Â ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(6.11) ì ÔÎÇÄÂ ÐÂ X=r, Â ÊÂÕÇÏ ÔÎÑÉËÏ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕ àÕËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÇÔÕß ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂ-
ÐÇÐËâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¬ÑÛË (7.13). ¿ÕË ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÆÄËÉÇÐËâ
(ËÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË ì ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ) Ë ÇÔÕß
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÂ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÑÔÕË ÊÂÄËØ-
ÓÇÐÐÑÔÕË Ä ÉËÆÍÑÔÕß. µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ B
(7.14) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÄÏÑÓÑÉÇÐ-
ÐÑÔÕË.

2. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ì ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
p�r; s�ìËÊ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ÄÞÉËÄÂÇÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞÌ ÔÍÂÎâÓ: ÒÓÑÇÍÙËâ IL ÐÂ ÄÇÍÕÑÓ HHs:

IL �
ÿ
HHas0; �HHa _xi � HHaxi�

�
:

£ÑÊÄÓÂÜÂâÔß Ä àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË Í àÌÎÇÓÑÄÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÞÏ Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ

Eabg
qxi
qaa

qxj
qab

qxk
qag
� EijkJ ;

ÒÑÎÖÚÂÇÏ

IL � �XHHs�
r

:

¿ÕÑÕ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÍÂÍ ÓÂÊ Ë ÇÔÕß ËÐÄÂÓËÂÐÕ ¿ÓÕÇÎâ (6.1).
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ ¿ÓÕÇÎâ, ÕÂÍ ÉÇ
ÍÂÍ Ë ÕÇÑÓÇÏÂ ¬ÇÎßÄËÐÂ Ñ ÔÑØÓÂÐÇÐËË ÙËÓÍÖÎâÙËË
ÔÍÑÓÑÔÕË, âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚ-
ÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËËì ÅÓÖÒÒÞ ÒÇÓÇÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ
ÏÂÓÍÇÓÑÄ.

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÒÓÑÔÎÇÆËÕß, ÍÂÍ ÄÔâ àÕÂ ÔØÇÏÂ ÓÂÃÑÕÂÇÕ Ä
ÆÄÖØ ËÊÏÇÓÇÐËâØ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ¿ÓÕÇÎâ
ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá: ÄÇÍÕÑÓ X ÑÓÕÑÅÑÐÂÎÇÐ HHs.
±ÑàÕÑÏÖ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÌ ÑÕÄÇÕ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ
ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. ±ÓËÏÇÐââ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (7.11)

ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ

Eab
qxi
qaa

qxj
qab
� EijJ ;

ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÚÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ¬ÑÛË ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä
ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄ ËÐÄÂÓËÂÐÕ:

O
r
� const�a� :

£ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ Ä ÑÕÎËÚËË ÑÕ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÅÑ
ÔÎÖÚÂâ àÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÏÂÕÓËÙÖ ÁÍÑÃË.

°ÃÓÂÕËÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ. ´ÂÍ,
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (7.13) Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä
ÄËÆÇ

IL � �X;HH�a : �7:15�

±ÓË àÕÑÏ ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕ IL ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô

X0�a� � rota u ;

ÅÆÇ ÄÇÍÕÑÓ u ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ Ô ÒÑÏÑÜßá (4.19). ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÚÕÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÂâ ÚÂÔÕß ÄÇÍÕÑÓÂ u ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ
(âÄÎââÔß ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ), Â ÇÅÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ
ÑÃâÊÂÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË. £ÞÃÑÓ àÕÑÅÑ ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ, ÍÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß Ä ÚÇÕÄÇÓÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ, ÒÓÑËÊÄÑÎÇÐ Ä
ÔËÎÖ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÔÕË ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÏÂÓÍÇÓÑÄ. ¿ÕÑ Ä
ÒÑÎÐÑÌ ÏÇÓÇ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Ë Í ÄÇÍÕÑÓÖ X0�a�. ¦ÔÎË ÔÑÄÇÓ-
ÛËÕß ÍÑÐÕÂÍÕÐÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ b � b�a� Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ
q�b1b2b3�=q�a1a2a3� � 1, ÕÑ ÄÇÍÕÑÓ X0�a� ÃÖÆÇÕ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÞÄÂÕßÔâ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ

~O0i�b� � qbi
qaj

O0j�a� : �7:16�

±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (7.16) ì ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÅÑ ÕËÒÂ; ÑÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ (ÔÏ. [45]) ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞØ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ¬ÎÇÃÛÂ (4.15) 5.

±ÖÔÕß Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÄÇÍÕÑÓ ~X0�b�
ËÏÇÇÕ ÑÆÐÖ ÐÇÐÖÎÇÄÖá, ÔÍÂÉÇÏ z, ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ, ÓÂÄÐÖá 1:

~O01 � �X0HHa�b1 � 0 ; �7:17�
~O02 � �X0HHa�b2 � 0 ; �7:18�
~O03 � �X0HHa�b3 � 1 : �7:19�

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (7.17) ë (7.19) ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÌ "ÊÂÄËØÓÇÐÐÑ-
ÔÕË" X0�a� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË b�a�. ¿ÕÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÆÑÒÖÔÍÂáÜËÇ
ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÏÇÕÑÆÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ. µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÊÆÇÔß ÑÆÐË Ë ÕÇ ÉÇ ÆÎâ ÄÔÇØ ÕÓÇØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ÔËÔÕÇÏÞ (7.17) ë (7.19):

da

ds
� X0�a� :

¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ "ÄËØÓÇÄÖá" ÎËÐËá X0�a�;
ÒÂÓÂÏÇÕÓ s ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÆÎËÐÞ ÆÖÅË "ÄËØÓÇÄÑÌ" ÎËÐËË.
µÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÇ (ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ b) ËÏÇáÕ

5 ¯ÇÔÍÑÎßÍÑ ËÐÑÌ ÒÑÆØÑÆ Í ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏ ÃÞÎ
ÓÂÊÄËÕ Ä [81].
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ÄËÆ

db1
ds
� 0 ; �7:20�

db2
ds
� 0 ; �7:21�

db3
ds
� 1 : �7:22�

±ÇÓÄÞÇ ÆÄÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ b1 Ë b2 ÒÑÔÕÑâÐÐÞ ÄÆÑÎß
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË. ±ÑàÕÑÏÖ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ b1 Ë b2 ÏÑÉÐÑ ÄÊâÕß
ÆÄÂ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ c1 Ë c2 ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ, ÕÓÇÕßâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÎËÐÇÌÐÑ ÏÇÐâÇÕÔâ Ô s.
£ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ (7.20) ë (7.22)
ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÑ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÎÑÍÂÎßÐÑ Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÐÇÑÔÑÃÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÔÐÂÃÉÇÐ-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÊÂÆÂÄÂÇÏÞØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÂÏË c1 Ë c2. ³ÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇ ÅÎÑ-
ÃÂÎßÐÑ, ÚÕÑ ÕËÒËÚÐÑ ÆÎâ ÏÇÕÑÆÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ.

°ÕÔáÆÂ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ rotb ~u � ~X0�b�, ÏÑÉÐÑ
ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß "ÔÍÑÓÑÔÕß" ~u:

~u1 � qf
qb1

; �7:23�

~u2 � qf
qb2
� b1 ; �7:24�

~u3 � qf
qb3

: �7:25�

±ÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË àÕËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ Ä (4.19) ÏÞ ÒÓËØÑ-
ÆËÏ ÄÐÑÄß Í ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá ¬ÎÇÃÛÂ Ô ÑÆÐÑÌ ÒÂÓÑÌ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ (ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÔÏ. [44]):

v � b1HHb2 � HHf :

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÓÑÕÑÓ ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇÏ

X�r; t� � �HHb1 � HHb2� � qr
qb3
�b; t� : �7:26�

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ì ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÆÂÐÐÑÇ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÑÃÝÇÏ. ÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (7.26), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ r ÊÂÏÇÐÇÐÑ ÐÂ b, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÇÕ ÔËÔÕÇÏÇ (7.17) ë (7.19). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (7.17) ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ Ä q�b1b2b3�=q�a1a2a3� � 1.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÎÑÍÂÎßÐÑ ÎáÃÑÇ ÕÇÚÇÐËÇ ÐÇÔÉËÏÂÇ-
ÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÑ ÑÆÐÑÌ
ÒÂÓÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ¬ÎÇÃÛÂ. £ ÔËÕÖÂÙËË ÑÃÜÇÅÑ ÒÑÎÑÉÇ-
ÐËâ ÕÓÇÃÖáÕÔâ ÆÄÇ ÒÂÓÞ ÕÂÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ.

8. ªÐÄÂÓËÂÐÕ ·ÑÒ×Â
Ë ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÔÕß ÔÍÑÃÑÍ ±ÖÂÔÔÑÐÂ

¥Ñ ÔËØ ÒÑÓ ÏÞ ÐÇ ÑÃÔÖÉÆÂÎË ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, ÍÂÍËÇ ÍÎÂÔÔÞ
ÕÇÚÇÐËÌ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÄÄÇÆÇÐÐÞÇ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÐÂ
ÒÓËÏÇÓÇ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. ±ÖÔÕß ÕÇÚÇ-
ÐËÇ ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÍË ÑÆÐÑÔÄâÊ-
ÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÑ ÑÆÐÑÌ ÒÂÓÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
¬ÎÇÃÛÂ:

v �lHHm� HHj :

±ÓÑÄÇÆÇÏ ÚÇÓÇÊ àÕÖ ÕÑÚÍÖ ÄÐÖÕÓË àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÊÂÏÍÐÖ-
ÕÖá ÍÓËÄÖá. ±ÑÔÕÓÑËÄ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ¬ÎÇÃÛÂ ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ
ÖÚÂÔÕÍÇ àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ, ÄÇÓÐÇÏÔâ Ä ËÔØÑÆÐÖá ÕÑÚÍÖ. £ÑÑÃÜÇ
ÅÑÄÑÓâ, ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ¬ÎÇÃÛÂ ÒÓËÏÖÕ ÆÓÖÅËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ¬ÎÇÃÛÂ
âÄÎâáÕÔâ ÏÐÑÅÑÊÐÂÚÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. °ÆËÐ ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÕÇÚÇÐËÌ ÉËÆÍÑÔÕË
Ô ÏÐÑÅÑÊÐÂÚÐÞÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË ¬ÎÇÃÛÂ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÔÎÇ-
ÆÖáÜÖá ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÇ ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ M 2 Ë ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ l Ë m âÄÎâáÕÔâ ÐÂ ÐÇÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË.

¬ÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÐÇÑÆ-
ÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕßá ÄÞÃÑÓÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ¬ÎÇÃÛÂ, ÒÓËÄÑÆâÕ Í
ÒÑâÄÎÇÐËá ÙÇÎÑÅÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕ-
ÐÞØ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÌ, ÒÑÎÖÚÂáÜËØÔâ ÑÆÐÑ ËÊ ÆÓÖÅÑÅÑ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏË ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâÏË, ÔÑØÓÂÐâáÜËÏË àÎÇÏÇÐÕ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË:

dl dm � dl 0 dm 0 :

±ÑàÕÑÏÖ ËÊ ÍÂÉÆÑÅÑ ÕÂÍÑÅÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÌ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÑÆÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕÇÎâ; ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÔÓÇÆË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÓÑÆÂ ÐÖÎß, ËÏÇáÜËØ ÑÆËÐÂÍÑ-
ÄÞÇ ÒÎÑÜÂÆË, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÞÆÇÎËÕß Ô×ÇÓÖ S 2.

ÇÅÍÑ ÒÑÐâÕß, ÚÕÑ ÒÓÑÑÃÓÂÊ ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍË ËÊ M 2 Ä R3

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÎËÐËá, ÔÑÄÒÂÆÂáÜÖá Ô
ÄËØÓÇÄÑÌ ÎËÐËÇÌ. ¿ÕÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËâ ÆÎâ ÓÑÕÑÓÂ ÔÍÑÓÑÔÕË:

X � rot v � �HHl� HHm
�
: �8:1�

£ËØÓÇÄÂâ ÎËÐËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÇ ÆÄÖØ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ l�r� � const, m�r� � const. ¦ÔÎË ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÞÇ l Ë m âÄÎâáÕÔâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË, ÕÑ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ M 2 ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕßá ÓÑÆÂ g. ±ÓË àÕÑÏ ÕÇÚÇÐËâ, ÊÂÆÂÄÂÇÏÞÇ ÕÂÍËÏË
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË, ÐÇ ËÏÇáÕ ÖÊÎÑÄ. ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕ ÏÑÉÐÑ ÆÑÍÂ-
ÊÂÕß Ë ËÐÂÚÇ.

ªÊÄÇÔÕÐÑ (ÔÏ. [56, 57]), ÚÕÑ ÔÕÇÒÇÐß ÊÂÖÊÎÇÐÐÑÔÕË
ÕÇÚÇÐËâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ Ä ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ
ÔÑØÓÂÐâáÜÇÌÔâ ÄÇÎËÚËÐÑÌ

I �
�
�v; rot v� dr : �8:2�

³ÑØÓÂÐÇÐËÇ àÕÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
ÕÇÑÓÇÏÞ ´ÑÏÔÑÐÂ. ¹ÕÑÃÞ ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÔÍÂÊÂÐ-
ÐÑÇ, ÔÎÇÆÖâ [57], ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÇ ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ ÄËØÓÇÄÞÇ
ÎËÐËË

X �
�
k1n1d

�
rÿ l1�s1�

�
ds1 �

�
k2n2d

�
rÿ l2�s2�

�
ds2 ;

ÅÆÇ n1;2 ì ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÇ, Â ds1;2 ì àÎÇÏÇÐÕÞ ÆÎËÐÞ àÕËØ
ÎËÐËÌ.

£ÞÚËÔÎââ ÙËÓÍÖÎâÙËá ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑ ÍÑÐÕÖÓÂÏ
r � l1�s1� Ë r � l2�s2�, ÒÑÎÖÚËÏ�

�v; dl1� � mk2 ;
�
�v; dl2� � mk1 ;

ÅÆÇ m ì ÚËÔÎÑ ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌ àÕËØ ÆÄÖØ ÎËÐËÌ. µÏÐÑÉÂâ
ÆÂÎÇÇ ÒÇÓÄÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÂ k2, Â ÄÕÑÓÑÇ ÐÂ k1 Ë ÔÍÎÂÆÞÄÂâ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÓËØÑÆËÏ Í ËÐÕÇÅÓÂÎÖ I:�

�v; k1 dl1 � k2 dl2� �
�
�v; rot v� dr � 2mk1k2 :
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¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÃÇÊ ÕÓÖÆÂ ÑÃÑÃÜÂÇÕÔâ ÐÂ n ÄËØÓÇÌ, Â
ÊÂÕÇÏ ÐÂ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ³ÑØÓÂÐÇÐËÇ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÂ (8.2) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË,
ÐÑ Ë ÆÎâ ÍÑÐÇÚÐÑÌ, ÍÑÅÆÂ ÄËØÓÇÄÞÇ ÎËÐËË ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞ Í
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÅÓÂÐËÙÞ.

ªÐÕÇÅÓÂÎ I, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÕÇÚÇÐËÌ Ô ÕÓËÄËÂÎß-
ÐÑÌ ÕÑÒÑÎÑÅËÇÌ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
ÆÎâ ÕÇÚÇÐËÌ, ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÖÇÏÞØ ÚÇÓÇÊ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÇ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÇ ¬ÎÇÃÛÂ.

±ÑÍÂÉÇÏ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ¬ÎÇÃÛÂ Ä ×ÑÓÏÖ-
ÎËÓÑÄÍÇ (8.1) ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÊÂÖÊÎÇÐÐÞÇ ÕÇÚÇÐËâ Ë ÒÓÑËÎÎá-
ÔÕÓËÓÖÇÏ ËØ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ.

±ÖÔÕß ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ l Ë m âÄÎâáÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÞÏË
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË Ô×ÇÓÞ S 2. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ l Ë m âÄÐÑ
ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ÖÅÎÞ y Ë j, ÕÂÍ ÚÕÑ

X � 2A
�
HH cos y� HHj

�
;

ÅÆÇ A ì ÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ
¬ÎÇÃÛÂ ÖÉÇ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË,
ÒÓË ÑÃØÑÆÇ ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË z ÖÅÑÎ j ÒÑÎÖÚÂÇÕ ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ 2p.
¥ÂÎÇÇ ÖÆÑÃÐÑ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ O ÑÕ
ÖÅÎÑÄ y Ë j ÒÇÓÇÌÕË Í n-ÒÑÎá �n2 � 1� [58]:

Oa � eabg
ÿ
n; �qbn� qgn�

�
: �8:3�

°ÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÃÞÔÕÓÑ ÖÃÞÄÂáÜËØ
ÕÇÚÇÐËÌ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ n ÔÕÓÇÏËÕÔâ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË Í
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏÖ ÄÇÍÕÑÓÖ n0. ¥Îâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ ÕÇÚÇÐËÌ R3

ËÊÑÏÑÓ×ÐÑ ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÑÌ Ô×ÇÓÇ S 3. ±ÑàÕÑÏÖ ÍÎÂÔÔË×Ë-
ÍÂÙËâ ÕÇÚÇÐËÌ ÇÔÕß ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËË ÅÎÂÆÍËØ
ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÌ S 3 ! S 2. ´ÂÍËÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖáÕÔâ ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÅÓÖÒÒÑÌ p3�S 2� � Z, Õ.Ç. ÎáÃÑÌ
ÍÎÂÔÔ ÕÇÚÇÐËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÚËÔÎÑÏ ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌN ÆÄÖØ
ÄËØÓÇÄÞØ ÎËÐËÌ. ¿ÕÑ ÚËÔÎÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÚËÔÎÑÏ ÊÂÙÇÒÎÇ-
ÐËÌ ÆÄÖØ ÎËÐËÌ n�r� � n1 Ë n�r� � n2 �n1;2 � const�. ªÐÆÇÍÔ
N ÆÎâ ÅÎÂÆÍËØ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ
·ÑÒ×Â [59]. ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕ ·ÑÒ×Â
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ I Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ
ÏÐÑÉËÕÇÎâ [60]:

I �
�
�v;X� dr � 64p2NA2 :

£ÞÄÑÆ àÕÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ×ÑÓ-
ÏÖÎÇ ¤ÂÖÔÔÂ ÆÎâ ÚËÔÎÂ ÊÂÙÇÒÎÇÐËÌ ÆÄÖØ ÎËÐËÌ.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÅÎÂÔÐÑ
[60] A � �h=2m.

°ÔÕÂÎßÐÞÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÕÑÒÑÎÑÅËË
ÏÂÎÑ ËÐÕÇÓÇÔÐÞ. ´ÂÍ, ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ M2, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâá-
ÜËÇ ÔÑÃÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô ÍÓÂÇÏ, ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÞ ÃÖÍÇÕÖ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕÇÌ. ±ÑàÕÑÏÖ ÅÑÏÑÕÑÒËÚÇÔÍÂâ
ÅÓÖÒÒÂ p3 ÆÎâ ÐËØ ÕÓËÄËÂÎßÐÂ. ´ÂÍÉÇ ÕÓËÄËÂÎßÐÞ ÅÓÖÒÒÞ
p3 ÆÎâ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÓÑÆÂ g (g5 1). ´ÑÒÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍË ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÓÑÆÂ ÐÖÎß.

±ÓËÄÇÆÇÏ ÕÇÒÇÓß ÒÓËÏÇÓ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇ-
ÐËâ Ô N � 1 (ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ·ÑÒ×Â):

�n; s� � q�s3q ; �8:4�

q � �1ÿ irs��1� irs�ÿ1 ;

ÅÆÇ sìÏÂÕÓËÙÞ ±ÂÖÎË.

£ ÕÑÓÑËÆÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ,

x� iy � sinhU

coshU� cos b
exp�ia� ; z � sin a

coshU� cos b

�04U <1 ; 0 < a ; b < 2p� ;

arctan
ny

nx
� aÿ b ; nz � 1ÿ 2 tanh2 U :

¿ÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÕÇÚÇÐËÇ ÖÔÕÓÑÇÐÑ
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ: ÄÔÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÓÂÔÔÎÂËÄÂÇÕÔâ
ÐÂ ÕÑÓÞ U � const, Â ÎáÃÂâ ÄËØÓÇÄÂâ ÎËÐËâ ÐÂÏÂÕÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÕÑÓ, ÆÇÎÂâ ÑÆËÐ ÄËÕÑÍ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÎáÃÞÇ
ÄËØÓÇÄÞÇ ÎËÐËË ÊÂÙÇÒÎÇÐÞ ÑÆËÐ ÓÂÊ. £ÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâX Ë
v, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (8.4), ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÓÇÛÇ-
ÐËâÏË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ
(5.9). °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ àÄÑÎáÙËâ ÕÂÍÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÇ
ÄÞÄÑÆËÕ ÓÇÛÇÐËÇ ËÊ ÆÂÐÐÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ Ô ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ
·ÑÒ×Â N � 1.

¿ÄÑÎáÙËâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ n ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ

nt � �vHH�n � 0 ; �8:5�

àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÅÑ àÄÑÎáÙËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÆÎâ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ l Ë m. µÓÂÄÐÇÐËÇ (8.5) ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐÑÄÔÍËÏ

nt � 2A

�
n� dH

dn

�
Ë ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ËÊÄÇÔÕÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÐÆÂÖ ëË×-
ÛËÙÂ ÕÑÎßÍÑ ÄÞÃÑÓÑÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂH.

³ÍÑÃÍÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ
ÔÍÑÃÍÑÌ ¢¬¬ (2.8), (2.11):

fF;Gg � 2A

��
n;

�
dF
dn
� dH

dn

��
dr :

±ÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Ä àÕÑÌ ÔÍÑÃÍÇ ÑÕ n-ÒÑÎâ Í X ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÂÏ (8.3) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÍÑÃÍÖ ±ÖÂÔÔÑÐÂ (5.8). £ÂÉÐÑ
ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ (5.8) âÄÎâÇÕÔâ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÌ ÔÍÑÃÍÑÌ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ I: fI; . . .g � 0, ÚÕÑ ÇÜÇ ÓÂÊ
ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÇÅÑ ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ. ³ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ
ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÔÕß ÔÍÑÃÍË ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÇÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÇÌ, Ô ÆÓÖÅÑÌ
ÔÕÑÓÑÐÞ ÑÃâÊÂÐÂ ÕÇÑÓÇÏÇ ¬ÇÎßÄËÐÂ. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ, ÐÂÒÑÏ-
ÐËÏ, ÇÔÕß ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÎÂÅÓÂÐ-
ÉÇÄÞØ ÏÂÓÍÇÓÑÄ.

£ÑÒÓÑÔ Ñ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÔÕË ÔÍÑÃÑÍ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÆÎâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÍÂÍ ÏÞ ÄÞâÔÐËÏ ÐËÉÇ, ÐÇÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÔÄâÊÂÐ Ô àÕÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ. ³ àÕÑÌ
ÙÇÎßá ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜÖá ×ÑÓÏÖ ÔÍÑÃÍË ÆÎâ
ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ì ÔÍÑÃÍÖ (5.6) ÆÎâ ÐÇÃÂÓÑ-
ÕÓÑÒÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ:

fF;Gg �
���

HH
dF
dr
;
dG
dv

�
ÿ
�
HH

dG
dr

;
dF
dv

��
dr�

�
��

rot v

r
;

�
dF
dv
� dG

dv

��
dr�

�
��

HHS
r
;

�
dF
dv

dG
dS
ÿ dG

dv
dF
dS

��
dr: �8:6�
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±ÑÆÔÕÂÄÎââ ËÐÕÇÅÓÂÎ (7.1), Ii �
�
r f�IL;S� dr Ä àÕÑ ÄÞÓÂ-

ÉÇÐËÇ, ÖÃÇÉÆÂÇÏÔâ, ÚÕÑ ÑÐ ÍÑÏÏÖÕËÓÖÇÕ Ô ÎáÃÞÏ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ:

fIi; . . .g � 0 :

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ, ÆÂÐÐÞÏ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2, àÕÑÕ
ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÔÍÑÃÍÇ (8.6) âÄÎâÇÕÔâ ÍÂÊËÏË-
ÓÑÏ.

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ×ÂÍÕ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (7.1) ÇÔÕß
ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË. ¿ÕÂ ÉÇ ÔËÏÏÇÕÓËâ,
ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆËÏ, ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÂ ÊÂ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ ÔÍÑÃÑÍ
±ÖÂÔÔÑÐÂ (8.6).

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÕÇÒÇÓß ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ ÔÍÑÃÍË (8.6) Í
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÌ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÂÊÓÇÛËÕß ËÐÕÇÅÓÂÎ (7.1)
ÒÖÕÇÏ ÄÄÇÆÇÐËâ ÒÑÆØÑÆâÜËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ®Þ ÖÉÇ ÊÐÂÇÏ
ÑÆËÐ ÑÕÄÇÕ ÐÂ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ. ¦ÔÎË ÄÊâÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (4.17)
ÆÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÒÑÎÑÉËÕß Ä ÐÇÏ ÄÏÇÔÕÑ m ËÐÄÂÓËÂÐÕ
¿ÓÕÇÎâ, ÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ (7.1) ËÊ ÍÂÊËÏËÓÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÔÍÑÃÍË (8.6) ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÌ ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂ-
ÐÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÔÍÑÃÍË

fF;Gg �
���

dF
dr

dG
dj
ÿ dF
dj

dG
dr

�
�
�
dF
dl

dG
dIL
ÿ dF
dIL

dG
dl

�
�

�
�
dF
db

dG
ds
ÿ dF

ds
dG
db

��
dr :

¬ àÕÑÏÖ ÔÎÇÆÖÇÕ ÆÑÃÂÄËÕß, ÚÕÑ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä [53],
ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÂ ÑÒËÔÂÐËâ ÆÎâ ÆÇÌÔÕÄËâ (7.6) Í
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ÊÂÏÇÐÑÌ
(9.11) ËÎË (4.20), âÄÎâÇÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÇÏ.

9. ¯ÇÑÆÐÑÓÑÆÐÂâ ÉËÆÍÑÔÕß
Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ

£ÄÇÆÇÏ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË.
°ÃÞÚÐÑ ÄÞÆÇÎâáÕ ÆÄÂ ÕËÒÂ ÄÑÎÐ. ±ÇÓÄÞÌ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í
ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏ ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏ ÄÑÎÐÂÏ. ¿ÕË ÄÑÎÐÞ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâáÕÔâ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÒÎÂÄÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕßá. £ÕÑÓÑÌ
ÕËÒ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔËÕÖÂÙËË, ÍÑÅÆÂ ÅÓÂÆËÇÐÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÓÇÊÍÑ ÏÇÐâÇÕÔâ ÐÂ ÓÂÊÏÇÓÇ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ, Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ì
ÔÍÂÚÍÑÏ. £ àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÅÑÄÑÓâÕ Ñ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ
ÄÑÎÐÂØ. ¬ÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÍÂÍ Ä ÕÑÏ, ÕÂÍ Ë Ä
ÆÓÖÅÑÏ ÔÎÖÚÂâØ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÄÇÆÇÐÞ Ä ÓÂÏÍÂØ ÔØÇÏÞ,
ÓÂÊÄËÕÑÌ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ËÆÇÂÎßÐÖá ÉËÆÍÑÔÕß ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ
g, ÂÐÕËÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÑÔË z. ¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÉËÆÍÑÔÕß
ÎÑÍÂÎßÐÑ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ Ä ÔËÎÖ div v � 0,
ÚÕÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕß r ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÉËÆÍÑÔÕßá Ë
âÄÎâÇÕÔâ ÒÑàÕÑÏÖ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ:

qr
qt
� �vHH�r � 0 :

±ÑàÕÑÏÖ Ä ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÇL àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, Â ÕÂÍÉÇ ÖÔÎÑÄËÇ
div v � 0 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÔÄâÊË:

L �
��

r
v2

2
ÿU�r; r� ÿ a

�
qr
qt
� �vHH�r

�
� j div v

�
dr :

�9:1�

©ÆÇÔß U�r; r� ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ä
ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÒÑÎâ g, ÊÂÆÂÄÂÇÏÂâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

U�r; r� � g

�
r�r?; z��zÿ z 0� ÿ

�z
z 0
r0�z 00� dz 00

�
: �9:2�

±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (9.2) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÂÃÑÕÇ Ä
ÒÑÎÇ ÕâÉÇÔÕË ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËá ÉËÆÍÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ Ä ÕÑÚÍÖ
z ËÊ ÕÑÚÍË ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ z 0, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÌ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r0�z 0� Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÆÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ:

r0�z 0� � r�r?; z� :

¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÇÕ z 0 ÍÂÍ×ÖÐÍÙËáÒÎÑÕÐÑÔÕË: z 0�r�.
£ÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (9.2) ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÖ ÄÞÕÂÎÍË-
ÄÂáÜÇÌ ÔËÎÞ.

£ÂÓËÂÙËâ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ ÒÑ v Ë j ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËá [26]:

rv � HHj� aHHr �9:3�
ÒÓË

div
�
rÿ1�HHj� aHHr�� � 0 ;

ÊÂÆÂáÜÇÏÖ ÔÄâÊß ÐÑÄÞØ Ë ÔÕÂÓÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ. £ÂÓßËÓÖâ
ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ r, ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ÐÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ a:

qa
qt
� �vHH�a� v2

2
ÿ qU

qr
� 0 ;

ÅÆÇ qU=qr � g�zÿ z 0�.
±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÆÂÎÇÇ (9.3) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¿ÌÎÇÓÂ (4.8) Ë

ÖÚËÕÞÄÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÂ a Ë r, ÒÑÎÖÚÂÇÏ Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÆÂÄÎÇÐËâ p:

p � ÿr v2

2
ÿ rg�zÿ z 0� �

�
q
qt
� �vHH�

�
j� const :

¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÔÕÓÑËÕÔâ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ÓÂÐßÛÇ ì ÒÑ
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÔØÇÏÇ; ÑÐ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ:

H �
��

r
v2

2
�U�r; r�

�
dr ;

Â ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ a Ë r ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍË ÔÑÒÓâÉÇÐ-
ÐÞÏË:

qa
qt
� dH

dr
;

qr
qt
� ÿ dH

da
:

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÂâ ÊÆÇÔß ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÚÇÓÇÊ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß r Ë a ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔËÎßÐÑÇ ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐËÇ ÐÂ ÄËÆ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ
(9.3), ÓÑÕÑÓ ÒÑÕÑÍÂ ÏÂÔÔÞ ÄÑ ÄÔÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇÏÇÐË,
ÄÍÎáÚÂâ ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎÇÐ ÅÓÂ-
ÆËÇÐÕÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕË. ´ÂÍËÇ ÆÄËÉÇÐËâ âÄÎâáÕÔâ ÂÐÂÎÑÅÑÏ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. ³ÎÇÆÖÇÕ ÔÍÂ-
ÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÕÑÏ ÉÇ ÆÖØÇ, ÍÂÍ àÕÑ ÆÇÎÂÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4,
ÆÂÐÐÂâ ÔØÇÏÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÖÔÑÄÇÓÛÇÐÔÕÄÑ-
ÄÂÐÂ, ÇÔÎË ÖÚÇÔÕß "ÐÇÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÇ" ÆÄËÉÇÐËâ. ¹ÕÑ
ÍÂÔÂÇÕÔâ ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÔÍÑÃÑÍ ±ÖÂÔÔÑÐÂ, ÕÑ ÆÎâ ÄÐÖÕ-
ÓÇÐÐËØ ÄÑÎÐ ÑÐË ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä [63].
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±ÓË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÔÎÂÃÑÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÔÕÓÂÕË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÔÎÇÆÖÇÕ
ÓÂÊÎÑÉËÕß ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ a Ë dr. £ ÚÂÔÕÐÑ-
ÔÕË, ÛËÓÑÍÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ¢ÖÔÔËÐÇÔÍÂ ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÕÔâ, ÇÔÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ä ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË ÊÂÏÇÐËÕß
ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÔÓÇÆÐáá ÒÑÔÕÑâÐÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ:

HB �
��

r0v
2

2
�U�r; z�

�
dr :

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÓÖÅÑÌ ÄÂÉÐÞÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÔÕÓÂ-
ÕË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ ÔÕÓÂÕË×ËÍÂÙËâ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ÎËÛß ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÂÐËÙÇÌ.

£ÐÂÚÂÎÇ ÑÃÓÂÕËÏÔâ Í ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÆÄËÉÇÐËâÏ.
¥Îâ ÐËØ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ ËÏÇÇÕ ÒÓÇÉÐËÌ ÄËÆ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß r ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÚËÕÂÕß ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÄÔáÆÖ Ä ÑÃÝÇÏÇ
ÉËÆÍÑÔÕË Ë ÓÂÄÐÑÌ ÐÖÎá ÄÐÇ ÇÅÑ, Õ.Ç.

r � r0y
ÿ
zÿ Z�r?; t�

�
:

©ÆÇÔß y�z�ì×ÖÐÍÙËâ ·ÇÄËÔÂÌÆÂ, Â Z�r?; t�ì ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÑÕ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎË z � 0. ¹ÇÓÇÊ
×ÖÐÍÙËá Z�r?� âÄÐÑ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ àÎÇÏÇÐÕ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË dsn � dr?

�
1� �HHZ�2�1=2, ÐÑÓÏÂÎß Í ÐÇÌ:

n � �ÿHHZ��1� �HHZ�2�ÿ1=2, Â ÕÂÍÉÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ àÐÇÓ-
ÅËâ:

U �
��

r0gZ
2

2
� s
h ��������������������

1� �HHZ�2
q

ÿ 1
i�

dr? :

¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑ ÊÆÇÔß ÖÚÕÇÐ ÄÍÎÂÆ ÑÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ
ÐÂÕâÉÇÐËâ (s ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÐÂÕâÉÇ-
ÐËâ).

ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÓÂÊÓÞÄÐÑÔÕË Ä ÆÂÐÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ

dZ
dt
�
�
q
qt
� vHH

�
Z � vz : �9:4�

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô àÕËÏ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä
ÄËÆÇ

L �
�
dr?

�Z
ÿh

dz

�
r0v

2

2
� j div v

�
�

�
�
c
�
qZ
qt
ÿ vn

��������������������
1� �HHZ�2

q �
dr? ÿU ; �9:5�

ÅÆÇ

vn �
�vz ÿ vHHZ�z�Z��������������������

1� �HHZ�2
q

ì ÐÑÓÏÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË, Â c � ÿar0 ì
ÏÐÑÉËÕÇÎß ÂÅÓÂÐÉÂ, ÊÂÆÂÐÐÞÌ ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË.

£ÂÓËÂÙËâ ÒÑ v ÄÐÖÕÓË ÑÃÝÇÏÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÔÎÑÄËá
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÔÕË r0v � HHj; ÅÆÇ j ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÓÇÛÇ-
ÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÒÎÂÔÂ Dj � 0. £ÂÓËÂÙËâ ÒÑ v ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ
(ÒÓË ÐÇËÊÏÇÐÐÑÌ Z) ÊÂÆÂÇÕ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÂÒÎÂÔÂ:

j
���
z�Z
� c : �9:6�

¯ÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ÄÂÓßËÓÑÄÂÐËÇ ÆÂÐÐÑÅÑ
ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ ÒÑ Z. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÖÆÑÃÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÄÔÇ

ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ Ä (9.5), ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ v, Ä ÄËÆÇ ÑÃÝÇÏÐÑÅÑ
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ Lv. ´ÑÅÆÂ Ô ÖÚÇÕÑÏ
(9.6) ËÏÇÇÏ

Lv �
�
dr?

�Z
ÿh

dz

�
r0v

2

2
ÿ vHHj

�
:

£ÂÓËÂÙËâ dLv ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË Z ÔÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ ËÊ ÆÄÖØ
ÔÎÂÅÂÇÏÞØ. ±ÇÓÄÑÇ ÑÃâÊÂÐÑ ËÊÏÇÐÇÐËá ÑÃÝÇÏÂ:�

dr?

�
r0v

2

2
ÿ vHHj

�
dZ :

£ÕÑÓÑÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÊÂ ÔÚÇÕ ÄÂÓËÂÙËÌ v Ë j, ÐÇ ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô
ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ×ÑÓÏÞ àÕËØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,

dj � j�zÿ dZ� ÿ j�z� � ÿ qj
qz

dZ :

±ÑàÕÑÏÖ ÄÍÎÂÆ Ä dLv ÑÕ àÕÑÌ ÄÂÓËÂÙËË ËÏÇÇÕ ÄËÆ�
dr? vn

��������������������
1� �HHZ�2

q
qj
qz

dZ :

°ÕÔáÆÂ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ËÏÇÇÏ

qc
qt
� ÿr0gZ� s div

HHZ��������������������
1� �HHZ�2

q �

�
�
r0v

2

2
ÿ vHHj� qj

qz
vn

��������������������
1� �HHZ�2

q �
z�Z

: �9:7�

¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ H, ÍÂÍ Ë ÒÓÇÉÆÇ, ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÎÐÑÌ
àÐÇÓÅËÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ

H �
�
dr?

�Z
ÿn

dz
r0�HHj�2

2
�U ;

Â ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ËÏÇáÕ ÄËÆ [25]:

qZ
qt
� dH

dc
;

qc
qt
� ÿ dH

dZ
:

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ H ÒÑ ÔÕÇÒÇ-
ÐâÏ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ. £ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÏ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËË ÍÂÉÆÞÌ ÚÎÇÐ àÕÑÅÑ ÓâÆÂ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÎÑÍÂÎß-
ÐÞÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ ÑÕ Z Ë c; ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ
ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ ËÕÇÓÂÙËÑÐÐÑÏ ÛÂÅÖ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÓÇÛÂÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÂÒÎÂÔÂ. ±ÑÔÎÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ ÒÑ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ ËÊ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ë ÒÑÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÞØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÚÕÑ

H � 1

2

�
�g� sk2�jZkj2 dk�

1

2

�
kcjckj2 tanh�kh� dk�

� 1

2 � 2p
�
Lkk1k2ckck1

Zk2dk�k1�k2 dkdk1 dk2 � . . . ; �9:8�

ÅÆÇ

Lkk1k2 �
1

2
�k2 � k21 ÿ k22� ÿ kk1 tanh�kh� tanh�k1h�

�r0 � 1� :
²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ Ä (9.8) ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ kZ,

ËÏÇáÜÇÏÖ ÔÏÞÔÎ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÅÑ ÖÅÎÂ ÐÂÍÎÑÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË ÉËÆÍÑÔÕË.

2*
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£ ÒÓÇÆÇÎÇ ÏÇÎÍÑÌ ÄÑÆÞ kh! 0

Lkk1k2 ! ÿ�kk1� ;

Õ.Ç. ÍÖÃËÚÇÔÍËÌ ÚÎÇÐ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ H1 ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÎÑÍÂÎß-
ÐÞÏ ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ c Ë Z:

H1 � 1

2

�
Z�HHc�2 dr1 : �9:9�

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÇÓÇØÑÆ Í ËÊÄÇÔÕÐÑÌÏÑÆÇÎË¢ÖÔÔËÐÇÔÍÂ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [66]) ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ, ÇÔÎË Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÅÂÏËÎß-
ÕÑÐËÂÐÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÄÊâÕß (9.9), Â Ä H0 ÖÚÇÔÕß
ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÇ h3:

qZ
qt
� ÿhDcÿ div �ZHHc� � h3

3
D2c � dH

dc
;

qc
qt
� ÿgZ� sDZÿ �HHc�

2

2
� ÿ dH

dZ
;

ÅÆÇ

H � 1

2

��
gZ2 � s�HHZ�2 � h�HHc�2 ÿ h3�Dc�2 � Z�HHc�2� dr? :

£ ÒÓÇÆÇÎÇ ÅÎÖÃÑÍÑÌ ÄÑÆÞ (ÔÏ., ÕÂÍÉÇ [67]):

Lkk1k2 ! ÿ�kk1� ÿ kk1 :

±ÇÓÇØÑÆ Í ÐÑÓÏÂÎßÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ ÊÂÆÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖ-
ÎÂÏË:

Zk �
�

ok

2�g� sk2�
�1=2
�ak � a �ÿk� ;

ck � ÿi
�
g� sk2

2ok

�1=2

�ak ÿ a �ÿk� ;

ÅÆÇ ok �
�
k�g� sk2� tanh�kh��1=2 ì ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË

ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ.
¬ÂÍ àÕÑ ÖÉÇ ÆÇÎÂÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4, ÏÑÉÐÑ ÖÚÇÔÕß ÄÍÎÂÆ

ÑÕ ÐÇÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ [1]. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ Ä
ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ ÆÑÃÂÄËÕß ÇÜÇ ÑÆÐÖ ÔÄâÊß

qm
qt
� vHHm � 0 ;

ÕÂÍ ÚÕÑ ÑÐ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÄËÆ

L �
�
dr?

�Z
ÿh

dz

�
r0v

2

2
� j div vÿ l�mt � vHHm�

�
�

�
�
c
�
qZ
qt
ÿ vn

��������������������
1� �HHZ�2

q �
dr? ÿU : �9:10�

±ÓË ÕÂÍÑÏ ÄÞÃÑÓÇ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ ÔÍÑÓÑÔÕß v ÊÂÆÂÇÕÔâ
ÚÇÓÇÊ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ¬ÎÇÃÛÂ l Ë m:

r0v � lHHm� HHj ; �9:11�

ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ËÏÇáÕ ÄËÆ (4.9) Ë (4.13). ¶ÖÐÍÙËâ
c ÄÄÑÆËÕÔâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÕÇÚÇÐËâÏ:

j
���
z�Z
� c : �9:12�

¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍË ÔÑÒÓâÉÇÐÂ Z. µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄË-
ÉÇÐËâ ÆÎâ c ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.7), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
ÔÍÑÓÑÔÕß v ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÂÏÇÐËÕß ÐÂ (9.11).

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÔÍÑÃÑÍ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÆÎâ
ÕÇÚÇÐËÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÔÑ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá, ÕÑ ÄÒÇÓ-
ÄÞÇ ÑÐË ÃÞÎË ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä [64]. ³ÍÑÃÍÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËá ÔÍÑÃÍË ©ÂØÂÓÑÄÂ [24, 25] ÆÎâ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ Ë ÔÍÑÃÍË (5.7), ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ÕÇÚÇÐËÇ Ä
ÑÃÝÇÏÇ ÉËÆÍÑÔÕË:

fF;Gg �
��

rot v;

�
dF
dv
� dG

dv

��
dr�

�
�
S

�
dF
dS

dG
dc
ÿ dG

dS
dF
dc

�
ds : �9:13�

©ÆÇÔß F Ë G ÇÔÕß ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÞ ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË v �div v � 0� Ë
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S; ds ì àÎÇÏÇÐÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË.
£ÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ Ä (9.13) dF=dv Ë dG=dv
ÔÚËÕÂáÕÔâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏË. ±ÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ ÚÂÔÕß ÔÍÑ-
ÓÑÔÕË ÄÄÑÆËÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ,
ÍÂÍ àÕÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä [65]):

v � w� HHF :

©ÆÇÔß ÒÑÎÇ w ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÄÖá ÆËÄÇÓÅÇÐÙËá Ë ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÅÓÂÐËÙÇ. ±ÑÕÇÐÙËÂÎ F ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÓÇÛÇ-
ÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

DF � 0 ;
qF
qn
� vn :

¦ÅÑ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÇÔÕß c. µÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÄËÉÇÐËâ: ÖÓÂÄÐÇÐËÇ¿ÌÎÇÓÂË ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÔÎÑÄËÇì

qv
qt
� �v;HH�v � ÿHHp ; qS

qt
� vn

Ô ÆÄÖÏâ ÖÔÎÑÄËâÏË:

div v � 0 ; p
���
S
� sk ;

ÅÆÇ k ì ÔÓÇÆÐââ ÍÓËÄËÊÐÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, Ô ÒÑÏÑÜßá
ÔÍÑÃÍË (9.13) ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ÂÏËÎß-
ÕÑÐÂ:

qv
qt
� fv;Hg ; qS

qt
� fS;Hg :

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Í ÔÍÑÃÍÇ (9.13) ÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÒÓËÌÕË ÒÖÕÇÏ
ÒÇÓÇÔÚÇÕÂ ÔÍÑÃÍË, ÄÞÓÂÉÇÐÐÑÌ ÚÇÓÇÊ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÇ l Ë m, c Ë Z, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÊÂÏÇÐÖ (9.11).

¯ÇÔÍÑÎßÍÑ ÆÓÖÅÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÄÄÇÆÇÐËâ "ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ"
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÃÞÎ ÒÓËÄÇÆÇÐ Ä [23].

´ÑÚÐÑ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë (9.11), ÄÄÑÆâÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ Ä ÔÕÓÂÕË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË, ÖÚËÕÞ-
ÄÂáÜËÇ "ÐÇÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÇ" ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ l Ë m. ¯Ç ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÕÂÍÉÇ ÕÓÖÆÂ ÄÄÇÆÇÐËÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕ-
ÐÞØ ÄÑÎÐ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËá ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÑÄ (9.1) Ë (9.5).

³ÎÇÆÖÇÕ ÕÂÍÉÇ ÖÒÑÏâÐÖÕß ËÐÕÇÓÇÔÐÖá ÓÂÃÑÕÖ [69], Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÇ ÑÒËÔÂ-
ÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÄËØÓÇÄÞØ ÐËÕÇÌ ÔÑ
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ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ, ÄÄÇÆÇÐÐÞÇ Ä àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÇ, ÏÑÉÐÑ ËÊÄÎÇÚß
ËÔØÑÆâ ËÊ ÑÃÜÇÌ ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ (9.13) ÒÖÕÇÏ ÒÓÇÆÇÎß-
ÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÄËØÓÇÄÞÏ ÐËÕâÏ.

£ÄÇÆÇÐËÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÆÎâ ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ Ë
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÄÑÊÏÑÉÐÑ Ë ÆÎâ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞØ
ÔËÔÕÇÏ: ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ ËÎË
×ÇÓÓÑÉËÆÍÑÔÕË Ä ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ, ÎËÃÑ ÆÎâ
ÄÑÎÐ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÄÆÑÎß ÅÓÂÐËÙÞ ÓÂÊÆÇÎÂ ÆÄÖØ
ÉËÆÍÑÔÕÇÌ [68]. ¥Îâ àÕËØ ÔËÔÕÇÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
ÔÑ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ
(ÏÂÅÐËÕÐÑÏ) ÒÑÎÇ, Â ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÑÔÕÂáÕÔâ
ÕÇÏË ÉÇ, ÚÕÑ Ë Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÒÑÎâ.

10. ¤ÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËÌ ×ÑÓÏÂÎËÊÏ
ÆÎâ ÒÎÂÊÏÞ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË

±ÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÏÑÆÇÎË ÒÎÂÊÏÞ ÑÕÐÑ-
ÔâÕÔâ Í ÕËÒÖ (4.1), (4.2). ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÖ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÏ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ Ä ÒÎÂÊÏÇ ÃÇÊ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ:

qr
qt
� div �rv� � 0 ;

qv
qt
� �vHH�v � ÿHH

�
e

m
j� 3T

mr0
dr
�
; �10:1�

Dj � ÿ4pe dr
m
; dr � rÿ r0 :

©ÆÇÔß e, m ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÓâÆ Ë ÏÂÔÔÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, Â
Tì ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ.

£ÐÖÕÓÇÐÐââ àÐÇÓÅËâ ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÔÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ ËÊ
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË

Ees � 1

8p

�
�HHj�2 dr � e2

2m2

�
dr�r�dr�r 0�
jrÿ r 0j dr dr 0

Ë ÅÂÊÑÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ

ET � 3

2

T

mr0

�
dr2 dr :

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ

e

m
j � e2

m2

�
dr�r 0�
jrÿ r 0j dr �

dEes
dr

;

3T

mr0
dr � dET

dr
: �10:2�

¶ÑÓÏÖÎÂ (10.2) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ (10.1) ÒÓË-
ÐÂÆÎÇÉËÕ Í ÕËÒÖ (4.1), (4.2) Ô Ein ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ (4.6).
¥ËÂÅÑÐÂÎËÊÖáÜÇÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ H Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ (4.4), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÎÑÉËÕß o2

k �
� o2

p � 3k2T=m (o2
p � 4p0e2=m2 ì ÍÄÂÆÓÂÕ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÌ

ÚÂÔÕÑÕÞ), Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ U Ë V ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÊ
×ÑÓÏÖÎÞ (4.5), Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÎÑÉËÕß g � 0.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÖ ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÆÄË-
ÉÇÐËÌ ÐÇËÊÑÕÇÓÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÎÂÊÏÞ, ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ Te ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÖ
ËÑÐÑÄ. ±ÑÆ ÏÇÆÎÇÐÐÞÏË ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÕß ÆÄË-

ÉÇÐËâ Ô ×ÂÊÑÄÞÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏË o=k, ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛËÏË
ÕÇÒÎÑÄÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË vTe, ÐÑ ÃÑÎßÛËÏË ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÕÇÒÎÑÄÑÌ ËÑÐÐÑÌ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ
ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÒÑ ¢ÑÎßÙÏÂÐÖ
re � r exp�ef=Te�, Â ËÑÐÐÞÏ ÕÇÒÎÑÄÞÏ ÆÂÄÎÇÐËÇÏ
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. ´ÑÅÆÂ

qr
qt
� div �rv� � 0 ;

qv
qt
� �vHH�v � ÿ e

M
HHj ;

Dj � 4pe
M

�
rÿ r0 exp

ej
Te

�
; �10:3�

ÅÆÇMìÏÂÔÔÂ ËÑÐÑÄ.
¥ÂÐÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÕÂÍÉÇ ÔÑØÓÂÐâÇÕ àÐÇÓÅËá:

H �
�
rv2

2
dr� Ein : �10:4�

©ÆÇÔß Ein ì ÄÐÖÕÓÇÐÐââ àÐÇÓÅËâ, ÓÂÄÐÂâ ÔÖÏÏÇ àÎÇÍÕÓÑ-
ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË Ees � �1=8p�

� �HHj�2 dr Ë ÕÇÒÎÑÄÑÌ
àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÅÂÊÂ

ET � Te

M

�
r0

��
ej
Te
ÿ 1

�
exp

ej
Te
� 1

�
dr :

£ÞÚËÔÎââ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÑÕ Ein ÒÑ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË ËÑÐÑÄ r, ÒÑÎÖÚËÏ

dEin
dr
�
�
j�r 0�

�
ÿ 1

4p
D
dj�r 0�
dr�r� �

e2r0
M

exp
ej
Te

dj�r 0�
dr�r�

�
dr 0 :

³ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÄÂÓßËÓÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ±ÖÂÔÔÑÐÂ, ÐÂÌÆÇÏ

ÿ 1

4p
D
dj�r 0�
dr�r� �

e2r0
M

exp
ej
Te

dj�r 0�
dr�r� �

e

M
d�rÿ r 0� :

³ÓÂÄÐËÄÂâ ÑÃÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ, ÒÓËØÑÆËÏ Í

dEin
dr
� e

M
j :

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ (10.3) ÕÂÍÉÇ ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ Í
ÕËÒÖ (4.1), (4.2).

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞØ (krd 5 1, ÅÆÇ
rd � �Te=4pn0e2�1=2 ì ÆÇÃÂÇÄÔÍËÌ ÓÂÆËÖÔ) ÍÑÎÇÃÂÐËÌ
ÏÂÎÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ËÊ (10.3) ÔÎÇÆÖÇÕ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
¢ÖÔÔËÐÇÔÍÂ. ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ËÊ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ

ej
Te
� dr

r0
ÿ 1

2

�
dr
r0

�2

� rd 2D
dr
r0

:

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ àÕÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä (10.4) ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄËÆÖ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ àÐÇÓÅËË (ÔÓ. Ô (4.6)):

Ein �
�
r0c

2
s

2

"�
dr
r0

�2

ÿ 1

3

�
dr
r0

�3

ÿ rd 2

�
HH

dr
r0

�2
#
dr ;

c2s �
Te

M
:

±ÇÓÇÌÆÇÏ ÕÇÒÇÓß Í ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ
ÅÂÊÑÆËÐÂÏËÍË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ Ô ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÞÏ, ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÏ, àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
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ÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ:

qr
qt
� div �rv� � 0 ;�

q
qt
� vHH

�
p � eE� e

c
�v�H� ÿ 3THH

dr
r0

;

rotE � ÿ 1

c

qH
qt

;

rotH � 4p
c

er
m

v� 1

c

qE
qt

;

divE � 4pe
dr
m
:

¥Îâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÄÇÆÇÏ ÔÍÂÎâÓÐÞÌ Ë
ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ j Ë A, ÒÓËÚÇÏ ÆÎâ A ÄÞÃÇÓÇÏ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÖá ÍÂÎËÃÓÑÄÍÖ: divA � 0.

¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÒÓË ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ âÄÎâÇÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ, ÇÔÎË
ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ ÑÃÞÚÐÑÅÑ Í ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÏÖ ËÏÒÖÎßÔÖ p1:

p � p1 ÿ
e

c
A :

±ÓË àÕÑÏ p1 ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

qp1
qt
� HH�m2c4 � p2c2�1=2 ÿ �v� rot p1� � eHHj � ÿ3THH dr

r0
:

¬ÂÐÑÐËÚÇÔÍË ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÏ Í A ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÇÍÕÑÓ

B � 1

4pc

�
HHj� 1

c

qA
qt

�
� ÿ E

4pc
:

¥ÓÖÅËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÄÄÑÆâÕÔâ ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÓÂÊÆÇÎÑÏ 4:

p1
m
� l

r
HHm� HHj :

±ÓË àÕÑÏ �l; m�; �r;j�; �B;A� âÄÎâáÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍË
ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË:

ql
qt
� dH

dm
;

qm
qt
� ÿ dH

dl
;

qr
qt
� dH

dj
;

qj
qt
� ÿ dH

dr
;

qA
qt
� dH

dB
;

qB
qt
� ÿ dH

dA
;

Ô ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ

H �
��

r
m
�p2c2 �m2c4�1=2 � 3

2
T

dr2

mr0
� 1

8p
�rotA�2

�
dr�

�
��

2pc2B2 ÿ c�BHHj� � 1

4p
jDj

�
dr ; �10:5�

ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÏ Ô ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓË ÔÑÃÎáÆÇ-
ÐËË ÖÔÎÑÄËâ, ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá ±ÖÂÔÔÑÐÂ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÄÑÆâÕÔâ ÍÂÐÑ-
ÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÆÄÖØÉËÆÍÑÔÕÐÑÌ ÏÑÆÇÎË
ÒÎÂÊÏÞ. ¢ÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ËÊÎÑÉÇÐËÇ àÕËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [34, 35].

¥ÓÖÅÑÌ ÛËÓÑÍÑ ÒÓËÐâÕÑÌ Ä ×ËÊËÍÇ ÒÎÂÊÏÞ ÏÑÆÇÎßá
âÄÎâáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®¤¥, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕ-
ÐÞÇ (ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ) ÆÄËÉÇÐËâ ÒÎÂÊÏÞ ÍÂÍ ÙÇÎÑÅÑ.

¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÞ ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄÖØÉËÆÍÑÔÕÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÒÎÂÊÏÞ.

¥Îâ ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ®¤¥ËÏÇáÕ ÄËÆ

qr
qt
� div �rv� � 0 ;

qv
qt
� �vHH�v � ÿHH de

dr
� 1

4pr
�rotH�H� ; �10:6�

qH
qt
� rot �v�H� :

¥Îâ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑ-
ÆËÐÂÏËÍË, ÒÇÓÇØÑÆ Í ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ ÏÑÉÐÑ
ÑÔÖÜÇÔÕÄËÕß, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄ ÒÑÆØÑÆ. ¥Îâ àÕÑÅÑ
ÃÖÆÇÏ ËÔØÑÆËÕß ËÊ ËÊÄÇÔÕÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ
ÉËÆÍÑÔÕË, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ Ô àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ
ÒÑÎÇÏ Ä ®¤¥ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä
ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÃÓÑÔËÕß ÏÂÎÞÇ ÚÎÇÐÞ ÒÑÓâÆÍÂ
v=c. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ®¤¥ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓÇ-
ÐÇÃÓÇÚß ÄÍÎÂÆÑÏ ÑÕ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ �E � �v=c�H� ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÄÍÎÂÆÑÏ ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ.

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÕÂÍÉÇ ÐÂ ÑÆÐÑ ÄÂÉÐÑÇ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (10.6) ì ÐÂ ×ÂÍÕ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÑÔÕË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ [70], ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÄÇÍÕÑÓ H=r ÆÄËÅÂÇÕÔâ
ÄÏÇÔÕÇ Ô ÉËÆÍÑÌ ÎËÐËÇÌ. ¿ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇH Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕß r ÄÞÔÕÖÒÂáÕ
Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ Ä ®¤¥ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ô
ÖÚÇÕÑÏ ÔÄâÊÇÌ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

L �
��

rv2

2
ÿ e�r� ÿH2

8p
� S

�
qH
qt
ÿ rot �v�H�

�
�

� j
�
qr
qt
� div rv

�
� cdivH

�
dr :

£ÂÓßËÓÖâ L ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ v, r Ë H, ÒÑÎÖÚËÏ

rv � �H� rotS � � rHHj ; �10:7�
qj
qt
� vHHjÿ v2

2
� o�r� � 0 ; �10:8�

qS
qt
� H

4p
ÿ � v� rotS � � HHc � 0 : �10:9�

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÏÐÑÉËÕÇÎË
ÂÅÓÂÐÉÂ ÄÞÔÕÖÒÂáÕ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ËÏÒÖÎß-
ÔÑÄ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÒÇÓÇØÑÆ Í àÕËÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (10.7), Â ËØ àÄÑÎáÙËâ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (10.8), (10.9). £ØÑÆâÜÂâ ÔáÆÂ
ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ c ÄÞÃËÓÂÇÕÔâ ËÊ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ
ÖÆÑÃÔÕÄÂ. ±ÓË ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË divS � 0

c � Dÿ1div � v� rotS � � c0 ;

ÅÆÇ c0 ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÒÎÂÔÂ
Dc0 � 0. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ×ËÐËÕÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ ÒÎÂÊÏÞ Ä
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ H0 ÄÇÎËÚËÐÖ S ÖÆÑÃÐÑ
ÄÞÃËÓÂÕß ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ S! 0 ÒÓË r!1. °ÚÇÄËÆÐÑ ÕÑÅÆÂ

c0 �
�H0r�
4p

:
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¿ÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ë®¤¥
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÓÑÄÇÓâÇÕÔâ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ (10.6).

±ÇÓÇØÑÆâ ÆÂÎÇÇ Í ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÏÖ ÑÒËÔÂÐËá, ÒÑÎÖ-
ÚËÏ [33]

qr
qt
� dH

dj
;

qj
qt
� ÿ dH

dr
;

qH
qt
� dH

dS
;

qS
qt
� ÿ dH

dH
;

ÅÆÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ

H �
��

rv2

2
� e�r� �H2

8p
ÿ c divH

�
dr

ÕÂÍÉÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ Ô ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ.
¥ÓÖÅÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÄÄÇÆÇÐËâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Ä

®¤¥ ÃÞÎ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ Ä [71]. £ àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÍÂÍ ÔÍÑÓÑÔÕß,
ÕÂÍ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÖÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ
ÕËÒÂ ¬ÎÇÃÛÂ:

v � HHf� rÿ1�mHHl�MHHL� ;
H � �HHl� HHL � :

±ÓË àÕÑÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ l Ë m, L ËM, r Ë f ÑÃÓÂÊÖáÕ ÒÂÓÞ
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍË ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ. ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß,
ÚÕÑ ÆÂÐÐÂâ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËâ H Ë v ÔÄÑÆËÕÔâ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÑÏ ÄÞÃÑÓÇ ÍÂÎËÃÓÑÄÍË ÄÇÍÕÑÓÂ S Í ÊÂÏÇÐÇ (10.7).

¥Îâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏË ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÞÏË âÄÎâáÕÔâ H Ë S ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎ j ËÔÍÎáÚÂÇÕÔâ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË

Dj � ÿdiv 1

r0
�H� rotS � ;

Â ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

H �
��

r0v
2

2
�H2

8p
� c divH

�
dr :

¥Îâ ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ �r;f� Ë �H;S�
ÊÂÆÂáÕ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÖá ÔÍÑÃÍÖ ±ÖÂÔÔÑÐÂ:

fF;Gg �
���

dF
dr

dG
dj
ÿ dF
dj

dG
dr

�
�
�
dF
dH

dG
dS
ÿ dF
dS

dG
dH

��
dr :

�10:10�

¿ÕÂ ÔÍÑÃÍÂ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ, ÍÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË,
ÒÇÓÇÔÚÇÕ Í ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ: ÔÍÑÓÑÔÕË v, ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË r Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ ÒÑÎáH. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇ-
ÔÍÂâ ÔÍÑÃÍÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËá ÔÍÑÃÍË (5.6)
Ë ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ÚÎÇÐÂ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÅÑ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ [15]:

fF;Gg �
���

HH
dF
dr
;
dG
dv

�
ÿ
�
HH

dG
dr

;
dF
dv

��
dr�

�
��

rot v

r
;

�
dF
dv
� dG

dv

��
dr�

�
��

H

r
;

�
rot

dF
dH
� dG

dv

�
ÿ
�
rot

dG
dH
� dF

dv

��
dr:

�10:11�
±ÓË ÑÕÍÂÊÇ ÑÕ ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÑÔÕË Í àÕÑÌ ÔÍÑÃÍÇ ÆÑÃÂÄÎâÇÕÔâ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ (ÔÓ. Ô [15]):��

HHS
r
;

�
dF
dv

dG
dS
ÿ dG

dv
dF
dS

��
dr : �10:12�

³ÍÑÃÍÂ (10.11), (10.12) ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÍÂÍ Ë Ä ÚËÔÕÑ
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ �H � 0�, ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÌ.

±ÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÂÐÐÖÎâÕÑÓÞ ÔÍÑÃÍË ÃÞÎË, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ,
ÄÒÇÓÄÞÇ ÖÍÂÊÂÐÞ Ä [73]:

C �
�
r f
�
S;

HHH
r

S;

�
HHH
r

�2

S; . . .

�
dr : �10:13�

±ÓË àÕÑÏ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ, ÒÑÓÑÉÆÂáÜËÇ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎ (10.13), ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä ÄËÆÇ

In �
�
HHH
r

�n

S : �10:14�

°ÆÐÂÍÑ àÕË ËÐÕÇÅÓÂÎÞì ÄÔÇÅÑ ÎËÛß ÑÆÐÂ ËÊ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ
ÔÇÓËÌ àÌÎÇÓÑÄÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ. ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÕÂÍÑÅÑ
ÕËÒÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ ËÔØÑÆâ ËÊ ÎÂÅÓÂÐÉÇ-
ÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ I, ÒÑÎâ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÑÔÕËB, ÒÎÑÕÐÑÔÕË r Ë
ÒÑÎâ ÕËÒÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÂ àÏÃÂ p [74, 29]. ¿ÕË
ÄÇÎËÚËÐÞ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

qI
qt
� �vHH�I � 0 ; �10:15�

qB
qt
� �vHH�B � �BHH�v ; �10:16�

qp
qt
� �vHH�p� �pHH�v� � p� rot v� � 0 : �10:17�

²ÇÍÖÓÓÇÐÕÐÂâ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÑÄ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ àÕÂÒÑÄ.

¯Â ÒÇÓÄÑÏ àÕÂÒÇ ÎÇÅÍÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÒÑÎÇÌ B Ë p ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (10.16) Ë (10.17)
ÑÔÕÂÇÕÔâ ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏ ÒÑÔÎÇ ËØ ÖÏÐÑÉÇÐËâ ÐÂ I:

B 0 � IB ; p 0 � Ip ; �10:18�

Õ.Ç. B 0 Ë p 0 ÒÑÆÚËÐâáÕÔâ ÕÇÏ ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ, ÚÕÑ B Ë p.
¯Â ÔÎÇÆÖáÜÇÏ àÕÂÒÇ ÒÑ ÊÂÆÂÐÐÞÏ I, p, B ÔÕÓÑËÏ

ÐÑÄÞÌ ÐÂÃÑÓ ÄÇÎËÚËÐ I 0, p 0, B 0, ÑÃÎÂÆÂáÜËØ ÕÇÏË ÉÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË:

p 0 � HHI ; B 0 � 1

r
rot p 0; I 0 � 1

r
div �rB� : �10:19�

¯Â ÕÓÇÕßÇÏ ÛÂÅÇ, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ (10.18) Ä (10.19), ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ

I 0 � �vB� ; B 0 � 1

r
� p� p 0 � ; B 0 � 1

r
�HHI� HHI 0� :

�10:20�

¥ÂÎßÐÇÌÛÂâ ÓÇÍÖÓÓÇÐÙËâ ÆÂÇÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ:

p � r�B� B 0� ; I � 1

r

ÿ
p; �HHI 0 � HHI 00�� ;

I � 1

r

ÿ
HHI 0�HHI 00 � HHI 000�� : �10:21�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÑÄ ÇÔÕß ÔÐÑÄÂ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄ ËÐÄÂÓËÂÐÕ, ÕÑ àÕÑ ÔÑÄ-
ÏÇÔÕÐÑ Ô (10.18) ë (10.21) ÊÂÆÂÇÕ ÓÇÙÇÒÕ ÓÂÊÏÐÑÉÇÐËâ
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ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ. ´ÂÍ, ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ
ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÍÑÎÇÐËâ, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ ËÊ ÄÇÎËÚËÐ r, p, B Ë
ÕÓÇØ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ (ÊÂÆÂÐÐÞØ ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ
ÒÎáÔ ÐÇÆÑÔÕÂáÜËÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÕÓÑâÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá
(10.18) ë (10.21)), ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ÄËÆÇ [29]:

I 00 � p� B ; I 0ik �
1

r

ÿ
p�HHIi � HHIk�

�
;

I 0k � �BHH�Ik ; I 0 � 1

r

ÿ
HHI1�HHI2 � HHI3�

�
: �10:22�

ªÔÒÑÎßÊÖâ àÕÖ ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÑ, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÒÑÍÑÎÇÐËâ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ.

£ÇÔßÏÂ ËÐÕÇÓÇÔÇÐ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÔÕÓÑÇÐËË ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ. ©ÆÇÔß ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ËÇÓÂÓØËË ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ËÏÇÕß
ÄÔÇÅÑ ÆÄÂ ËÔØÑÆÐÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ. ¬ÂÍ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä
[82], ÒÑÎÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÔÑØÓÂÐâáÜËØÔâ ÄÇÎËÚËÐ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÄÇÔßÏÂ ÔÎÑÉÐÖá ÂÎÅÇÃÓÖ Ë, ÔÑÆÇÓÉÂ-
ÜÖá ÑÚÇÐß ÍÓÂÔËÄÞÇ ÒÑÆÂÎÅÇÃÓÞ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÂÎÅÇÃÓÖ
ÒÇÕÇÎß ÔÑ ÔÎÑÇÏ Ä ÂÎÅÇÃÓÇ ÔÑØÓÂÐâáÜËØ ÒÎÑÜÂÆß ÆË×-
×ÇÑÏÑÓ×ËÊÏÑÄ ÒÎÑÔÍÑÔÕË.

±ÓËÏÇÐËÏ ÕÇÒÇÓß ËÊÎÑÉÇÐÐÞÌ ÄÞÛÇ ÒÑÆØÑÆ Í ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâÏ ®¤¥. £ ÔÎÖÚÂÇ ®¤¥ Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ ÔÑÔÕÑâÐËâ p � p�r;S� Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ I ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÕß àÐÕÓÑÒËá S, ÄÏÇÔÕÑ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâBìH=r, Â Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÑÎâ p ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÊâÕß ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâA �H � rotA�, ÐÂÎÑÉËÄ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÖ [72]:
qA
qt
� �v� rotA� ÿ HH�vA� � ÿ�vHH�Aÿ �AHH�vÿ �rot v� A� :

ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß ÕÑÅÆÂ, ÚÕÑ ÆÎâ ®¤¥ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
(10.19) ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ:

A0 � HHS ; B 0 � H

r
; I 0 � 0 :

±ÇÓÄÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÖá ÔÄÑÃÑÆÖ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÄÕÑÓÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ ÇÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇ ÄÏÑÓÑÉÇÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß Ä ÕÓÇÕßÇÌ ×ÑÓÏÖÎÇ (10.19) ÄÏÇÔÕÑ B ÄÊâÕß
ÇÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÊ (10.18), ÕÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÑÎÖÚËÏ ÄÕÑÓÑÌ (ÄÔÎÇÆ ÊÂ S) ÎÂÅÓÂÐÉÇÄ ËÐÄÂÓËÂÐÕ:

I2 � �HHH�S
r

:

±Ñ ÔÄÑÇÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÑÐ ÒÑÆÑÃÇÐ ËÐÄÂÓËÂÐÕÖ ¿ÓÕÇÎâ ÆÎâ
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÕÇÚÇÐËÌ. ®ÐÑÅÑÍÓÂÕÐÑÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ
àÕÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÆÂÇÕ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ (10.14):

In �
�
HHH
r

�n

S :

±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (10.20) ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÆÓÖÅÑÌ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄ
ËÐÄÂÓËÂÐÕ

I3 � �AH�r
:

ªÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ I3 Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ (6.1) ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ËÐÕÇÅÓÂÎÖ ÆÄËÉÇÐËâ

Ik �
�
�AH� dr ;

ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÏÖ ÔÕÇÒÇÐß ÊÂÙÇÒÎÇÐËâ ÔËÎÑÄÞØ ÎËÐËÌ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ [57].

©ÂÆÂÐËÇ ÕÓÇØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ I1 � S, I2 Ë I3, Â ÕÂÍÉÇ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ H Ë ÇÅÑ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ A
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ (10.22), ÐÂÌÕË ÄÔÇ ÔÇÓËË
ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ, Â ÄÏÇÔÕÇ Ô ÐËÏË Ë àÌÎÇÓÑÄÞ
ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÆÄËÉÇÐËâ

C �
�
r f�I1; I2; . . .� dr : �10:23�

£ ÔÎÖÚÂÇ ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ ÓÇÍÖÓÓÇÐÙËâ (10.22)
ÒÓÇÕÇÓÒÇÄÂÇÕ ËÊÏÇÐÇÐËâ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÍÎáÚËÕß
àÐÕÓÑÒËá S, ÍÂÍ ÐÇÄØÑÆâÜÖá Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÊ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ Ii
(i � 1; 2; 3) ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÍÑÎÇÐËâ, âÄÐÑ ÄÞÓÂÉÂáÜËØÔâ
ÚÇÓÇÊ H Ë r, ÑÔÕÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ I2 � �AH�=r. ³ ÇÅÑ
ÒÑÏÑÜßá ÄÔâ ÔÇÓËâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä
ÄËÆÇ [48]:

C �
�
r f
�
I2;

HHH
r

I2; . . .

�
dr : �10:24�

£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, Ä ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Í àÕÑÏÖ ËÐÕÇÅÓÂÎÖ
ÆÑÃÂÄÎâÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ

Ct �
�
�v;H� dr ;

ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÌ ÔÕÇÒÇÐß ÄÊÂËÏÐÑÅÑ ÊÂÙÇÒÎÇÐËâ ÎËÐËÌ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÔÍÑÓÑÔÕË.

®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÄÔÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÞ âÄÎâáÕÔâ ÍÂÊËÏËÓÂÏË ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÔÍÑÃÍÇ
(10.11), (10.12).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÍÂÍ ÄÄÑÆâÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇ-
ÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ
ÒÎÂÊÏÞ. ¿ÕË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ Ä ÕÑÌ ËÎË ËÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÑÃ-
ÑÃÜÂáÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ¬ÎÇÃÛÂ ÆÎâ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍË. ªØ ÓÂÊÎËÚËÇ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ,
ÚËÔÎÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÖÄÇÎËÚËÎÑÔß ì ÔÂÏÑ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÄÞÔÕÖÒÂÇÕ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÆÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÞØ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, Ë, ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ, ÃÎÂÅÑ-
ÆÂÓâ àÕÑÏÖ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ (ÖÔÎÑÉÐâÇÕÔâ) ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÂâ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÚÕÑ ÑÕÚÇÕÎËÄÑ ÄËÆÐÑ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
®¤¥.

11. ¤ÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËÌ ×ÑÓÏÂÎËÊÏ Ä ÍËÐÇÕËÍÇ

£ÄÇÆÇÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ Ä ÃÇÔÔÕÑÎÍÐÑÄË-
ÕÇÎßÐÞÇ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÅÑ
ÕËÒÂ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÑÆÇÓ-
ÉÂÕÇÎßÐÞÌ Ä ÔÏÞÔÎÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÌ ÒÓËÏÇÓ ì ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ £ÎÂÔÑÄÂ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f, ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÜÇÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÇ (àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ E � ÿHHj)
ÍÑÎÇÃÂÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ËÑÐ-
ÐÑÅÑ ×ÑÐÂ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá n0:

qf
qt
� �vHH� fÿ HHj

qf
qv
� 0 ;

Dj � ÿ4p
��

fdvÿ n0

�
�e � m � 1� : �11:1�

¬ËÐÇÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÂÍÑÅÑ ÄËÆÂ ÕÂÍÉÇ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÑÕÐÇÔÕË Í ÔËÔÕÇÏÂÏ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ. £ ×ÂÊÑ-
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ÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ �r; v� ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (11.1) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆÄË-
ÉÇÐËâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ "ÉËÆÍÑÔÕË", ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÌ f
ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô "ÉËÆÍÑÔÕßá". ±ÑÄÇÆÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ÊÆÇÔß ÄÑ ÏÐÑÅÑÏ ÒÑÆÑÃÐÑ ÔËÕÖÂÙËË, ÍÑÕÑÓÂâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
Ä ÔÕÓÂÕË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌÉËÆÍÑÔÕË. ¥Îâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÒÇÓÇÌ-
ÕË Í ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ, ÄÄÇÆÇÏ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÖ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ x, ÍÑÕÑÓÖá ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ (ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ
ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍÑÌ) ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f0�x�:

f�r; v; t� � f0�x� ili v � V�r; x; t� :
´ÂÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÑÏ ÄËÆÇ:

f�r; v; t� �
�
F�r; x; t�d�vÿ V�r; x; t��dx : �11:2�

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ (11.2) Ä (11.1) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

qF
qt
� div �FV� � 0 ; �11:3�

qV
qt
� �VHH�V � ÿHHj ; �11:4�

Dj � ÿ4p
��

F�x; r; t� dxÿ n0

�
: �11:5�

£ÐÖÕÓÇÐÐââ àÐÇÓÅËâ ÔËÔÕÇÏÞ (11.3) ë (11.5) âÄÎâÇÕÔâ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ ÑÕ "ÒÎÑÕÐÑÔÕË" F:

Ein � 1

8p

�
�HHj�2 dr �

� 1

2

� ��
F�x; r� dxÿ n0

���
F�x 0; r 0� dx 0 ÿ n0

�
jrÿ r 0j dr dr 0 :

±ÑàÕÑÏÖ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÊÆÇÎÖ 4 ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11.3) ë (11.5)
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ Í ÕËÒÖ (4.1), (4.2).

¬ÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÆÎâ (11.3) ë (11.5) ÄÄÑÆâÕÔâ
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ¥Îâ "ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ" ÕÇÚÇÐËÌ
V � HHF ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ËÏÇáÕ ÄËÆ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄ-
ÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ [1]:

qF
qt
� ÿ dH

dF
;

qF
qt
� dH

dF
;

ÅÆÇ

H �
�
Fv2

2
dx dr� Ein ;

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÔÍÑÃÍÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ËÏÇÇÕ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÌ
ÄËÆ:

fS;Tg �
�
dx dr

�
dS
dF

dT
dF
ÿ dT

dF
dS
dF

�
:

°ÐÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÇÓÇÔÚËÕÂÐÂ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f [1]. ³ ÒÑÏÑÜßá (11.2), ÒÑÔÎÇ ÒÓÑÔÕÞØ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ËÏÇÇÏ ÔÍÑÃÍÖ, ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÖá Ä
[16]:

fS;Tg �
�
f

��
q
qv

dS
df

��
q
qr

dT
df

�
ÿ
�
q
qr

dS
df

��
q
qv

dT
df

��
dr dv :

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÄÑÆâÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ £ÎÂÔÑÄÂ ë®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, ÒÓË àÕÑÏ

ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÂâ ÔÍÑÃÍÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÒÇÓÇÔÚÇÕ Í
ÔÍÑÃÍÇ [16], ÎÑÍÂÎßÐÑ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ Ë àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÒÓËÄÇÆÇÏ ÇÜÇ ÑÆËÐ
ÄÂÉÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂâ
ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËâ. ²ÇÚß ÒÑÌÆÇÕ ÑÃ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ¢ÇÐÐË, ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÜËØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË "ÏÇÎÍÑÌ"
ÄÑÆÞ, ÍÑÅÆÂ ÕÇÚÇÐËÇ ÉËÆÍÑÔÕË ÐÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞÏ:

ht � div

�h
0

U dz � 0 ; �11:6�

Ut � �UHH�U�W
qU
qz
� HHh � 0 ; �11:7�

qW
qz
� divU � 0 : �11:8�

©ÆÇÔß h � h�r; t� �r � �x; y�, 0 < z < h�ì ÅÓÂÐËÙÂ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÉËÆÍÑÔÕË, U � U�r; z� ì ÄÇÍÕÑÓ ÅÑÓË-
ÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË, W �W�r; z�ì ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÂâ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË, g � 1. ±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ (11.6) ë
(11.8) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄÇÆÇÐÂ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÆÄÖÏÇÓ-
ÐÞØ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ.

£ÄÇÆÇÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ x �0 < x < l�, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÖÏÇÓÖÇÕ
ÍÂÉÆÞÌ ÔÎÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔËË Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË z.
´ÑÅÆÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t ÍÂÉÆÑÅÑ ÔÎÑâ
ÃÖÆÇÕ ÊÂÆÂÐÂ ×ÖÐÍÙËâÏË:

z � z�r; x; t�; h�r; t� � z�r; l; t� :

ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂ ×ÖÐÍÙËá z ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ (9.4):

dz

dt
� qz

qt
� �UHH�z �W : �11:9�

±ÑÎÂÅÂâ x � l, ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ËÊ (11.9) ÔÎÇÆÖÇÕ (11.6). ±ÓË
àÕÑÏ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ, ÄÊâÕÞÇ ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ x Ë z, ÔÄâÊÂÐÞ
ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ×ÑÓÏÖÎÂÏË:�

q
qt

�
z

�
�
q
qt

�
x
ÿ zt

Z
q
qx

; �HH�z � �HH�x ÿ
HHz
Z

q
qx

: �11:10�

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ,

q
qz
� 1

Z
q
qx

; �11:11�

ÅÆÇ

Z�r; x; t� � qz
qx

:

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (11.9) ÒÑ x Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ
×ÑÓÏÖÎÞ (11.10), (11.11), ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

qZ
qt
� div �ZU� � 0 : �11:12�

(©ÆÇÔß Ë ÄÔáÆÖ ÐËÉÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÃÇÓÖÕÔâ ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÏ x.)

±ÓËÏÇÐââ àÕË ÉÇ ×ÑÓÏÖÎÞ Í (11.7), ÒÑÔÎÇ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÌ ÒÑÎÖÚËÏ

qU
qt
� �UHH�U� HHh � 0 ; �11:13�
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ÅÆÇ h Ë Z ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

h �
�l
0

Z�r; x; t� dx : �11:14�

±ÑÎÖÚÇÐÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ (11.3) ë (11.5) ÎËÛß
ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ (11.14). ±ÑàÕÑÏÖ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ (Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x; y) ÕÇÚÇ-
ÐËÌ �U � HHj� ÑÔÕÂáÕÔâ ÒÓÇÉÐËÏË [30]:

qj
qt
� ÿ dH

dZ
;

qZ
qt
� dH

dj
; �11:15�

ÅÆÇ

H � 1

2

�
dx dr Z�HHj�2 � 1

2

�
dr h2 :

¦ÔÎË ÕÇÚÇÐËÇ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ x, ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÂâ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÆÂÐÂ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Z Ë U:

qZ
qt
� ÿ q

qx
dH
dU

;
qU
qt
� ÿ q

qx
dH
dZ

:

³ÎÇÆÖÇÕ ÆÑÃÂÄËÕß, ÚÕÑ ÆÎâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ Ä [32]
ÃÞÎ ÓÂÊÄËÕ ÆÓÖÅÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÄÄÇÆÇÐËâ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ. ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÂâ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ, ÄÄÇÆÇÐÐÂâ Ä [32], àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ
(11.15).

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËË àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÖÍÂÉÇÏ ÇÜÇ ÑÆÐÖ ÓÂÃÑÕÖ
[76], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ, ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÕÇ ÉÇ ËÆÇË,
ÚÕÑ Ë ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ £ÎÂÔÑÄÂ Ë ¢ÇÐÐË. £ [76] £ËÓÂÔÑÓÑ
ÒÓÇÆÎÑÉËÎ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÕÇÚÇÐËâ ÔÕÓÂÕË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÉËÆÍÑÔÕË, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÔÏÇÛÂÐÐÑÇ, ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑ-àÌÎÇÓÑÄÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ. ¥Îâ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË ÄÞÔÕÖÒÂáÕ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ x
Ë ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÂ b, ÐÖÏÇÓÖáÜÂâ ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r.
¥Îâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÕÂÍÉÇ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÂ ÆÂÐÐÂâ ÔØÇÏÂ, ÑÆÐÂ ËÊ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ, ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÂ, ÏÂÓÍËÓÖÇÕ ÖÓÑÄÐË ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË O, Â
ÆÓÖÅÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ, ÆÇÍÂÓÕÑÄÂ, ì ÐÂÒÓËÏÇÓ, x. £ËÓÂÔÑÓÑ
Ô ÔÂÏÑÅÑ ÐÂÚÂÎÂ ËÔØÑÆËÕ ËÊ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ Ä
×ÑÓÏÇ ÂÅÓÂÐÉÂ (7.6), Â ÊÂÕÇÏ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕ ÒÇÓÇØÑÆ Í
ÐÑÄÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ, ÄÄÑÆâ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÖá ×ÖÐÍÙËá. ¿ÕÂ
×ÖÐÍÙËâ ÄÞÔÕÖÒÂÇÕ Ä ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÇ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÑÃÑÃÜÇÐ-
ÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ.

±ÓËÏÇÓÐÑ àÕË ÉÇ ËÆÇË ÎÇÉÂÕ Ä ÑÔÐÑÄÇ ÓÂÃÑÕ [38, 39], Ä
ÍÑÕÑÓÞØ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.12), ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÅÑ ÄÑÎÐÞ
²ÑÔÔÃË, ËÊ ÐÇÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÔÍÑÃÍË ÄÞÄÑÆËÕÔâ ÔÍÑÃÍÂ
¤ÂÆÐÇÓÂ ë ©ÂØÂÓÑÄÂ ë¶ÂÆÆÇÇÄÂ.

12. ¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ
Ë ÓÇÆÖÍÙËâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÄ

¦ÔÎË Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ ÛÎÂ ÓÇÚß Ñ ÄÄÇÆÇÐËË
ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ÕÑ ÆÂÎÇÇ ÃÖÆÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂÕß, ÚÕÑ ÏÞ ÔÖÏÇÎË ÕÇÏ ËÎË ËÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÄÄÇÔÕË
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ, Â ÄÏÇÔÕÇ Ô ÐËÏË ÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ, ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÖáÜËÇ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐ. °ÃÓÂÕËÏÔâ Í ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÆÎâ
ÄÑÎÐÑÄÞØ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ, Ä ÑÔÐÑÄÇ ÍÑÕÑÓÑÌ
ÎÇÉËÕ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ Ñ ÏÂÎÑÔÕË ÂÏÒÎËÕÖÆ ÄÑÎÐ. °ÕÎË-
ÚËÇ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÔËÔÕÇÏ ÑÕ ÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÞØ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇ-

ÐËá ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎÇÌ ÐÇ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÕÑÚÍÂØ, Â
ÐÂ ÙÇÎÞØ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâØ. ¬ÎÂÔÔË×ËÙËÓÖâ ËØ, ÏÞ ÒÓËÆÇÏ
Í ÙÇÎÑÏÖ ÓâÆÖ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÄ Ë ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ¬ ÐËÏ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÕÐÑÔâÕÔâ
ÏÐÑÅËÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÕÂÍËÇ ÍÂÍ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (¯µº), ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
¬¥£, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ÂÆÑÏÙÇÄÂ ë±ÇÕÄËÂÛÄËÎË (¬±) Ë Õ.Æ.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÓÇÆÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÑÆËÐ ÕËÒ ÄÑÎÐ Ô
ÊÂÍÑÐÑÏ ÆËÔÒÇÓÔËË o�k� Ë ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË a�k�, àÄÑÎáÙËâ
ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ (3.7):

qak
qt
� ÿi dH

da�k
; �12:1�

ÅÆÇ

H � H0 �H1 � . . . ;

H0 �
�
okjakj2 dk ; �12:2�

H1 �
�
�Vkk1k2a

�
k ak1ak2 � k:s:�dkÿk1ÿk2 dkdk1 dk2�

� 1

3

�
�Ukk1k2a

�
k a
�
k2
a �k2 � k:s:�dk�k1�k2 dk dk1 dk2 :�12:3�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ a�k� Í
ÐÑÄÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ c�k� Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÑÔÕÇÒÇÐÐÑÅÑ ÓâÆÂ:

ak � ck �
�
Lkk1k2ck1ck2dkÿk1ÿk2 dk1 dk2�

�
�
Mkk1k2ckc

�
k2
dk2ÿkÿk1 dk1 dk2�

�
�
Nkk1k2c

�
k c
�
k1
dk�k1�k2 dk1 dk2 � . . . �12:4�

±ÑÕÓÇÃÖÇÏ, ÚÕÑÃÞ ÕÂÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ËÔÍÎáÚÂÎÑ
ËÊ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÚÎÇÐÞ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ë ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ
ÃÞÎÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏ. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ

fck; c�k 0 g � dkÿk 0 ; fck; ck 0 g � fc�k; c�k 0 g � 0 :

ªÊ àÕËØ ÆÄÖØ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÎÇ ÒÓÑÔÕÞØ
ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÒÑÎÖÚËÕß

ak � ck ÿ
�

Vkk1k2ck1ck2
ok ÿ ok1 ÿ ok2

dkÿk1ÿk2 dk1 dk2�

� 2

�
V �k2kk1ckc

�
k2

ok2 ÿ ok ÿ ok1

dk2ÿkÿk1 dk1 dk2ÿ

ÿ
�

Ukkk2c
�
k c
�
k1

ok � ok1 � ok2

dk�k1�k2 dk1 dk2 � . . . �12:5�

±ÓË àÕÑÏ ÒÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÚÎÇÐÂ ÑÃÇÔÒÇÚË-
ÄÂáÕ ÔÑÍÓÂÜÇÐËÇ ÄH1 ÄÕÑÓÞØ ÆÄÖØ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ, Â ÒÑÔÎÇÆ-
ÐËÌ ÚÎÇÐ ÆÂÇÕ ÔÑÍÓÂÜÇÐËÇ ÆÓÖÅËØ ÆÄÖØ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎß-
ÐÞØ a �a �a � Ë aaa. °ÃÂ àÕË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (ËÔÍÎáÚÇÐËÇ
ÑÃÇËØ ÒÂÓ Ä H1) âÄÎâáÕÔâ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË Ë ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË. ±ÓÑÙÇÆÖÓÂ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑÅÑ ËÔÍÎáÚÇÐËâ ÚÎÇÐÑÄ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÕÇÑÓËÇÌ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ±ÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÕÂÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÏÞ
ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ ÔÕÂÎÍËÄÂÇÏÔâ Ô ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ "ÏÂÎÞØ ÊÐÂÏÇÐÂ-
ÕÇÎÇÌ", ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ô ÒÑâÄÎÇÐËÇÏ ÐÇËÐÕÇ-
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ÅÓËÓÖÇÏÞØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÄÃÎËÊË ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÌ

ok � . . .� oki ÿ oki�1 ÿ . . .ÿ okn � 0 ;

k� . . .� ki ÿ ki�1 ÿ . . .ÿ kn � 0 ;

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËØ ÔÑÃÑÌ ÖÔÎÑÄËÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ n-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.
±ÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ ÖÉÇ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÒÓË ËÔÍÎáÚÇ-
ÐËË ÕÓÇØÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ (3.8), ÍÑÅÆÂ (ÔÏ.
(12.5)):

ok � ok1 � ok2 � 0 ;

k� k1 � k2 � 0 �12:6�

Ë

ok ÿ ok1 ÿ ok2 � 0 ;

kÿ k1 ÿ k2 � 0 : �12:7�

£ÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ËÊ àÕËØ ÖÔÎÑÄËÌ ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÇÔÎË
Ä ÔÓÇÆÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÄÑÎÐÞ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ, ÒÓË
àÕÑÏ ÍÂÍÂâ-ÐËÃÖÆß ËÊ ÚÂÔÕÑÕ ok ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÑÌ. ´ÂÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÔÓÇÆÂØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÒÎÂÊÏÇ Ô ÕÑÍÑÏ. ¦ÔÎË
Ä ÔÓÇÆÇ ÐÇÕ ÄÑÎÐ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ, ÕÑ ËÊ H1

ÚÎÇÐÞ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÇ a�a�a� Ë aaa, ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ËÔÍÎáÚÇÐÞ Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
Ë Ä àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÑÐË âÄÎâáÕÔâ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË (ÐÇÓÇ-
ÊÑÐÂÐÔÐÞÏË).

£ÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÓÇÛÇÐËÌ Ö ÔËÔÕÇÏÞ
(12.7) ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄËÆÂ ×ÖÐÍÙËÌ. ¥Îâ ËÊÑÕÓÑÒÐÞØ ÔÓÇÆ, Ö
ÍÑÕÑÓÞØ o�k� ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ jkj, ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÖÇÕ, ÇÔÎË o�0� � 0 Ë o 00�k� < 0. ´ÂÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÆÎâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐ-
ÐÞØ ÄÑÎÐ. ¥Îâ ÍÂÒËÎÎâÓÐÞØ ÄÑÎÐ ÖÔÎÑÄËâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ
(12.7) âÄÎâáÕÔâ ÄÞÒÑÎÐÇÐÐÞÏË.

¦ÔÎË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12.6), (12.7) ÐÇ ËÏÇáÕ ÓÇÛÇÐËâ, ÕÑ
ÕÓÇØÄÑÎÐÑÄÞÇ ÚÎÇÐÞ ËÔÍÎáÚÂáÕÔâ. ³ÓÇÆË ÚÎÇÐÑÄ ÚÇÕÄÇÓ-
ÕÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ
ÄËÆÂ

H3 �
�
Tk1k2k3k4a

�
k1
a �k2ak3ak4dk1�k2ÿk3ÿk4

Y
dki ; �12:8�

ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ

ok1 � ok2 ÿ ok3 ÿ ok4 � 0 ;

k1 � k2 ÿ k3 ÿ k4 � 0

ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÄÐÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÄËÆÂ o�k�. ±ÓË àÕÑÏ
ÕÓÇØÄÑÎÐÑÄÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Ä (12.8) Í ÒÇÓÇ-
ÐÑÓÏËÓÑÄÍÇ ÄÇÓÛËÐÞ Tkk1k2k3 (ÔÏ. [83]):

Tkk1k2k3 � T
�0�
kk1k2k3

ÿ 2
Uÿk2ÿk3;k2k3U

�
ÿkÿk1;kk1

ok�k1 � ok � ok1

�

� 2
Vk2�k3k2k3V

�
k�k1kk1

ok�k1 ÿ ok ÿ ok1

ÿ 2
Vkk2kÿk2V

�
k3k1k3ÿk1

ok3ÿk1 � ok1 ÿ ok3

ÿ

ÿ 2
Vk1k3k1ÿk3V

�
k2kk2ÿk

ok2ÿk � ok ÿ ok2

ÿ 2
Vk1k2k1ÿk2V

�
k3ÿkk3ÿk

ok3ÿk � ok ÿ ok3

ÿ

ÿ 2
Vkk3kÿk3V

�
k2k1k2ÿk1

ok2ÿk � ok1 ÿ ok2

: �12:9�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓâÆ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐÑÄ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ: ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ

Hd �
�
�Vkk1k2a

�
k ak1ak2 � k:s:�dkÿk1ÿk2 dkdk1 dk2 ; �12:10�

ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÞÌ ÊÂ ÒÓÑÙÇÔÔ ÓÂÔÒÂÆÂ 1! 2 Ë ÑÃÓÂÕÐÞÌ
ÒÓÑÙÇÔÔ ì ÔÎËâÐËÇ 2! 1; ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ

Hex � 1

3

�
�U �kk1k2a �k a �k1a �k2 � k:s:�dk�k1�k2 dk dk1 dk2 ; �12:11�

ÑÒËÔÞÄÂáÜËÌ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÖá ÄÊÓÞÄÐÖá ÐÇÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕß, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÌ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÓÑÉ-
ÆÂáÕÔâ ÕÓË ÍÄÂÐÕÂ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ �0! 3�; ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐ

Hsc �
�
Tkk1k2k3a

�
k a
�
k1
ak2ak3dk�k1ÿk2ÿk3

Y
dki ; �12:12�

ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÞÌ ÊÂ ÒÓÑÙÇÔÔÞ 2! 2; Ë Õ.Æ.
¦ÔÎË Ä ÔÓÇÆÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÕËÒÑÄ ÄÑÎÐ, ÕÑ

ÔÒËÔÑÍ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÄ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÓÂÔ-
ÛËÓâÇÕÔâ. ±ÓËÄÇÆÇÏ ÑÆËÐ ËÊ ÐËØ, ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÞÌ ÊÂ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ Ë ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ
ÄÑÎÐ:

Hint �
�
�Vkk1k2bka

�
k1
ak2 � k:s:�dkÿk1ÿk2 dk dk1 dk2 : �12:13�

¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÕËÒÂ (12.13) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÔÄÇÕÂ Ë ÊÄÖÍÂ Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂØ, ÎÇÐÅÏáÓÑÄÔÍËØ Ë
ËÑÐÐÑÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ Ä ÒÎÂÊÏÇ Ë Õ.Æ.

°ÒËÔÞÄÂâ ÔËÔÕÇÏÖ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÑÅÑ
ËÎË ËÐÑÅÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ, ÏÞ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÖÓÑÄÇÐß ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÑÔÕË, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÌÔâ ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ ÄÑÎÐ,
âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÎÞÏ. ¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ àÕË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ, ÄÑÊÐË-
ÍÂáÜËÇ âÄÎÇÐËâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÅÂÕÞ. ®ÐÑÅËÇ ËÊ ÐËØ
ÏÑÅÖÕ ÖÉÇ ÃÞÕß ÒÑÐâÕÞ, ËÔØÑÆâ ËÊ ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÏÑÆÇÎÇÌ,
ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÓÇÆÖÍÙËÌ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÅÂ-
ÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÄ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÕÓÇØ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑ ÖÊÍËØ ÒÂÍÇÕÑÄ ÄÑÎÐ Ô
ÄÑÎÐÑÄÞÏË ÄÇÍÕÑÓÂÏË, ÎÇÉÂÜËÏË ÄÃÎËÊË k1, k2 Ë k3.
´ÂÍÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÏ, ÇÔÎË,
ÐÂÒÓËÏÇÓ,

o�k1� � o�k2� � o�k3� ;
k1 � k2 � k3 :

¥Îâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ a�k� ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ:

a�k� � a1�k� � a2�k� � a3�k� ;

ÅÆÇ a1, a2, a3 ìÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÑÎÐ Ä ÍÂÉÆÑÏËÊ ÕÓÇØ ÒÂÍÇÕÑÄ.
·ÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÛËÓËÐÞ àÕËØ ÒÂÍÇÕÑÄ ki ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÕÔâ
ÏÂÎÞÏË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô jkij. ¥Îâ ÕÂÍÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ (12.10) Hd

ÓÇÆÖÙËÓÖÇÕÔâ ÆÑ ÄËÆÂ:

Hint � 2

��
Va �1 �k1�a2�k2�a3�k3� � k:s:�dk1ÿk2ÿk3

Y
dki :

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÊÂÕÇÏ ÖÊÑÔÕß ÒÂÍÇÕÑÄ, ÄH0 ÒÑÎÑÉËÏ

o�k1 � j� � o�ki� � �jvi� ; vi � qo
qki
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Ë ÔÆÇÎÂÇÏ ÊÂÏÇÐÖ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ: ci�x� � ai�k� exp
�
io�ki�t

�
. £

ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ

H! Hÿ
X�

oijcij2 dj :

³ÑÄÇÓÛÂâ ÆÂÎÇÇ Ä àÕÑÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ×ÖÓßÇ-
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ

ci�x� �
1

�2p�3=2
�
ci�j� exp�ijr� dj ;

ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÅÑ ÄÊÂË-
ÏÑÆÇÌÔÕÄËâ [77]:

qc1

qt
� �v1HH�c1 � ÿ

iV

�2p�3=2
c2c3 ; �12:14�

qc2

qt
� �v2HH�c2 � ÿ

iV �

�2p�3=2
c1c

�
3 ; �12:15�

qc3

qt
� �v3HH�c3 � ÿ

iV �

�2p�3=2
c2c

�
3 : �12:16�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÄÊÓÞÄÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÕÓÇØ ÒÂÍÇÕÑÄ
ÄÑÎÐ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÒÂÍÇÕÑÄ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÓÇÆÖÍÙËË ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐÂ (12.11):

qc1

qt
� �v1HH�c1 � ÿ

iU�

�2p�3=2
c�2c

�
3 ; �12:17�

qc2

qt
� �v2HH�c2 � ÿ

iU �

�2p�3=2
c�1c

�
3 ; �12:18�

qc3

qt
� �v3HH�c3 � ÿ

iU �

�2p�3=2
c�2c

�
3 : �12:19�

³ÎÇÆÖáÜËÌ ÒÓËÏÇÓ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÓÇÆÖÍÙËË ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐÂ (12.12) ÆÎâ ÑÆÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑ ÖÊÍÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÄÑÎÐ.
±ÖÔÕß ÙÇÐÕÓ ÒÂÍÇÕÂ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÐÂ ÄÇÍÕÑÓ k0, ÕÑÅÆÂ,
ÒÑÎÂÅÂâ

a�k� � c�k� exp�ÿiok0 t� ; k � k0 � k ;

H! Hÿ o�k0�
���c�k���2 dk ;

o�k� � o�k0 � k� � o�k0� � kvg � 1

2

q2o
qkaqkb

kakb ;

ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ c�r�¯µº:

i�ct � vgHHc� � oab

2

q2c
qxaqxb

� T

�2p�3 jcj
2c � 0 ; �12:20�

ÅÆÇ

oab � q2o
qkaqkb

:

µÓÂÄÐÇÐËÇ (12.20) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÔÒÇÍÕ-
ÓÂÎßÐÑ-ÖÊÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. £
ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, ÍÑÅÆÂ ÕÇÐÊÑÓ

oab � vg
2k0
�dab ÿ nanb� � o00na nb

�
n � k

k

�
;

àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ ÆÑ ÄËÆÂ

i�ct � vgcx� �
vg
2k0

D?c� o 00

2
cxx �

T

�2p�3 jcj
2c � 0 ;

�12:21�

ÅÆÇ ÑÔß x ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË.
£ àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂ
ÆÄËÉÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÍÂÍ ÙÇÎÑÅÑ Ô ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßá vg (àÕÑÕ ÚÎÇÐ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÍÎá-
ÚÇÐ ÒÖÕÇÏ ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ, ÆÄËÅÂáÜÖáÔâ Ô vg); ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÆÄÂ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ
ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ (ÒÓÑÆÑÎßÐÑÇ) Ë ÆË×ÓÂÍÙËÑÐ-
ÐÑÇ (ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÇ) ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ ÒÂÍÇÕÂ; ÐÂÍÑÐÇÙ, ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (12.21) ÖÚËÕÞÄÂÇÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß.

³ÑÄÇÓÛËÄ Ä ¯µº ÏÂÔÛÕÂÃËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÒÓÑÆÑÎßÐÞÏ
Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ, Â ÕÂÍÉÇ ì ÂÏÒÎËÕÖÆÞ c,
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÌ
×ÑÓÏÇ ÄËÆÂ

ict � D?c� scxx � Zjcj2c � 0 ; �12:22�

ÅÆÇ s � sign�o00vg� Ë Z � sign�Tvg�. ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÄËÉÇÐËâ
ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ U � ÿZjcj2, Ô
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÏÂÔÔÑÌ Ë Ô ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ
ÏÂÔÔÑÌ, ÊÐÂÍ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô s. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
ØÂÓÂÍÕÇÓ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÒÓÑÆÑÎßÐÑÏ Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ ÓÂÊÎËÚÇÐ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÍÑÄ s Ë Z.
¦ÔÎË Z > 0, ÕÑ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
ÒÓËÕâÉÇÐËÇ, Ë ÒÂÍÇÕ Ä àÕÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÆÑÎÉÇÐ ÔÉË-
ÏÂÕßÔâ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá. £
ÑÃÓÂÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ �Z < 0� ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÒÑÏÑÅÂÇÕ ÆË×ÓÂÍ-
ÙËÑÐÐÑÏÖ ÓÂÔÛËÓÇÐËá. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÑÃÔÕÑËÕ ÆÇÎÑ Ô
ÒÓÑÆÑÎßÐÞÏ ÆÄËÉÇÐËÇÏ. ¦ÔÎË sZ � 1, ÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
ÔÉÂÕËÇ ÒÂÍÇÕÂ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë
ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËÇ ÒÂÍÇÕÂ Ä ÑÃÓÂÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ �sZ � ÿ1�. ³ÖÜÇ-
ÔÕÄÖÇÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÂÓËÂÐÕ s � Z � 1, ÍÑÅÆÂ ÑÆÐÑÄÓÇ-
ÏÇÐÐÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÉÂÕËá ÒÂÍÇÕÂ ÒÑ ÄÔÇÏ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ. ªÏÇÐÐÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÌ ÍÑÎÎÂÒÔ (ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÔÏ. [84]).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ s Ë Z ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ
ÚÇÕÞÓÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ×ÑÓÏÞ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ:

ict � Dc� jcj2c � 0 ; �12:23�
ict � D?cÿ cxx � jcj2c � 0 ; �12:24�
ict � Dcÿ jcj2c � 0 ; �12:25�
ict � D?cÿ cxx ÿ jcj2c � 0 : �12:26�

£ÔÇ àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËÏ, ÑÐË
ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä ÄËÆÇ

ict �
dH
dc �

; H �
��
jHH?cj2 � sjcxj2 ÿ

Z
2
jcj4

�
dr :

�12:27�

±ÓË ÄÞÄÑÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12.20) ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎË, ÚÕÑ
Tk1k2k3k4 âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÔÄÑËØ ÂÓÅÖÏÇÐ-
ÕÑÄ; ×ËÅÖÓËÓÖáÜÂâ Ä (12.9) ÄÇÓÛËÐÂ T ÇÔÕß ÊÐÂÚÇÐËÇ
àÕÑÅÑ âÆÓÂ ÒÓË ki � k0. °ÆÐÂÍÑ àÕÂ ÔËÕÖÂÙËâ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÕËÒËÚÐÑÌ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, àÕÑ ÐÇ ÕÂÍ, ÇÔÎË o�0� � 0.
³ÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓÇÏÇ ¤ÑÎÆÔÕÑÖÐÂ (ÔÏ. [78]), ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä
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ÐÖÎß ÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ Vkk1k2 , ÇÔÎË ÑÆËÐ ËÊ ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÄÇÍÕÑÓÑÄ k, k1 ËÎË k2 ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä
ÄÞÓÂÉÇÐËË (12.9) ÆÎâ ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ T ÒÓË
ki � k0 ÓâÆ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ ËÏÇáÕ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË. ¥Îâ ËØ
ÓÂÔÍÓÞÕËâ ÐÖÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÒÓÇÆÇÎ ÕËÒÂ

lim
k!0

jVk0 ; k0�k;ÿkj2
o�k� ÿ �kvg� :

¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÅÎÖÃËÐÞ

Vkk0k0 � k3=4 ; o�k� � k1=2 ;

Ë ÄÔÇ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß. ±ÓË ÍÑÐÇÚ-
ÐÑÌ ÅÎÖÃËÐÇ Vkk0k0 � k1=2, o�k� � k, ÕÂÍ ÚÕÑ ÒÑ ÍÂÉÆÑÏÖ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá àÕÑÕ ÒÓÇÆÇÎ ÍÑÐÇÚÇÐ, ÒÓË àÕÑÏ ÄÇÎËÚËÐÂ
Tk0k0k0k0 ÑÔÕÂÇÕÔâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ. ¯ÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕß
àÕÑÅÑ ÕËÒÂ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇÏ ÄÞÐÖÉÆÇÐÐÞØ ÆÄËÉÇ-
ÐËÌ ÔÓÇÆÞ ÍÂÍ ÙÇÎÑÅÑ. ´ÂÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÆÎâ
ÄÔÇØ ÄÑÎÐ, Ö ÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ok ÒÓËÃÎËÉÂÇÕÔâ Í
ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÒÓË k! 0. ¬ÓÑÏÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÆÎâ ÉËÆÍÑÔÕË ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÅÎÖÃËÐÞ, Í
ÕÂÍËÏ ÄÑÎÐÂÏ ÑÕÐÑÔâÕÔâ ËÑÐÐÑÊÄÖÍÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÒÎÂÊÏÇ,
ÊÄÖÍÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÕÄÇÓÆÑÏ ÕÇÎÇ Ë Õ.Æ. £ àÕÑÌ ÔËÕÖÂÙËË
ÐÇÑÃØÑÆËÏÞ ÑÕÆÇÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÄÞÐÖÉ-
ÆÇÐÐÞØ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ. ¿ÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÌ ÊÂÆÂÚË ì
ÑÒËÔÂÐËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑ-ÖÊÍÑÅÑ ÄÞÔÑÍÑÚÂ-
ÔÕÑÕÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ Ô ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÏË ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËâÏË ÊÄÖÍÑÄÑÅÑ ÕËÒÂ. ¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÕÂÍÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐ ËÊ ÑÃÜËØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ, ÑÔÐÑ-
ÄÂÐÐÞØ ÐÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÑÃ
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÇ. (²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ Ë
ÒÓâÏÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÓÇÆÖÍÙËË
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ (12.13).) ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÂ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎß-
ÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ àÐÇÓÅËÇÌ E Ë ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÏ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ I:

E

o
� I :

£ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÏË ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË
âÄÎâáÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÞ

��c�k���2, ÕÂÍ ÚÕÑ
H0 � o�k0�

���c�k���2 dk � � o�k0�jcj2 dr :
¯ÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ Ô ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞÏË ÆÄËÉÇ-
ÐËâÏË ÐÇ ÐÂÓÖÛÂÇÕ ÂÆËÂÃÂÕËÚÐÑÔÕË Ë ÒÑàÕÑÏÖ

Hint �
�
dojcj2 dr ;

ÅÆÇ do ÇÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÊÂ ÔÚÇÕ ÄÂÓËÂÙËÌ ÎÑÍÂÎß-
ÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÔÓÇÆÞ ì ÒÎÑÕÐÑÔÕË dr Ë ÔÍÑÓÑÔÕË v:

do � qo
qr0

dr� �k0v�

(ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ à××ÇÍÕÖ ¥ÑÒÎÇÓÂ).
±ÑÎÂÅÂâ v � HHj Ë ÄÔÒÑÏËÐÂâ, ÚÕÑ dr Ë j âÄÎâáÕÔâ

ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍË ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÆÎâ ÔÉËÏÂÇÏÑÌ

ÉËÆÍÑÔÕË (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4), ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ [66, 79]:

i�ct � vgHHc� � oab

2

q2c
qxaqxb

�

�
�
qo
qri

dr� k0HHj
�
c� T

�2p�3 jcj
2c � 0 ; �12:28�

q
qt

dr� r0Dj� �k0HH�jcj2 � 0 ; �12:29�

r0
qj
qt
� c2sdr�

qo
qr0
jcj2 � 0 ; �12:30�

ÅÆÇ T ì ÓÇÅÖÎâÓÐÂâ ÚÂÔÕß ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ ~Tk0k0k0k0 ,
ÐÇ ËÏÇáÜÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ.

¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÍÑÏÃËÐÂÙËá ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÄ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (12.20) Ë
(4.3):

Hc �
��
ÿic �vgHHc� 1

2
oab

qc
qxa

qc �

qxb
�

�
�
qo
qr0

dr� k0HHj
�
jcj2�

� 1

2

T

�2p�3 jcj
4 � c2s

dr2

2r0
� r0

�HHj�2
2

�
dr : �12:31�

£ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÏÇÉÆÖ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßá vg Ë ÔÍÑÓÑÔÕßá ÊÄÖÍÂ cs, ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12.29),
(12.30) ÆÑÒÖÔÍÂáÕ ÓâÆ ÖÒÓÑÜÇÐËÌ. ¦ÔÎË vg < cs Ë
vgDk4Tjcj2, ÅÆÇ Dk ì ÛËÓËÐÂ ÒÑ k ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÅÑ
ÒÂÍÇÕÂ, ÕÑ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (12.29), (12.30) ÏÑÉÐÑ ÊÂÏÇÐËÕß
q=qt ÐÂ vgHH:

ÿ vgHHdr� r0Dj� �k0HH�jcj2 � 0 ;

ÿ r0�vgHH�j� c2sdr�
qo
qr0
jcj2 � 0 : �12:32�

¥Îâ ËÊÑÕÓÑÒÐÞØ ÔÓÇÆ ÄÑÊÐËÍÛÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ,
ÊÂÒËÔÂÐÐÂâ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÆÄËÅÂáÜÇÌÔâ Ô ÅÓÖÒÒÑ-
ÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥àÄË ë³ÕáÂÓÕ-
ÔÑÐÂ:

ict �
vg
2k0

D?c� o00

2
cxx �

�
qo
qr0
� k0c

2
s

r0vg

�
drc�

�
�

T

�2p�3 �
k0
r0vg

qo
qr0

�
jcj2c � 0 ; �12:33�

�
vg

q
qx

�2�
drÿ k0

vg
jcj2

�
� D

�
c2sdr�

qo
qr0
jcj2

�
: �12:34�

¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÆÎâ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÉËÆÍÑÔÕË ÍÑÐÇÚÐÑÌ
ÅÎÖÃËÐÞ [80].

£ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12.32) ËÎË (12.34) ËÏÇáÕ
ÔÏÞÔÎ ÔÄâÊÇÌ ÏÇÉÆÖ dr, j Ë jcj2; ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÅÂÏËÎß-
ÕÑÐËÂÐ ÆÎâ (12.33) ÔÕÓÑËÕÔâ Ô ÖÚÇÕÑÏ àÕËØ ÔÄâÊÇÌ. ÁÄÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÐÇÅÑ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÇÔÎË ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÄâÊË Ä ÄËÆÇ

ÿ�vgHH�dr � dH
dj

; ÿ�vgHH�j � dH
dr

Ô H � Hc (12.31). ´ÑÅÆÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¥àÄË ë³ÕáÂÓÕÔÑÐÂ HDS ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ Hc ÒÑ ÔÎÇÆÖá-
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ÜÇÏÖ ÒÓÂÄËÎÖ:

HDS � Hc ÿ
�
dr�vgHH�jdr� i

�
c ��vgHH�cdr ;

Â ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ËÏÇáÕ ÄËÆ

ict �
dHDS

dc �
:

¦ÔÎË vg > cs, ÕÑ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (12.29), (12.30) ÐË ÒÓË
ÍÂÍÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÐÇÎßÊâ ÊÂÏÇÐËÕß q=qt ÐÂ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ �ÿvgHH�. ¿ÕÑ ÎÇÅÍÑ ÒÑÐâÕß, ÇÔÎË ÒÇÓÇÒËÔÂÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12.29), (12.30) Ä ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË. ¦ÔÎË
ÆÂÎÇÇ ÔÑÄÇÓÛËÕß ÕÂÍÖá ÊÂÏÇÐÖ, ÕÑ ÏÞ ÐÂÕÂÎÍËÄÂÇÏÔâ ÐÂ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÌ ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎß ÄËÆÂ

kcs � �kvg� ;

ÍÑÕÑÓÞÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÔÎÑÄËá (12.7) ÓÂÔÒÂÆÂ ÄÞÔÑÍÑ-
ÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÖá Ë ÊÄÖÍÑÄÖá
ÄÑÎÐÞ. ±ÓË ÖÔÎÑÄËË vg 4 cs, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá ÔÄÇÕÂ Ë ÊÄÖÍÂ Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂØ, ÄÍÎÂÆ
Ä do ÊÂ ÔÚÇÕ à××ÇÍÕÂ ¥ÑÒÎÇÓÂ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÂÃÞÏ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÔÔÇâÐËÇÏ ÐÂ ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËâØ ÒÎÑÕÐÑÔÕË dr ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ cs=vg. µÓÂÄÐÇÐËâ
(12.28) ë (12.30) Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ ÆÑ ÄËÆÂ:

ict �
o00

2
cxx �

vg
2k0

D?c�
�
qo
qr

dr� T

�2p�3 jcj
2

�
c � 0 ;

��
q
qt
ÿ vg q

qx

�2

ÿ c2sD?

�
dr � qo

qr0
Djcj2 :

¬ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÓÇÆÖÍÙËâÏ ÔÎÇÆÖÇÕ ÕÂÍÉÇ ÑÕÐÇÔÕË
ÓÇÆÖÍÙËá ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÖÔÔËÐÇÔÍÂ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬¥£. ¥Îâ
ÏÑÆÇÎË ¢ÖÔÔËÐÇÔÍÂ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË ÃÎËÊÑÍ Í ÎËÐÇÌ-
ÐÑÏÖ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ H1 Ô ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÂÏË ÄËÆÂ (4.5) ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÔÕÂÄËÕß ÚÎÇÐÞ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎßÐÞÇ a �aa Ë aa �a �, Â ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÚÎÇÐÞ ËÔÍÎáÚËÕß Ô
ÒÑÏÑÜßá ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÒÓË àÕÑÏ Ä
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ Ä o�k� ÔÑØÓÂÐËÕß ÎËÐÇÌ-
ÐÞÌ ÒÑ ÆËÔÒÇÓÔËË n ÚÎÇÐ: o�k� � kcs

�
1� �nr0k2=2c2s �

�
.

³ÑÄÇÓÛÂâ ÊÂÕÇÏ ÊÂÏÇÐÖ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ak Í u�x� ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÂÏ:

ak � uk���
k
p ; u �

�1
0

�
uk exp�ikx� � u �k exp�ÿikx�

�
dk ;

ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬¥£:

ut � csux � buux � csguxxx � 0 ; �12:35�

ÅÆÇ

g � ÿ nr0
2c2s

; b � 1

2

�
cs
r0

�1=2

�1� g� :

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬¥£ ÐÂ ÏÐÑÅÑ-
ÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬± [85], ÍÑÕÑÓÑÇ
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÓÇÆÖÍÙËË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ (4.5) ÆÎâ ÖÊÍÑÅÑ
ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ ÔÑ ÔÎÂÃÑÌ ÆËÔ-
ÒÇÓÔËÇÌ. ±ÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÔßá x, ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÂÍÇÕÂ u

ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

q
qx
�ut � csux � buux � csguxxx� � cs

2
HH2
?u : �12:36�

£ ÖÓÂÄÐÇÐËË (12.36) ÎÇÄÂâ ÚÂÔÕß ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆË×ÓÂÍÙËá
ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÏ Í ÑÔË x ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËË. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÄÔÇ ÚÎÇÐÞ Ä àÕÑÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËË ÏÂÎÞ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÔÎÂÅÂÇÏÑÏÖ csux,
ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÊÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÒÂÍÇÕÂ ÍÂÍ ÙÇÎÑÅÑ
ÔÑ ÊÄÖÍÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá. £ àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÄÞÄÑÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¬±, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬¥£ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÑÆËÐ ËÊ ÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÏÇÕÑÆÂ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ, ÍÑÅÆÂ ÏÑÉÐÑ
ÄÞÆÇÎËÕß ÆÄÂ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÕËÒÂ ÆÄËÉÇÐËÌ ì ÏÇÆÎÇÐÐÑÇ Ë
ÃÞÔÕÓÑÇ.

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÇ ËÔÚÇÓÒÞ-
ÄÂáÕ ÄÔÇØ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÓÇÆÖÍÙËÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÄ. ®Þ
ÑÔÕÂÐÑÄËÎËÔß ÐÂ ÐÂËÃÑÎÇÇ âÓÍËØ, ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÄ ËØ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕß. ±ÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐÑÌ ÚÇÓÕÑÌ àÕÑÌ ÖÐËÄÇÓ-
ÔÂÎßÐÑÔÕË âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ÏÐÑÅËÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ Ä
ÆÂÐÐÑÏ ÑÃÊÑÓÇ ÏÑÆÇÎË ÆÑÒÖÔÍÂáÕ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÏÇÕÑÆÂ
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Hamiltonian formalism for nonlinear waves
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TheHamiltonian description of hydrodynamic type systems for application to plasmas, hydrodynamics, andmagnetohydrodynamics is
reviewed with emphasis on the problem of introducing canonical variables. The relation to other Hamiltonian approaches, in particular
natural-variable Poisson's brackets, is pointed out. It is shown that the degeneracy of noncanonical Poisson's brackets relates to the
special type of symmetry, the relabeling transformations of êuid-particle Lagrangian markers, from which all known vorticity
conservation theorems, such as Ertel's, Cauchy's, Kelvin's, as well as the vorticity frozenness and the topological Hopf invariant,
derive. The application of canonical variables to collisionless plasma kinetics is described. The Hamiltonian structure of Benney's
equations and of the Rossby wave equation is discussed. Davey ë Stuartson's equation is given theHamiltonian form. A general method
for treating weakly nonlinear waves is presented based on classical perturbation theory and the Hamiltonian reduction technique.
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