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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

1.1. £ÄÑÆÐÞÇ ÊÂÏÇÚÂÐËâ
£ ÔÕÂÕßÇ ËÊÖÚÂáÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ,
ÔÑÊÆÂÐÐÞØ ÕÑÍÂÏË, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ì
ÑÔÑÃÞØ ì ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâØ, Õ.Ç. ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÞÏË ÐÂ ÐÇÍÑ-
ÕÑÓÞØ ÏÇÕÂÎÎËÚÇÔÍËØ ÕÇÎÂØ.

¥Îâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÑÔÕÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ àÕË ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÒÑÎÇÌ ÑÚÇÄËÆÐÞ; ÑÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ, ÑÃÎÂÆÂá-
ÜËØ àÕËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË, "ÑÚÇÐß ÏÐÑÅÑ". ³ÄÑÌÔÕÄÑ àÕÑ
ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÎáÃÂâ ÒÑÎÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÕÑÍÑÄ ÐÂ
ÕÂÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÑÊÆÂÇÕ ÐÇÒÑÎÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÒÑÎÇÌ, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË ì ÐÇÒÑÎÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÆËÂÅÓÂÏÏ. ±ÑàÕÑÏÖ
àÕËÏË ÒÑÎâÏË ÐÇÎßÊâ ÆÂÉÇ ÒÓËÃÎËÊËÕß "ÑÚÇÐß ÏÐÑÅÑ"
ÒÑÎÇÌ ì ÕÑÚÐÇÇ, ÄÔÇ ÒÑÎâ, ÐÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÇ ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá. ªÊ àÕÑÅÑ, ÍÂÍ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÓâÆ
ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔÎÇÆÔÕÄËÌ.

£ ÓÂÊÆÇÎÂØ 1ë4 ËÊÖÚÂáÕÔâ ÆÄÖÏÇÓÐÞÇ ÔÍÂÎâÓÐÞÇ ÒÑÎâ,
ÔÑÊÆÂÐÐÞÇ ÕÑÍÂÏË, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË ÐÂ ÎËÐËâØ. £ àÕÑÌ
ÏÑÆÇÎË ÄÔÇ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍË Ë ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÂÒÒÂÓÂÕ
ÒÓÑÜÇ, Â ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÇÓÇÐÑÔâÕÔâ ÐÂ ÕÓÇØÏÇÓ-
ÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ ÒÑÚÕË ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË (ÔÏ. ÑÔÑÃÇÐÐÑ
Ò. 5.1) ì ÊÂ ÑÆÐËÏ ÕÑÎßÍÑ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ (Ò. 5.3). £ ÔÕÂÕßÇ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ ÕÑÍË Ë ÕÑÎßÍÑ
ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÒÑÎâ �� exp�iot��. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÓÇÊÖ-
ÎßÕÂÕÞ ÃÞÎË ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐÞ Ä [1, 2].

ªÊÖÚÂÇÕÔâ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÒÑÎÇÏ u�r;j� Ë ÎËÐËÇÌ C, ÐÂ
ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÕÑÍË, ÔÑÊÆÂáÜËÇ àÕÑ ÒÑÎÇ. ±ÑÎÇ
u�r;j� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏÖ ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËá
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ÅÆÇ f�j� ì ÆËÂÅÓÂÏÏÂ, Ë ÖÔÎÑÄËá, ÚÕÑ ÐÂ C ÔÂÏÑ ÒÑÎÇ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ, Â ÇÅÑ ÐÑÓÏÂÎßÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ qu=qN ÕÇÓ-
ÒËÕ ÓÂÊÓÞÄ, ÓÂÄÐÞÌ ÊÂÆÂÐÐÑÏÖ ÕÑÍÖ j�s� (sìÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ
ÄÆÑÎß C). ¥ËÂÅÓÂÏÏÂ f�j� ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ j�s� ËÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ
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�
C
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ÅÆÇ r � r�#� ì ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÎËÐËË C, # � #�s�. £ (1.3Ã)
ÑÒÖÜÇÐ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß; ÆÂÎÇÇ Ä ÂÐÂÎÑÅËÚ-
ÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ àÕÑ ÐÇ ÃÖÆÇÕ ÑÅÑÄÂÓËÄÂÕßÔâ.

¦ÔÎË f�j� ÊÂÆÂÐÑ, ÕÑ (1.3Â) ì ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ ÆÎâ j�s�; ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá, ÑÐÑ
ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ, ÇÔÎË ÐÑÓÏÂ ÕÑÍÂ

N �
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C

j j�s�j2 ds
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ÍÑÐÇÚÐÂ �N <1�. ¥ËÂÅÓÂÏÏÞ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÇ ÎáÃÞÏË
ÕÑÍÂÏË ÐÂ C, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏË, ÔÑÊÆÂ-
ÄÂÇÏÞÏË ÎËÐËÇÌ C.

¥Îâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕË ÃÑÎßÛÇÌ ÚÂÔÕË ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÐËÉÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ N <1 ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆË-
ÏÞÏ. ´ÑÍ ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ j j�s�j2
ÐÇËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑ; ÐÖÉÐÑ ÎËÛß, ÚÕÑÃÞ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÎ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎ, ÔÕÑâÜËÌ ÔÎÇÄÂ Ä (2.6) (ÔÏ. ÐËÉÇ), Â ÆÎâ àÕÑÅÑ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏ ÃÞÎ ÔÂÏ ÕÑÍ. ¿ÕÑ
ÖÔÎÑÄËÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ Ë ÆÎâ ÕÑÍÂ ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ ÒÑÎÖ-
ÒÎÑÔÍÑÔÕË (ÒÓË ÎáÃÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË), Ë ÆÎâ j�s� �
� d�sÿ s0�, Õ.Ç. Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÑÃÞÚÐÑ ÒÓËÏÇÐâÇÏÑÏ Ä
ÕÇÑÓËË ÂÐÕÇÐÐÞØ ÓÇÛÇÕÑÍ. ®Þ ÒÓËÏÇÏ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ
N <1, ÚÕÑÃÞ ÐÇ ÖÔÎÑÉÐâÕß ËÊÎÑÉÇÐËÇ, ÑÔÑÃÇÐÐÑ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 4.

1.2. ²ÇÂÎËÊÖÇÏÑÔÕß, ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕß, ÂÏÒÎËÕÖÆÐÂâ
ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕß
£ÑÊÏÑÉÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÆËÂÅÓÂÏ-
ÏÂÏË, ÔÑÊÆÂÐÐÞÏË ÎËÐËÇÌ C, Ë ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ×ÖÐÍÙËÇÌ
F�j�:

Â) ² Ç Â Î Ë Ê Ö Ç Ï Ñ Ô Õ ß. ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÍ, ÔÑÊÆÂáÜËÌ
ÆËÂÅÓÂÏÏÖ F�j�. µÓÂÄÐÇÐËÇ (1.3Â) ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓË
ÊÂÏÇÐÇ f�j� ÐÂ F�j�.

Ã) ¡ Ò Ò Ó Ñ Í Ô Ë Ï Ë Ó Ö Ç Ï Ñ Ô Õ ß. ¥Îâ ÎáÃÑÅÑ d > 0
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÑÌ ÕÑÍ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ (Ä ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂ-
ÕËÚÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÇ) ÏÇÉÆÖ ÔÑÊÆÂÐÐÑÌ ËÏ ÆËÂÅÓÂÏÏÑÌ Ë F�j�
ÐÇ ÃÑÎßÛÇ d: �2p
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Ä) ¡ Ï Ò Î Ë Õ Ö Æ Ð Â â Â Ò Ò Ó Ñ Í Ô Ë Ï Ë Ó Ö Ç Ï Ñ Ô Õ ß.
³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÂâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ c�j� ("×ÂÊÂ"),
ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ F�j� exp�ÿic�j�� ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÂ.

Å) ¡Ï Ò Î Ë Õ Ö Æ Ð Â â Ð Ç Â Ò Ò Ó Ñ Í Ô Ë Ï Ë Ó Ö Ç Ï Ñ Ô Õ ß.
¡ÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÔÇØ ÆËÂÅÓÂÏÏ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞØ ÎËÐËÇÌ, ÐÇ
ÃÎËÊÍË Í jF�j�j.

®ÑÉÐÑ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÂÒÒÓÑÍÔËÏË-
ÓÖÇÏÑÔÕË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÐÇ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÖá, Â ÍÂÍÖá-ÎËÃÑ
ÆÓÖÅÖá ÏÇÕÓËÍÖ.

²ÇÂÎËÊÖÇÏÑÔÕß ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ
×ÖÐÍÙËË F�j� [3], Ë ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÏÂÎÞÏ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ

ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÓÇÂÎËÊÖÇÏÖá ×ÖÐÍÙËá ÐÇÓÇÂÎËÊÖÇÏÑÌ Ë
ÐÂÑÃÑÓÑÕ. ¡ÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕß ÇÔÕß ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÃÑÎÇÇ
ÅÓÖÃÑÇ; ÄÏÇÔÕÇ Ô ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ×ÖÐÍÙËÇÌ ËÏ ÑÃÎÂÆÂáÕ
(ËÎË ÐÇ ÑÃÎÂÆÂáÕ) Ë ÄÔÇ ÃÎËÊÍËÇ Í ÐÇÌ ×ÖÐÍÙËË.

2. ¯ÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÞÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ

2.1. ¯ÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕß Ë ÐÖÎÇÄÞÇ ÎËÐËË
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
ËÐËâ C, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÞÇ
Çá ×ÖÐÍÙËË, ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ì ÇÌ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ×ÖÐÍÙËâ bF�j�, ÐÑÓÏËÓÖÇÏÂâ Ô
ÍÄÂÆÓÂÕÑÏ ÏÑÆÖÎâ ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ �0; 2p�, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÂ ÄÔÇÏ ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏ f�j�, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÏ ÎËÐËÇÌ C.
°ÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕß ×ÖÐÍÙËÌ f�j� Ë bF�j� ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ àÕËØ ×ÖÐÍÙËÌ � f; bF �, ÓÂÄÐÑÇ,
ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá, ËÐÕÇÅÓÂÎÖ

� f; bF � � �2p
0

f�j�bF ��j� dj : �2:1�

µÔÎÑÄËÇ ÐÑÓÏËÓÖÇÏÑÔÕË ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ
�bF; bF � ÍÑÐÇÚÐÑ; ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÕß bF�j� ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
�bF; bF � � 1.

ªÊÄÇÔÕÐÑ [4], ÚÕÑ ÇÔÎË ×ÖÐÍÙËË f�j� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÕ ÖÔÎÑÄËá � f; bF � � 0, ÕÑ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË Ë ÎáÃÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ F�j�, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ �F; bF � 6� 0, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ �2p

0

��F�j� ÿ f�j���2 dj!1=2

5
���F; bF ��� : �2:2�

¦ÔÎË, ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß, ÚÕÑÃÞ ÍÂÍ F�j�, ÕÂÍ Ë ÄÔÇ
×ÖÐÍÙËË f�j� ÕÑÉÇ ÃÞÎË ÒÓÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÞ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ,
Õ.Ç. ÚÕÑÃÞ �F; F� � 1, � f; f � � 1, ÕÑ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËÇ ÏÇÉÆÖ F�j� Ë f�j� ÃÖÆÇÕ ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ÒÓÂÄÂâ ÔÕÑÓÑÐÂ
(2.2), Ë ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÐÑ

D �
�
2ÿ 2

���������������������������
1ÿ ���F; bF ���2q �1=2

: �2:3�

ËÐËË C, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÄÔÇ ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÇ ËÏË ÆËÂÅÓÂÏÏÞ
ÑÃÎÂÆÂáÕ àÕËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÑÔÑÃÞÏË
Ë ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß bC.

³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÕÂÍËÇ ÎËÐËË bC, ÍÑÕÑÓÞÏ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÐÇ ÑÆÐÂ ×ÖÐÍÙËâ bF�j�, Â ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ×ÖÐÍÙËÌbFp�j� �p � 1; 2; . . . ;P�. £ÔÇ àÕË ×ÖÐÍÙËË ÑÃÓÂÊÖáÕ
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÇ ÆÑÒÑÎÐÇÐËÇ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÆËÂÅÓÂÏÏ.
ªØ ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏË,
�bFp; bFq� � dpq. ´ÑÅÆÂ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (2.3) ÆÎâ "ÛËÓËÐÞ
ÜÇÎË" ÏÇÉÆÖ f�j� Ë F�j� ÐÂÆÑ j� f; bF �j2 ÊÂÏÇÐËÕß ÐÂ
ÔÖÏÏÖ ÒÑ ÄÔÇÏ p ÍÄÂÆÓÂÕÑÄ ÕÂÍËØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ Ë
ÄÄÇÔÕË ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ Ä (2.2). ¯ÇÑÃØÑÆËÏÞÏ
Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕË ÍÂÍÑÌ-
ÎËÃÑ ×ÖÐÍÙËË F�j� ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËÇÌ bC âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑ ÐÖÎá ÄÔÇØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ �F; bFp�. ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ
ÑÆÐÑÌ ËÎË ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÅÑ
ÆÑÒÑÎÐÇÐËâ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÎÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÕÑÍÑÄ ÐÂ bC
ÔÑÊÆÂÇÕ ÐÇÒÑÎÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÆËÂÅÓÂÏÏ.

±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÑÔÑÃÞÇ ÎËÐËË âÄÎâáÕÔâ ÐÖÎÇÄÞÏË
ÎËÐËâÏË ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, Â ÄÔÇ ÐÖÎÇÄÞÇ
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ÎËÐËË ÎáÃÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ âÄÎâáÕÔâ ÑÔÑÃÞÏË
ÎËÐËâÏË.

¯ÂÆÑ ÆÑÍÂÊÂÕß àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß ÖÔÎÑÄËâ, ÚÕÑ ÄÔÇ
ÆËÂÅÓÂÏÏÞ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÇ ÎËÐËÇÌ bC, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ ÐÇÍÑ-
ÕÑÓÑÌ ×ÖÐÍÙËË bF�j�, Ë ÖÔÎÑÄËÇ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÑÎÇbu�r;j�, ÓÂÄÐÑÇ ÐÖÎá ÐÂ bC:
bu�r;j�����bC� 0 : �2:4�

±ÑÎÇ bu�r;j� ÆÑÎÉÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÕÑÏÖ ÉÇ ÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÏÖ ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (1.1), ÚÕÑ Ë ÒÑÎÇ u�r;j�, Ë ÐÇ
ËÏÇÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÐÂ ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ±ÓË r!1 ÑÐÑ
ÔÑÆÇÓÉËÕ, ÍÓÑÏÇ ÖØÑÆâÜÇÌ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÍÂÍ Ä
(1.2), ÇÜÇ Ë ÒÓËØÑÆâÜÖá ("ÐÇÊÑÏÏÇÓ×ÇÎßÆÑÄÔÍÖá")
ÄÑÎÐÖ, ×ÂÍÕËÚÇÔÍË Ë âÄÎâáÜÖáÔâ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÒÑÎâbu�r;j�, Õ.Ç. ÇÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÒÓË r!1 ËÏÇÇÕ ÄËÆ

bu�r;j� ! exp�ÿikr������
kr
p F�j� � exp�ikr������

kr
p bF ��j� : �2:5�

©ÆÇÔß bF�j�ì ×ÖÐÍÙËâ, Í ÍÑÕÑÓÑÌ, ÍÂÍ ÑÍÂÉÇÕÔâ, ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÞ ÄÔÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ, ÔÑÊÆÂÐÐÞÇ ÕÑÍÂÏË ÐÂ ÎËÐËË bC,
ÖÚÂÔÕÄÖáÜÇÌ Ä ÖÔÎÑÄËË (2.4). ¶ÖÐÍÙËâ F�j� ÐÇÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÂ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛËØ ÓÂÔÚÇÕÂØ; ÇÔÎË, ÍÂÍ àÕÑ ÑÃÞÚÐÑ
ÃÞÄÂÇÕ, bu�r;j�ì ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÑ F�j� � bF�j�.

¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË ÑÃÑËØ ÖÔÎÑÄËÌ
ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑ, ÑÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÍÂ-
ÎâÓÐÞÌ ÄÂÓËÂÐÕ ÎÇÏÏÞ ÑÓÇÐÙÂ ÆÎâ ÆÄÖØ ÒÑÎÇÌ ì ÒÑÎâ
u�r;j�, ÔÑÊÆÂÐÐÑÅÑ ÕÑÍÑÏ j�s� ÐÂ bC, Ë ÒÑÎâ bu�r;j�,
ÔÑÊÆÂÐÐÑÅÑ ÒÓËØÑÆâÜÇÌ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ Ô
ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ bF ��j�. ±ÓËÏÇÐËÏ ÄÕÑÓÖá ×ÑÓÏÖÎÖ ¤ÓËÐÂ
ÐÂ ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Í àÕËÏ ÒÑÎâÏ. ËÐËá bC ÐÂÆÑ ËÔÍÎá-
ÚËÕß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏ ÍÑÐÕÖÓÑÏ (ÆÄÖÔÄâÊÐÞÏ, ÇÔÎË bC
ÊÂÏÍÐÖÕÑ). ´ÂÍ ÍÂÍ ÑÃÂ ÒÑÎâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá
(1.1), ÕÑ Ä àÕÑÌ ×ÑÓÏÖÎÇ ÑÔÕÂÐÖÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ
àÕÑÏÖ ÍÑÐÕÖÓÖ, Õ.Ç. ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ bC, Ë ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. ³ÑÅÎÂÔÐÑ (1.2) Ë (2.5) Ë ÖÔÎÑÄËá ÆÎâ u�r;j� ÐÂbC, ÑÐÂ ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ
�
bC
bu�r;j�j�s� ds � �2p

0
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¦ÔÎË ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ (2.4), ÕÑ � f; bF � � 0 ÒÓË ÎáÃÞØ ÕÑÍÂØ.
ª, ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÇÔÎË � f; bF � � 0 ÒÓË ÎáÃÞØ ÕÑÍÂØ, ÕÑ
ÒÓËÏÇÐââ (2.6) Í ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÒÑÎÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÕÑÍÑÄ ÐÂ bC,
ÒÑÎÖÚËÏ, ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ bu�r;j� ÐÂ bC ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑ (Ä
ÑÚÇÄËÆÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ) ÒÑÎÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ×ÖÐÍÙËÌ, Õ.Ç. ÚÕÑ
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ (2.4).

³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÎËÐËË bC
âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (2.2), Õ.Ç. ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕß
"ÒÑÚÕË ÄÔÇØ" ×ÖÐÍÙËÌ. °ÐÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
ÔÄÑÌÔÕÄÂ � f; bF � � 0, ÐÑ ÒÓâÏÂâ ÒÓÑÄÇÓÍÂ àÕÑÅÑ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÑÃÞÚÐÑ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÂ. ¥ÑÍÂÊÂÐÐÂâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß ÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ, ÚÕÑ (2.2) âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ
ÐÇÍÑÇÅÑ ÒÑÎâ bu�r;j� ÔÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ (2.4) ÐÂ bC, Ë ÚÂÔÕÑ
ÏÑÉÐÑ ÎËÃÑ ÆÑÍÂÊÂÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ àÕÑÅÑ ÒÑÎâ (ËÐÑÅÆÂ
ì ÒÓÑÔÕÑ ÇÅÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇÏ), ÎËÃÑ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÇÅÑ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÑÒÓÑÔ ÑÃ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕË
ÔÄâÊÂÐ Ô ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÒÑÎÇÌ ì ÓÇÛÇÐËÌ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ. °ÔÑÃÞÇ ÎËÐËË ì
ÐÖÎÇÄÞÇ ÎËÐËË ÒÑÎÇÌ, Â ×ÖÐÍÙËË ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÆÑÒÑÎ-

ÐÇÐËâ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ ÔÕÇÒÇÐß ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕË
ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ×ÖÐÍÙËË F�j� (Õ.Ç. ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
(2.2) ËÎË ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2.3)), ÖÚÂÔÕÄÖáÕ Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÇ àÕËØ
ÒÑÎÇÌ. ¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ âÄÎâÇÕÔâ ËÔØÑÆÐÞÏ ÒÖÐÍÕÑÏ àÕÑÌ
ÔÕÂÕßË. £ ÐÇÌ ËÔÔÎÇÆÖáÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÑÎÇÌ bu�r;j� Ë ËØ
ÐÖÎÇÄÞØ ÎËÐËÌ bC, Â ÕÂÍÉÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÔÎÇÆÔÕÄËâ âÄÎÇÐËâ
ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕË.

2.2. ³ÄÑÌÔÕÄÂ ÑÔÑÃÞØ ÎËÐËÌ
¶ÖÐÍÙËâ bF�j� Ë ÒÑÎÇ bu�r;j� ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÔÄâÊÂÐÞ ÆÓÖÅ Ô
ÆÓÖÅÑÏ. £ÔâÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÃÇÊ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

bu�r;j� �XCnJn�kr� cos nj ; �2:7�

ÅÆÇ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÊÂÒËÔË ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÎËÔß ÚÇÕÐÞÏË ÒÑ j
ÒÑÎâÏË. ´ÑÅÆÂ bF�j� ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÂ Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ¶ÖÓßÇ Ô
ÕÇÏË ÉÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË; ÕÑÚÐÇÇ,

bF�j� �X
n

Cn�ÿi�n cos nj : �2:8�

°ÃÞÚÐÑ ×ÖÐÍÙËâ, ËÏÇáÜÂâ ÐÖÎÇÄÖá ÎËÐËá, ÄÇÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÂ. ´ÑÅÆÂ Cn ÕÑÉÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞ, Ë bF�j� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá bF�j� p� � bF ��j�.

µÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ì ÑÔÑÃÞØ ÎËÐËÌ "ÑÚÇÐß ÏÐÑÅÑ" ì
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, ËÊ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÑÎÇÌbu�r;j� "ÑÚÇÐß ÏÐÑÅÑ". £ ÎáÃÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÍÓÇÔÕ-
ÐÑÔÕË ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÆÓÖÅËÇ ÑÔÑÃÞÇ ÎËÐËË.
´ÑÚÐÇÇ, ÇÔÎË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÎËÐËË C1 ÇÔÕß r � r1�j�, ÕÑ ÆÎâ
ÎáÃÑÅÑ e > 0 ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÎËÐËá bC2 Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
r � r2�j�, ÅÆÇ jr2�j� ÿ r1�j�j4e, ÒÓËÚÇÏ ×ÖÐÍÙËË bF1�j�
Ë bF2�j� ÐÇ ÔÄÑÆâÕÔâ ÆÓÖÅ Í ÆÓÖÅÖ ÔÏÇÜÇÐËÇÏ ËÎË
ÒÑÄÑÓÑÕÑÏ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ àÕÑÏÖ Ä
ÎáÃÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË (Ä ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÇ)
ÎáÃÑÌ ×ÖÐÍÙËË bF1�j� ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÓÖÅÂâ ×ÖÐÍÙËâbF2�j�. ¦ÔÎË ËÊÄÇÔÕÐÞ ÆÄÇ ÑÔÑÃÞÇ ÎËÐËË Ô ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË bF�j�, ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÒÑÔÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÎËÐËÌ bC, ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ.

áÃÂâ ÆÖÅÂ ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË ÇÔÕß ÑÔÑÃÂâ ÎËÐËâ. ©ÂÏÍÐÖ-
ÕÂâ ÑÔÑÃÂâ ÎËÐËâ ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÌ ÍÑÐÕÖÓ, Õ.Ç. Ä ÇÅÑ
ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÑÕÎËÚÐÑÇ ÑÕ ÐÖÎâ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1.1), ÓÂÄÐÑÇ ÐÖÎá ÐÂ ÍÑÐÕÖÓÇ. ¹ÇÓÇÊ
ÎáÃÞÇ ÕÑÚÍË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÔÕË ÔÍÑÎß
ÖÅÑÆÐÑ ÏÐÑÅÑ ÑÔÑÃÞØ ÎËÐËÌ Ë Õ.Æ.

2.3. ±ÓËÏÇÓÞ ÑÔÑÃÞØ ÎËÐËÌ. "©ÂÒÓÇÜÇÐÐÞÇ" ×ÑÓÏÞ
ÂÐÕÇÐÐ
±ÓÂÍÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ bC ËbF�j�, ÒÑÎÇ bu�r;j� âÄÎâÇÕÔâ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ.
°ÆÐÂÍÑ Ä ÒÓËÏÇÓÂØ, ËÎÎáÔÕÓËÓÖáÜËØ ÔÄâÊß bC Ë bF�j�,
ÖÆÑÃÐÑ ÊÂÆÂÄÂÕß ËÏÇÐÐÑ àÕÑ ÒÑÎÇ Ë ÒÑ ÐÇÏÖ ÐÂØÑÆËÕß bC
(ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, Ô ÒÑÏÑÜßá ¿£®) Ë bF�j�. ¯ÇÔÎÑÉÐÑ
ÕÂÍÉÇ ÒÑ ÊÂÆÂÐÐÑÏÖ bF�j� ÐÂÌÕË bu�r;j� (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔÑÒÑ-
ÔÕÂÄÎââ (2.7) Ë (2.8)) Ë bC. ¢ÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÖá ÊÂÆÂÚÖ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ bu�r;j� Ë bF�j� ÒÑ ÊÂÆÂÐÐÑÌ
ÎËÐËË bC (ÔÏ. Ò. 3.3).

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÒÓËÏÇÏ

bu�r;j� � Jn�kr� sin nj ; n � 1; 2; . . . �2:9�

ËÐËâ bC ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕÇÌ r � mnm=k
�m � 1; 2; . . .�p Ë 2n ÎÖÚÇÌ j � mp=n �m � 0; 1; . . . ; 2nÿ 1�;
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ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ×ÖÐÍÙËâ

bF�j� � sin nj
1���
p
p :

¥ËÂÅÓÂÏÏÞ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÇ ÊÇÓÍÂÎßÐÑÌ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ
ÂÐÕÇÐÐÑÌ Ä ÄËÆÇ ÆÖÅË ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ËÐÆÇÍÔÂ n, ÐÇ ÏÑÅÖÕ (ÒÓË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË) ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÕß
ÎáÃÖá ×ÖÐÍÙËá, ÓâÆ ¶ÖÓßÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÆÇÓÉËÕ sin nj
ËÎË cos nj.

¯ÇÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÓËÃÎËÊËÕß ×ÖÐÍÙËá, ÔÑÆÇÓÉÂÜÖá
sin nj, ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏË ÕÑÍÑÄ ÐÂ ÎáÃÑÌ ËÊ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ
ÒÓâÏÞØ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ë ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÑÚÇÄËÆ-
ÐÑÅÑ ×ÂÍÕÂ ì ×ÖÐÍÙËâ sin nj ÐÇÚÇÕÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÒÓâÏÑÌ, Â ÄÔÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÚÇÕÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓâÏÑÌ,
ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÔÑÊÆÂáÜËÇ ËØ ÕÑÍË. £ÑÑÃÜÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÎËÐËÇÌ Ë bF�j�ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÔÄÑÌÔÕÄ ÔËÏÏÇÕÓËË ÒÑÎÇÌ, ÔÑÊÆÂ-
ÄÂÇÏÞØ ÕÑÍÂÏË ÐÂ ÒÓâÏÑÌ. ¯ÇÕÓËÄËÂÎßÐÑ, ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ,
ÎËÛß ÕÑ, ÚÕÑ ÑÔÑÃÞÏË ÎËÐËâÏË ÑÕÐáÆß ÐÇ âÄÎâáÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÕÂÍËÇ ÒÓÑÔÕÞÇ ÎËÐËË.

¥ÄÇ ÒÓâÏÞÇ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß bu�r;j�
(2.9), ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕÔâ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ, ÍÑÕÑÓÞÌ âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÙËÑ-
ÐÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕßá p, Õ.Ç. ËÏÇÇÕ ÄËÆ a � pt=n �t � 1; 2; . . . ; n�.
¦ÔÎË ÉÇ ÖÅÑÎ a ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÒÓâÏÞÏË ÐÇ ËÏÇÇÕ ÕÂÍÑÅÑ
ÄËÆÂ, ÕÑ àÕË ÒÓâÏÞÇ ÐÇ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÑÔÑÃÖá ÎËÐËá, ÕÑÍË ÐÂ
ÐËØ ÔÑÊÆÂáÕ ÒÑÎÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÆËÂÅÓÂÏÏ. ±ÓÑÕËÄÑÒÑÔÕÂÄ-
ÎÇÐËÇ àÕËØ ÆÄÖØ ÔÎÖÚÂÇÄ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÐÇ×ËÊËÚÐÞÏ, ÕÂÍ
ÍÂÍ ÎáÃÑÇ ÚËÔÎÑ a=pÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐÑ ÓÂÙËÑÐÂÎß-
ÐÑÌ ÆÓÑÃßá. ¬ÂÉÖÜËÌÔâ ÒÂÓÂÆÑÍÔ ÔÐËÏÂÇÕÔâ ÕÇÏ, ÚÕÑ
ÒÓË ÃÑÎßÛËØ n ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (2.2) ÏÂÎÂ, ÕÂÍ
ÚÕÑ Ë ÒÓË a � pt=n, ÐÑ ÒÓË ÃÑÎßÛÑÏ n, ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇ-
ÏÑÔÕË ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇÕ.

±ÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÂÐÕÇÐÐÞ ÐÇ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÑÔÑÃÑÌ. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÕÇÐÍË ÓÖÒÑÓÐÞØ ÂÐÕÇÐÐ ÐÇ ÆÑÎÉÐÞ ÒÇÓÇ-
ÔÇÍÂÕßÔâ ÒÑÆ ÖÅÎÂÏË ÄËÆÂ a � pt=n ÒÓË ÏÂÎÞØ n. ¯ÂÆÑ
ËÊÃÇÅÂÕß ÖÅÎÑÄ ÓÂÔÍÓÞÄÂ, ÓÂÄÐÞØ (ËÎË ÃÎËÊÍËØ, ÔÏ. Ò. 4.4)
ÖÅÎÂÏ

a � 90� �n � 2�; 60�; 120� �n � 3�; 45�; 135� �n � 4� :
�2:10�

£ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÏÑÉÐÑ ÊÂÆÂÕß
ÒÑÎÇ bu Ä ÕÂÍÑÏ ÉÇ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÏ ÄËÆÇ, ÍÂÍ Ä (2.9), ì Ä
ÄËÆÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÆÄÖØ ×ÖÐÍÙËÌ ®ÂÕßÇ. °ÔÑÃÞÏË
ÎËÐËâÏË ÒÓË àÕÑÏ ÃÖÆÖÕ ÆÖÅË àÎÎËÒÔÑÄ Ë ÅËÒÇÓÃÑÎ.
¿ÍÔÙÇÐÕÓËÔËÕÇÕÞ àÕËØ àÎÎËÒÔÑÄ ÃÖÆÖÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ
ÚÂÔÕÑÕÞ, ÕÑÚÐÇÇ, ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ kc, ÅÆÇ 2c ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ
ÏÇÉÆÖ ×ÑÍÖÔÂÏË. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, àÎÎËÒÔ Ô àÍÔÙÇÐÕÓËÔËÕÇÕÑÏ
0,91 ÃÖÆÇÕ ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËÇÌ ÒÓË kc � 3; 86, Ô àÍÔÙÇÐÕÓËÔËÕÇ-
ÕÑÏ 0,63 ì ÒÓË kc � 1; 73 Ë Õ.Æ. ¤ËÒÇÓÃÑÎÞ ÖÆÑÃÐÑ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÕß ÖÅÎÑÏ ÏÇÉÆÖ ÂÔËÏÒÕÑÕÂÏË b. ¯ÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÒÓË kc � 2; 0 Ë kc � 6; 3 ÑÔÑÃÞÏË ÎËÐËâÏË ÃÖÆÖÕ
ÅËÒÇÓÃÑÎÞ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÖÅÑÎ b ÓÂÄÇÐ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
106�, 66�, 124�, 99� . . . Ë 144�, 116�, 146�, 118� . . . ¿ÕËÏ
ÑÔÑÃÞÏ ÎËÐËâÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ×ÖÐÍÙËË ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÅÑ
ÆÑÒÑÎÐÇÐËâ, ÓÂÄÐÞÇ ×ÖÐÍÙËâÏ ®ÂÕßÇ ÑÕ j. ¿ÎÎËÒÕËÚÇ-
ÔÍËÇ Ë ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÇ ÊÇÓÍÂÎÂ Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË
àÍÔÙÇÐÕÓËÔËÕÇÕÂÏË ËÎË ÖÅÎÂÏË b ÔÑÊÆÂáÕ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ,
ÍÑÕÑÓÞÏË ÏÑÉÐÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ ×ÖÐÍÙËË,
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÇ àÕËÏ ×ÖÐÍÙËâÏ.

²ÇÊÑÐÂÐÔÐÞÌ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐËÍ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÔÑÃÑÌ
ÎËÐËÇÌ. ±ÑÎÇ, ÐÖÎÇÄÞÏË ÎËÐËâÏË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÃÖÆÖÕ ÔÕÑ-

ÓÑÐÞ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐËÍÂ a� b �p2=a2 � p2=b2 � k2�, ÄÑ ÄÔÇÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

bu�x; y� � cos
px
a
� cos py

b
:

¿ÕÑ ÒÑÎÇ ÇÔÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËË ÚÇÕÞÓÇØ ÒÓËØÑ-
ÆâÜËØ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ, Â ÒÑÕÑÏÖ ×ÖÐÍÙËâ bF�j� ÔÑÆÇÓÉËÕ d-
×ÖÐÍÙËË, Õ.Ç. ÑÐÂ ÐÇÐÑÓÏËÓÖÇÏÂ. ·ÑÕâ ÄÔÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ,
ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÇ ÕÂÍÑÌ ÎËÐËÌ, Ë ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÔÎÑÄËá
� f ; bF � � 0 (ÚÕÑ ÏÑÉÐÑ ÆÑÍÂÊÂÕß Ë ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ
ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÔËÏÏÇÕÓËË), ËÊ àÕÑÅÑ ÐÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÇÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑ (2.2) ì ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕË ÐÇÕ. ±Ñ ÕÑÌ ÉÇ
ÒÓËÚËÐÇ ÐÇ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÑÔÑÃÖá ÎËÐËá Ë ÆÄÇ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÇ
ÒÓâÏÞÇ, ÇÔÎË ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÃÑÎßÛÇ ÒÑÎÑÄËÐÞ
ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ, Â ÕÂÍÉÇ ÓÂÄÐÑÔÕÑÓÑÐÐËÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÌ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ (Ë ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÆÓÖÅËØ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÕÓÇÖÅÑÎß-
ÐËÍÑÄ [5]), ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÑÎÇ, ÄÑÊÐË-
ÍÂáÜÇÇ ÒÓË ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËË ÛÇÔÕË ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ. ©ÂÏÇ-
ÕËÏ ÖÉÇ ÊÆÇÔß, ÚÕÑ ÆÎâ ÃÎËÉÐËØ ÒÑÎÇÌ ì Â ÐÇ ÆÎâ
ÆËÂÅÓÂÏÏì àÕË ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ÍÑÐÕÖÓÞ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÑÔÑÃÞÇ
ÎËÐËË (ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÓÂÔÛËÓÇÐËË àÕÑÅÑ ÕÇÓÏËÐÂ).

2.4. ±ÓËÏÇÓ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÌ ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕË
°ÔÑÃÂâ ÎËÐËâ ËÊ ÆÄÖØ ÒÓâÏÞØ, ÑÃÓÂÊÖáÜËØ ÖÅÑÎ
a � pt=n, âÄÎâÇÕÔâ ÐÖÎÇÄÑÌ ÎËÐËÇÌ ÔÚÇÕÐÑÅÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ
ÒÑÎÇÌ bu�r;j�, ÍÑÕÑÓÞÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÆÑÒÑÎÐÇÐËâ

bFp � sin pnj
1���
p
p �p � 1; 2; . . .� :

¶ÖÐÍÙËâ F�j� ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÂ, ÇÔÎË ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ
ÔËÔÕÇÏÂ ÖÔÎÑÄËÌ �F; bFp� � 0. ¦ÔÎË ÃÞ ÚËÔÎÑ ×ÖÐÍÙËÌbFp�j� ÃÞÎÑ ÍÑÐÇÚÐÑ �p � 1; 2; . . . ;P�, ÕÑ ÆÎâ ÎáÃÑÌ
×ÖÐÍÙËË F�j� ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÄÞÃÑÓÑÏ ×ÂÊÞ c�j�
ÑÃÇÔÒÇÚËÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ àÕËØ ÓÂÄÇÐÔÕÄ ÆÎâ
F�j� exp�ÿic�j��, Õ.Ç. ÂÏÒÎËÕÖÆÐÖá ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇ-
ÏÑÔÕß ×ÖÐÍÙËË F�j�. ¹ÇÏ ÃÑÎßÛÇ P Ë ÚÇÏ ÖÉÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ
jF�j�j, ÕÇÏ ÃÑÎÇÇ ËÊÓÇÊÂÐÐÑÌ ÃÖÆÇÕ àÕÂ ×ÂÊÂ Ë ÃÑÎßÛÇ
ÐÑÓÏÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÕÑÍÂ. ¬ÑÅÆÂ P � 1, ÕÑ ÆÎâ
ÖÊÍËØ ÆËÂÅÓÂÏÏ àÕÂ ÐÑÓÏÂ ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÌ, Õ.Ç. ÄÑÊÐËÍÐÇÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÂâ ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕß.

®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÒÓË P � 1 ÄÔÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
�F; bFp � � 0 ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ ÄÞÃÑÓÑÏ ×ÂÊÞ, ÇÔÎË
2n ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ jF�jÿ 2sa�j, jF�2saÿ j�j,
s � 0; 1; . . . ; 2nÿ 1 ÒÓË ÄÔÇØ j ÑÃÎÂÆÂáÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ:
ÃoÂ ÎßÛÂâ ËÊ ÐËØ ÐÇ ÃÑÎßÛÇ ÔÖÏÏÞ ÑÔÕÂÎßÐÞØ. ¯ÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÒÓË n � 2 (ÕÑÍË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÐÂ ÆÄÖØ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖ-
ÎâÓÐÞØ ÒÓâÏÞØ) ÆÎâ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ

exp

�
ÿA sin2

�
j
2
ÿ p

8

��

(ÏÂÍÔËÏÖÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÒÑ ÃËÔÔÇÍÕÓËÔÇ j � p=4) àÕÑ ÖÔÎÑ-
ÄËÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ, Õ.Ç. ÂÏÒÎËÕÖÆÐÂâ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕß
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ, ÕÑÎßÍÑ ÇÔÎË A < 1; 76, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÒÑÎÖÛËÓËÐÇ ÃÑÎßÛÇ 53�. ±ÑÎÖÛËÓËÐÂ ÕÂÍ ÉÇ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐÐÑÌ±-ÑÃÓÂÊÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÃÑÎßÛÇ 90�.
¢ÑÎÇÇ ÖÊÍËÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÐÇÎßÊâ ÔÆÇÎÂÕß ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇ-
ÏÞÏË ÄÞÃÑÓÑÏ ËØ ×ÂÊÞ.

2.5. °Ã ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ×ÑÓÏÞ ÕÇÎÂ ÒÑ ÇÅÑ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ
ÓÂÔÔÇâÐËâ
ªÊÏÇÓËÄ ÕÑÎßÍÑ ÆËÂÅÓÂÏÏÖ ÓÂÔÔÇâÐËâ Ë ÐÇ ÊÐÂâ ÑÔÄÇ-
ÜÂáÜÇÅÑ ÒÑÎâ, ÏÑÉÐÑ ÄÞÔÍÂÊÂÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕ-
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ÐÞÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ Ñ ×ÑÓÏÇ ÓÂÔÔÇËÄÂáÜÇÅÑ ÕÇÎÂ. £Ñ-
ÒÇÓÄÞØ, ÏÑÉÐÑ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÔÕÇÒÇÐß ÆÑÔÕÑÄÇÓÐÑÔÕË ÅËÒÑ-
ÕÇÊÞ: "¶ÑÓÏÂ ÕÇÎÂ ÃÎËÊÍÂ Í ÆÂÐÐÑÌ ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË bC,
ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ×ÖÐÍÙËâ bF�j�". ¦ÔÎË àÕÂ ÅËÒÑÕÇÊÂ
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ, ÕÑ ÒÓË ÎáÃÑÏ ÑÔÄÇÜÇÐËË ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß
j� f; bF �j5 1 (ÒÓË � f; f � � 1�; ÇÔÎË ØÑÕâ ÃÞ ÒÓË ÑÆÐÑÏ
ÑÔÄÇÜÇÐËË j� f; bF �j ÐÇ ÏÂÎ, ÕÑ ÅËÒÑÕÇÊÂ ÑÛËÃÑÚÐÂ. £Ñ-
ÄÕÑÓÞØ, ËÊÏÇÓËÄ f�j�, ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ×ÖÐÍÙËá bF�j�, Í ÐÇÌ
ÃÎËÊÍÖá, Õ.Ç. ÕÂÍÖá, ÚÕÑ j� f; bF �j � 1. ¬ÑÐÕÖÓ ÕÇÎÂ ÐÇ
ÃÎËÊÑÍ Í ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËËbF�j�. £-ÕÓÇÕßËØ, ÒÑ ËÊÏÇÓÇÐÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ f�j� ÏÑÉÐÑ
ÒÑÔÕÓÑËÕß ×ÖÐÍÙËË bF�j�, Í ÐÇÌ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÇ, Õ.Ç. ÕÂÍËÇ,
ÚÕÑ � f; bF � � 0. ¬ÑÐÕÖÓ ÕÇÎÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÃÎËÊÑÍ Í ÑÔÑÃÑÌ
ÎËÐËË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÑÆÐÑÌ ËÊ àÕËØ ×ÖÐÍÙËÌ.

¬ÂÉÆÞÌ ËÊ àÕËØ ÄÞÄÑÆÑÄ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÃÑÎÇÇ ËÐ×ÑÓÏÂ-
ÕËÄÐÞÏ, ÇÔÎË ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐÑ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ËÊÏÇÓÇÐËÌ, ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÑÔÄÇÜÇÐËâÏ Ë ÒÑÎÑÉÇÐËâÏ
ÕÇÎÂ. ´ÂÍ ÍÂÍ ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ ÔÅÎÂÉËÄÂáÜËÌ (ËÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÞÌ) ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ (2.1) ÑÕ f�j�, ÕÑ ÏÂÎÞÇ ÑÛËÃÍË Ä
ËÊÏÇÓÇÐÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ ÐÇ ÔÍÂÉÖÕÔâ ÊÂÏÇÕÐÑ ÐÂ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÂØ, Ë, ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÐÇÍÑÓÓÇÍÕ-
ÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ×ÂÊÞ f�j� ÒÑ ËÊÏÇÓÇÐÐÑÌ
ÂÏÒÎËÕÖÆÇ j f�j�j. ®ÇÕÑÆ ÒÓËÏÇÐËÏ Ë ÒÓË ÓÂÔÔÇâÐËË ÐÂ
ÕÑÐÍËØ àÍÓÂÐÂØ; ËØ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÐÇÊÂÏÍÐÖ-
ÕÞÇ ÎËÐËË. ®ÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÇÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÔËÅÐÂÎÑÄ.

3. ¯ÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕß ÃÎËÉÐËØ ÒÑÎÇÌ

3.1. ¯ÇÒÑÎÐÑÕÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÃÎËÉÐËØ ÒÑÎÇÌ
±ÑÎÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÕÑÍÑÄ ÐÂ ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË bC ÑÃÓÂÊÖÇÕ
ÐÇÒÑÎÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÒÑÎÇÌ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, ÐÑ
Ë ÐÂ ÎáÃÑÏ ÍÑÐÕÖÓÇ S, ÑÍÓÖÉÂáÜÇÏ bC.

³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ×ÖÐÍÙËâ bW�s� (s ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÐÂ
ÍÑÐÕÖÓÇ S) ÕÂÍÂâ, ÚÕÑ �u; bW� � 0, ÅÆÇ u�s� ì ÒÑÎÇ,
ÔÑÊÆÂÐÐÑÇ ÐÂ S ÎËÐËÇÌ bC, Â ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ (2.1), ÐÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÃÇÓÇÕÔâ ÐÇ ÒÑ
j, Â ÒÑ s. ±ÑàÕÑÏÖ ÎáÃÂâ ÊÂÆÂÐÐÂâ ÐÂ S ×ÖÐÍÙËâ U�s�
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÐÂ ÒÑÎâÏË u�s� ÐÇ ÕÑÚÐÇÇ,
ÚÇÏ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖÿ�Uÿ u; Uÿ u��1=2 5 ���U; bW��� ; �3:1�

ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÏÖ (2.2). £ (3.1) ÒÑÎâ u�s� ÐÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÞ, Â
� bW; bW� � 1. ¦ÔÎË ÍÑÐÕÖÓ S ÖØÑÆËÕ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß, ÕÑbW�s� ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä bF ��j� exp�ikr�= �����

kr
p

.
¥Îâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË bW�s� ÒÑÔÕÓÑËÏ ÄÐÇ S

ÓÇÛÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÖÔÎÑ-
ÄËá ËÊÎÖÚÇÐËâ Ë ÒÓËÐËÏÂáÜÇÇ ÐÂS ÕÑ ÉÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÚÕÑ Ë
ÒÑÎÇ bu�r;j�, ÐÖÎÇÄÑÌ ÎËÐËÇÌ ÍÑÕÑÓÑÅÑ âÄÎâÇÕÔâ bC. °ÃÑ-
ÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ bw�r;j� ÒÑÎÇ, ÄÐÖÕÓËS ÓÂÄÐÑÇ bu�r;j�, Â ÄÐÇì
àÕÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá. ¦ÆËÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÒÑÎâ bw�r;j�
ì ÓÂÊÓÞÄ ÇÅÑ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÐÂ S, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÏÞ ÐÂÊÑÄÇÏ bW��s�. ±ÓËÏÇÐËÏ ×ÑÓÏÖÎÖ ¤ÓËÐÂ ÐÂ ÄÔÇÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË Í ÒÑÎâÏ u�r;j� Ë bw�r;j�. °ÐË ÑÃÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÕ ÖÔÎÑÄËá ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÕÂÍ ÚÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÔÕË ÄÞÒÂÆÂÇÕ, Ë ÓÂÄÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ ÆÄÂ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ì ÒÑbC ÑÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ j�s� ÐÂ bw�r;j� Ë ÒÑ S ì ÑÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇ-
ÐËâ bW��s� ÐÂ u�s�. ±ÇÓÄÞÌ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.4), ÚÕÑ
Ë ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÑÔÐÑÄÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ �u; bW� � 0.

¯ÇÒÑÎÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ×ÖÐÍÙËÌ ÐÂ S ÑÃÓÂÊÖáÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
u�s�, ÐÑ Ë qu=qN. ¥Îâ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÐÂÆÑ ÄÐÇ S ÔÕÓÑËÕß
ÒÑÎÇ bw�r;j� ÐÇ ÒÑ ÖÔÎÑÄËá ¥ËÓËØÎÇ ÐÂ S, Â ÒÑ ÖÔÎÑÄËá

¯ÇÌÏÂÐÂ (Õ.Ç. ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕß ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ), Ë ÄÐÑÄß ÒÓËÏÇÐËÕß ×ÑÓÏÖÎÖ ¤ÓËÐÂ ÐÂ ÄÔÇÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË.

3.2. ¬ÑÐÕÖÓ R Ë ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ bu(r, u)
¶ÖÐÍÙËâ bW�s� ÃÑÎÇÇ ÅÎÂÆÍÂâ, ÚÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÕÑÏÖ
ÉÇ ÒÑÎá bu�r;j� ×ÖÐÍÙËâ bF�j�. ¦ÔÎË S ì ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß
�s � j�, ÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ¶ÖÓßÇ ×ÖÐÍÙËË bW�j� ÖÃÞ-
ÄÂáÕ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÐÑÏÇÓÂ ÏÇÆÎÇÐÐÇÇ, ÚÇÏ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËËbF�j�, Ë ÇÔÎË ÊÂÆÂÐÐÞÇ ÅÎÂÆÍËÇ ×ÖÐÍÙËË F�j� Ë U�j�, ÕÑ
j�F; bF �j > j�U; bW�j. ªÊ ÔÑÒÑÔÕÂÄÎÇÐËâ (2.2) Ë (3.1) ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕË ÑÔÎÂÃÎâÇÕÔâ Ô ÖÆÂÎÇ-
ÐËÇÏ ÑÕ ÎËÐËË, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ ÕÑÍ. °ÐÑ ÏÑÉÇÕ Ë
ÔÑÄÔÇÏ ËÔÚÇÊÐÖÕß ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, ÍÂÍ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÐÞØ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐËÍÑÄ Ë ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÄ, ÍÑÅÆÂ bF�j�
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÐÑÓÏËÓÖÇÏÞÏ (ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕË
ÐÇÕ), Â bW�s�, ÍÂÍ ÎÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÐÑÓÏËÓÖÇÏÑ, Õ.Ç. ÐÂ
ÎáÃÑÏ ÍÑÐÕÖÓÇS, ÐÂØÑÆâÜÇÏÔâ ÐÂ ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË,
ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕß ÇÔÕß.

¢ÑÎÇÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕÇÎßÐÂ ÆÓÖÅÂâ ÔËÕÖÂÙËâ, ÍÑÅÆÂ bC ÇÔÕß
ÐÖÎÇÄÂâ ÎËÐËâ ÒÑÎâ bu�r;j�, ÐÇ ËÏÇáÜÇÅÑ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ
ÕÑÎßÍÑ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË. ®Þ ÔÑØÓÂÐËÏ Ë ÊÂ ÕÂÍËÏË
ÎËÐËâÏË ÐÂÊÄÂÐËÇ ÑÔÑÃÞØ Ë ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ bC. ¯Â ÎáÃÑÏ
ÍÑÐÕÖÓÇ S, ÎÇÉÂÜÇÏ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÔËÔÕÇÏÂ ÒÑÎÇÌ ÐÇ
ÒÑÎÐÂ. ¦ÔÎË ÍÑÐÕÖÓ S ÓÂÔÛËÓâÇÕÔâ Ë ÄÐÖÕÓß ÐÇÅÑ
ÒÑÒÂÆÂÇÕ ØÑÕâ ÃÞ ÑÆÐÂ ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ ÒÑÎâ bu�r;j�, ÕÑ
ÔËÔÕÇÏÂ ÒÑÎÇÌ ÐÂ S ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÑÎÐÑÌ (ÇÔÎË bC ÐÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÐÖÎÇÄÑÌ ÎËÐËÇÌ ÇÜÇ Ë ÆÓÖÅÑÅÑ ÒÑÎâ Ô ÃÑÎßÛÇÌ
ÑÃÎÂÔÕßá ÂÐÂÎËÕËÚÐÑÔÕË). ±ÓË àÕÑÏ ÖÆÂÎÇÐËÇ S ÑÕ bC ÐÇ
ÒÓÑÔÕÑ ÑÔÎÂÃÎâÇÕ ÆÇ×ÇÍÕ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÑÎÇÌ, ÔÑÊÆÂÐÐÞØ
ÕÑÍÂÏË ÐÂ bC (Õ.Ç. ÐÇÒÑÎÐÑÕÖ), ÐÑ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÔÐËÏÂÇÕ
ÇÅÑ.

¥ÖÅÂ ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÏÇÓÑÏ
ÕÂÍÑÌ ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË. ¯Ç ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÒÑÎÇ bu�r;j�,
ÓÂÄÐÑÇ ÐÂ ÐÇÌ ÐÖÎá Ë ÐÇ ËÏÇáÜÇÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÄÐÖÕÓË
ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË. ¦ÔÎË bu�r;j� ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá ÐÂ ÆÖÅÇ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË,
ÕÑ ÑÐÑ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá ÐÂ ÄÔÇÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË, ÕÂÍ ÍÂÍ Ë ÐÖÎÇÄÂâ
ÎËÐËâ, Ë ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß ì ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÍÓËÄÞÇ, Â ÆÄÇ
ÕÂÍËÇ ÍÓËÄÞÇ, ËÏÇáÜËÇ ÑÃÜÖá ÆÖÅÖ, ÔÑÄÒÂÆÂáÕ.
°ÆÐÂÍÑ ÒÑÎÇ, ÓÂÄÐÑÇ ÐÖÎá ÐÂ ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑ-
ÔÕË, ÆÑÎÉÐÑ ËÏÇÕß ÄÐÖÕÓË ÐÇÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß. ÇÅÍÑ ÒÓÑ-
ÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍÑÌ âÄÎâÇÕÔâ ÙÇÐÕÓ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË.
´ÑÍË ÐÂ ÆÖÅÇ ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÔÑÊÆÂáÕ ÐÇÒÑÎ-
ÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÒÑÎÇÌ ÐÂ ÎáÃÑÏ ÍÑÐÕÖÓÇ, ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÏ
ÙÇÐÕÓ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË; ÔËÔÕÇÏÂ ÒÑÎÇÌ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÑÎÐÑÌ,
ÇÔÎË ÙÇÐÕÓ ÒÑÒÂÆÂÇÕ ÄÐÖÕÓß ÍÑÐÕÖÓÂ.

3.3. £ÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ÇÅÑ ÐÖÎÇÄÑÌ
ÎËÐËË
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÕÇÑÓËË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÄÑÎÐÑ-
ÄÞØ ÒÑÎÇÌ: ÐÂÆÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß, âÄÎâÇÕÔâ ÎË ÆÂÐÐÂâ ÎËÐËâ
ÐÖÎÇÄÑÌ ÎËÐËÇÌ ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÒÑÎâ, Ë ÇÔÎË ÑÕÄÇÕ ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÞÌ (Õ.Ç. ÎËÐËâ ì ÑÔÑÃÂâ), ÕÑ ÐÂÌÕË àÕÑ ÒÑÎÇ Ë, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÃÎÂÔÕß, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÐÑ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔ-
ÕÇÌ.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÎËÐËâ ÃÞÎÂ ÑÔÑÃÑÌ, ÄÑ ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ ÑÐÂ ÔÑÔÕÑâÎÂ ËÊ ÆÖÅ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ
ÍÓËÄÞØ, Ë Ä ÕÑÚÍÂØ ËÊÎÑÏÂ ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß
ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕßá p. ©ÂÏÍÐÖÕÂâ ÑÔÑÃÂâ ÎËÐËâ ÆÑÎÉÐÂ
ÃÞÕß ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÏ ÍÑÐÕÖÓÑÏ. °ÃÂ àÕË ÖÔÎÑÄËâ ÐÇ
âÄÎâáÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏË.

¦ÔÎË bC ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÎËÐËÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1.1) ÓÂÊÆÇÎâÇÕÔâ, ÕÑ
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ÎÇÅÍÑ âÄÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÒÑÎÇ bu�r;j�, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ
ÖÔÎÑÄËá (2.4). ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÇÔÎË bC ì ÆÖÅÂ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË, ÕÑ
ÏÑÉÐÑ ÒÓËÐâÕß bu�r;j� ÓÂÄÐÞÏ Jn�kr� cos nj ËÎË
Nn�kr� cos nj Ë ÐÂÌÕË ËÐÆÇÍÔ n ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Jn�ka� � 0
ËÎË Nn�ka� � 0, ÅÆÇ a ì ÓÂÆËÖÔ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ
ÔÕÓÑËÕÔâ ÒÑÎÇ, ÓÂÄÐÑÇ ÐÖÎá ÐÂ àÎÎËÒÔÂØ ËÎË ÅËÒÇÓÃÑÎÂØ.

¦ÔÎË bC ì ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÂâ ÎËÐËâ, ÕÑ ÇÇ ÏÐÑÅËÏË ÔÒÑÔÑ-
ÃÂÏË ÏÑÉÐÑ ÆÑÒÑÎÐËÕß ÆÑ ÊÂÏÍÐÖÕÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÅÑ
ÍÑÐÕÖÓÂ C0. ´ÑÅÆÂ ÊÂÆÂÚÂ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÏ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËË ÄÐÇ C0 ÒÑÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÍÑÎÇÃÂÐËâ, Õ.Ç. Ä
ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÒÑÎâ, ÐÂ C0 ÓÂÄÐÑÅÑ ÐÖÎá Ë ËÏÇáÜÇÅÑ ÕÑ ÉÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ. ¿ÕÑ ì ÊÂÆÂÚÂ ¬ÑÛË
ÄÐÇ C0, ÒÑÔÕÂÄÎÇÐÐÂâ ÆÎâ ÕÂÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ bu Ë qbu=qN ÐÂ C0,
ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ àÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÄÐÖÕÓË C0 ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÃÇÊ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ. ¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÐÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß, ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÐÂ ÍÑÐÇÚÐÑÏ
ÓÂÔÔÕÑâÐËË ÑÕ C0 (C0 ì ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞÌ ÚÇÕÞÓÇØÖÅÑÎß-
ÐËÍ ËÊ ÆÖÅ ÆÄÖØ ÍÑÐÙÇÐÕÓËÚÇÔÍËØ ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÑÍÓÖÉ-
ÐÑÔÕÇÌ Ë ÑÕÓÇÊÍÑÄ ÆÄÖØ ÓÂÆËÖÔÑÄ), ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË (C0

ì ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐËÍ) Ë ÐÇ ËÏÇÕß ËØ ÐÂ ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
(ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß). ©ÂÏÍÐÖÕÂâ ÎËÐËâ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÔÚÇÕÐÑÏ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ÚÂÔÕÑÕ,
ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÂâ ì Ä ÒÑÎÑÔÇ ÚÂÔÕÑÕ.

3.4. ¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ÒÑÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ
ÍÑÎÇÃÂÐËâ
¿ÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÂÔß Ä ÓâÆÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ
ÓÂÃÑÕ. ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÅÑ ÄËÆÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ C0 Ä ÐËØ
ÒÓËÏÇÐâÎËÔß ÏÇÕÑÆÞ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÓÇÛÇÐËâ
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÆÄÖØ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ x � x0 � ix00, y � y0 � iy00 [6]. £ ÑÃÎÂÔÕË
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ x; y àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1.1)
ËÏÇÇÕ, ÒÑÆÑÃÐÑ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá, ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÍË (ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ), ÄÆÑÎß ÍÑÕÑÓÞØ ÒÇÓÇÐÑÔâÕÔâ
ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË ÒÑÎâ. °ÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË Ô ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ "ÔÎÇÆ" àÕËØ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ.

¥ÓÖÅÑÌ ÏÇÕÑÆ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐ ÒÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ
ÔØÇÏÇ: ÄÞÃÇÓÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÐÇÓÇÊÑÐÂÐÔÐÖá ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß Ô
ÙÇÐÕÓÑÏ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÙÇÎËÍÑÏ ÎÇÉÂÜÖá ÄÐÖÕÓË
C0. ±ÑÎÇ bu�r;j� ÐÂ ÐÇÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÑ Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂbu�a;j� �Pn Bn cos nj (a ì ÓÂÆËÖÔ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË), ÅÆÇ Bn

ËÊÄÇÔÕÐÞ, ËÃÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ ÒÑÎÇ bu�r;j�. ±ÓË ÄÔÇØ �r;j�, ÒÓË
ÍÑÕÑÓÞØ ÔØÑÆËÕÔâ Ë ÒÑÚÎÇÐÐÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏ ÓâÆ,
ÑÕÎËÚÂáÜËÌÔâ ÑÕ ÓâÆÂ ÆÎâ bu�a;j� ÏÐÑÉËÕÇÎâÏË
Jn�kr�=Jn�ka�, ÑÐ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÔÍÑÏÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ, Ë ÄÑÒÓÑÔ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËá ÑÃÎÂ-
ÔÕË ÔØÑÆËÏÑÔÕË àÕÑÅÑ ÓâÆÂ. ±ÓËÏÇÐââ Í Jn�kr� Ë Í Jn�ka�
ÆÇÃÂÇÄÔÍÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ, ÐÂÌÆÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÎáÃÑÏ ÍÑÐÇÚ-
ÐÑÏ r àÕÑÕ ÓâÆ ÔØÑÆËÕÔâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ô ÓâÆÑÏP

n Bn�r=a�n. ¦ÔÎË ÚËÔÎÑ

l � lim
n!1 jBnj1=n

ÐÇ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá, ÕÑ ÑÃÜËÌ ÇÅÑ ÚÎÇÐ ËÏÇÇÕ ÒÑÓâÆÑÍ �rl=a�n,
ÕÂÍ ÚÕÑ ÃÎËÉÂÌÛÂâ ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑ-
ÆÑÎÉÇÐËâ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË a=lì ÕÇÏ ÃÎËÉÇ, ÚÇÏ
ÃÑÎßÛÇ l, Õ.Ç. ÚÇÏ ÏÇÆÎÇÐÐÇÇ ÖÃÞÄÂáÕ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ Bn.
¦ÔÎË ÉÇ Bn ÖÃÞÄÂáÕ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÃÞÔÕÓÑ, ÚÕÑ l � 0, ÕÑ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÐÂ
ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË. ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔØÑÆËÏÑÔÕË ÇÅÑ
ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÐÂÆÑ ÒÓËÏÇÐËÕß ÆÎâ Jn�kr� ØÂÐÍÇÎÇÄ-
ÔÍÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ. ±ÓË r!1 ÓâÆ ÆÎâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÔØÑÆËÕÔâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ô ÓâÆÑÏ
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(ÔÓ. [7], ÅÆÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎËÔß ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÊÂÆÂÚË).
¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÐÂ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË (ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÞ), ÇÔÎË a0 5 a,
Ë ÐÇ ËÏÇÇÕ ËØ (ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÞ), ÇÔÎË
a0 < a.

°ÒËÔÂÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÐÇÍÑÓÓÇÍÕÐÞ (ÕÑÚÐÇÇ, ÍÑÓÓÇÍÕÐÞ
ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ C0). ¿ÕÑ ì ÐÇ
ÆÇ×ÇÍÕ ÏÇÕÑÆÑÄ, Â ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÓËÐâÕÑÌ ÄÞÛÇ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍË
ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÑÔÑÃÞØ ÎËÐËâØ. °ÆÐÂÍÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÏÞ
ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ Ô ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÆÄÂ ÖÕÄÇÓÉÆÇ-
ÐËâ "C ì ÑÔÑÃÂâ ÎËÐËâ" Ë "C ÃÎËÊÍoÂ Í ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË"
ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÞ. £ àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ "ÅÓÖÃÑÔÕß" ÐÂÏÇÚÇÐÐÑÅÑ
ÐËÉÇ ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÑÅÑ ÔÒÑÔÑÃÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ bu�r;j� ÒÑ ÇÅÑ
ÐÖÎÇÄÑÌ ÎËÐËË ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÆÑÔÕÑËÐÔÕÄÑ.

¿ÕÑÕ ÔÒÑÔÑÃ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÏÇÕÑÆÇ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞØ
ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ¬ÖÒÓÂÆÊÇ Ä ÄÂÓËÂÐÕÇ, ÓÂÊÄËÕÑÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä
[8]. ±ÑÎÇ bu�r;j� ËÜÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ
ÄÑÎÐ anH

�2�
0 �krn� �n � 1; 2; . . . ;N�, ÅÆÇ rn ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÑÕ

n-ÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ; ÄÔÇ ËÔÕÑÚÐËÍË ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÑÏ ÍÑÐÕÖÓÇS, ÑÍÓÖÉÂáÜÇÏC. ¡ÏÒÎËÕÖÆÞ an ÐÂØÑÆâÕÔâ
ËÊ ÕÓÇÃÑÄÂÐËâ, ÚÕÑÃÞ bu�r;j� ÃÞÎÑ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá ÄN ÕÑÚÍÂØ
ÐÂ C. ¦ÔÎË ÄÐÖÕÓË S ÐÇÕ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ àÕÑÅÑ ÒÑÎâ, ÕÑ
ÔËÔÕÇÏÂN ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ an ËÏÇÇÕ ÐÇÕÓËÄËÂ-
ÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ ÒÓË N!1. ¦ÔÎË ÎËÐËâ C
ÊÂÏÍÐÖÕÂ, ÕÑ ÕÂÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÆËÔÍÓÇÕ-
ÐÞØ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÚÂÔÕÑÕÂØ; ÏÇÕÑÆ ÒÓËÏÇÐËÏ Ë ÆÎâ
ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÞØ C.

ÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ bWN�s�, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÂâ ÐÂ
S ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

bWN�s� � lS
N

XN
and�sÿ sn� ; �3:3�

ÅÆÇ lS ì ÆÎËÐÂ ÍÑÐÕÖÓÂ, Â sn ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ n-ÅÑ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ, ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß "ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÑÓÕÑÅÑÐÂ-
ÎßÐÑÅÑ ÆÑÒÑÎÐÇÐËâ" Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÑÎâ u�s�,
ÔÑÊÆÂÐÐÑÅÑ ÐÂ S ÎáÃÞÏË ÕÑÍÂÏË ÐÂ C, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ
ÆËÔÍÓÇÕÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË Ä ×ÑÓÏÇP

n u�sn�an � 0. ®ÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÐÑÓÏËÓÖÇÏÖá (ÐÇ ÔÑÆÇÓ-
ÉÂÜÖá d-×ÖÐÍÙËÌ) ×ÖÐÍÙËá bW�s�, Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÔÏÞÔÎÇ
ÓÂÄÐÖá ÒÓÇÆÇÎÖ bWN�s� ÒÓË N!1, ÖÔÎÑÄËÇÏ, ÚÕÑ ÇÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓË s � sn ÓÂÄÐÑ an. ¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ËÏÇÇÕ ÒÓË
N!1 ÕÑÕ ÉÇ ÔÏÞÔÎ, ÚÕÑ Ë Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.1.

¿ÕÑ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÏÇÕÑÆÂ [8] ÒÓËÏÇÐËÏÑ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ bu�r;j� Ë bF�j� Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ bC ÇÔÕß ÐÖÎÇÄÂâ ÎËÐËâ
ÒÑÎâ, ÐÇ ËÏÇáÜÇÅÑ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÐÂ ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË.
´ÑÅÆÂ bu�r;j� ÐÂÆÑ ËÔÍÂÕß Ä ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ ÒÎÑÔÍËØ (Â ÐÇ
ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ) ÄÑÎÐ

bu�r;j� � 2p
N

XN
n�1

an exp
�
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¦ÔÎË bu�r;j� ÂÐÂÎËÕËÚÐÑ ÄÔáÆÖ, ÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ
an ËÏÇÇÕ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ Ë ÖÔÕÑÌÚËÄÂ ÒÓËN!1.
®ÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ×ÖÐÍÙËá bFN�j�, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÖá bWN�s�
(3.3) �lS ! 2p; sn ! jn�, Ë ÐÂÌÕË ÇÇ "ÒÓÇÆÇÎ" ÒÓË N!1,
Õ.Ç. ÐÑÓÏËÓÖÇÏÖá ×ÖÐÍÙËá bF�j�, ÊÂÆÂÄ ÇÇ Ä N ÕÑÚÍÂØ
ÖÔÎÑÄËÇÏ bF�j� � an. ¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ËÏÇÇÕ ÕÑÕ ÉÇ ÔÏÞÔÎ,
ÚÕÑ Ë Ä ÓÂÊÆÇÎÇ Ò. 2.
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4. ¯ÑÓÏÂ ÕÑÍÂ

£ÄÇÆÇÐËÇ ÒÑÐâÕËâ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕË Ä ÕÇÑÓËá ÒÑÎâì
ÓÇÂÍÙËâ ÐÂ ÐÇÍÑÓÓÇÍÕÐÑÔÕß ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÓÇÂÎËÊÖÇÏÑÔÕË. ¥Îâ
×ËÊËÍÂ ÐÇÕ ÓÂÊÎËÚËâ ÏÇÉÆÖ ÓÇÂÎËÊÖÇÏÑÔÕßá Ë ÐÇÓÇÂÎË-
ÊÖÇÏÑÔÕßá ÆÂÐÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ, ËÃÑ ÄÑ ÄÕÑÓÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÃÎËÊÍËÇ Í ÐÇÌ ÓÇÂÎËÊÖÇÏÞÇ
ÆËÂÅÓÂÏÏÞ1. °ÆÐÂÍÑ Ë ÒÑÐâÕËÇ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕË,
ÑÃÑÃÜÂáÜÇÇ ÒÑÐâÕËÇ ÓÇÂÎËÊÖÇÏÑÔÕË, Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
×ËÊËÍÂ ÕÑÉÇ ÖâÊÄËÏÑ, ØÑÕâ Ë Ä ÏÇÐßÛÇÌ ÏÇÓÇ. £Ñ-
ÒÇÓÄÞØ, ËÐÑÅÆÂ ÏÂÎÑÇ ì ØÑÕâ Ë ÍÑÐÇÚÐÑÇ ì ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ
ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÏÑÉÇÕ ÑÃÇÔÒÇÚËÕß ÇÇ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËá ÕÑÍÑÏ
Ô ÐÇÃÑÎßÛÑÌ ÐÑÓÏÑÌ (1.4) �N � 1�, Ë ÒÓË àÕÑÏ ÐÇ ÑÚÇÐß
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÃÞÎÂ ÎË ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÐÇÂÒ-
ÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÂ �N � 1� ËÎË ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÂ, ÐÑ Ô
ÃÑÎßÛÑÌ ÐÑÓÏÑÌ (N <1, ÐÑ N4 1). £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÏÂÎÑÇ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË ÏÑÉÇÕ ÔÆÇÎÂÕß ÇÇ ÐÇ ÑÔÑÃÑÌ,
Õ.Ç. ÔÆÇÎÂÕß ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÞÇ �N � 1� ÆËÂÅÓÂÏÏÞ
ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÞÏË (ÐÑ Ô N4 1), ÚÕÑ Ô ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ. ±ÑÐâÕËâ ÑÒÕË-
ÏÂÎßÐÑÅÑ ÕÑÍÑÄÑÅÑ ÔËÐÕÇÊÂ Ë ÑÃÎÂÔÕË ÄÎËâÐËâ ÑÔÑÃÑÌ
ÎËÐËË, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÇ Ä àÕÑÏ ÒÂÓÂÅÓÂ×Ç, ÑÃÑÃÜÂáÕ
ÒÑÐâÕËâ "ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕß" Ë "ÑÔÑÃÂâ ÎËÐËâ" Ë
ÆÇÎÂáÕ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÖá ÏÑÆÇÎß ÃÑÎÇÇ ×ËÊËÚÐÑÌ.

4.1. ®ËÐËÏÂÎßÐÂâ ÐÑÓÏÂ ÕÑÍÂ ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕË
ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË
¥ÂÐÞ ÎËÐËâ C Ë ÆËÂÅÓÂÏÏÂ F�j�; ÄÔÇ ÖÒÑÏËÐÂÇÏÞÇ Ä
àÕÑÏ ÒÂÓÂÅÓÂ×Ç ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÞ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÒÑ
ÏÑÆÖÎá. ©ÂÆÂÚÂ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÅÑ ÕÑÍÑÄÑÅÑ ÔËÐÕÇÊÂ ÔÑÔÕÑËÕ
Ä ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÊÂÏÇÐËÕß F�j� ÐÂ ÓÇÂÎËÊÖÇÏÖá ÆËÂÅÓÂÏÏÖeF�j�, ÑÕÔÕÑâÜÖá ÑÕ F�j� ÐÇ ÃÑÎÇÇ ÚÇÏ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ d Ë ÕÂÍÖá, ÚÕÑÃÞ ÐÑÓÏÂ N�d� ÔÑÊÆÂáÜÇÅÑ ÇÇ
ÕÑÍÂ ÃÞÎÂ ÐÂËÏÇÐßÛÇÌ ÔÓÇÆË ÐÑÓÏ ÄÔÇØ ÕÑÍÑÄ, ÔÑÊÆÂá-
ÜËØ ÕÂÍËÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ. ¦ÔÎË ÖÉÇ ÒÓË ÐÇÃÑÎßÛËØ d
�d91=2� ÊÐÂÚÇÐËÇ N�d� ÔÕÂÐÇÕ ÐÇÃÑÎßÛËÏ, ÕÑ ì ÐÇÊÂÄË-
ÔËÏÑ ÑÕ ÕÑÅÑ, ÃÞÎÑ ÎË N�0� � 1 ËÎË ÃÞÎÑ N�0� <1, ÐÑ
N�0�4 1,ìÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÔËÐÕÇÊËÓÑÄÂÕß ÐÇF�j�, Â eF�j�.

¶ÖÐÍÙËâ N�d�, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÐÇÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÂâ. ±ÓË
ÏÂÎÞØ d ÇÇ ÄËÆ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÕÑÅÑ, ÓÇÂÎËÊÖÇÏÂ ÎË ÒÇÓÄÑÐÂ-
ÚÂÎßÐÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ F�j� ÎËÐËÇÌ C ËÎË ÐÇÕ. ¦ÔÎË F�j�
ÐÇÓÇÂÎËÊÖÇÏÂ, ÐÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÂ, ÕÑN�0� � 1, ÐÑ ÒÓË
ÎáÃÑÏ d > 0N�d� <1; ÍÓËÄÂâN�d� ËÏÇÇÕ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÖá
ÂÔËÏÒÕÑÕÖ d � 0. ¦ÔÎË C ì ÑÔÑÃÂâ ÎËÐËâ, Â F�j�
ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÂ ��F; bF � 6� 0�, ÕÑ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
0 < d < D ÓÇÂÎËÊÖÇÏÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ ÐÇÕ; ÊÆÇÔß ÛËÓËÐÂ
ÜÇÎË D ÆÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (2.3), Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÂÆÑ ÊÂÏÇÐËÕß
� f; bF � ÐÂ �F; bF �. ¢ÎËÉÂÌÛÂâ Í F�j� ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÂâ
×ÖÐÍÙËâ (ÐÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÂâ) ÇÔÕß F�j� ÿ �F; bF �bF�j�.
¦ÔÎË ÑÐÂ ÓÇÂÎËÊÖÇÏÂ, Õ.Ç. ÐËÉÐââ ÅÓÂÐËÙÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ
ÏÇÉÆÖ F�j� Ë eF�j� ÆÑÔÕËÉËÏÂ, ÕÑ N�D� <1. ¦ÔÎË ÑÐÂ
ÐÇÓÇÂÎËÊÖÇÏÂ, ÕÑ ÒÓË ÎáÃÑÏ e > 0 N�D� e� <1, Õ.Ç.
ÍÓËÄÂâ N�d� ËÏÇÇÕ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÖá ÂÔËÏÒÕÑÕÖ d � D.

¥Îâ ÄÔâÍÑÌ ÎËÐËË C ÏÑÉÐÑ ÖÍÂÊÂÕß ÓÇÂÎËÊÖÇÏÖá
ÆËÂÅÓÂÏÏÖ (ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÇÇ eFmin�j��, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÑÓÏÂ
ÔÑÊÆÂáÜÇÅÑ ÇÇ ÕÑÍÂ ÏËÐËÏÂÎßÐÂ ÔÓÇÆË ÐÑÓÏ ÄÔÇØ ÕÑÍÑÄ
ÐÂ C, ÔÑÊÆÂáÜËØ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÞ. ¬ÑÅÆÂ d ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÃÑÎßÛÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ
F�j� Ë eFmin�j�, ÕÑ ÊÂÆÂÚÂ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÅÑ ÕÑÍÑÄÑÅÑ ÔËÐÕÇÊÂ

ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÃÇÔÔÑÆÇÓÉÂÕÇÎßÐÑÌ,N�d� ÒÇÓÇÔÕÂÇÕ ÖÏÇÐßÛÂ-
ÕßÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ d, Â ÑÒÕËÏÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ eF�j� ÑÔÕÂÇÕÔâ
ÓÂÄÐÑÌ eFmin�j�.

4.2. ³ËÔÕÇÏÞ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÆÎâ ÕÑÍÑÄ
Ë ÆËÂÅÓÂÏÏ
°ÒËÛÇÏ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÂÒÒÂÓÂÕ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑÊÄÑÎËÕ
ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÎËÐËË C ÆÂÕß ×ÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÊÂÆÂÚË ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÅÑ ÕÑÍÑÄÑÅÑ ÔËÐÕÇÊÂ. £ÄÇÆÇÏ [9] ÆÄÇ
ÔËÔÕÇÏÞ ×ÖÐÍÙËÌ cm�j� Ë jn�s�, ÒÑÎÐÞÇ Ë ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐÐÞÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ 04j4 2p Ë ÐÂ C:

�cm; cq� � dmq ; �4:1a�
� jn; jp� � dnp �4:1b�

ì ÕÂÍËÇ, ÚÕÑ ÍÂÉÆÞÌ ÕÑÍ jn�s� ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ
(1.3Â) ÆËÂÅÓÂÏÏÖ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÖá ÑÆÐÑÌ ËÊ ×ÖÐÍÙËÌ
ÔËÔÕÇÏÞ cm�j�. ³ÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ Ä (1.4Ã)
ÔÕÓÑËÕÔâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ (2.1), ÐÑ ËÐÕÇÅÓÂÙËâ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ
ÐÇ ÒÑ j, Â ÒÑ s.

©ÂÒËÛÇÏ ÔÄâÊß ÆËÂÅÓÂÏÏÞ Ô ÕÑÍÑÏ Ä ÄËÆÇ F � Kj, ÅÆÇ
K ì ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ä (1.3Â,Ã), Ë ÄÄÇÆÇÏ ÔÑÒÓâ-
ÉÇÐÐÞÌ ÇÏÖ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ,
ÖÚÂÔÕÄÖáÜËØ Ä (4.1), ÑÒÇÓÂÕÑÓ KC, Õ.Ç. ÕÂÍÑÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ,
ÒÇÓÇÄÑÆâÜËÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÖ Ä ÕÑÍ (ÕÑÚÐÇÇ ì Ä ×ÖÐÍÙËá ÐÂ
C), ÚÕÑ ÆÎâ ÎáÃÞØ ×ÖÐÍÙËÌ F�j� Ë j�s� ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ
ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ

�KCF; j� � �F; Kj� : �4:2�

ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ KC ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ (1.3Â,Ã) ÕÇÏ,
ÚÕÑ Ä ÐÇÏ ËÐÕÇÅÓÂÙËâ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÐÇ ÒÑ s, Â ÒÑ j, Â âÆÓÑ
K ÊÂÏÇÐÇÐÑ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ ÔÑÒÓâÉÇÐÐÑÇ.

¶ÖÐÍÙËË cm�j� Ë jn�s� ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÍÂÍ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË ÔÂÏÑÔÑÒÓâÉÇÐÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ KKC Ë KCK
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. °ÐË ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâÏ mm Ë ln, ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ Ë ÔÕÓÇÏâÜËÏÔâ Í ÐÖÎá
ÒÓË m!1 Ë ÒÓË n!1. ¿ÕË ÚËÔÎÂ ÒÑÒÂÓÐÑ ÓÂÄÐÞ ÆÓÖÅ
ÆÓÖÅÖ Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ÍÂÉÆÑÏÖ ÐÑÏÇÓÖ m ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÐÑÏÇÓ n (ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÇÅÑ n�m�� ÕÂÍÑÌ, ÚÕÑ
ln�m� � mm; ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÄÄÇÆÇÏ m�n� ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ
mm�n� � ln. ÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ Kjn�m� � ������

mm
p

cm�j� Ë
KCcm�n� �

�����
ln
p

jn�s�.
£ ÐÂÛËØ ÊÂÆÂÚÂØ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ËÐÕÇÓÇÔÐÞ ÎËÐËË C, ÆÎâ

ÍÑÕÑÓÞØ ÔÓÇÆË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÇÔÕß ÐÖÎÇÄÞÇ.
±ÑàÕÑÏÖ ×ÖÐÍÙËË cm�j� Ë jn�s� ÃÖÆÇÏ ÐÖÏÇÓÑÄÂÕß ÐÇ Ä
ÒÑÓâÆÍÇ ÖÃÞÄÂÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ, ì ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓË àÕÑÏ ×ÖÐÍÙËâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ
ÐÖÎÇÄÑÏÖ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá, ÐÇ ËÏÇÎÂ ÃÞ ÐÑÏÇÓÂ,
ì Â Ä ÒÑÓâÆÍÇ ËØ ÖÔÎÑÉÐÇÐËâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÒÑÓâÆÍÇ ÓÑÔÕÂ
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÑÕ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÏÑÆÖÎâ ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ.

¦ÔÎË ÎËÐËâ C ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÕÇÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ, ÚÕÑ ÔÓÇÆË
ÚËÔÇÎ mm ÇÔÕß ÓÂÄÐÑÇ ÐÖÎá �mq � 0�, ÕÑ C ì ÑÔÑÃÂâ
ÎËÐËâ. áÃÑÌ ÕÑÍ ÐÂ C ÔÑÊÆÂÇÕ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ
ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÕ ×ÖÐÍÙËá F�j�, ÇÔÎË �F; cq� 6� 0. £ àÕÑÏ
×ÑÓÏÂÎËÊÏÇ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ë
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá ÔËÕÖÂÙËá ì ÔÓÇÆË ÚËÔÇÎ ln ÇÔÕß ÓÂÄÐÑÇ
ÐÖÎá �lp � 0�. ±ÓË àÕÑÏ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÐÂ C ÄÑÊÏÑÉÇÐ
ÐÇËÊÎÖÚÂáÜËÌ ÕÑÍ bj�s�, Õ.Ç. ÕÂÍÑÌ ÕÑÍ, ÚÕÑ Kbj � 0
�bj�s� � jp�s��. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ C ì ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÌ ÍÑÐ-
ÕÖÓ, ËÃÑ ÕÑÍ, ÒÓÑÕÇÍÂáÜËÌ ÒÑ ÕÂÍÑÏÖ ÍÑÐÕÖÓÖ ÐÂ ÇÅÑ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏ ÍÑÎÇÃÂÐËË (Ë ÓÂÄÐÞÌ qbu=qN), ÐÇ ÔÑÊÆÂÇÕ
ÒÑÎâ ÄÐÇ C. áÃÂâ ÒÓËØÑÆâÜÂâ ËÊ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÙËÎËÐ-
ÆÓËÚÇÔÍÂâ ÄÑÎÐÂ ÔÑÊÆÂÇÕ ÐÂ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÏ ÍÑÐÕÖÓÇ ÒÑÎÇ,

1¡ÄÕÑÓ Ô ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕßá ÄÔÒÑÏËÐÂÇÕ ÐÇÆÂÄÐÑ ÔÍÑÐÚÂÄÛÇÅÑÔâ ¡ÐÂ-
ÕÑÎËâ ¶ÇÆÑÓÑÄËÚÂ ¹ÂÒÎËÐÂ, àÐÇÓÅËÚÐÑ ÒÓÑÒÂÅÂÐÆËÓÑÄÂÄÛÇÅÑ àÕÖ
ÏÞÔÎß, ÚÕÑ Ä ÐÇÏÂÎÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ËÐËÙËËÓÑÄÂÎÑ ÓÂÃÑÕÞ Ä àÕÑÏ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËË.
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ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÇ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÕ ×ÖÐÍÙËá J�s�, ÇÔÎË
�J; jp� 6� 0.

¿ÕË ÆÄÂ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÎËÐËÌ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ
(ØÑÕâ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÞØ ÍÑÐÕÖÓÑÄ ÕËÒÂ àÎÎËÒÔÂ ÑÐË ÄÑÊÐËÍÂáÕ
ÐÂ ÑÆÐËØ Ë ÕÇØ ÉÇ ÚÂÔÕÑÕÂØ). ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÐÇÊÂÏ-
ÍÐÖÕÑÌ ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË mq � 0, ÐÑ ÐÇËÊÎÖÚÂáÜËÌ ÕÑÍ ÐÂ ÐÇÌ
ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ, ln 6� 0 ÒÓË ÄÔÇØ n. ¦ÔÎË mq � 0, ÐÑ ln 6� 0, ÕÑ
àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ n�q� � 1; ÐÂ ÕÂÍÑÌ ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË
"ÐÇËÊÎÖÚÂáÜËÌ ÕÑÍ" bj�s� ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÞÔÕÓÑ ÏÇÐâÇÕÔâ
ÄÆÑÎß C Ë ÒÑÕÑÏÖ ÐÇ ÔÑÊÆÂÇÕ ÒÑÎâ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ,
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÌ ÍÑÐÕÖÓ �lp � 0�, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞÌ ÐÇÂÐÂÎËÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÎËÐËÇÌ, ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÔÑÃÞÏ, ÒÓË ÄÔÇØ m mm 6� 0.
¦ÔÎË lp � 0, ÐÑ mm 6� 0, ÕÑ m�p� � 1; ÆÎâ ÕÂÍÑÅÑ ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÐÑÅÑ ÍÑÐÕÖÓÂ "×ÖÐÍÙËâ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÆÑÒÑÎÐÇ-
ÐËâ" bF�j� ÃÖÆÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÞÔÕÓÑ ÏÇÐâÕßÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ j
Ë ÒÑÕÑÏÖ ÃÖÆÇÕ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÂ ÎáÃÑÌ ×ÖÐÍÙËË.

®ÇÉÆÖ ÂÒÒÂÓÂÕÑÏ, ÑÒËÔÂÐÐÞÏ Ä àÕÑÏ ÒÖÐÍÕÇ, Ë ÕÇÏ
ÂÒÒÂÓÂÕÑÏ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂØ ÒÑÎÇÌ u�r;j� Ë bu�r;j�, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÓÑÔÕÂâ ÔÄâÊß.
¦ÔÎË Ä ÑÒÇÓÂÕÑÓÇK ÊÂÏÇÐËÕß âÆÓÑ (1.3Ã) ÐÂH�2�0 �kr�, ÅÆÇ r
ìÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÑÕ ÕÑÚÍË ÐÂ C ÆÑ ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍË, ÕÑ ÆÇÌÔÕÄËÇ
àÕÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÐÂ j�s� ÆÂÔÕ ÒÑÎÇ u�r;j� ÐÂ ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË. ¦ÔÎË Ä ÑÒÇÓÂÕÑÓÇ KC Ä âÆÓÇ (1.3Ã) ÊÂÏÇÐËÕß r�#� ÐÂ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍË, ÕÑ ÆÇÌÔÕÄËÇ àÕÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÐÂ
×ÖÐÍÙËá bF�j� ÆÂÔÕ ÒÑÎÇ bu�r;j� ÐÂ ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. °ÆÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÑÃÑËØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÂÐÂÎËÊÂ ÑÃÎÇÅ-
ÚÂÇÕ ËÊÖÚÇÐËÇ ÔÄÑÌÔÕÄ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËÌ cm�j� Ë jn�s� Ë ÚËÔÇÎ
mm; ln, ÕÂÍ Ë ÒÑÎÇÌ u�r;j� Ë bu�r;j�.

¥Îâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÔËÔÕÇÏ cm�j� Ë jn�s� ÏÞ ÒÓËÏÇÐâÎË
ÑÒÇÓÂÕÑÓ K, ÒÇÓÇÄÑÆâÜËÌ ÕÑÍ Ä ÆËÂÅÓÂÏÏÖ, Ë àÕË
ÔËÔÕÇÏÞ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÖÆÑÃÐÞ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ÔËÐ-
ÕÇÊÂ ÒÑ ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ. ¥Îâ ÊÂÆÂÚ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô
ÃÎËÉÐËÏ ÒÑÎÇÏ, ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÕÂÍËÏ ÉÇ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÕÓÑËÕß ÔËÔÕÇÏÞ ×ÖÐÍÙËÌ ÐÂ S Ë ÐÂ C, ËÔÒÑÎß-
ÊÖâ ÑÒÇÓÂÕÑÓ, ÒÇÓÇÄÑÆâÜËÌ ÕÑÍ Ä ÒÑÎÇ Ä ÃÎËÉÐÇÌ ÊÑÐÇ
[10].

4.3. °ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÏ ÕÑÍÑÄÑÏ
ÔËÐÕÇÊÇ
°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ¶ÖÓßÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâF�j� Ë eF�j�
Ä ÓâÆÞ ÒÑ ×ÖÐÍÙËâÏcm�j� ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÚÇÓÇÊAm Ë eAm,
ÕÂÍ ÚÕÑ Am � �F; cm�, eAm � �eF; cm�. ¯ÑÓÏÂ ÕÑÍÂ, ÓÇÂÎË-
ÊÖáÜÇÅÑ ÆËÂÅÓÂÏÏÖ eF�j�, Ë ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ F�j� ËeF�j�, ÄÞÓÂÉÇÐÐÞÇ ÚÇÓÇÊ àÕË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ, ÃÖÆÖÕ

N �
�X

m

�� eAm

��2mÿ1m

�1=2

; �4:3a�

d �
�X

m

��Am ÿ eAm

��2�1=2

: �4:3b�

³ÑÅÎÂÔÐÑ (4.3Â) ×ÖÐÍÙËâ cm�j�, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá mm, ÇÔÕß ÆËÂÅÓÂÏÏÂ, ÐÂÊÄÂÐÐÂâ ÐÂÏËeFmin�j�.

¹ËÔÎÂAm ÊÂÆÂÐÞ, ÐÂÆÑ ÐÂÌÕË ÚËÔÎÂ eAm, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂá-
ÜËÇ ÏËÐËÏÖÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ N (4.3Â) ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÌ
ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÐÑÓÏÇ eF�j� Ë ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË d. ³ÄÑÆâ
àÕÖ ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÒÑËÔÍÇ ÖÔÎÑÄÐÑÅÑ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ ÏÇÕÑÆÑÏ
ÂÅÓÂÐÉÂ Í ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÒÑËÔÍÇ ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑÅÑ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ, ÒÑÎÖÚËÏ

eAm � Am
a

1� bmÿ1m

; �4:4�

ÅÆÇ a; b ì ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ, ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÄÔÇØ

Am Ë ÑÕ d. ªØ ÐÂÆÑ ÐÂÌÕË, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ (4.4) Ä ÖÔÎÑÄËÇ (4.3Ã)
Ë Ä ÖÔÎÑÄËÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË.

±ÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ F�j� Í eF�j�ÏÇÐâáÕÔâ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (4.4),
ÄÔÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ¶ÖÓßÇ, ÏÇÐßÛÇ ÄÔÇÅÑ ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÐÂËÃÑÎßÛÇÏÖ mm, ÃÑÎßÛÇ ÄÔÇÅÑ ì
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ Ô ÏÂÎÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË mm, ÑÔÑÃÇÐÐÑ ì
ÆÂÎÇÍËÇ ÚÎÇÐÞ ÓâÆÂ. ¦ÔÎË C ì ÑÔÑÃÂâ ÎËÐËâ, Õ.Ç. mq � 0,
ÕÑ eAq � 0, ÍÂÍ àÕÑ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÆÎâ ÓÇÂÎËÊÖÇÏÑÌ
ÆËÂÅÓÂÏÏÞ eF�j�. ±ÓË d < D (2.3) ÓÇÛÇÐËâ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ
ÐÑÓÏÑÌ ÕÑÍÂ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ, Â ÒÓË d � D eF�j� ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ
ÑÕ F�j� ÕÑÎßÍÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇÏ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ Aqcq�j� Ë
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÏ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÆÓÖÅËØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
¶ÖÓßÇ.

®ÑÉÐÑ ÒÓËÏÇÐËÕß Ë ÆÓÖÅÑÌ ÏÇÕÑÆ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË
ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÅÑ ÕÑÍÑÄÑÅÑ ÔËÐÕÇÊÂ [11], ÄÞÓÂÉÂâ ÍÂÍ N, ÕÂÍ
Ë ÖÔÎÑÄËÇ (4.3Ã) Ë ÖÔÎÑÄËÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË Ä ÄËÆÇ ÍÄÂÆÓÂÕËÚ-
ÐÞØ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕ ÕÑÍÂ, ÔÑÊÆÂáÜÇÅÑ
ËÔÍÑÏÖáÆËÂÅÓÂÏÏÖ �N2 � �ej; ej � Ë Õ.Æ.).®ÇÕÑÆÂÅÓÂÐÉÂ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¿ÌÎÇÓÂ ÆÎâ ej�s�ej� l1K

CKej� l2�KCKejÿ KCF� � 0 ; �4:5�
ÅÆÇ l1 Ë l2 ìÏÐÑÉËÕÇÎË ÂÅÓÂÐÉÂ. ªØ ÐÂÆÑ ÐÂÌÕË, ÓÇÛÂâ
(4.5) ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ Ô ÖÔÎÑÄËâÏË (4.3Ã) Ë ÐÑÓÏËÓÑÄÍË. µÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (4.5) ÏÑÉÐÑ ÓÇÛÂÕß ÍÂÍ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ ej�s� Ä ÓâÆ ÒÑ
jn�s�ìÕÑÅÆÂ ÄÐÑÄß ÒÑÎÖÚËÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ (4.4), ì
ÕÂÍ Ë ÍÂÍËÏ-ÎËÃÑ ÆÓÖÅËÏ ÏÇÕÑÆÑÏ. £ àÕÑÏ ÄÂÓËÂÐÕÇ
ÄÄÇÆÇÐËÇ Ä ÕÇÑÓËá ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ KC Ë KCK ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ. µÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ÕËÒÂ (4.5)
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ë ÆÎâ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞØ, ÚÇÏ (1.4), ÐÑÓÏ
ÕÑÍÂ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ Ë ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ j dej= dsj2.

°ÒËÔÂÐÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÏË ÐÂ ×ÑÓÏÖÎÂØ
(4.4) Ë (4.3Â), ÃÞÎË ÐÂÌÆÇÐÞ [1] ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß N�d� ÆÎâ
ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ F�j� Ë ÆÎâ ÎËÐËÌ C Ä ÄËÆÇ ÐÇÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÐÑÌ �ka � 1� Ë ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ �ka � 3; 83� ÑÍÓÖÉÐÑÔÕÇÌ
Ë Ä ÄËÆÇ ËØ ÆÖÅ. ¥Îâ ÕÂÍÑÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË Ë ÆÎâ
ÇÇ ÆÖÅË bF�j� � cosj.

¥Îâ ka � 1, ÍÂÍ Ë ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß, N�d� ÕÇÏ
ÃÞÔÕÓÇÇ ÖÃÞÄÂÇÕ Ô d, ÚÇÏ ÛËÓÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ,
ÆÎâ ±-ÑÃÓÂÊÐÑÌ (Õ.Ç. ÐÇÓÇÂÎËÊÖÇÏÑÌ) ÆËÂÅÓÂÏÏÞ
�N�0� � 1� ÛËÓËÐÑÌ 2g � 3; 0 ÓÂÆËÂÐÂ, ÖÉeÂ ÒÓË d2 � 0; 1
N 2 � 2; 1, Â Í ÃÑÎÇÇ ÖÊÍÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ ÛËÓËÐÑÌ 2g � 2
ÏÑÉÐÑ ÃÇÊ ÃÑÎßÛËØ ÕÑÍÑÄ �N 292� ÒÓËÃÎËÊËÕßÔâ ÎËÛß
ÒÓËÏÇÓÐÑ ÆÑ d2 � 0; 3. ´Ñ ÉÇ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ
ÆËÂÅÓÂÏÏÇ F�j� � exp�ÿA sin2 j=2�. ·ÑÕâ ÑÐÂ ÓÇÂÎË-
ÊÖÇÏÂ ÕÑÍÂÏË ÐÂ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ka � 1; 0 ÕÑÎßÍÑ ÒÓË A < 2,
Â ÃÑÎÇÇ ÖÊÍËÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ Ô A > 2 ÐÇÓÇÂÎËÊÖÇÏÞ, ÐÑ ÖÉeÂ
ÒÓË d2 � 0; 1 ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ N 2 ÆÎâ ÕÂÍËØ ÆËÂÅÓÂÏÏ
(A � 1; 51; N�0� <1 Ë A � 2; 2; N�0� � 1) ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ¥ÂÉÇ ÆÎâ ÑÚÇÐß ÖÊÍÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ
�A � 5; 67; N�0� � 1� ÆËÂÅÓÂÏÏÂ, ÑÕÎËÚÂáÜÂâÔâ ÑÕ ÐÇÇ
ÐÂ d2 � 0; 1, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÑÊÆÂÐÂ ÐÇ ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛËÏË
ÕÑÍÂÏË. ¬ÓËÄÞÇ N�d� ÆÎâ ÆÖÅË ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ËÏÇáÕ ÕÂÍÑÌ
ÉÇ ØÂÓÂÍÕÇÓ, ÍÂÍ Ë ÆÎâ ÒÑÎÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË. ¯ÑÓÏÂ ÕÑÍÂ,
ÐÇÑÃØÑÆËÏÂâ ÆÎâ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ Ô ÊÂÆÂÐÐÑÌ (ÍÑÐÇÚÐÑÌ)
ÕÑÚÐÑÔÕßá Í ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ, ÆÎâ ÆÖÅË, ÓÂÊÖ-
ÏÇÇÕÔâ, ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ÆÎâ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË.

¥Îâ ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË, Õ.Ç. ÆÎâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË
ËÎË ÆÎâ ÇÇ ÆÖÅË, ÔËÕÖÂÙËâ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÂâ. ¬ÓËÄÞÇ N�d�
ÆÎâ ±-ÑÃÓÂÊÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ËÏÇáÕ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞÇ ÂÔËÏÒ-
ÕÑÕÞ d � D, Â ÊÐÂÚÇÐËÇ D, ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ
�F; bF �, ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ Ô ÛËÓËÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ.
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË g � 0; 5 D � 0; 51, ÒÓË g � 1; 0 D � 0; 72,
ÒÓË g � 1; 5 D � 0; 69 (ÆÎâ ÒÑÎÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË). ³ ÓÂÔÛË-
ÓÇÐËÇÏ ÆËÂÅÓÂÏÏÞÑÕ g � 0; 5 ÆÑ g � 1; 0ÜÇÎß ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
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ÛËÓÇ, Õ.Ç. ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÂâ ÂÔËÏÒÕÑÕÂ ÔÆÄËÅÂÇÕÔâ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ
ÃÑÎßÛËØ d. ·ÑÕâ ÚÇÏ ÛËÓÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ, ÕÇÏ, ÄÑÑÃÜÇ
ÅÑÄÑÓâ, ÃÞÔÕÓÇÇ ÖÃÞÄÂÇÕ N Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ d (ÒÓË d > D),
àÕÑ ÔÏÇÜÇÐËÇ ÂÔËÏÒÕÑÕÞ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÕÑÍË
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÐÂ ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË, ÕÑ ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ, ÚÕÑ Í
ÃÑÎÇÇ ÖÊÍÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÃÎËÊËÕßÔâ ÐÂ ÊÂÆÂÐÐÑÇ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ d Ô ÏÇÐßÛËÏ ÕÑÍÑÏ, ÚÇÏ Í ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍÑÌ.

¦ÔÎË C ÐÇ ÇÔÕß ÑÔÑÃÂâ ÎËÐËâ, ÕÑ ÍÓËÄÞÇ N�d� ËÏÇáÕ
ÆÎâ ÄÔÇØ ±-ÑÃÓÂÊÐÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ ÑÆÐÖ Ë ÕÖ ÉÇ ÂÔËÏÒÕÑÕÖ
d � 0. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÍÓËÄÂâ C ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÃÎËÊÍÂ Í
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ËÎË Í ÇÇ ÆÖÅÇ, ÕÑ ÑÒËÔÂÐÐÂâ
ÄÞÛÇ ËÐÄÇÓÔËâ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËâ ÍÓËÄÞØ N�d� ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ g
ÔÑØÓÂÐËÕÔâ, ÄÑ ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ ÃÑÎßÛËØ d.
£ÑÑÃÜÇ, ÒÑÎâ, ÔÑÊÆÂÐÐÞÇ ÎËÐËÇÌ, ÃÎËÊÍÑÌ Í bC, ÑÃÎÂÆÂáÕ
ÐÇÍÑÕÑÓÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË, ÃÎËÊÍËÏË Í ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ÒÑÎÇÌ,
ÔÑÊÆÂÐÐÞØ bC.

£ÑÊÏÑÉÐÞ Ë ÆÓÖÅËÇ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍË ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÑÒÕËÏÂÎß-
ÐÑÏ ÕÑÍÑÄÑÏ ÔËÐÕÇÊÇ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÏÑÉÐÑ ÕÓÇÃÑÄÂÕß ÐÇ
ÃÎËÊÑÔÕË ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ Í ÊÂÆÂÐÐÑÌ, Â ÏÂÍÔËÏÂ-
ÎßÐÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË àÐÇÓÅËË Ä ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÕÇÎÇÔÐÑÏ ÖÅÎÖ
[12]. ¦ÔÎË ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐÇ Ä ÔÄÑÃÑÆÐÑÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Â Ä ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ, ÕÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇÏ
âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÍÔËÏÂÎËÊÂÙËâ àÐÇÓÅËË Ä ÊÂÆÂÐÐÖá ÔÑÄÑÍÖÒ-
ÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÞØ ÄÑÎÐ ì ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ×ÑÓÏÇ
ÕÑÍÂ. £ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÊÂÆÂÚÇ ÏÑÉÐÑ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÃÂÊËÔÂ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ, ÂÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÖ K [13, 14].

4.4. °ÃÎÂÔÕß ÄÎËâÐËâ ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË
·ÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ ÃÎËÊÑÔÕË ÎËÐËË C Í ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÑÔÑÃÑÌ
ÎËÐËË eC ÏÑÅÎÂ ÃÞ ÔÎÖÉËÕß ÄÇÎËÚËÐÂ ÐÂËÏÇÐßÛÇÅÑ mm,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÎËÐËË C, ÕÂÍ ÍÂÍ ÆÎâ bC ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÐÖÎÇÄÑÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ mq. °ÆÐÂÍÑ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ
ÔËÔÕÇÏ cm�j� Ë jn�s� ÖÆÑÃÐÑ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËØ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâØ, Â Ä ÒÓËÍÎÂÆÐÞØ ÊÂÆÂÚÂØ ÐÂØÑÉÆÇÐËÇ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ cm�j� Ë ÚËÔÇÎ mm ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÎËÐËË C ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÅÓÑÏÑÊÆÍËÏ ÄÞÚËÔÎÇÐËâÏ. µÆÑÃÐÇÇ ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÍÂÍÑÌ-
ÎËÃÑ ÒÓÑÔÕÑÌ ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ ×ÖÐÍÙËÌ
wm�j� (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË), ÐÇ
ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ÎËÐËÇÌ C. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÓË àÕÑÏ ÑÙÇÐËÕß
ÄÎËâÐËÇ ÃÎËÊÑÔÕË C Í ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË, ÐÇ ÓÇÛÂâ ËÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ j�s�, ÒÓËÏÇÐËÏ ÆÎâ ÐÑÓÏÞ ÕÑÍÂ,
ÔÑÊÆÂáÜÇÅÑ ÆËÂÅÓÂÏÏÖ F�j�, ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

N 2 5
j�F; F�j2
�KCF; KCF� : �4:6�

¦ÅÑ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÖÏÐÑÉËÄ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Kj � F ÐÂ F�j�,
ËÔÒÑÎßÊÖâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (4.2) ÔÑÒÓâÉÇÐÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂKC

Ë ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ¬ÑÛË � f1; f1� � � f2; f2�5 j� f1; f2�j2. £ (4.6)
F�j�ì ÎáÃÂâ ×ÖÐÍÙËâ. ¦ÔÎË ÊÂÆÂÕß ÇÇ Ä ÄËÆÇ
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XM
m

Cmwm�j� ;

ÕÑ (4.6) ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ
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ÅÆÇAn ìÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâF�j� Ä ÓâÆ ÒÑ wn�j�, Â
bnm � �KCwn; K

Cwm�.
£ÞÃÑÓÑÏ ×ÖÐÍÙËË F�j�, Õ.Ç. ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ Cn

�n � 1; 2; . . . ;M�, ÏÑÉÐÑ ÏÂÍÔËÏËÊËÓÑÄÂÕß ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß

ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (4.7). ¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ
àÕÑÅÑ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÄÖØ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞØ ×ÑÓÏ ì ÑÃÑÊÐÂ-
ÚËÏ ÇÅÑX�M�ìÇÔÕß ÐÂËÃÑÎßÛËÌ ÍÑÓÇÐß ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ M-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

det

����AmA
�
n ÿ X�M�bmn

����
M

� 0 : �4:8�

¯ÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (4.6) ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ N 2 5X�M�. ³ ÓÑÔÕÑÏ M
X�M� ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ (ÐÇ ÖÃÞÄÂÇÕ), Ë àÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÃÑÎÇÇ ËÐ×ÑÓÏÂÕËÄÐÞÏ, Õ.Ç. ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÕÑÚÐÇÇ
ÑÙÇÐËÕß N 2. ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ, ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ ÆÑÍÂÊÂÕß, ÒÓË
M!1 ÑÐÑ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ. ©ÐÂÚÇÐËÇ X�M�

ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÐÑÓÏÖ ÕÑÍÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎËÕß ÐÂ C, ÚÕÑÃÞ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÕß ÆËÂÅÓÂÏÏÖ F�j�.

¦ÔÎË ÔËÔÕÇÏÂ wm�j� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ôcm�j�, ÕÑ bnm � mmdnm,
Ë ÇÔÎË mq � 0, Õ.Ç. ÎËÐËâ C ì ÑÔÑÃÂâ, ÕÑ ÒÓË M5 q
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.8) ËÏÇÇÕ ÍÑÓÇÐß X�M� � 1 (ÇÔÎË Aq 6� 0).
¿ÕÑ ÒÓÑÔÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ, ÓâÆ ¶ÖÓßÇ ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÔÑÆÇÓÉËÕ cq�j�, ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÂ. °ÃÎÂÔÕß, ÑÍÓÖ-
ÉÂáÜÂâ ÑÔÑÃÖá ÎËÐËá, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÇÜÇ ÚÖÄÔÕÄÖÇÕÔâ ÇÇ
ÄÎËâÐËÇ (Õ.Ç. N ÄÇÎËÍÑ), ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÕÇÒÇÐË ÔÎÑÉÐÑÔÕË
ÆËÂÅÓÂÏÏÞ F�j�, ÕÑÚÐÇÇ ì ÑÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÇÇ ÄÞÔÑÍËØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ¶ÖÓßÇ. ¦ÔÎË M ÇÔÕß ÐÑÏÇÓ
ÐÂËÃÑÎßÛÇÅÑ ÊÐÂÚËÏÑÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ, Õ.Ç. ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ,
ÒÑÔÎÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÏÑÉÐÑ ÓâÆ ÑÃÑÓÄÂÕß, ÏÂÎÑ ÄÑÊÏÖÕËÄ
F�j�, ÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÃÖÆÇÕ ÚËÔÎÑ X�M�.

®ÑÉÐÑ ÆÂÕß ÑÙÇÐÍÖ ÐÑÓÏÞ N, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÖá ÑÕ
ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÅÑ ÄËÆÂ ×ÖÐÍÙËË F�j� Ë ÊÂÄËÔâÜÖá ÕÑÎßÍÑ ÑÕ
àÕÑÅÑ ÚËÔÎÂ M. µÓÂÄÐÇÐËÇ (4.8) ËÏÇÇÕ ÍÑÓÇÐß X�M� � 1,
ÇÔÎË ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ det jbnmjM � 0. ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÒÓË
M!1 ÑÐÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÎËÐËËC, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÑ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÔÑÊÆÂÐËâ ÑÚÇÐß ËÊÓÇÊÂÐÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ
ÐÖÉÐÞ ÃÑÎßÛËÇ ÕÑÍË. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË Ô ÓÑÔÕÑÏ M ÊÐÂÚÇÐËÇ
àÕÑÅÑ ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÏÂÎÞÏ ÒÓË ÐÇ ÑÚÇÐß
ÃÑÎßÛËØ M Ë ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÇÅÑ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ, ÕÑ C
ÃÎËÊÍÑ Í ÍÂÍÑÌ-ÕÑ ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË.

¯ÇÔÍÑÎßÍÑ ÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÖá, ÚÇÏ ÊÐÂÚÇÐËÇ det jbnmjM,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÖ ÆÎâ N, ÕÑÉÇ ÊÂÄËÔâÜÖá ÕÑÎßÍÑ ÑÕ M, Â
ÐÇ ÑÕ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË F�j�, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÖÔËÎËÄ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (4.6) ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä ÚËÔÎËÕÇÎÇ ÊÂÏÇÐËÕß �F; F� ÐÂ
�F; F�; ÒÓË àÕÑÏ ÐÂÆÑ ÒÓËÐâÕß, ÚÕÑ �F; F� � 1. ¯ÂËÃÑÎß-
ÛÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÃÖÆÇÕ ÒÓË àÕÑÏ ÐÂËÃÑÎßÛËÏ
ÍÑÓÐÇÏ Y�M� ÖÓÂÄÐÇÐËâM-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

det

����dnm ÿ Y�M�bnm

����
M

� 0 : �4:9�

±ÓË ÃÑÎßÛËØ Y�M� ÏÑÉÐÑ Ä ÔÕÑâÜÇÏ ÔÎÇÄÂ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÇ
M-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÔÑØÓÂÐËÕß ÕÑÎßÍÑ ÆÄÂ ÔÕÂÓÛËØ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ.
©ÐÂÚÇÐËÇ Y�M� ÄÇÎËÍÑ ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÎËÐËË ÄÃÎËÊË bC Ë
ÖÃÞÄÂÇÕ ÕÇÏ ÏÇÆÎÇÐÐÇÇ, ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ M. ²ÂÊÏÇÓ ÑÃÎÂÔÕË
ÄÎËâÐËâ ÑÔÑÃÑÌ ÎËÐËË ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÎÂÔÔÂ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇ-
ÏÞØ×ÖÐÍÙËÌ.±ÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ àÕÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ
âÄÎâÇÕÔâ ÚËÔÎÑM, Ë ÄÇÎËÚËÐÞX�M�, det jbnmjM ËY�M� âÄÐÑ
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÐÇÅÑ.

5. ¿ÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ. µÓÂÄÐÇÐËâ
®ÂÍÔÄÇÎÎÂ

5.1. °ÔÐÑÄÐÑÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
¥Îâ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÄÞÛÇ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË
ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÎËÐËâ C ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÑÆÐËÏ ËÊ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÞØ ÐËÉÇ ÔÄÑÌÔÕÄ, ÕÑ ÑÐÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ Ë ÄÕÑÓÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ:
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Â) áÃÞÇ ÕÑÍË, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÐÂ bC, ÔÑÊÆÂáÕ ÐÂ
ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÎËÐËË S, ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ bC, àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ
ÒÑÎÇ u, ÍÑÕÑÓÞÏ ÄÔâÍÂâ ÊÂÆÂÐÐÂâ ÐÂ S ×ÖÐÍÙËâ U ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÐÂ ÐÇ ÕÑÚÐÇÇ, ÚÇÏ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÐÇÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÖ (3.1).

Ã) ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ bu ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ, ÐÇ ËÏÇáÜÇÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÄÐÖÕÓË S,
ÕÂÍÑÇ, ÚÕÑ ÐÂ bC ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ (2.4).

£Ôâ ÓÂÊÄËÕÂâ ÄÞÛÇ ÕÇÑÓËâ ÑÔÐÑÄÞÄÂÎÂÔß ÐÂ àÕÑÏ
ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËË. ¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÇÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑ Ë ËÔÒÑÎß-
ÊÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ×ÑÓÏÖÎÖ ¤ÓËÐÂ. °ÃÑÃÜÇÐËÇ ÐÂ ÕÓÇØÏÇÓÐÞÇ
ÔÍÂÎâÓÐÞÇ ÊÂÆÂÚË ÕÓÇÃÖÇÕ ÎËÛß ÊÂÏÇÐÞ ÔÎÑÄÂ "ÎËÐËâ" ÐÂ
ÔÎÑÄÑ "ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß".

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÆÎâ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÄÇÍÕÑÓÐÑÌ
ÊÂÆÂÚË âÄÎâÇÕÔâ ÑÔÐÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕË
ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¥ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÐÑ ÔÕÑÎß ÉÇ àÎÇÏÇÐ-
ÕÂÓÐÑ, ÕÑÎßÍÑ ÄÏÇÔÕÑ ×ÑÓÏÖÎÞ ¤ÓËÐÂ ÐÂÆÑ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕß ÎÇÏÏÖ ÑÓÇÐÙÂ. ®Þ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÒÓËÄÑÆËÕß àÕÑ
ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ, ÒÓËÄÇÆÇÏ ÕÑÎßÍÑ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÖ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÂ. ¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÄÐÇÛÐáá ÅÓÑÏÑÊÆÍÑÔÕß àÕÑÌ ×ÑÓÏÖ-
ÎËÓÑÄÍË, ÑÐÂ ÎËÛß ÒÑÄÕÑÓâÇÕ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÖá ÄÞÛÇ ×ÑÓÏÖ-
ÎËÓÑÄÍÖ ÆÎâ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ. £ ÂÃÊÂÙÇ, ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÊÂ
×ÑÓÏÖÎÑÌ (5.2), ÒÑÄÕÑÓÇÐÞ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ, ÑÒËÔÂÐÐÞÇ ÒÑÔÎÇ
(3.1), ÕÑÎßÍÑ ÄÏÇÔÕÑ ÓÇÛÇÐËâ ÄÐÇÛÐÇÌ ÊÂÆÂÚË ¥ËÓËØÎÇ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÇÓÄÑÌ ÅÓÂÐËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ. ±ÑÔÎÇÆÐËÌ ÂÃÊÂÙ àÕÑÅÑ ÒÖÐÍÕÂ
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÒÇÓÇÐÇÔÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ Ô ÃÎËÉÐËØ ÒÑÎÇÌ ÐÂ
ÆÂÎßÐËÇ ÒÑÎâ.

¦ÔÎË ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß bC ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÑÆÐËÏ ËÊ
ÆÄÖØ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ÐËÉÇ ÔÄÑÌÔÕÄ, ÕÑ ÑÐÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ Ë
ÆÓÖÅËÏ.

Â) áÃÞÇ ÕÑÍË, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÐÂ bC, ÔÑÊÆÂáÕ ÐÂ
ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S, ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ bC, àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÒÑÎÇ e, ÍÑÕÑÓÞÏ ÄÔâÍÖá ÊÂÆÂÐÐÖá ÐÂ S ÒÂÓÖ
×ÖÐÍÙËÌ E1�s�, E2�s� (s ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÕÑÚÍË ÐÂ S)
ÏÑÉÐÑ ÒÓËÃÎËÊËÕß ÐÇ ÕÑÚÐÇÇ, ÚÇÏ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÐÇÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÖ�

S

���E1 ÿ et1
��2 � ��E2 ÿ et2

��2� ds5 ���� �
S

ÿ
E1
bF �1 � E2

bF �2 �ds����2 ;
�5:1�

ÅÆÇ t1 Ë t2 ì ÆÄÂ ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÞØ Í S ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ, Â
×ÖÐÍÙËË bF1�s� Ë bF2�s� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÐÂ S, ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ
ÕÑÍÑÄ Ë ÒÓÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÞ ÖÔÎÑÄËÇÏ, ÚÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ, ÒÑÎÖ-
ÚÂáÜËÌÔâ ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ ÔÒÓÂÄÂ Ä (5.1) E1 Ë E2 ÐÂ bF1 Ë bF2

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÓÂÄÇÐ ÇÆËÐËÙÇ.
Ã) ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ bE; bH ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, ÐÇ ËÏÇáÜÇÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÄÐÖÕÓË S, ÕÂÍÑÇ,
ÚÕÑ ÐÂ bC ÑÃÇ ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ bE ÓÂÄÐÞ
ÐÖÎá:

bEtang

����bC� 0 : �5:2�

¶ÖÐÍÙËË bF1�s� Ë bF2�s� Ä (5.1) Ë ÒÑÎÇ bE Ä (5.2) ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑ ÔÄâÊÂÐÞ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ. ¿ÕË ×ÖÐÍÙËË ÓÂÄÐÞ ÓÂÊÐÑ-
ÔÕË ÊÐÂÚÇÐËÌ ÐÂ S ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÆÄÖØ
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ ì ÒoÂ Îâ bH (ÄÐÖÕÓË S), Ë ÆÓÖÅÑÅÑ,
ÒÑÎÖÚÂáÜÇÅÑÔâ ÄÐÇ S ËÊ ÊÂÆÂÚË ÑÃ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ
ÒÑÎÇ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÏ ÖÔÎÑÄËá ËÊÎÖÚÇÐËâ Ë ËÏÇáÜÇÏ
ÐÂ S ÕÑ ÉÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÚÕÑ Ë bE. ¡ ÒÑÎÇ bE ÄÐÖÕÓË S ÓÂÄÐÑ ÒÑÎá,

ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË ÐÂ S ÕÑÍÂÏË Ô ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÂÏË ÿbF2�s� Ë bF1�s�.

¦ÔÎË ÒÑÎÇ bE; bH ÔÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ (5.2) ÐÇ ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕÇÌ ÄÑ ÄÔÇÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÕÑ (5.1) ÒÓËÏÇÐËÏÑ ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÒÑÎâ e ÐÂ ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÑÕ bC ÓÂÔÔÕÑâÐËË, ÐÑ Ë
ÆÎâ ÆËÂÅÓÂÏÏ, Ë ÕÑÅÆÂ Ä (5.1) s ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä �#; j�;
E1�#; j� Ë E2�#; j� ì ÊÂÆÂÐÐÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ (ÇÇ #- Ë j-
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ), Â bF1�#; j�, bF2�#; j� ì ÖÅÎÑÄÞÇ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕË ÕÇØ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÇ ÒÓË r!1 ÒÑÎâ bE,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÔØÑÆâÜÇÌÔâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÇ.

¥Îâ ÏÐÑÅËØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÏÑÉÐÑ ÆÑÍÂÊÂÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑ-
ÄÂÐËÇ ÒÑÎâ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÅÑ ÖÔÎÑÄËâÏ (5.2). ¿ÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÑÔÕß (5.2) Ë (5.1) ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÕÂÍËØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔ-
ÕÇÌ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÕÂÍÉÇ Ë ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕß.

5.2. ´ÓËÄËÂÎßÐÞÇ ÑÃÑÃÜÇÐËâ
²ÇÊÖÎßÕÂÕ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÌ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÒÖÐÍÕÇ, âÄÎâÇÕÔâ
ÒÇÓÇ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÑÌ ÆÎâ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÄÇÍÕÑÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÏÑÆÇÎË. £ÑÑÃÜÇ, ÒÓË ÕÂÍÑÏ ÒÇÓÇÐÇÔÇÐËË
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÇ ÖÔÎÑÉÐÇÐËÇ; ÇÅÑ
ÏÞ ÑÃÔÖÆËÏ Ä Ò. 5.3. ¯ÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ËÏÇÐÐÑ
ÂÄÕÑÏÂÕËÊÏ àÕÑÅÑ ÒÇÓÇÐÇÔÇÐËâ. °Ð ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÆÑÃ-
ÐÞÇ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÞ Ë ÆÎâ
ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ, ÔÇÌÔÏËÚÇÔÍËØ Ë ÆÓÖÅËØ ÒÑÎÇÌ, ÑÒËÔÞÄÂÇ-
ÏÞØ ÎËÐÇÌÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË. ±Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, àÕË ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ âÄÎâáÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÎËÛß ÕÇÑÓÇÏÞ ÄÊÂËÏÐÑÔÕË.
ªØ ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÚËÕÞÄÂÕß, ÇÔÎË ËÔÕÑÚÐËÍË ÒÑÎâ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑ-
ÚÇÐÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË, ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÌ ÐËÉÇ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË
ÑÃÎÂÔÕË, ÊÂÐâÕÑÌ ÒÑÎÇÏ.

±ÓËÄÇÆÇÏ ÆÄÂ ÔÎÇÆÔÕÄËâ ÆÎâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ, ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâáÜËØ ÖÔÎÑÄËá (5.2), Â ÒÑÕÑÏÖ ì Ë ÖÔÎÑÄËá (5.1),
Õ.Ç. ÕÂÍËØ, ÚÕÑ ÒÑÎÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÕÑÍÑÄ ÐÂ ÐËØ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ
ÐÇÒÑÎÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÆËÂÅÓÂÏÏ.

Â) ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÂÐÕÇÐÐÞ ÐÇ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÑÔÑÃÑÌ ËÎË
ÃÎËÊÍÑÌ Í ÐÇÌ. £ ÒÓËÏÇÐÇÐËË Í ÍÑÐËÚÇÔÍÑÏÖ ÓÖÒÑÓÖ àÕÑ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÎÑÄËÐÂ ÖÅÎÂ ÓÂÔÍÓÞÄÂ a ÐÇ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß
ÍÑÓÐÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (5.3Â) ËÎË (5.3Ã):

Pm
n �cos a� � 0 ; �5:3a�

dPm
n �cos#�
d#

����
#�a
� 0 ; �5:3b�

ÅÆÇ Pm
n ì ÒÓËÔÑÇÆËÐÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÇÉÂÐÆÓÂ, m

�m � 0; 1; . . .� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÆËÂÅÓÂÏÏÞ
�� cosmj� ÑÕ ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÑÅÑ ÖÅÎÂ j, Â n ì ÐÇÃÑÎßÛÑÇ
ÙÇÎÑÇ ÚËÔÎÑ. ¥Îâ m � 0 "ÊÂÒÓÇÜÇÐÐÞÇ" ÖÅÎÞ ÃÖÆÖÕ:
a � 55� �n � 2�; 39�, 63� �n � 3� Ë Õ. Æ. ¥Îâ m � 1,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, a � 63�; 31� �n � 3� Ë Õ.Æ.

Ã) ¦ÔÎË ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß bC ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÄÞÔÑÍÑÌ
ÔÕÇÒÇÐßá ÔËÏÏÇÕÓËË, ÕÑ ÆÎâ ÖÊÍËØ ÆËÂÅÓÂÏÏ ÄÑÊÏÑÉÐÂ
ÂÏÒÎËÕÖÆÐÂâ ÐÇÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕß, ÍÑÅÆÂ ÐËÍÂÍËÏ
ÄÞÃÑÓÑÏ ×ÂÊÞ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÇÇ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇ-
ÏÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏË ÕÑÍÑÄ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÐÂ bC. ¯ÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÇÔÎË bC ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÕÓÇØ ÄÊÂËÏÐÑ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞØ
ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ Ë ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ËÏÇÇÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ
exp�ÿA sin2�# 0=2��, ÅÆÇ ÖÅÑÎ # 0 ÑÕÔÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÑÕ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ, ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÅÑ ÓÂÄÐÞÇ ÖÅÎÞ ÔÑ ÄÔÇÏË ÕÓÇÏâ
ÎËÐËâÏË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ, ì ÕÑ ÂÏÎËÕÖÆÐÂâ
ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏÑÔÕß ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ
ÆËÂÅÓÂÏÏ, ÒÑÎÖÛËÓËÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÃÑÎßÛÇ 34�. ¿ÕÑ ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐËÇ ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÏâÅÚÇ, ÚÇÏ Ä ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
ÊÂÆÂÚÇ (Ò. 2.4).
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5.3. ³ÄÑÌÔÕÄÂ ÑÔÑÃÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ
®ÐÑÅËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÑÔÑÃÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÒÑÄÕÑÓâáÕ ÂÐÂ-
ÎÑÅËÚÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÑÔÑÃÞØ ÎËÐËÌ. ©ÂÏÍÐÖÕÂâ ÑÔÑÃÂâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ì ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÂâ; ÑÃÓÂÕÐÑÇ,
ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÏÑÉÇÕ ÐÇ ËÏÇÕß ÏÇÔÕÂ. °ÔÑÃÞØ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÇÌ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑ ÏÐÑÅÑ Ë Õ.Æ.

°ÆÐÂÍÑ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑ-
ÎßÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ bE, ÆÂÉÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ, ÐÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ, Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞØ bE, Õ.Ç. ÕÂÍËØ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÄÞÒÑÎ-
ÐâáÕÔâ ÑÃÂ ÖÔÎÑÄËâ (5.2). µÔÎÑÄËÇ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÕÂÍËÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ, ÔÑÆÇÓÉËÕ rot bE. ¥Îâ ÒÑÎÇÌ,
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, ÑÐÑ ËÏÇÇÕ
ÄËÆ bEbH � 0. ¦ÔÎË ÑÐÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÑÃÝÇÏÇ,
ÕÑ ÑÐÑ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÐÑ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎâ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÑÔÑÃÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ. ¬ÎÂÔÔ ÕÂÍËØ ÒÑÎÇÌ
(ÑÐ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐ Ä [15]) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÖÊÑÍ. ¢ÑÎÇÇ ÕËÒËÚÐÂ
ÆÓÖÅÂâ ÔËÕÖÂÙËâ, ÍÑÅÆÂ bEbH � 0 ÎËÛß ÐÂ ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. °ÆÐÂÍÑ ÕÑÅÆÂ àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÑÐÂ ÃÞÎÂ ÑÔÑÃÑÌ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕßá.

±ÑàÕÑÏÖ ÊÂÆÂÚÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ bC ÒÑ ÆÄÖÏ ÊÂÆÂÐÐÞÏ
×ÖÐÍÙËâÏ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÆÑÒÑÎÐÇÐËâ bF1�#;j� ËbF2�#;j� ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÔÎÑÉÐÇÇ, ÚÇÏ Ä ÔÍÂÎâÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ.
¦ÔÎË àÕË ×ÖÐÍÙËË ÊÂÆÂÐÞ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ, ÕÑ Ä ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐ-
ÐÑÏ ÒÑ ÐËÏ ÒÑÎÇ bE ÐÇ ÃÖÆÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ
ÔÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ (5.2), ÆÂÉÇ ÇÔÎË bE ÃÖÆÇÕ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑ. ¥Îâ
ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ bC ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÎÑ, ÐÂÆÑ, ÚÕÑÃÞ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË,
ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ bEbH � 0, ÄÞÒÑÎÐâÎËÔß ÕÂÍÉÇ ÖÔÎÑÄËâ (5.2).
±ÓÑËÊÄÑÎßÐÑ (ÎËÛß Ô ÐÇÍÑÕÑÓÞÏË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË, ÂÐÂ-
ÎÑÅËÚÐÞÏË ÖÍÂÊÂÐÐÑÏÖ ÒÑÔÎÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (2.6)) ÊÂÆÂÕß
ÏÑÉÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÖ ËÊ ×ÖÐÍÙËÌ bF1; bF2. ¢ÑÎÇÇ ÄÔÇÅÑ àÕÑ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÖÔÎÑÉÐâÇÕ ÓÇÂÎËÊÂÙËá ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÑÒË-
ÔÂÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÏÇÕÑÆÑÄ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÔÔÇË-
ÄÂÕÇÎâ ÒÑ ËÊÏÇÓÇÐÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ ÓÂÔÔÇâÐËâ. £ ÆÄÖØ
ÄÂÓËÂÐÕÂØ àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÐÂØÑÆâÕÔâ ×ÖÐÍÙËË ÑÓÕÑÅÑÐÂÎß-
ÐÑÅÑ ÆÑÒÑÎÐÇÐËâ, ÎËÃÑ ÃÎËÊÍËÇ Í ÆËÂÅÓÂÏÏÇ, ÎËÃÑ
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÇ Í ÐÇÌ, Â ÊÂÕÇÏ ÔÕÓÑâÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ ÑÔÑÃÞÇ ÎËÐËË. ±ÓË àÕÑÏ bF�j� ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÒÑÆ-
ÚËÐÇÐÑ ÎËÛß ÑÚÇÐß ÏâÅÍÑÏÖ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËá, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂá-
ÜÇÏÖ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÔÕß ÒÑÎâ bu�r;j�. £ ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÞØ ÊÂÆÂÚÂØ ×ÖÐÍÙËË bF1�#;j� Ë bF2�#;j� ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÇÜÇ
ÔÄâÊÂÐÞ ÖÒÑÏâÐÖÕÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÑÃÓÂÊÑÄÂÕß àÎÇ-
ÏÇÐÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÆÑÒÑÎÐÇÐËâ, Õ.Ç.
ÒÂÓÖ ×ÖÐÍÙËÌ, ÍÑÕÑÓÞÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÔÑÃÂâ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß.

¯ÂÌÕË àÕÖ ÔÄâÊß Ä ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÏ ÄËÆÇ ÐÇ ÖÆÂÇÕÔâ.
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÂÍÂâ ÉÇ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÄÑÊÐËÍÎÂ Ä ÆÓÖÅÑÌ
ÊÂÆÂÚÇ ì Ñ ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÑÏ ÔËÐÕÇÊÇ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÐÞØ
ÂÐÕÇÐÐ [16]. ¿ÕÑ ì ÑÆÐÂ ËÊ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ,
ÖÒÑÏâÐÖÕÞØ Ä ÔÕÂÕßÇ, ÒÓÑÔÕÞØ ÒÑ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ, ÐÑ ÔÎÑÉ-
ÐÞØ ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, Í ÍÑÕÑÓÞÏ ÒÓËÄÑÆâÕ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÇ
ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË, ÔÄâÊÂÐ-
ÐÞÇ Ô ÊÂÆÂÚÂÏË ÔËÐÕÇÊÂ Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂØ.
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The connection between the geometrical properties of a surface and the properties of electromagnetic éelds generated by surface
monochromatic current is considered. The is a continual cardinality of surfaces for with almost every éeld (and patterns) cannot be
approximated by this éelds whetever surface currents we take. The stady of such surfaces is based on the fact that they are zero-surfaces
of a non-propagating (real) electromagnetic éeld satiséedMaxwell equations. Even the neerness of any surface to the surface with such
properties lead to nontrivial properties of éeld of currents inducted on this surface.
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