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12.1. µÒÓÂÄÎâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ. ¯-ÕÇÑÓÇÏÂ. 12.2. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍ-

ÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ. ¯-ÕÇÑÓÇÏÂ. 12.3. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖ-

ØÑÄÔÍÑÅÑ. ¯-ÕÇÑÓÇÏÂ.

13. ¢ÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ Ä ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ. ¤ÇÐÇÓÂÕÑÓ

£ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ (830).
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15. ³ÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ Ë ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÛÖÏÂ (833).

16. ³ËÏÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÐÞÌ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓ. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ÔÍÑ-
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¿ÐÕÓÑÒËâ ºÇÐÐÑÐÂ ì "S-ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ".

19. ¤ÇÐÇÓÂÕÑÓ Ô ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá (836).

20. £ÇÕÄÎÇÐËâ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ. ¤ÇÐÇÓÂÕÑÓÞ Ô

ÏÖÎßÕËÔÕÂÃËÎßÐÞÏË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË (837).

21. ¤ÇÐÇÓÂÕÑÓÞ Ä ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË. ¢Ë×ÖÓÍÂÙËË àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÇÎß-

ÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ Ë ÚÂÔÕÑÕÞ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ (839).

22. ¬ÓËÕÇÓËÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÒÓË

ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ¯-ÕÇÑÓÇÏÞ (839).

23. ¢ÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ Ä ØËÏËÚÇÔÍË ÓÇÂÅËÓÖáÜËØ ÔËÔÕÇÏÂØ. ¹Â-

ÔÕËÚÐÑ ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÂâ ÒÎÂÊÏÂ (841).

24. ±ÓÑÙÇÔÔ ®ÂÎßÕÖÔÂë¶ÇÓØáÎßÔÕÂ (MalthusëVerhulst) (842).

³ÒËÔÑÍ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ (843).
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À.. ¬ÎËÏÑÐÕÑÄËÚ

°ÃÊÑÓ ÕÇÑÓËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÂÐÉÇÄÇÐÂ Ë
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ. ²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÃÜËÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÕÇÑ-
ÓËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ: ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÕÓÇÐËÇÏ; ÕÓË ×ÑÓÏÞ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÐÉÇÄÇÐÂ Ë ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ: ×ÑÓÏÂ ªÕÑ, ×ÑÓÏÂ ³ÕÓÂÕÑÐÑÄËÚÂ Ë
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÂ; ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ Ë ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (master equation). ¥ÄÂ ÔÒÑÔÑÃÂ
ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ. µÒÓÂÄÎâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÆÐÑÛÂ-
ÅÑÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ; ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÇ Ë ÐÇÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÂ; àÄÑÎáÙËâ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ë àÐÕÓÑÒËË ÒÓË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÏ ÆÄËÉÇÐËË; ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÞ âÒÖÐÑÄÂ. ²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÇ
ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ: ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ Ä ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ;¯-ÕÇÑÓÇÏÂ ÆÎâ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂ
£ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ; ÔÂÏÑÑÓÅÂÐËÊÂÙËâ Ä ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ, S-ÕÇÑÓÇÏÂ; ÅÇÐÇÓÂÕÑÓ Ô ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÌ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÑÔÕßá; ÃË×ÖÓÍÂÙËË àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ; ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ Ô ÏÖÎßÕËÔÕÂÃËÎßÐÞÏË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏË
ÔÑÔÕÑâÐËâÏË; ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ä ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË Ô ÃË×ÖÓÍÂÙËâÏË àÐÇÓÅËË Ë ÒÇÓËÑÆÂ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ; ÍÓËÕÇÓËÌ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ¯-ÕÇÑÓÇÏÞ; ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÞØ ÂÕÑÏÑÄ-ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ; ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ Ä ØËÏËÚÇÔÍË
ÓÇÂÅËÓÖáÜËØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÚÂÔÕËÚÐÑ ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ; ÒÓÑÙÇÔÔ ®ÂÎßÕÖÔÂë¶ÇÓØáÎßÔÕÂ.

PACS numbers: 05.40
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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

ÁÄÎÇÐËÇ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ ÇÜÇ ÔÑ
ÛÍÑÎßÐÑÌ ÔÍÂÏßË. °ÐÑ ÃÞÎÑ ÑÕÍÓÞÕÑ Ä 1927 Å. ÃÑÕÂÐË-
ÍÑÏ ¢ÓÑÖÐÑÏ Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÇÒÓÇÍÓÂÜÂáÜÇÇÔâ
ØÂÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÏÂÎÞØ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ä
ÉËÆÍÑÔÕË ËÎË ÅÂÊÇ.

±ÓËÚËÐÂ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÃÞÎÂ ÒÑÐâÕÂ ÊÐÂÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÒÑÊÆÐÇÇ. °ÔÐÑÄÞ ÕÇÑÓËË ÃÞÎË ÊÂÎÑÉÇÐÞ ÎËÛß Ä
ÐÂÚÂÎÇ àÕÑÅÑ ÄÇÍÂ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÓÂÃÑÕÂØ ¡. ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ,
®. ³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ Ë ±. ÂÐÉÇÄÇÐÂ. ¢ÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇ-
ÐËÇ ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÐÂÎËÚËÇÏ ÐÇÖÓÂÄÐÑÄÇÛËÄÂáÜËØÔâ ÕÑÎÚ-
ÍÑÄ ÑÍÓÖÉÂáÜËØ ÂÕÑÏÑÄ, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÐÑ ÄÞâ-
ÄÎâÇÕ ÂÕÑÏÂÓÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ "ÔÒÎÑÛÐÑÌ" ÔÓÇÆÞ, Ä ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÔÑÄÇÓÛÂÇÕÔâ ÆÄËÉÇÐËÇ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ.
°ÔÐÑÄÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ àÕÑÌ ÕÇÑÓËË ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎË ÒÑÆ-
ÕÄÇÓÉÆÇÐÞ ÑÒÞÕÂÏË ¨. ±ÇÓÓÇÐÂ Ë ´. ³ÄÇÆÃÇÓÅÂ.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÕÇÓÏËÐ "ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ"
ËÏÇÇÕ ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍËÌ ÔÏÞÔÎ Ë ÕÇÑÓËâ ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÑÆËÐ ËÊ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÓÂÊÆÇÎÑÄ
ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÑÕÍÓÞÕÞØ ÔËÔÕÇÏ.
±ÑâÔÐËÏ àÕÑ ÑÃÜÇÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ.

£ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
"ÂÕÑÏÞ", ÍÂÍ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÇ ÇÆËÐËÙÞ,
ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÎËÛß ÐÂ ÒÇÓÄÑÌ ÔÕÂÆËË ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÕÇÑÓËË
ÒÓË ÄÞÃÑÓÇ ËÔØÑÆÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÏÂÍÓÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. "²ÂÃÑÚËÏË" âÄÎâáÕÔâ ÒÓËÃÎËÉÇÐ-
ÐÞÇ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ "ÏÇØÂÐËÍË
ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆ". ¯Â ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÑÒËÔÂÐËâ ì
àÕÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�r; r; t�. µÓÂÄÐÇÐËâ £ÎÂÔÑÄÂëÂÐÆÂÖ ÆÎâ
ÒÎÂÊÏÞ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ×ËÊËÍÇ ÕÄÇÓÆÑÅÑ
ÕÇÎÂ Ë Õ.Æ. ©ÆÇÔß ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÒÑÐâÕËÇ "ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ"
Ä ÛÇÔÕËÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ËÏÒÖÎßÔÑÄ.

¯Â ÖÓÑÄÐÇ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÑÔÐÑÄÑÌ ÔÎÖÉÂÕ ÆËÔÔËÒÂ-
ÕËÄÐÞÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ "ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ" ÆÎâ
ÎÑÍÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÒÎÑÕÐÑÔÕË r�r; t�, ÔÍÑÓÑÔÕË u�r; t� Ë ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ
T�r; t�. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÓË ÇÜÇ ÃÑÎÇÇ ÅÓÖÃÑÏ ÑÒËÔÂÐËË
ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ØËÏËÚÇÔÍÑÌ ÍËÐÇÕËÍË
ÆÎâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËÌ ØËÏËÚÇÔÍË ÓÇÂÅËÓÖáÜËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ.
±ÑÔÎÇÆÐËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕ ÆÄËÉÇÐËÇ, ÑÔÓÇÆÐÇÐÐÑÇ ÒÑ
ÑÃÝÇÏÖ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. °ÐË ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâáÕ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ.

¯Â ÄÔÇØ ÕÓÇØ ÖÓÑÄÐâØ ÑÒËÔÂÐËâ ì ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÏ,
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ, ØËÏËÚÇÔÍÑÌ ÍËÐÇÕËÍË ÏÞ ËÏÇÇÏ
ÆÇÎÑ Ô ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÏË ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË
ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÆÎâ ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÞØ (ÐÇÔÎÖÚÂÌÐÞØ)
×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÊÐÑÌ ÔÎÑÉÐÑÔÕË. ´ÂÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÉÐÑ
ÐÂÊÄÂÕß ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË "ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆ".
´ÂÍÑÇÐÂÊÄÂÐËÇÑÕÎËÚÂÇÕËØÑÕÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ìÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ±ÓËÏÇÓÑÏ ÒÑÔÎÇÆ-
ÐËØÏÑÅÖÕ ÔÎÖÉËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÇÑÓËË ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÆÎâ
ÒÖÎßÔËÓÖáÜËØ ì ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ.

±ÓË ÎáÃÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÑÒËÔÂÐËâ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÇ ÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍËÇ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÖÎÖÚÛÇÐÞ ì ÒÓËÃÎËÉÇÐÞ Í ÕÑÚÐÞÏ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ËÔØÑÆÐÑÌ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË
ÔËÔÕÇÏÞ, ÒÖÕÇÏ ÖÚÇÕÂ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ, ÐÂÎËÚËÇ ÍÑÕÑÓÞØ
ÑÕÓÂÉÂÇÕ "ÂÕÑÏÂÓÐÖá" ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ "ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ".
¯ÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß ÖÚÇÕÂ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÔÎÇÆÖÇÕ Ë ËÊ ×ÎÖÍÕÖÂ-

ÙËÑÐÐÑ-ÆËÔÔËÒÂÙËÑÐÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÏÇáÕ
ÏÇÔÕÑ ÐÂ ÄÔÇØ ÖÓÑÄÐâØ ÑÒËÔÂÐËâ.

¥Îâ ÓÂÔÚÇÕÂ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÆÄÂ ÑÃÜËØ
ÏÇÕÑÆÂ. ±ÇÓÄÞÌ ËÊ ÐËØ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÓÇÛÇÐËË ÔËÔÕÇÏÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ËÎË ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ.
¿ÕÑ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÌ Ë ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÓÂÔÚÇÕÂ
ÍÂÍ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ, ÕÂÍ Ë ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ.
£ÕÑÓÑÌ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÓÇÛÇÐËË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ, ÅËÆÓÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, Â ÕÂÍÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ØËÏËÚÇÔÍÑÌ ÍËÐÇ-
ÕËÍË Ô ÄÍÎáÚÇÐËÇÏ Ä ÐËØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ì "ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÂÐÉÇÄÇÐÂ", ÑÕÓÂÉÂáÜËØ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ "ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ". °ÐË ÃÞÎË ÄÒÇÓÄÞÇ ÄÄÇ-
ÆÇÐÞ ÂÐÉÇÄÇÐÑÏ Ä ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ, ÐÑ
ÎËÐÇÌÐÑÇ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ.

¥ËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ âÄÎâáÕÔâ,
ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÂâ ÊÂÆÂÚÂ ì ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ËÔÕÑÚÐË-
ÍÑÄ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÆÎâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÍÂÍ ÆÎâ ÓÂÄÐÑÄÇÔ-
ÐÞØ, ÕÂÍ Ë ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ.ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË àÕËØ
ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ âÄÎâáÕÔâ, Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË.

¦ÔÎË àÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÓÇÛÇÐÂ, ÕÑ ÑÕÍÓÞÄÂÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß
ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ä "ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆÂØ"
ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ì
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑÌ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË Ë
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË, Â ÕÂÍÉÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑÌ ØËÏËÚÇÔÍÑÌ
ÍËÐÇÕËÍË. ±ÓË àÕÑÏ ÓÑÎß "ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ" ËÅÓÂáÕ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÅËÆÓÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË Ë ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË.

µÚÇÕ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä "ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÇ" ÐÇÑÃØÑÆËÏ ÆÎâ
ÑÒËÔÂÐËâ ÏÐÑÅËØ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ âÄÎÇÐËÌ. ¿ÕÑ ÒÓÇÉÆÇ
ÄÔÇÅÑ ÔÂÏÑÅÑ "ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ"
ÏÂÎÞØ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÉËÆÍÑÔÕË. ¥Îâ ÇÅÑ
ÑÒËÔÂÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏ ÖÚÇÕ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÔÓÇÆÞ. ¿ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÒÖÕÇÏ ÄÄÇÆÇÐËâ
Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÂÐÉÇÄÇÐÂ. ®Þ
ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÔÂÏÑ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÇÔÕß ÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ÂÕÑÏÂÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÔÓÇÆÞ.

²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÚÕÑ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÆÑÎÉËÕß ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐËÇ
âÄÎÇÐËÌ, ÑÃÝâÔÐÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ. ¿ÕÑ Ë ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÇ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÔÄÇÕÂ. ¿ÕÑ Ë
ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÇ ×ÂÊÑÄÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÑËÔØÑÆâÕ
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÓÂÊÓÖÛÇÐËá "ÔÕÂÓÑÅÑ" ÔÑÔÕÑâÐËâ ÐÂÓÂÔÕÂá-
ÜËÏË ÒÑ ÏÇÓÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ Í ÕÑÚÍÇ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ
×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË. ¿ÕÑ, ÐÂÍÑÐÇÙ, Ë ÃÇÔÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÐÇÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔÐÞÇ ×ÂÊÑÄÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ, ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÍÑÕÑÓÞØ
×ÑÓÏËÓÖáÕ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÔÂÏÑÑÓÅÂÐËÊÂÙËË.

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÔÎÖÚÂâØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË
ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÓÂÔÔÚËÕÂÐÞ Ä
ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ´ÂÍÂâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÊÂÎÑÉÇÐÂ Ä
ÔÂÏÑÏ ÒÑÐâÕËË "ÔÒÎÑÛÐÂâ ÔÓÇÆÂ". °ÐÑ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ "ÕÑÚÍË" ÍÂÍ ×ËÊËÚÇÔÍË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÅÑ
ÑÃÝÇÏÂ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÅÑ ÏÐÑÅÑ ÚÂÔÕËÙ. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ àÕÑÏÖ ÄÑ
ÏÐÑÅËØ ÔÎÖÚÂâØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË âÄÎâáÕÔâ ÏÂÎÞÏË Ë ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËÇ ¤ÂÖÔÔÂ ÆÎâ ÓÂÔÚÇÕÂ ÆÂÉÇ ÎÑÍÂÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
âÄÎâÇÕÔâ à××ÇÍÕËÄÐÞÏ. ³ËÕÖÂÙËâ, ÑÆÐÂÍÑ, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÏÇÐâÇÕÔâ, ÍÑÅÆÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÒÓËÃÎËÉÂÇÕÔâ Í ÑÆÐÑÌ ËÊ
ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÕÑÚÇÍ. ©ÆÇÔß ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ¤ÂÖÔÔÂ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÖÉÇ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ Ë ÐÇÑÃØÑÆËÏÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ
ÕÇÑÓËâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ. ²ÑÎß ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä
ÇÜÇ ÃÑÎßÛÇÌ ÏÇÓÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÐÇÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔÐÞØ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ.

¥Îâ ÓÂÔÚÇÕÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÔÎÖÚÂâØ ÃÑÎÇÇ à××ÇÍÕËÄÐÞÏË ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÕÇØ
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ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÄÇÎËÚËÐ, ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÂâ ÆËÐÂÏËÍÂ
ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË
ÂÐÉÇÄÇÐÂ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇ-
ÏÞÏ ÖÒÓÂÄÎâáÜËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (master equations). ¬ ËØ
ÚËÔÎÖ ÑÕÐÑÔâÕÔâ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ.

µÒÓÂÄÎâáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÔÎÖÚÂâØ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂáÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏË ÒÑ ×ÖÐÍÙËâÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ¯ÇÎË-
ÐÇÌÐÑÔÕß ËÔØÑÆÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÑÕÓÂÉÂÇÕÔâ
ÕÇÏ, ÚÕÑ ÄØÑÆâÜËÇ Ä ÐËØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ë
ÕÓÇÐËâ ÊÂÄËÔâÕ ÔÂÏË ÑÕ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ.

´ÇÑÓËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÑÚÇÐß
ÃÑÎßÛÂâ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÂ. °ÔÐÑÄÑÒÑÎÂÅÂáÜËÇ ÓÂÃÑÕÞ ¿ÌÐÛ-
ÕÇÌÐÂ Ë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [1]. £ àÕÑÕ ÔÃÑÓÐËÍ
ÄÍÎáÚÇÐÞ Ë ÆÄÇ ÑÃÊÑÓÐÞÇ ÓÂÃÑÕÞÀ.¡. ¬ÓÖÕÍÑÄÂ Ë ¢.ª.
¥ÂÄÞÆÑÄÂ. £ ÓâÆÇ ÓÖÍÑÄÑÆÔÕÄ ÒÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ×ËÊËÍÇ Ë
×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÍËÐÇÕËÍÇ [2ë9] ËÏÇáÕÔâ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÇ ÓÂÊ-
ÆÇÎÞ, ÒÑÔÄâÜÇÐÐÞÇ Ä ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÌ ÏÇÓÇ ÎËÐÇÌÐÑÌ
ÕÇÑÓËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ, ÍÑÅÆÂ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ Ë ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÞ. ®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÑÃÑ-
ÔÐÑÄÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÃÂÊËÓÖÇÕÔâ
ÐÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÓÂÃÑÕÂØ ¡.¯. ¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ.

£ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ ÐÂÚÂÎÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ ÓÂÊÄËÄÂÕßÔâ
ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ [5ë26]. £
ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÑÐÂ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÑÆËÐ ËÊ ÑÔÐÑÄÐÞØ
ÓÂÊÆÇÎÑÄ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÑÕÍÓÞÕÞØ
ÔËÔÕÇÏ. ±ÓËÏÇÐÇÐËâ àÕÑÌ ÕÇÑÓËË ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÑÃÛËÓÐÞ.
°ÕÏÇÕËÏ ÆÎâ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË ÎËÛß ÆÄÂ ÑÃÊÑÓÂ, ÒÑÔÄâÜÇÐ-
ÐÞØ ÕÇÑÓËË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä ÎÂÊÇÓÂØ [20, 21].

°ÆÐÂÍÑ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÃÑÎßÛËÇ ÖÔÒÇØË, Ä ÓÂÊÄËÕËË
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ËÏÇÇÕÔâ ÓâÆ
ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞØ ÄÑÒÓÑÔÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÐÂÛÎË ÇÜÇ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÔÄÇÜÇÐËâ Ä ËÏÇáÜËØÔâ ÑÃÊÑÓÂØ. £ÑÔ-
ÒÑÎÐÇÐËá àÕÑÅÑ ÒÓÑÃÇÎÂ Ë ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÐÂÔÕÑâÜÂâ ÓÂÃÑÕÂ.
ªÊ ÄÔÇÅÑ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊËâ ÄÑÒÓÑÔÑÄ ÄÞÃÓÂÐÞ ÎËÛß ÕÇ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÑÔÐÑÄÖ ÕÇÑÓËË.

¿ÕÑ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÔÑÒÑÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÞØ ÔÒÑ-
ÔÑÃÑÄ ÑÒËÔÂÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ. £
ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÞØ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂØ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÒÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ Ë ×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ ÔÑÆÇÓÉÂÐËá
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÂÐÉÇÄÇÐÂ Ë ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ. ³ÓÇÆË ÐËØ
ÄÞÆÇÎâáÕÔâ ÕÓË ×ÑÓÏÞ ÊÂÒËÔË ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ Ë ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ì ×ÑÓÏÂ ªÕÑ (I-
form), ×ÑÓÏÂ ³ÕÓÂÕÑÐÑÄËÚÂ (S-form) Ë "¬ËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ
×ÑÓÏÂ" (K-form) [17ë19].

£ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß ÆÑÒÑÎÐËÕÇ-
ÎßÐÑÅÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ, ÒÑÊÄÑÎâáÜÇÅÑ ÄÞÆÇÎËÕß ËÊ
ÐËØ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÑÔÐÑÄÂÐÐÖá Ô ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
×ÑÓÏÖ ÊÂÒËÔË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ë
ÒÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÖÒÓÂÄÎâáÜËØ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ (master equations). ©ÆÇÔß ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÄÞÃÑÓÂ ÐÂËÃÑ-
ÎÇÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ×ÑÓÏÞ ÊÂÒËÔË ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÆÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÂÓÅÖÏÇÐÕÞ. ³ÑÒÑÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÂÎßÕÇÓ-
ÐÂÕËÄÐÞØ ×ÑÓÏ ÊÂÒËÔË ËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÕÔâ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ [19].

¬ ÚËÔÎÖ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞØ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Ë ÄÑÒÓÑÔ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ f�r; v; t� Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�r; t� ÃÓÑÖ-
ÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ. °ÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÂÐÂÎÑÅËâ

àÕÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ Ô ÒÇÓÇØÑÆÑÏ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍË. °ÐÂ ÔÎÖÉËÕ ÑÔÐÑÄÑÌ ÆÎâ
ÄÄÇÆÇÐËâ Ä ÕÇÑÓËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÅÑ
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ [27, 28], ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÒÇÓÇØÑÆ Í ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ¬ÓÂÏÇÓÔÂ [11, 12, 29, 30] ÆÎâ
ÑÒËÔÂÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÃÇÊ ÒÓË-
ÄÎÇÚÇÐËâ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ.

ªÊÎÑÉÇÐËÇ ËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÕÔâ ÒÓËÏÇÓÂÏË ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÒÂÔÔËÄÐÞØ Ë ÂÍÕËÄÐÞØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÔËÔÕÇÏÂØ. ²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓËÏÇÓÞ ÃÓÑÖ-
ÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓË ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ Ë ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ
×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÂØ. £ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÕÇÑÓËË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ.

¥Îâ ÙÇÎßÐÑÔÕË ÍÂÓÕËÐÞ ËÊÎÑÉÇÐËÇ ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ Ô
ÍÓÂÕÍÑÅÑ ÐÂÒÑÏËÐÂÐËâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÎËÐÇÌ-
ÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ.

2. ¥ÄÂ ÔÒÑÔÑÃÂ ÑÒËÔÂÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ

2.1. µÓÂÄÐÇÐËÇ ÂÐÉÇÄÇÐÂ
±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÖá ÚÂÔÕËÙÖ Ä ÄËÆÇ ÛÂÓËÍÂ
ÓÂÆËÖÔÂ a Ë ÏÂÔÔÞ M. ¹ÇÓÇÊ v ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÖá
ÔÍÑÓÑÔÕß ÚÂÔÕËÙÞ Ë ÉËÆÍÑÔÕË. ±ÓË ÆÄËÉÇÐËË Ä ÉËÆÍÑÔÕË
ÛÂÓËÍ ËÔÒÞÕÞÄÂÇÕ ÔËÎÖ ÕÓÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ
ÊÐÂÚÇÐËË v ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ³ÕÑÍÔÂ:

F � ÿMgv; g � 6pa
M

Z; Z � rn; �2:1�

gì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÕÓÇÐËâ. °Ð ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÄâÊÍÑÔÕË Z.

µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÛÂÓËÍÂ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÎËÛß ÔËÎÞ
ÕÓÇÐËâ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ. °ÐÑ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ¥Îâ
ÖÚÇÕÂ ÂÕÑÏÂÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÉËÆÍÑÔÕË ÂÐÉÇÄÇÐ ÄÄÇÎ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÖá
ÔËÎÖ FL �My�t�:

dr

dt
� v;

dp

dt
� gp � F0 �My�t�; F0 � ÿgradU: �2:2�

©ÆÇÔß ÖÚÕÇÐÂ ÕÂÍÉÇ ÄÐÇÛÐââ ÔËÎÂ F0, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔËÎÂ
ÕâÉÇÔÕË.

ªÕÂÍ, Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ÆÄËÉÇÐËâ ËÏÇáÕÔâ ÕÓË ÔËÎÞ. ¿ÕÑ
ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÔËÎÂ ³ÕÑÍÔÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ë Ä
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÄÐÇÛÐââ ÔËÎÂ Ë, ÐÂÍÑ-
ÐÇÙ, ÔËÎÂ ÂÐÉÇÄÇÐÂ. °ÐÂ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ
ÄÓÇÏÇÐË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÐÂÎËÚËÇ ÂÕÑÏÂÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ
ÉËÆÍÑÔÕË.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÔÓÇÆÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË
ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ Ë ÄÐÇÛÐââ ÔËÎÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ´ÑÅÆÂ ÄÔÇ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔËÎÞ ÓÂÄÐÑÒÓÂÄÐÞ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇ-
ÎßÐÑ, ÇÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá. ¬ÂÍÑÄÂ ÉÇ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÄÕÑÓÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ hyi�t� yj�t0�i? ®ÑÉÐÑ ÔÚË-
ÕÂÕß, ÚÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÊÐÂÚÇÐËÌ ÔËÎÞ
ÂÐÉÇÄÇÐÂ tLcor ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ÄÓÇÏÇÐË ÓÇÎÂÍÔÂÙËË
trel � 1=g ÊÂ ÔÚÇÕ ÔËÎÞ ÕÓÇÐËâ, Õ.Ç.

tLcor 5 trel � 1

g
: �2:3�

£ ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ àÕÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ ÄÓÇÏâ
ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÓËÐËÏÂÇÕÔâ ÐÖÎÇÄÞÏ. ´ÂÍÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ
ËÔÕÑÚÐËÍ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ d-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞÏ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ
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ÕÂÍÉÇ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÓÂÊÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔËÎÞ ÂÐÉÇÄÇÐÂ
ÐÇ ÍÑÓÓÇÎËÓÖáÕ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÐË ÑÆÐÑ ËÊ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÐÇ ÄÞÆÇÎÇÐÑ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËØÑÆËÏ Í
ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ ÆÎâ ÆÄÖØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ:

hyi�t�i � 0; hyi�t�yj�t0�i � 2Ddijd�tÿ t0�: �2:4�
©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ 2D ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÂ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ì ÔÓÇÆÐÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÕÑÎÚÍÑÄ ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÞ ÂÕÑÏÑÄ ÔÓÇÆÞ. ®ÐÑÉËÕÇÎß 2 ÄÄÇÆÇÐ,
ÚÕÑÃÞ ÄÇÎËÚËÐÂ D Ä ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË (ÔÏ. ÐËÉÇ)
ËÅÓÂÎÂ ÓÑÎß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË.

´ÂÍ ÍÂÍ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (2.3), ÕÑ ÇÔÕß
ÑÔÐÑÄÂÐËÇ ÔÚËÕÂÕß ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ y�t� ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ
¤ÂÖÔÔÂ. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÊÐÂÕß ÆÄÂ ÒÇÓÄÞØ ÏÑÏÇÐÕÂ.

µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ Ô ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÄÔÇ ÉÇ
ÇÜÇ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÞ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÐÂÏ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß
ÛÖÏÂ D. ¥Îâ ÇÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÂÆÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÖÔÎÑÄËÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÏÇÉÆÖ ÃÓÑÖ-
ÐÑÄÔÍËÏË ÚÂÔÕËÙÂÏË Ë ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÑÌ. ³ ÖÚÇÕÑÏ
àÕÑÅÑ Ë ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ

D � g
kT

M
; �2:5�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÂÐÉÇÄÇÐÂ
Ô ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÏ ×ÂÍÕÑÓÑÏ g Ë ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ T. ¿ÕÂ
×ÑÓÏÖÎÂ âÄÎâÇÕÔâ ËÔÕÑÓËÚÇÔÍË ÒÇÓÄÞÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËÑÐÐÑ-ÆËÔÔËÒÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ.

2.2. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ
µÓÂÄÐÇÐËÇ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ì ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂ-
ÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÂÓâÆÖ Ô ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÞÏË
ÔÑÆÇÓÉËÕ Ë ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÔËÎÞ. ³ÎÖÚÂÌÐÞÏË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÕÂÍÉÇ Ë ÎáÃÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ. ±Ñ ÓÇÛÇÐËá àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ.

ªÏÇÇÕÔâ, ÑÆÐÂÍÑ, Ë ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÑÒËÔÂÐËâ
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ. °Ð ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÓÇÛÇÐËË ÍËÐÇÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�r; v; t�
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÛÇÔÕËÏÇÓÐÑÏ ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ r; v. ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ ÆÎâ ÓÂÊÓÇÉÇÐÐÑÅÑ ÅÂÊÂ. £ ÕÇÑÓËË
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÑÔËÕ
ÐÂÊÄÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ËÎË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¬ÓÂÏÇÓÔÂ. ±ÇÓÄÑÇ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÃÑÎÇÇ ÒÓËÐâÕÑ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ.

±ÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÑÒËÔÂÐËâ
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÄÇÔÕË ÂÐÔÂÏÃÎß
ÐÇÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ ì ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÌ ÂÐÔÂÏÃÎß ¤ËÃÃÔÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÏÞ ÑÕÍÂÊÞÄÂÇÏÔâ
ÑÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÔÎÇÉÇÐËâ ÊÂ ÑÕÆÇÎßÐÞÏË ÚÂÔÕËÙÂÏË, Â
ËÔÔÎÇÆÖÇÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÐÇÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜËØ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÛÇÔÕËÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.
´ÇÏ ÔÂÏÞÏ, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÔÐÑÄÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ñ "ÔÒÎÑÛ-
ÐÑÌ ÔÓÇÆÇ", ÐÑ ÕÇÒÇÓß ËÊ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ. ®ÑÉÐÑ
ÒÓÑÄÇÔÕË ÂÐÂÎÑÅËá Ô ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÑÌ. ´ÑÅÆÂ ÏÇÕÑÆ
ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÃÖÆÇÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß ÏÇÕÑÆÖ ÂÅÓÂÐÉÂ, Â
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÌ ì ÏÇÕÑÆÖ ¿ÌÎÇÓÂ.

µÓÂÄÐÇÐËÇ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ
ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÔÒÑÔÑÃÂÏË, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÍÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ, ÐÂ
ÑÔÐÑÄÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÐÉÇÄÇÐÂ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (2.2), ËÏÇÇÕ ÄËÆ

qf
qt
� v

qf
qr
ÿ 1

M

qU
qr

qf
qv
� D

q2f
qv2
� q
qv
�gvf� � IFÿP: �2:6�

±Ñ ÔÆÇÎÂÐÐÑÏÖ ÆÑÒÖÜÇÐËá ÏÇÉÆÖ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËÏË ÚÂÔÕË-
ÙÂÏË Ë ÔÓÇÆÑÌ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËÇ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ. ´ÑÅÆÂ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÓÇÎÂÍÔËÓÖÇÕ Í
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá®ÂÍÔÄÇÎÎÂë¢ÑÎßÙÏÂÐÂ:

f�r; v� � C exp

�
ÿ�Mv2=2� �U�r�

kT

�
;

�
f dr dv � 1: �2:7�

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂë
±ÎÂÐÍÂ Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ (2.5).

3. ¢ÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ Ä ÔÓÇÆÇ
Ô ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÕÓÇÐËÇÏ. ´ÓË ×ÑÓÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÂÐÉÇÄÇÐÂ Ë ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÕÓÇÐËâ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË:

g�v� � g�ÿv�;

ÐÂÒÓËÏÇÓ,

g�v� � g�1� bv3�: �3:1�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÖÔÎÑÉÐâáÕÔâ. ±ÓÇ-
ÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÛÖÏÂ ÕÂÍÉÇ ÆÑÎÉÐÂ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ
ÔÍÑÓÑÔÕË. ¿ÕÑ ÇÔÕß ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑ-ÆËÔÔËÒÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÒÓË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÕÓÇÐËË:
D � D�v�. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ àÕÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÑâÄÎâÇÕÔâ Ë
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ÔËÎÂ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
ÑÕ ×ÖÐÍÙËË D�v�. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß ÇÇ ÄÄÇÆÇÐËâ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ÐËÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ. ³ ÖÚÇ-
ÕÑÏ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÒÓËÐËÏÂáÕ ÕÇÒÇÓß ÄËÆ:

dr

dt
� v;

dv

dt
� g�v�v� 1

M

qU
qr
� a

qD
qv
�

����������
D�v�

p
y�t�: �3:2�

©ÆÇÔß Ä ÔËÎÇ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÖÉÇ ÄÞÆÇÎÇÐÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ, ÒÑàÕÑÏÖ ÏÑÏÇÐÕÞ ËÔÕÑÚÐËÍÂ y�t�
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË:

hy�t�i � 0; hyi�t�yj�t0�i � 2dijd�tÿ t0�: �3:3�

µÓÂÄÐÇÐËâÂÐÉÇÄÇÐÂ ÔÐÑÄÂ âÄÎâáÕÔâ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÞÏË
Ë Ä ÃÑÎßÛÇÌ ÏÇÓÇ, ÚÇÏ ÓÂÐßÛÇ. ´ÇÒÇÓß ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ
âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËâ D�v� Ë Ä ÆÑÒÑÎÐÇÐËÇ Í àÕÑÏÖ ÇÜÇ Ë
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ a ÒÇÓÇÆ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÑÕ ×ÖÐÍÙËË D�v�. ¥Îâ
ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÅÑ ËØ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÃÖÆÖÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÆÄÂ
ÖÔÎÑÄËâ. ¿ÕÑ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ
ÏÇÉÆÖ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËÏË ÚÂÔÕËÙÂÏË Ë ÔÓÇÆÑÌ. ¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ
ÒÓËÄÑÆËÕ, ÑÆÐÂÍÑ, Í ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ
×ÖÐÍÙËâÏË D�v� Ë g�v�. ËÛß ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏ ÄÞÃÑÓÇ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ a àÕÂ ÔÄâÊß ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÌ Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓËÐâÕÑÌ ×ÑÓÏÑÌ ¶¥³. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÄÕÑÓÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ì ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ×ÑÓÏÞ ¶¥³. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÇ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÆÎâ ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ô ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÕÓÇÐËÇÏ:

D�v� � g�v� kT
M
: �3:4�

³ÑÑÃÓÂÉÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓËÄÇÎË ÐÂÔ Í ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÏÖ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ, Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÇÑÓËË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕÔâ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏË, ÚÕÑ
ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÞÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÆÂÉÇ Ë ÐÇ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ
[4, 9]. ¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÎÇÆÖÇÕ,
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Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ ÆÎâ ÔÏÇÔË ÕâÉÇÎÞØ
Ë ÎÇÅÍËØ ÚÂÔÕËÙ (ÔÏ. ÐËÉÇ), Â ÕÂÍÉÇ ËÊ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÐÆÂÖ ËÎË ¢ÂÎÇÔÍÖëÇÐÂÓÆÂ ÆÎâ ÒÎÂÊÏÞ.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÄËÆÂ (3.4)
âÄÎâÇÕÔâ ÒÓâÏÞÏ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ. ±ÓÑÃÎÇÏÞ ÄÑÊÐËÍÂáÕ, ÑÆÐÂÍÑ, ÍÑÅÆÂ
ËÔØÑÆÐÞÏË ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ ÔÎÖÉÂÕ ÐÇ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÇ, Â ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ì ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÐÉÇÄÇÐÂ.

´ÑÅÆÂ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÓÂÍÕÑÄÍË
ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ d-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞÇ ËÔÕÑÚÐËÍË
ÂÐÉÇÄÇÐÂ, ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÓÂÊÐÞÇ ÔÒÑÔÑÃÞ ÑÒËÔÂÐËâ ÔÕÑØÂ-
ÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ä ÔËÔÕÇÏÂØ Ô ÑÆÐËÏ Ë ÕÇÏ ÉÇ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÕÓÇÐËÇÏ. ±ÓË àÕÑÏ ÐÂËÃÑÎÇÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏË
âÄÎâáÕÔâ ÕÓË ÓÂÊÐÞØ ×ÑÓÏÞ ÊÂÒËÔË ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÂÐÉÇÄÇÐÂ, ÕÂÍ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¶ÑÍÍÇÓÂë
±ÎÂÐÍÂ. °ÆÐÂ ËÊ ÐËØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÓÂÍÕÑÄÍÇ ÏÂÕÇÏÂ-
ÕËÍÂ ªÕÑ (I-form), ÄÕÑÓÂâ ì ÕÓÂÍÕÑÄÍÇ ³ÕÓÂÕÑÐÑÄËÚÂ (S-
form). ´ÓÇÕßâ âÄÎâÇÕÔâ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÍËÐÇÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË (K-form) [11ë15, 17ë19].

¹ÕÑÃÞ ÒÑÍÂÊÂÕß ÑÕÎËÚËÇ àÕËØ ÕÓÇØ ×ÑÓÏ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÕÓÇÐËË, ÑÔÖÜÇ-
ÔÕÄËÏ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÐÉÇÄÇÐÂ (3.2) Í ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÏÖ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ì ÖÓÂÄÐÇÐËá
¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�r; v; t�.
¢ÖÆÇÏ ÒÓË àÕÑÏ ÔÎÇÆÑÄÂÕß ÏÇÕÑÆÖ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÛËÓÑÍÑ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ
ÅÂÊÑÄ Ë ÒÎÂÊÏÞ [9].

£ÄÇÆÇÏ, ÍÂÍ Ë Ä ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÅÂÊÂ, ÏËÍÓÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍÖá ×ÂÊÑÄÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ä 6-ÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ r; v:

N�r; v; t� �
X
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d�rÿ ri�t�d�vÿ vi�t��: �3:5�

°ÕÎËÚËÇ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ. £ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË
ÅÂÊÑÄ Ë ÒÎÂÊÏÞ ×ÖÐÍÙËË ri�t�; vi�t� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ
ÑÃÓÂÕËÏÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ ÂÕÑÏÑÄ ËÎË ÊÂÓâ-
ÉÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÒÎÂÊÏÞ. ´ÇÒÇÓß ÉÇ àÕË ×ÖÐÍÙËË âÄÎâáÕÔâ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÏË ÆËÔÔËÒÂ-
ÕËÄÐÞÏ Ë, Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ
ÂÐÉÇÄÇÐÂ (3.2). ¦ÔÕß Ë ÇÜÇ ÑÆÐÑ ÑÕÎËÚËÇ ì ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍËÇ ÚÂÔÕËÙÞ ÐÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÕ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÓÇÆÂ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ "ËÆÇÂÎßÐÞÌ ÅÂÊ", ÕÑ ÄÏÇÔÕÑ ×ÂÊÑÄÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
(3.5) ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÑÆÐÑÚÂÔÕËÚÐÑÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ:

f � d��r; v; t� � d�rÿ r�t��d�vÿ v�t��;
�
f � d� dr dv � 1:

�3:6�

¶ÖÐÍÙËË r�t�; v�t�, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÂÐÉÇ-
ÄÇÐÂ (3.2). ³ ÖÚÇÕÑÏ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä ÄËÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË:

qf � d�

qt
� v

qf � d�

qr
ÿ 1

M

qU
qr

qf �d�

qv
�

� q
qv

��
g�v�v� a

qD
qv

�
f � d�
�
ÿ q
qv

� ����������
D�v�

p
y�t�f � d�

�
:

�3:7�

ªÔÍÑÏÑÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓ-
ÄÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ:

f�r; v; t� � hf � d�i i fluktuaciq df � f � d� ÿ f: �3:8�

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.7) ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ¤ËÃÃÔÂ Ë
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

qf
qt
� v

qf
qr
ÿ 1

M

qU
qr

qf
qv
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� q
qv
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qD
qv
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qv
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p
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: �3:9�

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÏÍÐÖÕÞÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÐÇÅÑ
ÐÂÓâÆÖ Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f ÄØÑÆËÕ Ë ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ
hy�t�dfi. ©ÆÇÔß ÖÚÕÇÐÑ, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ hy�t�i ÓÂÄÐÑ
ÐÖÎá.

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÐÂÆÑ, ÍÂÍ Ë Ä
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÅÂÊÂ, ÄÞÓÂÊËÕß ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÍÑÓÓÇ-
ÎâÕÑÓ ÚÇÓÇÊ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ f. ¿ÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÂâ,
ÚÇÏ ÄÞÄÑÆ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ
ËÔØÑÆÐÞÏË âÄÎâáÕÔâ ÐÇ ÑÃÓÂÕËÏÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÂÏËÎß-
ÕÑÐÂ, Â ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÐÉÇÄÇÐÂ. ²ÂÔÚÇÕ
ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂ ÒÓÑÄÑÆËÏ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ [9, 10, 17].

³ ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ f� d�; f ÐÂØÑÆËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË df. ±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÍÑÓÓÇÎâ-
ÕÑÓÂ hy�t�dfi ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÊÐÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË df ÎËÛß ÐÂ ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÒÑÓâÆÍÂ tL. ±Ñ àÕÑÌ
ÒÓËÚËÐÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË df ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÑÔÕÂÄËÕß
ÎËÛß ÚÎÇÐ Ô d-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞÏ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ y�t�. £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ:

qdf
qt
� ÿ q

qv

� ����������
D�v�

p
y�t�f�r; v; t�

�
: �3:10�

ªÊ ÐÇÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÍÑÏÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ:

df�r; v; t� � ÿ q
qv

� ����������
D�v�

p �1
0

y�tÿ t�f�r; v; tÿ t� dt
�
:
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±ÑÆÔÕÂÄËÏ àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ÚÎÇÐ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(3.9). ³ ÖÚÇÕÑÏ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓÂ hyi�t�yj�t0�i ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ:

ÿ q
qv

� ����������
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p
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� q
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p q
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±ÑÆÔÕÂÄËÏ ÇÅÑ Ä ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß (3.9). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ì ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ [17ë19]:

qf
qt
� v

qf
qr
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qU
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°ÐÑ, ÍÂÍ Ë ËÔØÑÆÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÐÉÇÄÇÐÂ, ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÇÜÇ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÏÍÐÖÕÞÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÐÇÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá D�v� Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕ a. ¹ÕÑÃÞ ÒÓÑÆÄË-
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ÐÖÕßÔâ ÆÂÎßÛÇ, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÔÐÑÄÂ ÖÔÎÑÄËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÏÇÉÆÖ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËÏË ÚÂÔÕË-
ÙÂÏË Ë ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÑÌ.

±ÓË àÕÑÏ ÖÔÎÑÄËË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ Ä
ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÆÑÎÉÐÑ ËÏÇÕß ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂë¢ÑÎßÙÏÂÐÂ (2.7). ±ÑÆÔÕÂ-
ÐÑÄÍÂ àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.13) ÆÎâ ÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

D�v� �
��

a� 1

2

� v

v2
qD�v�
qv
� g�v�

�
kT

M
: �3:14�

°ÐÑ ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ËÔÕÑÚÐËÍÂ D�v� Ô ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÞÏ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ g�v�, ÐÑ ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÌ ÒÑÍÂ ÇÜÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ a.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÕÓÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ D�v�, Õ.Ç. ÍÂÍ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑ-ÆËÔÔËÒÂÙËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ.
°ÆÐÂÍÑ ËÊ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÕÂÍÂâ
ÔÄâÊß ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ì ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐ-
ÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÏÖ ×ÂÍÕÑÓÖ.
¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÑÐÑ
ÆÑÎÉÐÑ ÔÄÑÆËÕßÔâ Í ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÏÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ¿ÌÐÛ-
ÕÇÌÐÂ (3.4). ¿ÕÑ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÞÃÑÓ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ Ë ÂÐÉÇÄÇÐÂ: a � ÿ1=2. £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ
ÕÓÇÐËË ÒÓËØÑÆËÏ Í "ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ" ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ [17ë19]:
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©ÂÒËÛÇÏ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÐÉÇÄÇÐÂ:

dr

dt
� v;

dv

dt
� g�v�v� 1

M

qU
qr
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qD
qv
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D�v�

p
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±ÑÆÄÇÆÇÏ ËÕÑÅË.
®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ, ØÑÕâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÒÑ ÆËÔÔË-

ÒÂÙËË âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ, ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÎËÐÇÌÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÔÓÇÆÞ Ä ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
D�v�; g�v� ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË.

¯ÂÓâÆÖ Ô "ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÑÌ" ÊÂÒËÔË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ Ä ÄËÆÇ (3.15) Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÛËÓÑÍÑ
ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ Ë ÆÓÖÅËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÐÉÇ-
ÄÇÐÂ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ.
ªÊ ÐËØ ÐÂËÃÑÎßÛÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÏÇáÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ªÕÑ
(I-form) Ë ³ÕÓÂÕÑÐÑÄËÚÂ (S-form). "¬ËÐÇÕËÚÇÔÍÖá
×ÑÓÏÖ" ÏÑÉÐÑ ÍÓÂÕÍÑ ÐÂÊÄÂÕß "K-form".

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ªÕÑ Ë ³ÕÓÂÕÑÐÑÄËÚÂ ÑÔÐÑÄÂÐÞ ÐÂ
ÓÂÊÐÑÌ ÕÓÂÍÕÑÄÍÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ, ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜËØ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔÕÑØÂ-
ÔÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌì ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÐÉÇÄÇÐÂ [11ë15, 17ë
19]. ¿ÕË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ, ØÑÕâ ÑÐË Ë ÑÔÐÑÄÞÄÂáÕÔâ ÐÂ
ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (ÊÆÇÔß
ÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (3.2) ÒÓË a � 0), ÐÑ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÑÕÎËÚÐÞÏ
ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ:
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Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ªÕÑ Ë
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Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ³ÕÓÂÕÑÐÑÄËÚÂ.
³ÑÒÑÔÕÂÄËÏ ÕÓË ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë

±ÎÂÐÍÂ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (3.13) ÒÓË ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a. ¶ÑÓÏÂ ªÕÑ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËá a � 1=2,
×ÑÓÏÂ ³ÕÓÂÕÑÐÑÄËÚÂ ì ÊÐÂÚÇÐËá a � 0 Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ,
"ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÂ" ì ÊÐÂÚÇÐËá a � ÿ1=2. ´ÑÎßÍÑ Ä
ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.14) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÃÑÃÜÇÐ-
ÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ.

©ÂÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.14)
ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË Í ×ÑÓÏÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ (3.4),
ÇÔÎË ÄÄÇÔÕË à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÕÓÇÐËâ:

D�v� � geff
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v2
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ªÔÒÑÎßÊÖâ àÕÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ, ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË Í "ÍËÐÇÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ" Ë ÑÃÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ
(3.13).

¿ÕÑ, ÑÆÐÂÍÑ, ÎËÛß ×ÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÐÇ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÒÓËÇÏ.
°ÔÕÂÇÕÔâ ÄÑÒÓÑÔ: "±ÑÚÇÏÖ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ
ÑÕÄÇÚÂáÕ ÕÓË ÓÂÊÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ?" £
ÕÂÍÑÌ ÔËÕÖÂÙËË Ô ÐÇËÊÃÇÉÐÑÔÕßá ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÐÇÑÃØÑÆË-
ÏÑÔÕß ÄÞÃÑÓÂ.

²ÂÊÎËÚËÇ ÕÓÇØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÒÓËÄÑÆËÕ
Ë Í ÕÓÇÏ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ×ÑÓÏÂÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÎâ ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ:

f�v� � C

�D�v��n exp
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f �v� dv � 1:
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©ÆÇÔß n � 1 ÆÎâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ªÕÑ, n � 1=2 ÆÎâ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËâ ³ÕÓÂÕÑÐÑÄËÚÂ Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, n � 0 ÆÎâ "ÍËÐÇÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ" ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ. ´ÑÎßÍÑ Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÂ-
ÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÑÄ, ÚÕÑ ÑÕÄÇÚÂÇÕ
ÑÃÜÇÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑ-ÆËÔÔËÒÂÙËÑÐÐÞØ ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËÌ.

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ÂÐÉÇÄÇÐÂ (3.2) ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑ-
ÎßÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a. ³ËÎÂ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
v, ÒÑàÕÑÏÖ ÇÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÑÕÎËÚÐÑ ÑÕ ÐÖÎâ. ¬ÑÓÓÇ-
ÎâÕÑÓ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏ ÑÒËÔÂÐÐÞÏ ÄÞÛÇ ÔÒÑÔÑÃÑÏ. £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ����������
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®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÑÐÑ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ a.
°ÔÕÂÇÕÔâ ÒÑÆÕÄÇÓÆËÕß ×ËÊËÚÇÔÍËÏË ÒÓËÏÇÓÂÏË

ÄÞÃÑÓ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ Ä "ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ
×ÑÓÏÇ" (3.15). ¿ÕÑ ÏÞ Ë ÔÆÇÎÂÇÏ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ.
£ÑÒÓÑÔ ÑÃ ÑÃÓÂÕÐÑÏ ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë
±ÎÂÐÍÂ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ [5]. ³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË
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Ä ÃÑÎßÛÇÌ ÏÇÓÇ ÑÃÑÔÐÑÄÂÐÐÞÏË ì ÒÇÓÄËÚÐÞÏË,
âÄÎâáÕÔâ ËÏÇÐÐÑ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ.

4. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÆÎâ ÅÂÊÂ
¢ÑÎßÙÏÂÐÂ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÂÊÓÇÉÇÐÐÞÌ ÅÂÊ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ËÏÇÇÕÔâ ÒÓË-
ÏÇÔß ÕâÉÇÎÞØ ÂÕÑÏÑÄ. ´âÉÇÎÞÇ ÂÕÑÏÞ ËÅÓÂáÕ ÓÑÎß
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÔÓÇÆÇ ËÊ ÂÕÑÏÑÄ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÅÂÊÂ.
°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ fp �r; p; t� ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÕÑ-
ÏÑÄ ÒÓËÏÇÔË Ë ÐÂÌÆÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ.

ªÔØÑÆÐÑÌ ÔÎÖÉËÕ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ ÆÎâ
×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÎÇÅÍËØ Ë ÕâÉÇÎÞØ ÂÕÑÏÑÄ. ¢ÖÆÇÏ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ ÕâÉÇÎÞØ ÂÕÑÏÑÄ
ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÏÂÎÂ, ÚÕÑ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÐÇÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞ. £ ËÐÕÇÅÓÂÎÇ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ ÕâÉÇÎÞØ Ë ÎÇÅÍËØ
ÚÂÔÕËÙ ÒÓÑÄÑÆËÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ ÏÂÎÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ:
jpÿ p0j=MvT ì ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá ËÊÏÇÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ
ÎÇÅÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Í ËÏÒÖÎßÔÖ ÂÕÑÏÂ ÒÓËÏÇÔË. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ:
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qpi

�
Ai�p�fp

�
:

�4:1�

±Ñ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÑÐÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá (3.15). ´Ç-
ÒÇÓß, ÑÆÐÂÍÑ, ÆË××ÖÊËâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÕÇÐÊÑÓÑÏDij�p�,
Â ÆËÔÔËÒÂÙËâ ì ÄÇÍÕÑÓÑÏ Ai�p�.

£ÑÊÏÑÉÐÞ ÆÄÇ ×ÑÓÏÞ ÊÂÒËÔË ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ àÕËØ
×ÖÐÍÙËÌ.

1. ´ÇÐÊÑÓ ÆË××ÖÊËË Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÄÞÓÂ-
ÉÂáÕÔâ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÅÂÊÂ ÎÇÅÍËØ ÚÂÔÕËÙ, ÍÑÕÑÓÂâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ.

2. ®ÑÉÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ [9, 17] Ë
ÄÞÓÂÊËÕß ÕÇÐÊÑÓÆË××ÖÊËËÚÇÓÇÊÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÖáÒÎÑÕÐÑÔÕß
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ "ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÓÂÔÔÇâÐËâ" dU, Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
ÕÓÇÐËâ ÚÇÓÇÊ ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÄÑÔÒÓËËÏ-
ÚËÄÑÔÕË a:

Dij�p� � 1

16p3

�
d�oÿ kv��dUdU�o; k; pkikj do dk; �4:2�

Ai�p� � 1

8p3

�
d�oÿ kv�ki Im a�o; k; p� do dk: �4:3�

°ÃÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÆ ËÐÕÇÅÓÂÎÂÏË ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ Ä ÔÄÑá
ÑÚÇÓÇÆß ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÎÇÅÍËØ ÚÂÔÕËÙ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ. £ ÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË, ÍÑÅÆÂ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÑÎßÙ-
ÏÂÐÂ âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, àÕË ×ÖÐÍÙËË
ÔÄâÊÂÐÞ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑ-ÆËÔÔËÒÂÙËÑÐÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇÏ:

�dUdU�o; k; p �
2

o
Ima�o; k; p�kT: �4:4�

³ ÖÚÇÕÑÏ àÕÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÖÃÇÉÆÂÇÏÔâ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËË
Dij�p�, Ai�p� ÔÄâÊÂÐÞ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ:

viDij vj
v2

� D�v� � g�v�kT;

g�v� � 1

�2p�3
�
d�oÿ kv� kv

v2
Im a�o; k; p� do dk: �4:5�

¬ÑÐÍÓÇÕÐÞÌ ÄËÆ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÕÓÇÐËâ ÑÕ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá a�o; k; p� ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙ ÅÂÊÂ.

°ÕÏÇÕËÏ ÇÜÇ ÓÂÊ, ÚÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË Ë
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÔËÎÞ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÑÕÓÂ-
ÉÂÇÕ ÐÂÎËÚËÇ ÂÕÑÏÂÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÔÓÇÆÞ. ¡ÕÑÏÂÓÐÂâ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂìËÔÕÑÚÐËÍ ÐÇÖÔÕÓÂÐËÏÑÅÑì "ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ"
ÛÖÏÂ. ¯ÂÓâÆÖ Ô ÐËÏ ÄÑÊÏÑÉÐÞ Ë ÓÂÊÎËÚÐÑÅÑ ÕËÒÂ
ÄÐÇÛÐËÇ ÛÖÏÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
Ë ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃoÂ ÎßÛËÏË ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÛÖÏÂ. ´ÇÏ ÐÇ
ÏÇÐÇÇ ÆÂÉÇ ÏÂÎÞÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ËÔÕÑÚÐËÍË ËÅÓÂáÕ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÖá ÓÑÎß. £ àÕÑÏ ÏÞ ÖÃÇÆËÏÔâ ÐÂ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ
ÒÓËÏÇÓÂØ. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÛÖÏÂ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Í ÓÂÊÎËÚÐÑÅÑ ÓÑÆÂ
ÍÓËÕËÚÇÔÍËÏ ÕÑÚÍÂÏ, ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÚÇÓÇÊ ÍÑÕÑÓÞÇ
ÏÇÐâÇÕÔâ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ì ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔ-
ÐÞÌ ËÎË ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÌ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ. ²ÑÔÕ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÌ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÆÄÇÔÕÐËÍÑÏ ÐÂÔÕÖÒÂáÜÇÌ ÒÇÓÇÔÕÓÑÌÍË.

5. µÓÂÄÐÇÐËÇ ³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ. µÒÓÂÄÎâáÜÇÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (master equation)

¯ÂÓâÆÖ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ Ä ÕÇÑÓËË ÃÓÑÖ-
ÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÛËÓÑÍÑ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ Ë ÆÓÖÅËÇ
×ÑÓÏÞ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ¿ÕÑ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ (ËÎË ¹ÇÒÏÇÐÂë¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ). °ÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÖÔÎÑÄËÇ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ ×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÓÂÊÐÞØ ÒÑÓâÆÍÑÄ.

°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ x ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ,
Â ÚÇÓÇÊ f�x; t�, f�x; t; x0; t0� ì ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, Ä ÆÂÐÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË Ë Ä ÆÄÂ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÓÇÏÇÐË t; t0. ªÔÒÑÎßÊÖÇÏ
ÆÄÂ ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ

f�x; t� �
�
f�x; t; x0; t0� dx0 �

�
�
f�x; tjx0; t0� f�x0; t0� dx0;

�
f�x; t� dx � 1: �5:1�

±ÇÓÄÑÇ ËÊ ÐËØ ÄÞÓÂÉÂÇÕ ÖÔÎÑÄËÇ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ, Â ÄÕÑÓÑÇ
ÄÄÑÆËÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÖÔÎÑÄÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ,
ÑÕÐÑÔâÜÇÇÔâ Í ÆÄÖÏ ÏÑÏÇÐÕÂÏ ÄÓÇÏÇÐË. ¦Ç ÒÓËÐâÕÑ
ÐÂÊÞÄÂÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÒÇÓÇØÑÆÂ. £ÄÇÆÇÏ ÆÎâ ÐÇÇ ÔÒÇ-
ÙËÂÎßÐÑÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ Ë ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÑÓÏË-
ÓÑÄÍË:

f�x; tjx0; t0� � p�x; t; x0; t0�;�
f�x; tjx0; t0� dx �

�
p�x; t; x0; t0� dx � 1:

´ÑÅÆÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (5.1) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

f�x; t� �
�
p�x; t; x0; t0� f�x0; t0� dx0; p�x; t; x0; t0� > 0: �5:2�

±ÖÕÇÏ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË Ä ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÊÐÂÚÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË
f�x0; t0� ÚÇÓÇÊ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ f�x0; t0� Ä ÃÑÎÇÇ ÓÂÐÐËÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ, ÄÍÎáÚÂá-
ÜÇÇ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÖá ÕÑÚÍÖ x0:

f�x; t� �
�
p�x; t; x0; t0� p�x0; t0; x0; t0� f�x0; t0� dx0 dx0: �5:3�

³ ÇÅÑ ÒÑÏÑÜßá ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÂ. ¥Îâ àÕÑÅÑ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË (5.3)
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ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (5.2) ÒÓË x0; t0 ! x0; t0. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË f�x0; t0�, ÕÑ ÏÞ ÏÑÉÇÏ
ÒÓËÓÂÄÐâÕß ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
Ë ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ:

p�x; t; x0; t0� �
�
p�x; t; x0; t0� p�x0; t0; x0; t0� dx0: �5:4�

¹ÕÑÃÞ ÄÇÓÐÖÕßÔâ ÑÕ ÐÇÅÑ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (5.3), ÐÂÆÑ ÖÏÐÑ-
ÉËÕß ÑÃÇ ÚÂÔÕË ÐÂ f�x0; t0� Ë ÄÞÒÑÎÐËÕß ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ
ÒÑ x0. £ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
(5.3) Í (5.2) Ë (5.1).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
âÄÎâáÕÔâ ÕÑÚÐÞÏË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÂØ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ Í
ÆÓÖÅÑÏÖ ÐÇ ÆÇÎÂÎËÔß ÍÂÍËÇ-ÎËÃÑ ÖÒÓÑÜÇÐËâ. £ ÚÂÔÕÐÑ-
ÔÕË, ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (5.2) ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�x; t�, f�x0; t0� ÚÇÓÇÊ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ. °ÆÐÂÍÑ àÕÑ ÇÜÇ ÐÇ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÕÂÍ
ÍÂÍ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÂ. ®ÑÉÐÑ ÎËÛß
ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ÑÐÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ³ÏÑÎÖ-
ØÑÄÔÍÑÅÑ (5.4) Ë ÖÔÎÑÄËá ÐÑÓÏËÓÑÄÍË. ¥Îâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ
ÊÂÏÍÐÖÕÑÅÑ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÂ,
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ Ñ ÔËÔÕÇÏÇ.
¬ÂÍÑÄÞ ÉÇ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÛÂÅË?

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÒÇÓÇÌÆÇÏ ÑÕ ÕÑÚÐÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (5.2)
Í ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÏÖ, ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏÖ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá. (£ ÂÐÅÎËÌÔÍÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ
ÕÇÓÏËÐ "master equation".) ¥Îâ àÕÑÅÑ ÔÆÇÎÂÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÑ-
ÉÇÐËÇ Ñ ÐÂÎËÚËË ÆÄÖØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ ÄÓÇÏÇÐË: "ÃÞÔÕÓÑÅÑ" Ë
"ÏÇÆÎÇÐÐÑÅÑ". ¯ÂÎËÚËÇ ÓÂÊÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ ÄÓÇÏÇÐË
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÑÔß ÒÓË ÊÂÒËÔË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÐÉÇÄÇÐÂ.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�x; t�
ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâÇÕÔâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ. ¬ÂÍ Ë ÓÂÐßÛÇ, ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ trel. ·ÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÆÎâ ÃÞÔÕÓÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ
ÚÇÓÇÊ tcor. ±ÖÔÕß ÕÂÍÉÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ âÄÐÑ
ÊÂÄËÔËÕ ÎËÛß ÑÕ ÃÞÔÕÓÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËØ ÏÂÎÞØ ËÐÕÇÓÄÂÎÂØ Ä ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËá ÄÓÇÏÇÐ tcor=trel ÒÓÑÙÇÔÔ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ.

³ ÖÚÇÕÑÏ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.2) ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ ÄÓÇÏÇÐÐÞØ
ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ t; t0 ÐÂ t� Dt, t�Dt � tÿ t0� ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä
ÄËÆÇ

f�x; t� Dt� �
�
p�x; x0;Dt� f�x0; t� dx0: �5:5�

±ÓÑÄÇÆÇÏ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ Dt Ë ÖÆÇÓÉËÏ ÆÄÂ
ÒÇÓÄÞØ ÚÎÇÐÂ. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÓÇÆÇÎ

lim
Dt!0

1

Dt
p�x; x0;Dt� �W�x; x0�; �5:6�

ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ ÔÍÑÓÑÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ. ±ÓËÏÇÏ ÕÂÍÉÇ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ÒÇÓÇØÑÆÂ:�

p�x0; t0; x; t� dx0 � 1; p�x0; x;Dt� � DtW�x0; x�: �5:7�

±ÇÓÄÑÇ ËÊ ÐËØ ÇÔÕß ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË
×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�x; t�; f�x0; t0� Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (5.1).
£Ñ ÄÕÑÓÑÏÓÂÄÇÐÔÕÄÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÒÓÇÆÇ-
ÎÂ (5.6) Ë ÑÔÕÂÄÎÇÐ ÎËÛß ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÚÎÇÐ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑDt.
³ ÖÚÇÕÑÏ àÕËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÒÓÑÄÑÆËÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÇÓ-

ÄÑÅÑ ÚÎÇÐÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÓË ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÒÑ Dt Ä
ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.5):

f�x; t� �
�
p�x0; x;Dt� dx0f�x; t� � Dt �

�
W�x0; x� dx0f�x; t�:

�5:8�

¯ÂÍÑÐÇÙ, Ô ÖÚÇÕÑÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄ (5.6), (5.8) ÒÇÓÇØÑÆËÏ ÑÕ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.5) Í ËÔÍÑÏÑÏÖ "ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá":

qf�x; t�
qt

�
��

W�x; x0�f�x0; t� ÿW�x0; x�f�x; t�
�
dx0;

W�x; x0� > 0: �5:9�

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÂÍÉÇ ÇÜÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÏÍÐÖÕÞÏ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ×ÖÐÍÙËÌ W ÒÑÍÂ ÇÜÇ ÐÇ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÂ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Í ÕÂÍÑÌ ×ÑÓÏÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓËÄÇÆÇÐÞ
ÏÐÑÅËÇ ËÊ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ë
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ. ±ÓË àÕÑÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ. ¿ÕÑ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕËW ÔÂÏË ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ f�x; t�. ¥Îâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÅÂÊÂ
¢ÑÎßÙÏÂÐÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ x � p Ë âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÍÕÑÓÑÏ.

ªÕÂÍ, ÏÞ ÔÆÇÎÂÎË ÒÇÓÄÞÌ ÛÂÅ ÐÂ ÒÖÕË ÍÑÐÍÓÇÕËÊÂÙËË
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.2). ¿ÕÑ ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ
ÖÒÓÑÜÂáÜÇÏÖ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËá Ñ ÐÂÎËÚËË ÆÄÖØ ÏÂÔÛÕÂ-
ÃÑÄ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕË ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÐÂ ÏÂÎÞØ
ÄÓÇÏÇÐÂØ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ
p�x; t; x0; t0� ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË
W�x; x0�, W�x0; x�, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ âÄÐÑ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË.
±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÕÂÍËÏ ÒÖÕÇÏ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÃÎÂÅÑ-
ÆÂÓâ ËÔÍÎáÚÇÐËá ÏÇÎÍÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÌ, ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÐÇÑÃÓÂÕËÏÞÏ. ®Þ ÖÃÇÆËÏÔâ Ä àÕÑÏ ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÃÂÎÂÐÔÂ àÐÕÓÑÒËË.

6. ¥ÄÂ ÔÒÑÔÑÃÂ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ

¥Îâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÖÆÑÃÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÄÏÇÔÕÑ (5.9)
ÆÓÖÅÖá ×ÑÓÏÖ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ¥Îâ àÕÑÅÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÑÌ Ë ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÚÂÔÕÇÌ:

W�x0; x� �W s�x; x0� �W a�x; x0�; �6:1�
W s�x; x0� �W s�x0; x�; W a�x; x0� � ÿW a�x0; x�:

³ ÖÚÇÕÑÏ àÕÑÅÑ ÊÂÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.9) Ä ÄËÆÇ

qf�x; t�
qt

�
�h

W s�x; x0��f�x0; t� ÿ f�x; t��ÿ

ÿW a�x; x0��f�x0; t� � f�x; t��
i
dx0: �6:2�

¬ ÕÂÍÑÏÖ ÄËÆÖ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÄÔÇ ÑÔÐÑÄÐÞÇ
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ì ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ, ÍËÐÇ-
ÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÒÎÂÊÏÞ Ë ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÂÕÑÏÑÄ,
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ Ô àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. £ àÕËØ
ÔÎÖÚÂâØ, ÑÆÐÂÍÑ, ÖÒÓÂÄÎâáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ âÄÎâáÕÔâ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË ì ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ ÔÂÏË ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ
×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ±ÇÓÇØÑÆ Í ÎËÐÇÌÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâÏ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÎËÛß ÆÎâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ,
ÍÑÅÆÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÏÇÉÆÖ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËÏË ÚÂÔÕË-
ÙÂÏË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß, Â ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ ÊÂÆÂÐÞ.
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ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.2) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ W s; W a ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËÇÏ

W s�x; x0� �W a�x; x0� f
�st��x0� � f�st��x�
f�st��x0� ÿ f�st��x� ; �6:3�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑ-ÆËÔÔËÒÂ-
ÙËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ. ¿ÕÑ ÃÖÆÇÕ ÔÇÌÚÂÔ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐÑ
ÕÇÏ, ÚÕÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ Ws�x; x0� Ä ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË, Â ×ÖÐÍÙËâ Wa�x; x0� ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
ÕÓÇÐËâ.

°ÔÖÜÇÔÕÄËÏ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(6.2) Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ. ®Þ ÖÄËÆËÏ, ÚÕÑ
ÕÂÍÑÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÏ Ë ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÑ-
ÆËÕß Í ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ×ÑÓÏÂÏ ËÔÍÑÏÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ.

6.1. ¬ËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ
°ÔÖÜÇÔÕÄËÏ ÒÇÓÇØÑÆ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. £ÄÇÆÇÏ ÄÏÇ-
ÔÕÑ x; x0 ÐÑÄÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ Dx; x:

W s;a�x; x0� �W s;a

�
xÿ x0;

x� x0

2

�
�W s;a

�
Dx; xÿ Dx

2

�
;

Dx � xÿ x0 �6:4�

Ë ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

qf�x; t�
qt

�
�
�W s

Dx;xÿ�Dx=2��f�xÿ Dx; t� ÿ f�x; t��ÿ
ÿW a

Dx;xÿ�Dx=2��f�xÿ Dx; t� � f�x; t���dDx: �6:5�

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ (!), ÚÕÑ Dx5 x, ÐÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ×ÖÐÍÙËÌ
Ws;a ÑÕ ÒÇÓÄÑÅÑ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ Dx ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÂÃÑÌ.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ
ÄÇÎËÚËÐÂ x ì ÔÍÂÎâÓ, Ë ÒÓÑËÊÄÇÆÇÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ
ÏÂÎÞÏ ËÊÏÇÐÇÐËâÏ Dx q=qx. ³ ÖÚÇÕÑÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄ�

Ws
Dx;xDx dDx � 0;

�
Wa

Dx;x dDx � 0 �6:6�

ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏ ÒÇÓÄÞÌ Ë ÄÕÑÓÑÌ ÚÎÇÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.5) Í
ÄËÆÖ

1

2

�
�Dx�2 q

qx

�
Ws

Dx;x
qf
qx

�
dDx � q

qx

�
D�x� qf

qx

�
;�

Dx � q
qx

�
Wa

Dx;x f

�
dDx � q

qx
�A�x�f�: �6:7�

®Þ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÊÆÇÔß ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ
ÆË××ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ

D�x� � 1

2

�
�Dx�2Ws

Dx;x dDx; A�x� �
�
Dx �Wa

Dx;x dDx:

�6:8�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ

qf�x; t�
qt

� q
qx

�
D�x� qf

qx

�
� q
qx
�A�x�f�: �6:9�

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ×ÑÓÏÇ
ªÕÑ Ë ³ÕÓÂÕÑÐÑÄËÚÂ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (3.17),

(3.18), Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (6.9) ÐÂÆÑ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÔÎÇÆÖáÜÖá
ÊÂÏÇÐÖ:

A�x� ! A�x� �
�
a� 1

2

� dD�x�
dx

; �6:10�
ÑÊÐÂÚÂáÜÖá ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÎËÃÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË×-
×ÖÊËË, ÎËÃÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÕÓÇÐËâ. ©ÐÂÚÇÐËâ a � 1=2
ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá ªÕÑ, Â ÊÐÂÚÇÐËÇ a � 0 ì ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËá ³ÕÓÂÕÑÐÑÄËÚÂ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ
ÊÂÒËÔË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË×-
×ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÒÑÎÐÑÔÕßá, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ,
ÚÇÓÇÊ ÚÇÕÐÖá Ë ÐÇÚÇÕÐÖá ÚÂÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ.
¿ÕÑ ÇÜÇ ÑÆËÐ ÂÓÅÖÏÇÐÕ Ä ÒÑÎßÊÖ ¬-×ÑÓÏÞ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ.

¬ÂÍ ÉÇ ÒÑÎÖÚËÕß ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÑÆÐÑÅÑ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ×ÑÓÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë
±ÎÂÐÍÂ? £ÇÓÐÇÏÔâ ÆÎâ àÕÑÅÑ Í ËÔØÑÆÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá
(5.9). £ÄÇÆÇÏ ÕÇÒÇÓß ÐÑÄÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÏÇÐÇÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÇÏ Ä (6.4) [11]: x; x0 ! x0 ÿ x; x0 �
� Dx; x� Dx �Dx � x0 ÿ x�. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÇÓÄÞÏ ÂÓÅÖ-
ÏÇÐÕÑÏ ÕÇÒÇÓß âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÊÐÑÔÕß ÄÕÑÓÑÅÑ Ë ÒÇÓÄÑÅÑ
ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ. £ÕÑÓÑÌ ÂÓÅÖÏÇÐÕ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÒÓÇÉÐËÏ. ³ÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏÑÃÓÂÊÑÏÒÓÇÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ:

W�x; x0� !W�x0 ÿ x; x0� �W�Dx; x� Dx�;
W�x0; x� !W�ÿDx; x�: �6:11�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.9) ÒÓËÐËÏÂÇÕ
ÄËÆ

qf�x; t�
qt

�
��

W�Dx; x� Dx�f�x� Dx; t�ÿ

ÿW�ÿDx; x�f�x; t�
�
dDx: �6:12�

¹ÎÇÐÞ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÔÑÍÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÔËÎÖ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ�
W�Dx; x� dDx �

�
W�ÿDx; x� dDx: �6:13�

¹ÕÑÃÞ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÇÅÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕË, ÒÑÎÇÊÐÑ ËÔÒÑ-
ÎßÊÑÄÂÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÄËÆÇ
(6.1).

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂë
±ÎÂÐÍÂ Ä ×ÑÓÏÇ ªÕÑ

qf�x; t�
qt

� q2

qx2

�
D�x�f�x; t�

�
� q
qx

�
A�x�f

�
: �6:14�

©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÆË××Ö-
ÊËË Ë ÕÓÇÐËâ

D�x� � 1

2

�
�Dx�2W�Dx; x� dDx;

A�x� �
�
DxW�Dx; x� dDx: �6:15�

¿ÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÃÎËÊÍË ÒÑ ×ÑÓÏÇ Í (6.8).
®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÓÂÊÐÞÇ ÔÒÑÔÑÃÞ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ Dx

ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÓÂÊÐÞÏ ×ÑÓÏÂÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ.
¥Îâ ÄÞÃÑÓÂ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÐËØ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ
×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÂÓÅÖÏÇÐÕÞ.°Ã àÕÑÏÛÎÂ ÖÉÇ ÓÇÚß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.
´ÇÒÇÓß ÏÞ ÒÓÑÆÑÎÉËÏ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÄÑÒÓÑÔÂ.
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6.2. ³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ
£ÞÛÇ ÃÞÎÑ ÑÕÏÇÚÇÐÑ, ÚÕÑ ÒÖÕÇÏ ÊÂÏÇÐÞ (6.10) ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ (6.9) ÄÔÇ ÕÓË ×ÑÓÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë
±ÎÂÐÍÂ. ¥Îâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÑÃÜÇÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

f�x� � C

�D�x��n=2
exp

�
ÿ
�x
0

A�x0�
D�x0� dx

0
�
;

�
f dx � 1 �6:16�

ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ n � 2 ÆÎâ I-×ÑÓÏÞ, n � 1 ÆÎâ S-
×ÑÓÏÞ Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, n � 0 ÆÎâ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÞ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÂ ì ÑÐÂ ÒÑÎÐÑ-
ÔÕßá ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑÅÑD�x� Ë
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÅÑ A�x� ×ÂÍÕÑÓÑÄ.

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÄÞÛÇ ÃÞÎÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÆÎâ ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÕÓÇÐËË. °ÐÑ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (3.20). ¥Îâ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ D�v�; y�v� ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ¿ÌÐÛ-
ÕÇÌÐÂ (3.4) Ë ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ.
±ÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.9) (ËÎË
(6.2)) ÔËÕÖÂÙËâ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÂâ.

µÒÓÂÄÎâáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ
ÔËÔÕÇÏ Ä ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÇ, ÍÑÅÆÂ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËÇ ÚÂÔÕËÙÞ ÔÑÄÇÓ-
ÛÂáÕ ÆÄËÉÇÐËÇ Ä ÔÓÇÆÇ, ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË. °ÐË ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÓÇÎÂÍÔÂÙËÑÐÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ë
Ä ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞØ ÔËÕÖÂÙËâØ, ÍÑÅÆÂ "ÑÍÓÖÉÂáÜÂâ ÔÓÇÆÂ"
ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ, ÐÑ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË.
±Ñ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ ÐÇÕ, ÍÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÑÔÐÑÄÂÐËÌ Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÂÒÇÎÎËÓÑÄÂÕß Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. ª ÄÔÇ
ÉÇ àÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ Ë, ÃÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ ÔÐÑÄÂ, ÚÕÑ ÑÃÑÃÜÇÐÐÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ x Ä
ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÔÍÑÓÑÔÕË "ÃÓÑÖ-
ÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ". ±ÖÔÕß, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÚÇÓÇÊ àÕÖ ÔÍÑÓÑÔÕß
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÑÍ Ä ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ì Ä ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ. ´ÑÅÆÂ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ D�v�; A�v� ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÇÎË-
ÚËÐÞ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË af. (ªÐÆÇÍÔ "f" ÑÕ
ÂÐÅÎËÌÔÍÑÅÑ ÔÎÑÄÂ feedback ì ÑÃÓÂÕÐÂâ ÔÄâÊß.) ªÊ-ÊÂ
ÐÂÎËÚËâ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ë
ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ. ªÊ (6.16) ÆÎâ ÐÇÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

f�v; af� � C

�D�v; af��n=2
exp

�
ÿ
�v
0

A�v0; af�
D�v0; af� dv

0
�
;

�
f dv � 1:

�6:17�

©ÆÇÔß ÔÐÑÄÂ ÕÓÇÏ ×ÑÓÏÂÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ
ÑÕÄÇÚÂáÕ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ n.

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐÂÎÑÉËÕß ÖÔÎÑÄËÇ, ÚÕÑ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË
ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË (ÒÓË af � 0) ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÏ. ±ÓË àÕÑÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ
ÆË××ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ

D�v; af � 0� � D�v�; A�v; af � 0� � A�v� � g�v�v
�6:18�

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ (3.4), Â ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇ f�v� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ. ªÊ

(6.16) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÎËÛß ÒÓË n � 0,
Õ.Ç. ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ¬-×ÑÓÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ.

®Þ ÔÐÑÄÂ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÄÑÆÖ, ÚÕÑ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÆÒÑÚÕËÕÇÎßÐÑÌ. ¿ÕÂ ÒÑÊË-
ÙËâ Ä ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ ÃÖÆÇÕ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐÂ ÐÂ
ÏÐÑÅËØ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÒÓËÏÇÓÂØ.

¯ÂÚÐÇÏ Ô ÂÐÂÎËÊÂ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
ÔËÔÕÇÏÞ ÂÕÑÏÑÄ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ Ô ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÏ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. ©ÆÇÔß, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÑÎß
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ ËÅÓÂáÕ ÂÕÑÏÞ, Â ÓÑÎß ÔÓÇÆÞ ì
×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ.

7. µÒÓÂÄÎâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ
ÂÕÑÏÑÄ Ä àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ

¬ËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÂÕÑÏÞìÒÑÎÇ Ä ÒÑÔÎÇÆÐËÇ
ÅÑÆÞ ÒÑÎÖÚËÎÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÊÄËÕËÇ Ä ÔÄâÊË, ÅÎÂÄÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, Ô ÒÑÕÓÇÃÐÑÔÕâÏË ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐËÍË [9, 20ë
22, 31ë34]. °ÐÂ ÃÂÊËÓÖÇÕÔâ ÐÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÓÂÃÑÕÇ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ [35], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÒÇÓÄÞÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ÃÂÎÂÐÔÂ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÞØ ÂÕÑÏÑÄ Ë ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÒÑÎâ
Ë ÄÄÇÆÇÐÞ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ Ë ÔÒÑÐÕÂÐ-
ÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÒÓËÏÇÓ, ÍÑÅÆÂ ÂÕÑÏÞ ÐÇÒÑÆ-
ÄËÉÐÞ Ë ËØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ. ´ÑÅÆÂ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÂÕÑÏÑÄ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ
×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ fn ÊÐÂÚÇÐËÌ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ àÐÇÓÅËË
ÂÕÑÏÂ En. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÂÕÑÏÑÄ ÊÂÆÂÇÕÔâ
ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ ÐÂÃÑÓÑÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ n. ¥Îâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒË-
ÔÂÐÑ Ä ÄËÆÇ [9, 33]

qfn
qt
�
X
m

�
Bn
m

�dE � dE�onm

4p2
�fm ÿ fn� ÿ 1

2
An

m�fm � fn�
�
� In:

�7:1�
©ÆÇÔß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ

Bn
m �

4p2jdnmj2
3�h2

; An
m �

4jdnmj2
3�hc3

o3
nm � gnm: �7:2�

¿ÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ Ä ØÑÆÇ ÄÞÄÑÆÂ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.1). ¥Îâ ÔËÔÕÇÏÞ ÂÕÑÏÑÄ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

1

4p2
�dEdE�o � ro �

o2

p2c3
1

2
�ho cotanh

�ho
2kT
�

� o2

p2o3
kTo; o � onm: �7:3�

©ÆÇÔß ro ì ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ±ÎÂÐÍÂ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË
ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô ÖÚÇÕÑÏ
ÄÍÎÂÆÂ ÐÖÎÇÄÑÌ àÐÇÓÅËË.

£ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÓÇÛÇÐËÇÏ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.1) âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ¤ËÃÃÔÂë¢ÑÎßÙ-
ÏÂÐÂ:

fn � 1

Z
exp

�
ÿ En

kT

�
; Z �

X
n

exp

�
ÿ En

kT

�
: �7:4�
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³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ Ä "ËÐÕÇÅÓÂÎ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ" ÄØÑÆËÕ
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÎËÛß ÐÂ ÚÂÔÕÑÕÂØ ÒÇÓÇØÑÆÂ
onm. ¿ÕÑ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÊÍËØ ÓÇÊÑ-
ÐÂÐÔÑÄ, ÍÑÅÆÂ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ×ÑÓ-
ÏËÓÖÇÕÔâ ÐÂÃÑÓÑÏ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÊÍËØ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞØ
ÎËÐËÌ. ³ÏÞÔÎ ÕÂÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂ-
ÇÕÔâ Ä [17, 36]. °ÐÑ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏÖ "ÃÇÔ-
ÔÕÑÎÍÐÑÄËÕÇÎßÐÑÏÖ ÒÓËÃÎËÉÇÐËá" ÒÓË ÓÂÔÚÇÕÇ ÏÇÎÍÑ-
ÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ, ËÔÍÎáÚÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ Ë ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÐÇÑÃÓÂÕËÏÞÏ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ.

³ÑÒÑÔÕÂÄËÏ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7.1) Ô ÖÒÓÂÄÎâá-
ÜËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ä ×ÑÓÏÇ (6.2). ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÍÑÐÍÓÇÕË-
ÊËÓÑÄÂÕß ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÂW s;a:

Ws
nm � Bn

m

�dEdE�onm

4p2
; Wa

nm �
1

2
An

m � gnm: �7:5�

³ ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎ (7.2), (7.3), (7.5) ÐÂØÑÆËÏ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕâÏË ÒÇÓÇØÑÆÂWs; Wa:

Ws
nm �Wa

nm cotanh
�honm

2kT
: �7:6�

¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÍÑÐÍÓÇÕËÊËÓÖÇÕ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÂÕÑÏÞ
ì ÒÑÎÇ ÑÃÜÇÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑ-ÆËÔÔËÒÂÙËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ (¶¥³) (6.3), ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ Ë ÆÎâ ÐÇÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔÐÞØ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. ¶ÑÓÏÖÎÂ (7.6) ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ¶¥³ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÂÕÑÏÑÄ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ. °ÐÑ ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐ-
ÐÖá ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÖWs

nm Ô ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌWa
nm.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÆ ÊÐÂÍÑÏ cotanh ÔÕÑËÕ ÐÇ ÕÇÍÖÜÂâ
ÚÂÔÕÑÕÂ ÔÒÇÍÕÓÂ, Â ÚÂÔÕÑÕÂ ÒÇÓÇØÑÆÂonm. ´ÂÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ¶¥³ âÄÎâÇÕÔâ ÔÑÅÎÂÔÐÑ [17, 36] ÕËÒËÚÐÑÌ ÆÎâ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÔËÔÕÇÏ.

±ÓËÄÇÆÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÑÄ ÆË××ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÑÐË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (6.8). ±ÇÓÇÌÆÇÏ ÑÕ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ x; x0 Í ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ
ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ n;m Ë ÒÓÑËÊÄÇÆÇÏ ÊÂÏÇÐÖ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÖá ÒÓÑÄÇÆÇÐÐÑÌ Ä (6.4). ´ÑÅÆÂ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËâ (7.5) ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÒÓËÏÖÕ ÄËÆ:

W s;a
n;m �W s;a

nÿm; �n�m�=2 �W s;a
Dnm; nÿDnm=2

; Dnm � nÿm:

�7:7�

±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÍÂÍ Ë ÒÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÚÕÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ Dnm âÄÎâÇÕÔâ
ÔËÎßÐÑÌ, ÐÑ Ä ÂÓÅÖÏÇÐÕÇ nÿ Dnm=2 ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
ÒÑ Dnm. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ
ÆÎâ ÎÑÍÂÎßÐÞØ (ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ n) ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÆË××Ö-
ÊËË Ë ÕÓÇÐËâ:

Dn � 1

2

X
Dnm

�Dnm�2Ws
Dnm; n

; An �
X
Dnm

DnmW
a
Dnm; n

: �7:8�

°ÐË ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÏ ÄÞÛÇ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (6.8).
£ ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ àÕË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÃÖÆÖÕ ÍÑÐÍÓÇÕËÊË-
ÓÑÄÂÐÞ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÂÕÑÏÂ-ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÒÓËÄÇÆÇÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ ÃÂÎÂÐÔÂ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.1):

hEi �
X
n

Enfn�t�; �7:9�

dhEi
dt
�
X
nm

gnm�fm ÿ fn�
�
kTonm

ÿ 1

2
�honm

fm � fn
fm ÿ fn

�
:

£ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÃÂÎÂÐÔÂ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ë ÔÓÇÆÐââ àÐÇÓÅËâ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ±ÎÂÐÍÂ.

ªÕÂÍ, ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÂÕÑÏÞ ì ÒÑÎÇ ÖÆÂÇÕÔâ ÍÑÐÍÓÇÕË-
ÊËÓÑÄÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÂ W s;a.
°ÐË, ÍÂÍ àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (7.3)ë(7.6), ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ
ÚÇÓÇÊ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÂÕÑÏÂ ì ÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ
ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ dnm, ÚÂÔÕÑÕÖ ÒÇÓÇØÑÆÂ onm Ë ÕÇÏÒÇ-
ÓÂÕÖÓÖ ÒÑÎâ, Õ.Ç. ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÖ ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÂÕÑÏÑÄ. ¥Îâ
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÌ ÍÑÐÍÓÇÕËÊÂÙËË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÂÆÂÕß ÏÑÆÇÎß
ÂÕÑÏÂ.

8. ¢ÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
ÂÕÑÏÑÄ-ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ

8.1. µÒÓÂÄÎâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (7.1). ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ
ÂÕÑÏ ÍÂÍ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÌ ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ÂÕÑÏ-ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ. ²ÑÎß
ÕÂÍÑÅÑ "ÂÕÑÏÂ-ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ", Õ.Ç. ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ,
ÏÑÉÇÕ ËÅÓÂÕß, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÂÎÞÌ, ÐÑ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÌ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ ÍÑÐÕÖÓ. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÖá ÚÂÔÕÑÕÖ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÚÇÓÇÊ o0. ´ÑÅÆÂ ÍÄÂÆÓÂÕ ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ àÎÇ-
ÏÇÐÕÂ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

jdnmj2 ! jxnmj2 � �h

mo0

�
m

2
dmÿ1; n �m� 1

2
dm�1; n

�
: �8:1�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ
"ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ" In Ä ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË
(7.1):

In � g�o0�
�
cotanh

�ho0

2kT

�
n� 1

2

�
fn�1 ÿ fn

�
�

� n

2

�
fnÿ1 ÿ fn

��
ÿ
�
ÿ n� 1

2

�
fn�1 � fn

�
�

� n

2

�
fnÿ1 � fn

���
; o0 � on�1;n: �8:2�

©ÆÇÔß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ
ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÕÓÇÐËâ

g�o0� � 2e2o2
0

3mc3
: �8:3�

´ÇÒÇÓß ÏÞ ÔÐÑÄÂ ÏÑÉÇÏ ÊÂÒËÔÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÃÂÎÂÐÔÂ
ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË

hEi �
X
n

�
n� 1

2

�
�ho0 fn: �8:4�

±ÑÎÇÊÐÞ ÆÄÇ ×ÑÓÏÞ ÊÂÒËÔË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ
àÐÇÓÅËË hEi:

dhEi
dt
� g�o0��kTo0

ÿ hEi� � D�E� ÿ g�o0�hEi: �8:5�

£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË

D�E� � g�o0�kTo0
; kTo0

� 1

2
�ho0 cotanh

�ho0

2kT
: �8:6�
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ªÐÆÇÍÔ (¦) ÑÕÏÇÚÂÇÕ, ÚÕÑ D�E�ì ÆË××ÖÊËâ ÒÑ ÊÐÂÚÇÐËâÏ
àÐÇÓÅËË. ¿ÕÖ ×ÑÓÏÖÎÖ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÑÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ
(2.5).

£ÇÓÐÇÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ (7.8), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÏ
ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ Ä ÐÖÎÇÄÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÓÂÊÐÑÔÕË Dnm=n. ¥Îâ
ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÂÕÑÏÂ-ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ËØ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä
ÄËÆÇ:

Dn � g�o0� 1
2
cotanh

�ho0

2kT
n � D�E�

�ho0
n; An � g�o0�n:

�8:7�

©ÆÇÔß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ (8.3), (8.4) ÆÎâ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÑÄ ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÕÓÇÐËâ Ë ÆË××ÖÊËË. ®Þ ÄËÆËÏ,
ÚÕÑ ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ
âÄÎâáÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ n. ³ ÒÑÏÑ-
Üßá ×ÑÓÏÖÎ (8.7) ÍÄÂÐÕÑÄÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (8.2) ÆÎâ
"ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ" ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÃÑÎÇÇ
ÖÆÑÃÐÑÌ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ×ÑÓÏÇ:

In�t� � �Dn�1�fn�1 ÿ fn� ÿDn�fn ÿ fnÿ1���
� 1

2

h
An�1�fn�1 � fn� ÿ An�fn � fnÿ1�

i
: �8:8�

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ËÏÇáÕÔâ ÆÄÂ ËÐÆÖÙË-
ÓÑÄÂÐÐÞØ ÄÍÎÂÆÂ. °ÐË ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏ ÆË××ÖÊËË. ªØ ÊÐÂÍË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÊÂÔÇÎÇÐÐÑÔÕßá ÔÑÔÇÆÐËØ ÖÓÑÄÐÇÌ. ¥ÄÂ
ÒÑÔÎÇÆÐËØ ÚÎÇÐÂ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏ ÕÓÇÐËâ. ±ÇÓÄÞÌ ËÊ ÐËØ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ,
ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ ÊÂÔÇÎÇÐÐÑÔÕË ÊÂ ÔÚÇÕ
ÒÇÓÇØÑÆÂ Ô ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ. £ÕÑÓÑÌ, ÐÂÒÓÑÕËÄ,
ÑÕÓËÙÂÕÇÎÇÐ. °Ð ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÖØÑÆ ÐÂ ÃÑÎÇÇ ÐËÉÐËÌ
ÖÓÑÄÇÐß.

£ ÔÑÔÕÑâÐËË ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÆË××ÖÊËÑÐÐÞÇ Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄ-
ÐÞÇ ÄÍÎÂÆÞ ÒÑÒÂÓÐÑ ÍÑÏÒÇÐÔËÓÖáÕÔâ Ä ÔËÎÖ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÑÐÐÑ-ÆËÔÔËÒÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (8.6).

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÂÕÑÏÂ-ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ
ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (8.1).
ªÊ ÐÇÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË,
ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÒÓÂÄÎâáÜËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (7.1),
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ n ÏÑÅÖÕ ÏÇÐâÕßÔâ
ÎËÛß ÐÂ �1. ´ÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÒÓËÐâÕÑ ÐÂÊÞÄÂÕß
ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÞÏË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÄÂÐÕÑÄÑÇ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7.1) Ô "ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ" (8.2) ËÎË
(8.8) âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË×-
×ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ (8.7) ì ÎËÐÇÌÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ n,
ÕÑ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÊÆÇÔß ÆÇÎÑ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÞÏ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ.

°ÃÜÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÖÒÓÂÄÎâáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÑÆÐÑ-
ÛÂÅÑÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ
ÓÂÊÆÇÎÇ. ®Þ ÔÐÑÄÂ ÖÃÇÆËÏÔâ Ä ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕË ÊÂÒËÔË
ÒÑÆÑÃÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ±ÓÇÉÆÇ, ÑÆÐÂÍÑ, ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ
ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÏÖ ÊÆÇÔß ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÑÕÄÇÚÂÇÕ
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ.

8.2. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ
±ÇÓÇØÑÆ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ
ÒÖÕÇÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÑÃÓÂÕÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ
ÚËÔÎÂ 1=n. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ
ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓÅËË ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Í ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏÖ ÔÒÇÍÕÓÖ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ n àÐÇÓÅËâ E � n�ho0,
ÕÑ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ àÐÇÓÅËË:

qf�E; t�
qt

� q
qE

�
D�E�E

qf
qE

�
� q
qE

�
gEf
�
;

�1
0

fdE � 1:

�8:9�

²ÂÄÐÑÄÇÔÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ, ÐÑ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖ-
ÓÑÌ (8.6)

f�E� � 1

kTo0

exp

�
ÿ E

kTo0

�
; hEi � kTo0

: �8:10�

£ ÓÂÃÑÕÂØ [17, 36] ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÒÓËÏÇÓÞ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÙÇÒË. ±ÓË àÕÑÏ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß à.Æ.Ô. ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

�E2�o � 2RkTo0
; �8:11�

ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ËÊÄÇÔÕ-
ÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ¯ÂÌÍÄËÔÕÂ.

9. µÒÓÂÄÎâáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÞØ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ

9.1. ´ÓÂÆËÙËÑÐÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÂ
£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (5.9). ¥Îâ ÑÒËÔÂ-
ÐËâ ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÄÄÇÆÇÏ ÄÏÇÔÕÑ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x ÆËÔÍÓÇÕÐÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá n. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ:

qfn
qt
�
X
n0

�
Wnm0 fn0 �t� ÿWn0n fn�t�

�
;
X1
n�0

fn�t� � 1: �9:1�

¥Îâ ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑ [11, 14] ËÔÒÑ-
ÎßÊÖÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ

Wnn0 � gn0dn;n0�1 � rn0dn;n0ÿ1: �9:2�

±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ Ä ØÑÆÇ ÑÆÐÑÅÑ
ÔÑÃÞÕËâ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÎËÃÑ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ (ÓÑÉÆÇÐËÇ) Ä
ÔÑÔÕÑâÐËË n, ÎËÃÑ ÖØÑÆ (ÅËÃÇÎß) ËÊ ÔÑÔÕÑâÐËâ n. ´ÂÍÂâ
ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËâ ÒÓËÐâÕÂ Ä ÕÇÑÓËË ÒÑÒÖÎâÙËÌ. ¥ÓÖÅÂâ
ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËâ: gn ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÅÇÐÇÓÂÙËË, rn ì
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËË ÒÓËÐâÕÂ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÕÇÑ-
ÓËË ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄ.

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (9.2) Ä (9.1) ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËá:

qfn
qt
� gnÿ1 fnÿ1 � rn�1 fn�1 ÿ �gn � rn�fn;

X1
n�0

fn � 1:

�9:3�
®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÎË, ÚÕÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ n ÊÂÍÎáÚÇÐÂ Ä
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ 04 n41. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (9.3) ÔÎÇÆÖÇÕ
ÆÑÒÑÎÐËÕß "ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË":

r0 � 0; gÿ1 � 0
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Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

qf0
qt
� r1 f1 ÿ g0 f0: �9:4�

¿ÕË ÖÔÎÑÄËâ ÖÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÂ ÖÃÞÎß (ÓÇÍÑÏ-
ÃËÐÂÙËâ) Ô ÐËÉÐÇÅÑ ÖÓÑÄÐâ Ë ÅÇÐÇÓÂÙËâ ËÊ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ô
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË n. ¬ÑÏÃËÐÂÙËâÏË rn; gn
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ë
ÕÓÇÐËâ:

Dn � 1

2
�rn � gn�; An � rn ÿ gn: �9:5�

µÒÓÂÄÎâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (9.3) ÛËÓÑÍÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ
ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâÏÐÑÅËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [11, 14]).
¿ÕÑ Ë ÓÂÆËÑÂÍÕËÄÐÞÌ ÓÂÔÒÂÆ, Ë ÆÓÑÃÑÄÑÌ ÛÖÏ, Ë
ÒÓÑÙÇÔÔÞ ØËÏËÚÇÔÍÑÌ ÍËÐÇÕËÍË, Ë ÏÐÑÅËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÕËÒÂ
"ÉÇÓÕÄÂëØËÜÐËÍ" (ÔËÔÕÇÏÞ £ÑÎßÕÇÓÂ). °ÐÑ à××ÇÍÕËÄÐÑ
ÄÔÇÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÍÑÐÍÖÓÇÐÙËâ "ÓÑÉÆÇÐËâ" Ë "ÅËÃÇÎË" ËÎË
"ËÑÐËÊÂÙËË" Ë "ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËË" ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÑÔÐÑÄÐÞÇ
ÚÇÓÕÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ âÄÎÇÐËÌ. £ àÕËØ ÔÎÖÚÂâØ, ÍÂÍ
ÒÓÂÄËÎÑ, ÑÔÐÑÄÐÖá ÓÑÎß ËÅÓÂáÕ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÇ, ØÑÕâ,
ÃÞÕß ÏÑÉÇÕ, Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ. ±ÑÐâÕËÇ ÉÇ
ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÕØÑÆËÕ ÐÂ ÄÕÑÓÑÌ ÒÎÂÐ. £
ÕÂÍËØ ÔËÕÖÂÙËâØ ÄÄÇÆÇÐËÇ ËÏÇÐÐÑ ×ÖÐÍÙËÌ gn; rn Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÑÔÐÑÄÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ âÄÎâÇÕÔâ ÄÒÑÎÐÇ ÑÒÓÂÄ-
ÆÂÐÐÞÏ.

±ÑÐâÕËÇ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ âÄÎâÇÕÔâ, ÑÆÐÂÍÑ, ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂ-
ÎßÐÞÏ. ªÏÇÐÐÑ ÑÐÑ ÒÓË ÄÞÍÎáÚÇÐËË ÄÔÇØ ÖÒÓÂÄÎâáÜËØ
×ÂÍÕÑÓÑÄ âÄÎâÇÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ Ë ÐÂËÃÑÎÇÇ ØÂÑÕËÚÇÔÍËÏ
ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÄÞÔÕÖÒÂÇÕ ÒÑàÕÑÏÖ ÕÓÇÃÑÄÂ-
ÐËÇ, ÚÕÑÃÞ ÖÒÓÂÄÎâáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÒËÔÞÄÂÎË ÃÞ, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ë ÒÓÑÙÇÔÔÞ àÄÑÎáÙËË Í ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËá. ®ÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÒÓË àÕÑÏ ÃÑÎÇÇ ÒÑÆØÑÆâÜËÏË
ÒÓË ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÃÖÆÖÕ ÐÇ ×ÖÐÍÙËË gn Ë rn, Â
ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÐËÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË (9.5) ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ. ®Þ ÖÃÇÆËÎËÔß Ä àÕÑÏ ÐÂ
ÒÓËÏÇÓÇ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÂÕÑÏÑÄ-
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ.

£ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÔÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ
ÔÎÇÆÔÕÄËâ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.3).

¯ÂÌÆÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÇÓÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ fn. °ÐÑ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.3) Ë ËÏÇÇÕ ÄËÆ

dhni
dt
� ÿ�hrni ÿ hgni� � ÿhAni: �9:6�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÇÎÂÍÔÂÙËâ ÒÇÓÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ
ÕÓÇÐËâ. ¬ÑÐÍÓÇÕËÊËÓÖÇÏ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ
ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ, ÍÑÅÆÂ

Dn � Dn; An � �rÿ g�n � gn: �9:7�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (9.6) ÒÓËÐËÏÂÇÕ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄËÆ

dhni
dt
� ÿghni: �9:8�

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ hni ÓÇÎÂÍÔËÓÖÇÕ Í ÐÖÎÇÄÑÏÖ
ÊÐÂÚÇÐËá. ¦ÔÎË Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ (9.8) ÆÎâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÂÕÑÏÂ-ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÕÑ ÆÎâ
ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

dhEi
dt
� ÿg�o0�hEi; g�o0� � 2e2o2

0

3mc3
: �9:9�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8.5), ÍÑÕÑÓÑÇ
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÔÕÑÎ-
ÍÐÑÄÇÐËÌ (8.2) (ËÎË (8.8)), ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (9.9) ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÓÇÎÂÍÔÂÙËá Í ÓÂÄÐÑÄÇÔËá Ô ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÑÏ.

¿ÕÑÕ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÍ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.3) ÒÓÑ-
âÄÎâÇÕÔâ Ë Ä ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓÑËÊÄÑÆâ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËÇ ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ 1=n, ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂë
±ÎÂÐÍÂ Ä ×ÑÓÏÇ ªÕÑ

qf�n; t�
qt

� q2

qn2

�
Dnf�n; t�

�
� q
qn

�
Anf�n; t�

�
: �9:10�

°ÕÔáÆÂ ÕÂÍÉÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (9.8). ³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ (6.16) (Ô n � 2). ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ
ÔÐÑÄÂ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÇ Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ.

ªÕÂÍ, ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ ÆÎâ ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ (9.2) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓâÆÖ
ÔÎÇÆÔÕÄËÌ, ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚÂÜËØ ÑÔÐÑÄÐÞÏ ÒÑÎÑÉÇÐËâÏ ÔÕÂ-
ÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË. £ÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ ÑÃ ËÐÑÏÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ
ÕÓÖÆÐÑÔÕË ÔÐËÏÂáÕÔâ. ±ÑËÔÍ ÕÂÍÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ë
âÄÎâÇÕÔâ ÐÂÛÇÌ ÃÎËÉÂÌÛÇÌ ÊÂÆÂÚÇÌ.

9.2. ¯ÇÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ÒÇÓÇØÑÆÂ
ªÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÕÇÒÇÓß ÑÃÜÇÇ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä
×ÑÓÏÇ (6.2). °ÒÓÇÆÇÎËÏ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá Ë ÂÐÕËÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÖá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ ×ÑÓÏÖÎÂÏË [19]

W s
nn0 � Dn�1dn�1;n0 �Dndnÿ1;n0 �W s

n0n;

W a
nn0 � ÿ

1

2

�
An�1dn�1; n0 ÿ Andnÿ1; n0

�
� ÿW a

n0n: �9:11�

±ÑÆÔÕÂÄËÏ àÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.2). £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚËÏ ËÐÑÇ, ÚÇÏ (9.3), ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ. "ªÐÕÇÅÓÂÎ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ" Ä ÐÇÏ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÇÒÇÓß ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (8.8). ÑÍÂÎßÐÞÇ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË
ÅÇÐÇÓÂÙËË Ë ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËË ÒÓÇÉÐËÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË (9.5).

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ, ÍÑÅÆÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (8.7), ÒÓËØÑÆËÏ Í ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÂÕÑÏÑÄ-ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ Ä ÓÂÄ-
ÐÑÄÇÔÐÑÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ.

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (8.8) ÆÎâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ ËÏÇÇÕ
âÔÐÞÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ. ¥Ë××ÖÊËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ Ä ÐÇÏ
"ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÞÇ" ÒÇÓÇØÑÆÞ. ©ÐÂÍ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ
ÚÎÇÐÑÄ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÊÂÔÇÎÇÐÐÑÔÕßá
ÔÑÔÇÆÐËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ.

´ÓÂÆËÙËÑÐÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ×ÖÐÍÙËË W s;a

nn0 Ë ÄÞÓÂÊËÕß ËØ ÚÇÓÇÊ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÕÂÍËÏ
ÒÖÕÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÐÇ ËÏÇáÕ, ÑÆÐÂÍÑ, âÔÐÑÅÑ ÔÏÞÔÎÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÐÇÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÅÑ
ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ.
¥Îâ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ËÊ (8.8) ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÎÑÍÂÎßÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË ÆË××ÖÊËË Ë
ÕÓÇÐËâ ì ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑ-ÆËÔÔËÒÂÙËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ:

Dn � 1

2
An

fn � fn�1
fn ÿ fn�1

: �9:12�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ ÒÑÎÑÉËÕÇ-
ÎßÐÞ, ÕÑ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËÌ ÖÓÑÄÇÐß
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âÄÎâÇÕÔâ ÏÇÐÇÇ ÊÂÔÇÎÇÐÐÞÏ. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(9.12) ÐÇÎßÊâ ÄÞÓÂÊËÕß ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÚÇÓÇÊ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ. ¥Îâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÆÐÑ-
ÛÂÅÑÄÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ, ÍÑÅÆÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ×ÑÓÏÖÎÞ (8.7), ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.12) ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ:

fn � 1

Z
exp

�
ÿ En

kTo0

�
;
X
n

fn � 1: �9:13�

²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑ n âÄÎâÇÕÔâ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞÏ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÇÜÇ ÔÎÇÆÔÕÄËâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ Ä àÕÑÏ ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ hni ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.6) Ë
ËÏÇÇÕ ÕÇÒÇÓß ÄËÆ:

dhni
dt
� 1

2

h
�gn�1 ÿ rnÿ1� ÿ �rn ÿ gn�

i
: �9:14�

¹ÕÑÃÞ ÄÞâÄËÕß ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ àÕÑÅÑ ÓÂÊÎËÚËâ, ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓËÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÃÑÎßÛËØ n, ÍÑÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÌÕË
Í ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ. °ÔÕÂÄÎââ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÄÍÎÂÆÞ,
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

dhni
dt
�
�
dDn

dn

�
ÿ �hrni ÿ hgni� �

�
dDn

dn

�
ÿ hAni: �9:15�

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (9.6) ÕÇÒÇÓß
ÒÑâÄËÎÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÚÎÇÐ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÆË××ÖÊËÇÌ. ¥Îâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ,
ÍÑÅÆÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ
×ÑÓÏÖÎÂÏË (8.7), ËÊ (9.15) ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÃÂÎÂÐÔÂ
ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÂÕÑÏÑÄ-ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ Ä ÓÂÄ-
ÐÑÄÇÔÐÑÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ:

dhEi
dt
� g�o0��kTo0

ÿ hEi�: �9:16�
°ÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.9) ÕÇÏ, ÚÕÑ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË Í ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá
ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ. °ÐÑ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.10)
ËÏÇÇÕ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÌ ÄËÆ:

qfn
qt
� q

qn

�
Dn

qfn
qn

�
� q
qn

�
An fn

�
: �9:17�

£ÔÎÇÆÔÕÄËÇ àÕÑÅÑ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÐÑÄÂ ÒÑÎÐÑÔÕßá
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑÅÑ Ë ÆËÔÔËÒÂ-
ÕËÄÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÑÄ:

fn � C exp

�
ÿ
�n
0

An0

Dn0
dn0
�
: �9:18�

¥Îâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ, ÍÑÅÆÂ ÎÑÍÂÎßÐÞÇ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ë ÕÓÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ×ÑÓÏÖ-
ÎÂÏË (8.7), ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.17) ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍ-
ÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ (8.9) ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÊÐÂÚÇÐËÌ
àÐÇÓÅËË, Â ËÊ (9.18) ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ
(8.10).

£ ÔÎÇÆÖáÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ ÏÞ ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÏ ÓÂÊÎË-
ÚËÇ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÞØ ÔÒÑÔÑÃÑÄ ÑÒËÔÂÐËâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÐÂ ÓâÆÇ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÒÓËÏÇÓÑÄ. ±ÓÇÉÆÇ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�r; v; t� Ä ÒÓÑ-

ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¿ÌÐÛ-
ÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ ÆÎâ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ f�r; t�. ¿ÕÂ ÊÂÆÂÚÂ, ÍÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ, Ä ÃÑÎßÛÑÌ ÏÇÓÇ
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ ÊÂÆÂÚÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÅÂÊÑÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍË. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞ Ë ÒÓËÐÙË-
ÒËÂÎßÐÞÇ ÕÓÖÆÐÑÔÕË, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ ÒÓË ÕÂÍÑÏ ÒÇÓÇØÑÆÇ
[27, 28]. ¥Îâ ËØ ÒÓÇÑÆÑÎÇÐËâ Ë Ä ÕÇÑÓËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ Ë ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÒÇÓÇ-
ØÑÆ Í ÑÒËÔÂÐËá ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. °Ð ÑÔÑÃÇÐÐÑ
à××ÇÍÕËÄÇÐ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ä
ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÂÍÕËÄÐÞØ ÔÓÇÆÂØ.

ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÑÃÎÂÔÕß ÒÓËÏÇÐËÏÑ-
ÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÓÇÂÍÙËÑÐÐÑ-ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ, Í ÍÑÕÑ-
ÓÞÏ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Ë ÊÐÂÏÇÐËÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¤ËÐÊÃÖÓÅÂë
ÂÐÆÂÖ. £ÞØÑÆ ÊÂ ÓÂÏÍË àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÑÎÖÚËÕß ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÄÞÔÛËØ ÏÑÏÇÐÕÂØ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂ ÄÃÎËÊË ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÕÑÚÇÍ, Â ÕÂÍÉÇ
ÒÑÔÕÓÑËÕß ÃÑÎÇÇ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÖá ÕÇÑÓËá ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔ-
ÐÞØ ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ (ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ, ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËØ, ÓÇÂÍÙËÑÐÐÑ-ÆË××ÖÊËÑÐÐÞØ) ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ.

10. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÆË××ÖÊËâ. µÓÂÄÐÇÐËÇ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ

¥Ñ ÔËØ ÒÑÓ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÂÐÉÇÄÇÐÂ Ë Ä ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ
ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÔÓÇÆÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÄÇÓÛÂÇÕÔâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ
ÆÄËÉÇÐËÇ, ÔÚËÕÂÎÂÔß, ×ÂÍÕËÚÇÔÍË, ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ. £ÄÇ-
ÆÇÏ ÕÇÒÇÓß, ÐÂÓâÆÖ Ô ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË D; g,
ÕÂÍÉÇ Ë ÄÐÇÛÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ
ÔËÔÕÇÏÞ L. ±ÓË àÕÑÏ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ë ÐÑÄÞÌ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì
ÒÂÓÂÏÇÕÓ ì ÄÓÇÏâ ÆË××ÖÊËË:

tD � L2

Dr
: �10:1�

©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ Dr ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆË××ÖÊËË. ²ÂÐÇÇ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ D � Dv. £ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÉÇ (6.9),
(6.14) ÔÏÞÔÎ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ D ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË
ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x.

±ÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÐÉÇÄÇÐÂ (2.2) ÄÓÇÏâ
ÍÑÓÓÇÎâÙËË ËÔÕÑÚÐËÍÂ tcor � 0. °ÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ ÕÇÒÇÓß
ÆÄÂ ÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ trel � 1=g Ë tD. ¦ÔÎË ÄÓÇÏâ
ÆË××ÖÊËË ÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ ÄÓÇÏÇÐË ÓÇÎÂÍÔÂÙËË, ÕÑ ÇÔÕÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÄÏÇÔÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ
ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�r; v; t� ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÌÕË Í
ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË f�r; t� ì Í ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ. ¿ÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÔÆÇ-
ÎÂÕß ÆÄÖÏâ ÔÒÑÔÑÃÂÏË, ÐÑ ÎËÛß ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ g!

10.1. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÆË××ÖÊËâ. ®ÇÕÑÆ ÂÐÉÇÄÇÐÂ
£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏÂÐÉÇÄÇÐÂ (2.2) ÆÎâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÄÐÇÛÐÇÇ ÒÑÎÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ
�U � 0� Ë ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ tD 4 trel, Õ.Ç. ÒÓÑÙÇÔÔ
ÆË××ÖÊËË âÄÎâÇÕÔâ ÏÇÆÎÇÐÐÞÏ. ±ÓË ÑÒËÔÂÐËË ÏÇÆÎÇÐ-
ÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË dv= dt
ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô gv. ªÔÍÎáÚÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß, ÒÓËØÑÆËÏ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËá ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÆÎâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ

dr

dt
� y�t�

g
� yr�t�: �10:2�
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©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ yr�t� ÆÎâ ÎÂÐÉÇÄÇÐÑÄÔÍÑÅÑ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÅÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÃÓÑÖ-
ÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÊÂ ÔÚÇÕ ÕÑÎÚÍÑÄ ÂÕÑÏÑÄ ÔÓÇÆÞ.
®ÑÏÇÐÕÞ àÕÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË

hyr�t�i � 0; hyr�t�yr�t0�i � 3 � 2Drd�tÿ t0�;
D�r� � D

g2
� kT

Mg
: �10:3�

±ÑÔÎÇÆÐââ ×ÑÓÏÖÎÂ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÔÄâÊß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
ÆË××ÖÊËË Ä ÑÃÞÚÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

°Õ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÐÉÇÄÇÐÂ (10.2) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÌÕË Í
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ f�r; t�. ±ÑÔÕÖÒËÏ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ (3.13). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ Ë ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ËÔÍÑÏÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË f�r; t�ì ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ:

qf
qt
� D�r�Dr f;

�
f�r; t� dr

V
� 1; n�r; t� � Nf�r; t�: �10:4�

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÑÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
ÆË××ÖÊËË. ®Þ ÄÄÇÎË ÕÂÍÉÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÚËÔÎÂ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ. ¡ÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ. ±ÓËÄÇÆÇÏ ÎËÛß ÄÞÓÂÉÇÐËâ
ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÔÏÇÜÇÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ rÿ r0:

hrÿ r0i � 0; h�rÿ r0�2i � 3 � 2D�r��tÿ t0�: �10:5�

ªÊ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐËÌ ÍÄÂÆÓÂÕ
ÔÏÇÜÇÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÓÂÔÕÇÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂ-
ÎßÐÑ ÄÓÇÏÇÐË ì ×ÑÓÏÖÎÂ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ.

10.2. ¥Ë××ÖÊËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ
³ ÖÚÇÕÑÏ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÏÇÆÎÇÐÐÞØ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (10.2) ÒÑâÄËÕÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ
ÚÎÇÐ Ë ÑÐÑ ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

dr

dt
� ÿ 1

Mg
qU
qr
� yr�t�: �10:6�

®ÑÏÇÐÕÞ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÒÓÇ-
ÉÐËÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË (10.3). ±ÇÓÇØÑÆ Í ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÒÓÇÉÐÇÌ ÔØÇÏÇ. £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë
³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ

qf�r; t�
qt

� D�r�
q2f
qr2
ÿ q
qr

�
F�r�
Mg

f

�
;

D�r� � kT

Mg
; F�r� � ÿ qU

qr
: �10:7�

¦ÅÑ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÕÂÍÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¬ÓÂÏÇÓÔÂ. ²ÂÄÐÑÄÇÔ-
ÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ

f�r; t� � exp

�
ÿU�r�

kT

���
exp

�
ÿU�r0�

kT

�
dr0
�
: �10:8�

ªÕÂÍ, ÏÞ ÒÑÎÖÚËÎË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ f�r; t� Ä ÆÄÖØ ÔÎÖÚÂâØ: 1) ÔÄÑÃÑÆÐÞÇ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËÇ
ÚÂÔÕËÙÞ; 2) ÚÂÔÕËÙÞ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ. £ ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ
ËÔØÑÆÐÞÏ ÔÎÖÉËÎÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÂÐÉÇÄÇÐÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
ÖÔÎÑÄËÇÏ dv= dt5 gv ÄÞÆÇÎâÎÑÔß ÏÇÆÎÇÐÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ.

¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÄËÆÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U�r�
ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÞÌ ÔÏÞÔÎ. ²ÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ.

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÔÄÑÃÑÆÐÑÏ ÆÄËÉÇÐËË ÖÔÎÑÄËÇÏ
ÔÎÖÉËÎÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

tD � L2

D�r�
4 trel � 1

g
: �10:9�

°ÐÑ ÔÑÆÇÓÉËÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ÔËÔÕÇÏÞ L Ë ÒÑàÕÑÏÖ
ÄÔÇÅÆÂ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÔËÔÕÇÏ.

±ÓË ÐÂÎËÚËË ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ U�r� ÔËÕÖÂÙËâ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÏÇÐâÇÕÔâ, ÇÔÎË ÒÑÎÇ ÕÂÍÑÄÑ, ÚÕÑ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕ
ÆÄËÉÇÐËÇ ÚÂÔÕËÙ. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ÑÃÎÂ-
ÔÕË ÚÇÓÇÊ r0. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌ-
ÛÇÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ.

1) ¤ÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ: F � ÿMo2
0r ì ÖÒÓÖÅÂâ

ÔËÎÂ. ²ÂÄÐÑÄÇÔÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (10.8) ÒÓË àÕÑÏ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ¤ÂÖÔÔÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,

U�r� �Mo2
0r

2

2
; r20 � hr2i �

kT

Mo2
0

: �10:10�

²ÑÎß L ËÅÓÂÇÕ ÄÇÎËÚËÐÂ r0, ÒÑàÕÑÏÖ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (10.9)
ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÕÇÒÇÓß ÄËÆ

tD � g
o2

0

4
1

g
i ; sledowatelxno ; g4o0: �10:11�

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÔÄâÊÂÐÐÑÌ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ
ì ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ì ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ÓÂÏÇÓÔÂ
(10.7) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÎËÛß ÒÓË ÔËÎßÐÑÏ ÊÂÕÖØÂÐËË, Õ.Ç. ÆÎâ
ÒÇÓÇÆÇÏÒ×ËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ. ´ÂÍÑÌ ÔÎÖÚÂÌ ËÐÕÇ-
ÓÇÔÇÐ, ÐÇÔÑÏÐÇÐÐÑ, ÆÎâ ÏÐÑÅËØ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ ÒÓËÎÑÉÇ-
ÐËÌ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÏ ÆÄËÉÇÐËË ÊÄÇÐßÇÄ
ÒÑÎËÏÇÓÐÞØ ÏÑÎÇÍÖÎ. ±ÓÂÍÕËÚÇÔÍË ËÐÕÇÓÇÔÇÐ, ÑÆÐÂÍÑ, Ë
ÑÃÓÂÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÏÂÎÑ.

2) ¢ÓÑÖÐÑÄÔÍÂâ ÚÂÔÕËÙÂ ì ÃËÔÕÂÃËÎßÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ.
µÒÓÖÅÂâ ÔËÎÂ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÊÂÆÂÇÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ:

U�r� �Mo2
0r

2

2

�
ÿa� b

2
r2
�
; a � af ÿ 1; b > 0: �10:12�

¬Ñà××ËÙËÇÐÕ af ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÆÇÌÔÕÄËÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ
ÒÑÎâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÒÑÎâ ÑÓÇÐÙÂ Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ [33, 37]. ±ÓË
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÏ ÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËË, ÍÑÅÆÂ a > 0, ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ, Â ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÔËÔÕÇÏÞ ì ÃËÔÕÂÃËÎßÐÞÏ. ¥Îâ ÑÆÐÑÑÃÓÂÊËâ ÕÇÓÏËÐÑ-
ÎÑÅËË ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß af, ÍÂÍ Ë Ä ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞØ ì
ÑÕÍÓÞÕÞØ ÂÍÕËÄÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÑÃÓÂÕÐÑÌ
ÔÄâÊË.

°ÃÓÂÕÐÂâ ÔÄâÊß, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ
ÔÓÇÆÞ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÄÇÓÛÂÇÕÔâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ.
¬Ñà××ËÙËÇÐÕ ÉÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË b ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÓÂÊÐÖá
ÒÓËÓÑÆÖ. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÄÞÆÇÎËÏ ÆÄÂ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÔÎÖÚÂâ.

Â) ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß âÄÎâÇÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ
àÎÇÏÇÐÕÂ ÔËÔÕÇÏÞ ì ÑÕÆÇÎßÐÑÌ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, Â
ÐÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔÓÇÆÞ. ´ÑÅÆÂ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10.7) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ (10.8) Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ (10.12). ±ÓË
a < 0 ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ ËÏÇÇÕ ÑÆËÐ ÏÂÍÔËÏÖÏ
ÒÓË x � 0. ±ÑÄÇÆÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ x
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÚÎÇÐÑÏ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ b. ±ÓË a > 0
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ÔÑÔÕÑâÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÃËÔÕÂÃËÎßÐÞÏ Ë ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ.

Ã) ¯Ç ÕÑÎßÍÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË, ÐÑ Ë
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ b ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ÔÓÇÆÞ.
´ÑÅÆÂ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË, Õ.Ç. ÒÓË af � 0,
ÆÑÎÉÐÑ ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ ÆÎâ
ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË
af � 0 ÔËÔÕÇÏÂ ËÏÇÇÕ ÐÂËÃÑÎßÛÖá ÄÑÊÏÑÉÐÖá ÔËÏÏÇÕ-
ÓËá ËÎË, ËÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÐÂËÃÑÎÇÇ ØÂÑÕËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË.

ªÊ ÖÔÎÑÄËâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ
Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÖÒÓÖÅÑÔÕßá ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ:

D�r��r� � D�r��1� br2�; D�r� � kT

Mg
: �10:13�

³ ÖÚÇÕÑÏ àÕÑÅÑ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÇ (ÐÑ ÒÓË ÎáÃÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË af)
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ:

f�r� � C exp

�
ÿUeff�r�

kT

�
;

Ueff�r� �Mo2
0

2

h
r2 ÿ af

b
ln�1� br2�

i
: �10:14�

©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐ à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÖÚË-
ÕÞÄÂÇÕ ÒÑÐËÉÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÂ ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎË-
ÚÇÐËâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ af. ¿ÕÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÒÓÑËÔØÑ-
ÆËÕß ÍÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÕÂÍ Ë
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ.

´ÂÍËÏ ÒÖÕÇÏ ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë
³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆË××ÖÊËË:

qf�r; t�
qt

� q
q

�
D�r��r� qfqr

�
ÿ q
qr

�
F�r�
Mg

f

�
;

F�r� � ÿMo2
0r�1ÿ af � br2�: �10:15�

±ÓË af � 0 ËÊ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¿ÌÐÛ-
ÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ.
¯ËÉÇ ÃÖÆÖÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÒÓËÏÇÓÞ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÃÑÎÇÇ
ÑÃÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10.15).

ªÊÏÇÐÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÂ ÏÑÉÐÑ ÖÚÇÔÕß Ë
ÆÓÖÅËÏ ÒÖÕÇÏ. ªÏÇÐÐÑ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÑÔÕÂÇÕÔâ
ÒÓÇÉÐËÏ, ÐÑ ÔËÎÂ F�r� ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ ÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá
à××ÇÍÕËÄÐÖá ÔËÎÖ:

F�r� ! Feff�r� � ÿ qUeff

qr
� ÿMo2

0r

�
1ÿ af

1� br2

�
:

�10:16�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¿ÌÐÛ-
ÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ:

qf�r; t�
qt

� D�r�
q2f
qr2
ÿ q
qr2

�
Feff

Mg
f

�
; D�r� � kT

Mg
: �10:17�

£ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÂÍÉÇ ËÏÇÇÕ
ÓÇÛÇÐËÇ (10.14).

ªÕÂÍ, ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (10.12)
ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÓÂÊÐÑÇ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇ ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÂ (ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ
ÔÓÇÆÞ) ÐÂ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËÇ ÚÂÔÕËÙÞ. £ ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ
ÖÔÎÑÄÐÑ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÎËÐÇÌÐÑÏ ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÇ, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÊÂÎÑÉÇÐÂ Ä ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÑÕÆÇÎß-

ÐÑÌ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ. ²ÑÎß ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ËÊÏÇÐÇÐËá ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ:
o2

0 ! o2
0�1ÿ af�. ©ÐÂÚÇÐËÇ af � 1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÑÚÍÇ

ÃË×ÖÓÍÂÙËË ì ÒÑâÄÎÇÐËá "ÏâÅÍÑÌ ÏÑÆÞ". £Ñ ÄÕÑÓÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÖÔÎÑÄÐÑ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÕÇÓÏÑ-
ÔÕÂÕÇ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÔËÎÞ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂ
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÖá ÚÂÔÕËÙÖ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ ÔÓÇ-
ÆÑÌ.

10.3. ³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ
ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÂ
¿ÕËÏ ÆÄÖÏ ÓÂÊÐÞÏ ÔÎÖÚÂâÏ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ Ë, ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÓÂÊ-
ÐÞÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ì ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
¢ÑÎßÙÏÂÐÂ Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ (10.12) Ë ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
(10.14). ËÛß ÄÕÑÓÑÇ ËÊ ÐËØ ÒÓË af � 0 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ ÒÓË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÏ ÆÄËÉÇÐËË
ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ. ²ÂÊÎËÚËÇ àÕËØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÌ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÒÑÄÇÆÇÐËË ÒÓË ÃÑÎßÛËØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ r, Õ.Ç. ÐÂ "ØÄÑÔÕÂØ" ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ.

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÂ ÖÃÞÄÂÐËÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ r ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ
×ÂÍÕÑÓÑÏ exp�ÿbr4�, Õ.Ç. ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ ÆÎâ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ (10.10). ¯ÂÒÓÑÕËÄ, ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
(10.14) Ô ÓÑÔÕÑÏ af, Õ.Ç. ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÏÇÐßÛÇÐËâ ÔËÏÏÇÕÓËË,
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÔÒÂÆÂÇÕ ÊÐÂÚËÕÇ-
ÎßÐÑ ÏÇÆÎÇÐÐÇÌ, ÚÇÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ ÆÎâ
ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÓÖÅËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÆÎâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ (r ÊÂÏÇÐâÇÏ ÐÂ x).

1. ±ÑÎÑÉÇÐËâ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ

xmax � 0 pri af < 1;

xmax � �
�
af ÿ 1

b

�1=2

pri af > 1: �10:18�

2. °ÕÐÑÛÇÐËâ ÊÐÂÚÇÐËÌ ×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓË
x � xmax Ë x � 0 ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÅÎÖÃËÐÂ
âÏÞ ÆÎâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÃËÔÕÂÃËÎßÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
ÏÇÐßÛÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÂ. ±Ñ àÕÑÌ
ÒÓËÚËÐÇ ÒÓÇÑÆÑÎÇÐËÇ ÃÂÓßÇÓÂ ÒÓË ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÑÌ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÑÔÕË ÑÃÎÇÅÚÂÇÕÔâ. °Ã àÕÑÏ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ë ÓÂÔÚÇÕ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÆËÔÒÇÓÔËÌ. ´ÂÍ, Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ¤ÂÖÔÔÂ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

h�dx�2iNL

h
h�dx�2iL

iÿ1
� af; af > 1: �10:19�

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ×ÑÓÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖ-
ØÑÄÔÍÑÅÑ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÔÑ ÔÓÇÆÑÌ. £ ÔÎÖÚÂÇ "ÎËÐÇÌ-
ÐÑÅÑ ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÂ", ÍÑÅÆÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË
ÆÄËÉÇÐËâ ÐÇ ÔÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÐÛ-
ÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ. ¦ÔÎË ÉÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ×ÑÓÏË-
ÓÖÇÕÔâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ Ô ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÑÏ, ÕÑ ÔËÕÖÂÙËâ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÏÇÐâÇÕÔâ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË.

ªÔØÑÆÐÞÏ ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë
³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ ÔÎÖÉËÎÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÂÐÉÇÄÇÐÂ (10.6).
°ÐÑ Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ËÊ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÆÎâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÔÍÑÓÑÔÕË ÃÓÑÖ-
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ÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ì ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.2). °ÔÐÑÄÑÌ ÆÎâ àÕÑÅÑ
ÔÎÖÉËÎÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÏÇÆÎÇÐÐÑÔÕË ÎËÃÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆË××ÖÊËË ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ �tD 4 gÿ1�, ÎËÃÑ
ÖÔÎÑÄËÇ ÔËÎßÐÑÅÑ ÊÂÕÖØÂÐËâ �g4o0�. ±ÇÓÄÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ
ÄÔÇÅÆÂ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ ÔËÔÕÇÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÓÇÏâ
ÆË××ÖÊËË ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ ÍÄÂÆÓÂÕÖ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÅÑ ÓÂÊ-
ÏÇÓÂ ÔËÔÕÇÏÞ L. £ÕÑÓÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇÏ ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ Ë ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÆÂÎÇÍÑ ÐÇ
ÄÔÇÅÆÂ. ¬ÂÍ ÉÇ ÃÞÕß, ÇÔÎË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ g4o0 ÐÇ ÄÞÒÑÎ-
ÐâÇÕÔâ?

ªÏÇáÕÔâ Ë ÆÓÖÅËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÑÒÓÑÔÞ. ´ÂÍ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÂÍ ÑÒËÔÂÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÆË××ÖÊËá,
ÍÑÅÆÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÕÓÇÐËâ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÕÇÏ
ÔÂÏÞÏ ËÏÇÇÕÔâ Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÂâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß? ±ÓËÄÇ-
ÆÇÐÐÞÇ ÄÑÒÓÑÔÞ ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÑÕÆÇÎßÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÑÃÜÇÌ
ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÅËÆÓÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ. ³ÆÇÎÂÇÏ ÒÇÓ-
ÄÞÌ ÛÂÅ Ä àÕÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÇÌ-
ÛÇÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ. ¿ÕÑ ÑÃÎÇÅÚËÕ ÒÑËÔÍ ÓÇÛÇÐËâ
ÆÎâ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞØ ÔËÕÖÂÙËÌ.

11. ¤ËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ
(2.6) ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�r; v; t�. £ ÐÇÅÑ ÚÇÓÇÊ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË D�v� ÄØÑÆËÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ÕÇÓÏÑ-
ÔÕÂÕÂ. ªÔÒÑÎßÊÖÇÏ ËÊÄÇÔÕÐÖá ÔØÇÏÖ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ ÍËÐÇÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÅÂÊÑÄÑÌ
ÆËÐÂÏËÍË.

±ÓË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ
ÏÞ ËÏÇÇÏ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÆÇÎÑ Ô ÆÄÖØÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÑÌ ÔÒÎÑÛ-
ÐÑÌ ÔÓÇÆÑÌ. °ÆÐÂ ËÊ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ì ÔÓÇÆÂ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâá-
ÜÂâ ÕÇÓÏÑÔÕÂÕ. °ÐÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß Ë ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ.
£ÕÑÓÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÌ ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÒÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËËÏÇÕÑÆÂ¿ÌÎÇÓÂ âÄÎâÇÕÔâ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ
ÔÓÇÆÂ ËÊ ÐÇÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ.
¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÄÑÊÏÑÉÇÐ Ë ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ
ÒÓËÐËÏÂÇÕÔâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ Ë ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ
ÚÂÔÕËÙ [3].

ªÕÂÍ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÆÄÖØÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÖá ÔÒÎÑÛÐÖá
ÔÓÇÆÖìÕÇÓÏÑÔÕÂÕ Ô ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌT Ë ÔÒÎÑÛÐÂâ ÔÓÇÆÂ ËÊ
ÐÇÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÚÂÔÕËÙ. ´ÇÓÏÑÔÕÂÕ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ
"ÎËÐÇÌÐÞÏ" Ä ÖÍÂÊÂÐÐÑÏ ÄÞÛÇ ÔÏÞÔÎÇ. ´ÑÅÆÂ ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
(2.6).

£ÄÇÆÇÏ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË ÆÎâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ
ÚÂÔÕËÙ: rB�r; t�, uB�r; t�, TB�r; t�. ¯ËÉÇ ËÐÆÇÍÔ "£" ÑÔÕÂÄ-
ÎâÇÏ ÕÑÎßÍÑ Ö ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ, ÚÕÑÃÞ ÑÕÎËÚËÕß ÇÇ ÑÕ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÂ. ¥Îâ ×ÖÐÍÙËË r ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË

qr
qt
� qru

qr
� 0: �11:1�

£ÕÑÓÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÂ
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ

qrui
qt
� qruiuj

qrj
� ÿ qp

qri
ÿ qpij

qrj
� r
m

Fi�r� ÿ grui;

p � r
m

kTB: �11:2�
©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ p ÆÎâ ÆÂÄÎÇÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ
ÚÂÔÕËÙ. pij ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÒÑÍÂ "ÕÇÐÊÑÓ ÄâÊÍËØ ÐÂÒÓâÉÇ-

ÐËÌ". ¯ÂÍÑÐÇÙ, ËÏÇÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÍËÐÇÕË-
ÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË

q
qt

�
ru2

2
� 3

2

r
m

kTB

�
�

� q
qri

�
ui

�
ru2

2
� 3

2

r
m

kTB � r
�
� pijuj � Si

�
�

� 3gr
�
kT

m
ÿ
�
u2

3
ÿ kTB

m

��
� rFu: �11:3�

©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ Si ÆÎâ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞØ ÒÑÍÂ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ "ÄÇÍÕÑÓÂ ÕÇÒÎÑÄÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ". ±ÑÔÎÇÆÐËÌ
ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11.2) Ë ÒÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä
ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11.3) ì ÏÑÏÇÐÕÞ "ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ" Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ.

¶ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�r; t� Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ¿ÌÐÛ-
ÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ: r�r; t� � mnf. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ËÔÍÑÏÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÐÂÆÑ ËÊ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ ËÔÍÎáÚËÕß
ÄÔÇ "ÎËÛÐËÇ" ×ÖÐÍÙËË u; TB; pij; Si. ¿ÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÔÆÇ-
ÎÂÕß ÎËÛß ÏÇÕÑÆÑÏ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. °ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐÂ
ÐÂ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ ÆË××ÖÊËÑÐÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ, âÄÎâÇÕÔâ ÔÂÏÞÏ
ÏÇÆÎÇÐÐÞÏ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÔÂÏÞÏ ÒÎÂÄÐÞÏ ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂ-
ÕÂÏ. ¥Îâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÆË××ÖÊËË ÒÇÓÄÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÄÞÓÂ-
ÉÂÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ tD 4 gÿ1, Â ÄÕÑÓÑÇ ì ÏÂÎÑÔÕßá
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÚËÔÎÂ ¬ÐÖÆÔÇÐÂ Kn � �vT=g�=L. ´ÇÏ
ÔÂÏÞÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÏÂÎÞÏË ÅÓÂÆËÇÐÕÞ ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ.

ªÊ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ
àÕËÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏ ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÃÓÑÖ-
ÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ë ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÂ:

TB � T: �11:4�

£ ÖÓÂÄÐÇÐËË (11.2) Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ (Õ.Ç. ÒÓË F � 0) ÑÔÐÑÄÐÞÏË
âÄÎâáÕÔâ ÒÇÓÄÞÌ Ë ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ÚÎÇÐÞ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË. £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ, Ô ÖÚÇÕÑÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (11.4) ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá:

ru � ÿ kT

gm
qr
qr
� ÿD�r� qrqr : �11:5�

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ àÕÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÂ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË (11.1) Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË r�r; t� Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�r; t�.

±ÓË ÐÂÎËÚËË ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË ÏÇÆÎÇÐÐÑÔÕË
ÒÓÑÙÇÔÔÂ (ÆÎâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ àÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ g4o0) Ë
ÏÂÎÑÔÕË ÚËÔÎÂ ¬ÐÖÆÔÇÐÂ ÒÑÔÕÖÒÂÇÏ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ.±ÓË àÕÑÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (11.4) ÑÔÕÂÇÕÔâ ÒÓÇÉÐËÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í ÐÇÏÖ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÅÓÂÆËÇÐÕÖ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÏÂÎÂ. £ ÖÓÂÄÐÇÐËË ÉÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÂ
ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÚÎÇÐ. °Ð ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ
ÅÓÂÆËÇÐÕÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ë ÏÂÎ ÎËÛß ÒÓË ÖÔÎÑÄËË ÆÑÔÕÂÕÑÚ-
ÐÑÌ ÅÎÂÆÍÑÔÕË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ. ¥Îâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ àÕÑ àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ g4o0. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (11.5) ÒÓË-
ÐËÏÂÇÕ ÄËÆ:

ru � ÿD�r� qrqr �
r
Mg

F�r�: �11:6�
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±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ àÕÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÂ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË (11.1) Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ (10.7).

±ÑÆÄÇÆÇÏ ËÕÑÅË.
ªÔØÑÆÐÞÏ ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑ-

ÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÔÎÖÉËÎÑ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ (2.6) ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÛÇÔÕËÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ Ë ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ì ×ÖÐÍÙËË f�r; v; t�. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ
ÔËÔÕÇÏÂ ÐÇÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ, ÍÂÍ ÔÒÎÑÛÐÂâ ÔÓÇÆÂ. ¦Ç ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ
Ô ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÆÄÖÏâ ×ÂÍÕÑÓÂÏË ì
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË ÕÓÇÐËâ g Ë ÆË××ÖÊËË D.

±ÇÓÇØÑÆ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ
ÃÞÎ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎÇÐ Ä ÆÄÂ àÕÂÒÂ. ³ÐÂÚÂÎÂ ÃÞÎ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐ
ÒÇÓÇØÑÆ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÆÎâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ. ±ÓË àÕÑÏ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ (11.1) ë (11.3) ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÃÇÊ ÍÂÍËØ-ÎËÃÑ ÖÒÓÑÜÇÐËÌ.

¹ÕÑÃÞ ÔÄÇÔÕË ÇÇ Í ÊÂÏÍÐÖÕÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (11.7) ì
ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆË××ÖÊËË, ÃÞÎË ÔÆÇÎÂÐÞ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐËâ ì ÅÎÂÆÍÑÔÕß ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÖÔÎÑÄËÇ
g4o0) Ë ÏÂÎÑÔÕß ÚËÔÎÂ ¬ÐÖÆÔÇÐÂ. ¿ÕË ÖÔÎÑÄËâ Ä ÔÑÚÇÕÂ-
ÐËË Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÂ ÄÇÎËÚËÐ g;D ì ÎËÐÇÌÐÑÔÕË
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ, ÔËÎßÐÑ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂáÕ ÑÃÎÂÔÕß
ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ.

£ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ Ë Ä ÕÇÑÓËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÊÂÆÂÚÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÅÑ ÍËÐÇÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÇÆËÐÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ ÍÂÍ ÐÂ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ, ÕÂÍ Ë ÐÂ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËØ Ë ÆË××ÖÊËÑÐÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ [28].

´ÇÒÇÓß ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÑÃÜËÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÍË ÐÇÑÃÓÂÕËÏÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ä
ÕÇÑÓËË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ.

12. ¿ÄÑÎáÙËâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ë àÐÕÓÑÒËË
ÒÓË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÏ ÆÄËÉÇÐËË. ¶ÖÐÍÙËÑÐÂÎÞ
âÒÖÐÑÄÂ LF; LS

12.1. µÒÓÂÄÎâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ. ¯-ÕÇÑÓÇÏÂ
°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ f0�x; t� ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÒÓÂ-
ÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.9). ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÇÅÑ Ä ×ÑÓÏÇ
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ¤ËÃÃÔÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÞ ÓÂÊÐÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÂÏË-
ÎßÕÑÐÂ.

²ÑÎß à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÏÑÉÇÕ ËÅÓÂÕß ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕß ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÂÐÉÇÄÇÐÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ Ë
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË
ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÑÃÜÇÏ ÄËÆÇ (5.9) ÐÇÕ âÄÐÑÌ
ËÐ×ÑÓÏÂÙËË Ñ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Ë
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ (Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ) ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË.
¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÐÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÆÎâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÅÑ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ.

¬ÂÍÑÄ ÉÇ ÄÞØÑÆ? ªÏÇáÕÔâ ÆÄÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÆÎâ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ë à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ.

£Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÏÑÉÐÑ, ×ÑÓÏÂÎßÐÑ, ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ
à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ÓÂÄÐÂ ÇÆËÐËÙÇ, Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ:

f0�x� � exp�Feff ÿHeff�x��; Feff � ÿ
�
exp�ÿHeff�x�� dx:

�12:1�

´ÂÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÕÑÏÖ, ÚÕÑ à××ÇÍÕËÄ-
ÐÂâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ÄÍÎáÚÇÐÂ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
àÐÇÓÅËË Ë ×ÖÐÍÙËË ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ.

£ÕÑÓÂâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË à××ÇÍ-
ÕËÄÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

f0�x� � exp�ÿHeff� �Teff � 1; Feff � 0�: �12:2�

´ÂÍÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÍÑÅÆÂ ÄÔâ
ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ ÃÇÓÇÕÔâ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ x�t; a�.
°ÐÑ ÔÎÖÉËÎÑ ËÔØÑÆÐÞÏ Ä [17, 38] ÒÓË ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ
ÍÓËÕÇÓËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË
ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÑÕÍÓÞÕÞØ ÔËÔÕÇÏ Ä ×ÑÓÏÇ S-ÕÇÑÓÇÏÞ.

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (5.9) Ë ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÏ ÇÅÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ (12.1). ´ÇÏ
ÔÂÏÞÏ ÄÄÑÆËÕÔâ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ, ÐÑ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ. °ÐÂ ÔÄâÊÂÐÂ "ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍËÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ" ÔÑ ÔÓÇÆÐÇÌ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ Ë
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ àÐÕÓÑÒËÇÌ

Feff �
�
Heff�x�f0�x� dxÿ

�
ln f0�x� f0�x� dx: �12:3�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔ-
ÐÖá ÔÄÑÃÑÆÐÖá àÐÇÓÅËá ÆÎâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎá-
ÙËË

F�t� �
�
Heff�x� f �x; t� dxÿ

�
ln f�x; t� f�x; t� dx: �12:4�

²ÂÊÐÑÔÕß ÄÄÇÆÇÐÐÞØ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÞØ àÐÇÓÅËÌ ÒÓËÄÑÆËÕÔâ Í ÄËÆÖ

LF � F�t� ÿ F0 �
�
ln

f�x; t�
f0�x� f�x; t� dx5 0: �12:5�

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÏËÐËÏÂÎßÐÂ Ä
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË. ±ÑÍÂÉÇÏ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ Ä ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÇ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË Í ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÒÓÂÄÎâáÜËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (5.9),
ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÖÃÞÄÂÇÕ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ,
ÚÕÑ LF âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ âÒÖÐÑÄÂ.

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (12.5) Ë
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5.9). ³ ÖÚÇÕÑÏ
ÖÔÎÑÄËâ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËá:

dLF

dt
�
�
ln

f�x; t�
f0�x�

�
Wxx0 f�x0; t� ÿWx0x f�x; t�

�
dxdx0 �

�
�
Wxx0 f0�x0�

�
f�x0; t�
f0�x0� ln

f�x; t�
f0�x� ÿ

f�x0; t�
f0�x0� ln

f�x0; t�
f0�x0�

�
:

�12:6�
¹ÕÑÃÞ ÔÆÇÎÂÕß ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ Ñ ÊÐÂÍÇ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ, ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ�

Wxx0 f0�x0�
�
f�x; t�
f0�x� ÿ

f�x0; t�
f0�x0�

�
dx dx0 � 0: �12:7�

©ÆÇÔß ÖÚÕÇÐÑ, ÚÕÑ f0�x� ÇÔÕß ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ Ë,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ:

Wxx0 f0�x0� ÿWx0x f0�x� � 0: �12:8�
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³ ÖÚÇÕÑÏ ÖÔÎÑÄËâ (12.7) ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (12.6) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß
Ä ÄËÆÇ

dLF

dt
�
�
Wxx0 f0�x0�

�
ÿa0 ln a

a0
ÿ a� a0

�
4 0: �12:9�

©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ

a � f�x; t�
f0�x� ; a0 � f�x0; t�

f0�x0� �12:10�

Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ln�a=a0�5 1ÿ �a=a0�ÿ1.
¥ÄÂ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (12.5) Ë (12.9) ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ

ÄÄÇÆÇÐÐÂâ ÐÂÏË ÓÂÊÐÑÔÕß ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ
àÐÇÓÅËÌ LF âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ âÒÖÐÑÄÂ. £ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÇ àÄÑÎáÙËË ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑ àÕÑÏÖ ÍÓËÕÇÓËá âÄÎâÇÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ.

£ ÓÂÃÑÕÇ [11] ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÕÓÂÍÕÖÇÕÔâ, ÍÂÍ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ àÐÕÓÑÒËË. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÐÂÒÑÏÐËÏ ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÇ.

²ÂÊÐÑÔÕß ÔÄÑÃÑÆÐÞØ àÐÇÓÅËÌ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ âÒÖÐÑÄÂ ÏÑÅÖÕ ÔÎÖÉËÕß ÏÇÓÑÌ ÖÆÂÎÇÐÐÑ-
ÔÕË ÕÇÍÖÜÇÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ. ¿ÕÑÌ ËÐ×ÑÓÏÂ-
ÙËË, ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎâ ÊÂÍÎáÚÇÐËâ Ñ ÕÑÏ,
âÄÎâÇÕÔâ ÎË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÂâ ÄÓÇÏÇÐÐÂâ àÄÑÎáÙËâ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÑÏ ÔÂÏÑÑÓÅÂÐËÊÂÙËË. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÂÆÑ ÄÏÇÔÕÑ LF

ÄÄÇÔÕË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ âÒÖÐÑÄÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ÓÂÊÐÑÔÕßá
àÐÕÓÑÒËÌ:

LS � S0 ÿ ~S�t� �
�
ln

~f�x; t�
f0�x�

~f�x; t� dx5 0;
dLS

dt
4 0:

�12:11�

©ÆÇÔß ~f�x; t�ì ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ±ÇÓÇ-
ÐÑÓÏËÓÑÄÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÂ Ä ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÇ àÄÑÎáÙËË ÔÓÇÆÐÇÌ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÂÏËÎß-
ÕÑÐÂ Heff. ¶ÖÐÍÙËÑÐÂÎ âÒÖÐÑÄÂ LS ÔÎÖÉËÕ ÏÇÓÑÌ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ä
ÒÓÑÙÇÔÔÇ àÄÑÎáÙËË Í ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá. ¯ÇÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÂ (12.11) ÄÞÓÂÉÂáÕ ¯-ÕÇÑÓÇÏÖ ÆÎâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÖÒÓÂÄÎâáÜËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (5.9).

12.2. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ. ¯-ÕÇÑÓÇÏÂ
°ÃÓÂÕËÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ (6.9),
ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÎËÃÑ ËÊ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5.9),
ÎËÃÑ ËÊ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÅÑ ÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.2). ³ÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÅÆÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (6.16) ÒÓË
n � 0. ¦ÅÑ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ (12.1)

f0�x� � exp�Feff ÿHeff�x��; Heff�x� �
�x
0

A�x0�
D�x0� dx

0:

�12:12�

³ÐÑÄÂ ÄÄÑÆËÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ LF. °Ð ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖ-
ÎÑÌ (12.5). ¦ÅÑ ÄÓÇÏÇÐÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÐÂØÑÆËÏ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.9)

dLF

dt
� ÿ

�
D�x� f�x; t�

�
q
qx

ln
f�x; t�
f0�x�

�2

dx4 0: �12:13�

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ Ë ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÐÇÓÂÄ-
ÐÑÄÇÔÐÂâ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ Ä
ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ àÄÑÎáÙËË Í ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇ-

ÆÇÎÇÐËá (12.12). ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÚÕÑ Ë ÊÆÇÔß ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ LF

ÔÎÖÉËÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ ÖÆÂÎÇÐÐÑÔÕË ÑÕ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÐÑ ÐÇ ÏÇÓÑÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ
ÔÕÇÒÇÐË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ë, ÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÔÎÖÉËÕß ÍÓËÕÇÓËÇÏ ÔÂÏÑÑÓÅÂÐËÊÂ-
ÙËË. ¥Îâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÕÂÍÑÅÑ ÍÓËÕÇÓËâ ÐÂÆÑ ÔÐÑÄÂ ÒÓÑËÊÄÇ-
ÔÕË ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÖ Í ÊÂÆÂÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÔÓÇÆÐÇÌ
à××ÇÍÕËÄÐÑÌ àÐÇÓÅËË.

12.3. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ.
¯-ÕÇÑÓÇÏÂ
£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ
(10.17). ¥ÇÌÔÕÄËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÂ ÐÂ ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍÖá ÚÂÔÕËÙÖ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ à××ÇÍÕËÄÐÖá ÔËÎÖ.
³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔÐÞÏ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (10.14). ±ÓË ÐÖÎÇÄÑÏ
ÊÐÂÚÇÐËË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË af ÑÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
Ô ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ ÆÎâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎ-
ÎâÕÑÓÂ.

¶ÖÐÍÙËÑÐÂÎ âÒÖÐÑÄÂ LF ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ (12.5)

LF � F�t� ÿ F0 �
�
ln
f�r; t�
f0�r� f�r; t� dr5 0: �12:14�

£ÓÇÏÇÐÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏ Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (10.17)

dLF

dt
� ÿ

�
D�r� f�r; t�

�
q
qr

ln
f�x; t�
f0�x�

�2

dr4 0: �12:15�

¶ÖÐÍÙËÑÐÂÎ âÒÖÐÑÄÂ LF Ë ÊÆÇÔß ÔÎÖÉËÕ ÎËÛß ÏÇÓÑÌ
ÖÆÂÎÇÐÐÑÔÕË ÑÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ. ¥Îâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ
ÏÇÓÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË ÔÎÇÆÖÇÕ
ÕÂÍÉÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÓÂÊÐÑÔÕßá àÐÕÓÑÒËÌ.

ªÕÂÍ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÐâÕËâ "ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ" ÐÂ ÛËÓÑÍËÌ ÍÎÂÔÔ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÔÓÇÆÂØ. ¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÖá ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÑÔÕß
ÕÂÍÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÞ âÒÖÐÑÄÂ LF ÄÇÔßÏÂ
ÒÑÎÇÊÐÞ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÏÐÑÅËØ ÊÂÆÂÚ. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ËÊ ÐËØ
ÃÖÆÖÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÔÎÇÆÖáÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ.

13. ¢ÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ
Ä ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ. ¤ÇÐÇÓÂÕÑÓ
£ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ

¸ÇÎß ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ì ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÑÄÂÕß à××ÇÍ-
ÕËÄÐÑÔÕß ËÊÎÑÉÇÐÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÐÂ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÒÓËÏÇÓÂØ.
°ÕÑÃÓÂÐÐÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ Ë ÔÂÏÑÔÕÑâÕÇÎßÐÞÌ
ËÐÕÇÓÇÔ. ¯Â ÐËØ ÒÓÑÔÎÇÉËÄÂÇÕÔâ Ë ÑÕÎËÚËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ-
ÐÞØ ÄÞÛÇ ÓÂÊÐÞØ ÔÒÑÔÑÃÑÄ ÑÒËÔÂÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ.

¯ÂÚÐÇÏ Ô ÕÇÑÓËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÅÇÐÇÓÂ-
ÕÑÓÇ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ.

¤ÇÐÇÓÂÕÑÓ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ âÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ
ÒÓËÏÇÓ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÂÄÕÑÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. °Ð
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÎËÐÇÌÐÞÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞÌ ÍÑÐ-
ÕÖÓ, ÄÍÎáÚÇÐÐÞÌ ÚÇÓÇÊ ÖÔËÎËÕÇÎß Ä ÙÇÒß ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË.

¢ÇÊ ÖÚÇÕÂ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ä ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÆËÔÔË-
ÒÂÕËÄÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÊÂÓâÆÂ Ë ÕÑÍÂ. µÚÇÕ àÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÑÕÑÍÂ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ ÖÚËÕÞÄÂ-
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ÇÕÔâ ÄÄÇÆÇÐËÇÏ Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ à.Æ.Ô. ì eì ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÂÐÉÇÄÇÐÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓ ÔÏâÅÍËÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇÏ, ÍÑÅÆÂ
ÎËÐÇÌÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÕÓÇÐËâ ÏÇÐâÇÕ
ÊÐÂÍ ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ
ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË. ³ ÖÚÇÕÑÏ àÎÇÍÕÓÑÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ ÂÐÂÎÑ-
ÅËË ËÏÇÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÐÉÇÄÇÐÂ:

dx

dt
� v; dv

dt
� �ÿa� bv2�v� o2

0x�
1

2

dD

dv
�

����������
D�v�

p
y�t�:
�13:1�

©ÆÇÔß a � af ÿ g; af ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË, Â g Ë
bì ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÕÓÇÐËâ.

µÓÂÄÐÇÐËâ (13.1) ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÂÐÉÇÄÇÐÂ
(3.16) ÆÎâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ
ÕÓÇÐËÇÏ. ´ÇÒÇÓß, ÑÆÐÂÍÑ, ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ
ÕÓÇÐËâ ÏÑÉÇÕ ÏÇÐâÕß ÊÐÂÍ. ³ÎÇÆÖâ ÏÇÕÑÆÖ ÓÂÊÆÇÎÂ 3,
ÒÇÓÇÌÆÇÏ Í ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂë
±ÎÂÐÍÂ Ä ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ:

qf
qt
� v qf

qr
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qf
qv
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qv
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°ÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá (3.15).
´ÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÂÄÕÑÍÑÎÇ-

ÃÂÐËâ, ÐÇ ÖÆÂÇÕÔâ ÐÂÌÕË ÆÂÉÇ Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÉËÏÇ,
ÍÑÅÆÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13.1) ÃÇÊ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÂÐ-
ÉÇÄÇÐÂ. ²ÇÛÇÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÂÐÉÇ-
ÄÇÐÂ Ë ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÇÜÇ ÊÐÂÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÖá ÊÂÆÂÚÖ. µÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÖÒÓÑÜÇÐÞ, ÍÑÅÆÂ ÄÔÇ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÞ ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ, Õ.Ç. ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÞ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ:

jaj; af; dhv2i5o0: �13:3�

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÆÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÚÕÑ ÄÔÇ ÄÓÇÏÇÐÂ ÓÇÎÂÍ-
ÔÂÙËË âÄÎâáÕÔâ ÃÑÎßÛËÏË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ. ´ÑÅÆÂ ÒÖÕÇÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÒÇÓËÑÆÖ ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËÌ 2p=o0 ÏÑÉÐÑ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÖÒÓÑÔÕËÕß ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÂÔÒÇÍÕÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÌ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ¡.¡.
¡ÐÆÓÑÐÑÄÂ, ¯.®. ¬ÓÞÎÑÄÂ Ë ¯.¯. ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ.

´ÇÑÓËË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂØ ÒÑÔÄâÜÇÐÑ ÏÐÑÅÑ
ÓÂÃÑÕ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, [5ë9, 20ë22]. ¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÓÂÔÚÇÕ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÂ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË. ´ÂÍÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎËÛ-
ÍÑÏ ÔËÎßÐÞÏ, ÍÑÅÆÂ ÑÃÓÂÕÐÂâ ÔÄâÊß ÖÔÕÓÑÇÐÂ ÕÂÍ, ÚÕÑ ÒÓË
ÇÇ ÄÞÍÎáÚÇÐËË Ä ÍÑÐÕÖÓÇ ÑÔÕÂáÕÔâ ÎËÛß ÕÇÒÎÑÄÞÇ
×ÎÖÍÕÖÂÙËË.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÑÃÓÂÕÐÂâ ÔÄâÊß ÖÔÕÓÑÇÐÂ ËÏÇÐÐÑ
ÕÂÍ. ´ÑÅÆÂ ÒÓË af � 0 ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÆË××ÖÊËË
D�v� ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÔÒÑÔÑÃÑÏ, ËÊÎÑÉÇÐÐÞÏ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.
²ÂÄÐÑÄÇÔÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË
âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂë¢ÑÎßÙÏÂÐÂ:

f�x; v; af � 0� � C exp

�
ÿH�x; v�

kT

�
;

H�x; v� �Mv2

2
�Mo2

0

2
: �13:4�

©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ
ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÍÑÐÕÖÓÂ. ±Ñ àÎÇÍÕÓÑÏÇØÂÐË-

ÚÇÔÍÑÌ ÂÐÂÎÑÅËË ÏÂÔÔÇ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ËÐÆÖÍÕËÄÐÑÔÕß L, ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÇ xì ÊÂÓâÆ Ë Õ.Æ.

¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË D�v� ÒÑÆÔÕÂÄÎâÇÏ àÕÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (13.2) ÒÓË af � 0. °ÐÑ ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÒÓË ÖÔÎÑÄËË

D�v� � �g� bv2� kT
M
� g�v� kT

M
: �13:5�

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÏÞ ÔÐÑÄÂ ÒÓËÛÎË Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ (3.4).

±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ
ÐÖÎâ. ´ÑÅÆÂ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÐÖÎá "ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ" Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (13.2) ÐÂØÑÆËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ f, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕ Ä ÐÖÎß ÇÅÑ ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß.
±ÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÏ ÇÅÑ ÔÐÑÄÂ Ä ×ÑÓÏÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ ¤ËÃÃÔÂ:

f�x; v; af� � exp

�
ÿHeff
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Heff � H�x; v� ÿ af
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±ÓË af � 0 à××ÇÍÕËÄÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
Ô (13.4).

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇ ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕ, ÑÆÐÂÍÑ, ÖÓÂÄÐÇÐËá (13.2), ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË ÇÅÑ
ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ ÎÇÄÂâ ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä
ÐÖÎß. ¿ÕÑ ÎËÛÐËÌ ÓÂÊ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÔÎÑÉÐÑÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÎâ ÐÇÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ. ¿ÕÑ ÖÆÂÇÕÔâ ÔÆÇÎÂÕß ÎËÛß
ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ.

°ÆËÐ ËÊ ÔÒÑÔÑÃÑÄ ÖÒÓÑÜÇÐËâ, ÍÂÍ ÏÞ ÖÉÇ ÑÕÏÇÕËÎË,
ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËÌ (13.3). £ ÒÇÓÄÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÑÐ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÔÓÇÆÐÇÐËá ÒÑ ÒÇÓËÑÆÖ
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÓÖÅËÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÑÔÐÑÄÂÐÞ ÐÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÏÑÆÇÎßÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÅÇÐÇ-
ÓÂÕÑÓÇ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ.

°ÆÐÂ ËÊ ÕÂÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ Ä ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ. ©ÆÇÔß ÉÇ ÒÇÓÇÌÆÇÏ Í ÃÑÎÇÇ ÅÓÖÃÑÏÖ
ÑÒËÔÂÐËá ÒÖÕÇÏ ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÒÓË af 6� 0:

v! veff � qHeff
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´ÑÅÆÂ ÄÏÇÔÕÑ (13.2) ÒÓËØÑÆËÏ Í ÐÑÄÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:
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¦ÅÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ (13.6).
¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÐÑÄÑÏÖ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑ ×ÑÓ-

ÏÖÎÇ (13.7) ÏÇÐâÇÕÔâ ÖÓÑÄÇÐß ÑÒËÔÂÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ. ²ÑÉÆÇÐËÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ
ÕÇÒÇÓß âÄÐÑ ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ. °ÆÐÂÍÑ ÇÅÑ ÒÑâÄÎÇÐËÇ
ÑÕÓÂÉÂÇÕÔâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ (13.6). ±ÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎß-
ÛÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÒÑ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÃËÔÕÂÃËÎßÐÞÏ. ±ÓË àÕÑÏ ÏÂÍÔË-
ÏÖÏÞ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÄâÊÂÐÞ Ô àÐÇÓÅËÇÌ ÍÑÎÇÃÂÐËâ Ä
ÓÇÉËÏÇ ÅÇÐÇÓÂÙËË.

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÇ ÖÒÓÑÜÇÐËÇ ÑÒËÔÂÐËâ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
à××ÇÍÕËÄÐÞÏ Ë Ä ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐ-
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ÐÑÏ ÐÂÎËÚËË ÍÂÍ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ, ÕÂÍ Ë ÐÇÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÔÎÖÚÂÌ ÐÇÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÖÉÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÔâ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 10 ÒÓË
ÑÒËÔÂÐËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÃËÔÕÂÃËÎßÐÞØ àÎÇ-
ÏÇÐÕÂØ. ±ÓË ÍÑÏÃËÐÂÙËË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕÇÌ ÆÄÖØ ÕËÒÑÄ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÏÐÑÅÑ ÐÑÄÞØ ÓÇÉËÏÑÄ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÏÑÅÖÕ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÍÂÍ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÇ, ÕÂÍ Ë ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÇ
"×ÂÊÑÄÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ".

±ÓË àÕÑÏ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞÇ ×ÂÊÑÄÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÏÑÅÖÕ, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÎËâÕß ÐÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ØËÏËÚÇÔÍËØ
ÓÇÂÍÙËÌ. £ ÕÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÐÑÄÑÏ ÕËÒÇ
ØËÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÍÂÕÂÎËÊÂ, ÍÑÅÆÂ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÓÇÂÍ-
ÙËË ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÖÕÇÏ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË af.

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÓÇÛÇÐËá (13.6) Ë ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÍÓËÕÇÓËâ S-ÕÇÑÓÇÏÞ [19, 39, 40] ÄÑÒÓÑÔ ÑÃ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ
ÔÕÇÒÇÐË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÑÕÄÇ-
ÚÂáÜËØ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ
ÔÄâÊË af.

©Â "ÐÂÚÂÎÑ ÑÕÔÚÇÕÂ" ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÖÒÑÓâÆÑ-
ÚÇÐÐÑÔÕË ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓËÐâÕß ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ (13.4), ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ ÊÐÂÚÇÐËá af � 0. ¥Îâ
ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Í ÊÂÆÂÐÐÑÏÖ
ÊÐÂÚÇÐËá ÔÓÇÆÐÇÌ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä
ÔÑÔÕÑâÐËË Ô af > 0 ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

3

2
k ~T�a

f
� �

�
Mv2

2
C0 exp

�
ÿH�x; v�

k ~T�af�

�
dxdv �

�
�
Mv2

2
C exp

�
ÿHeff�x; v�

kT

�
dx dv: �13:9�

°ÐÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË ÊÐÂÚÇÐËÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÞ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ af:

~T � ~T�af�;
ÒÓË "ÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË"

~T�af�jaf�0 � T: �13:10�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË
ÏÂÍÔËÏÖÏ àÐÕÓÑÒËË ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá,
ÕÑ ÔÕÇÒÇÐß ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË ÄÔÇØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ô af > 0 ÃÖÆÇÕ
ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ. ¯Â ÑÔÐÑÄÇ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÂ (13.9) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÆÂÐ Ë ÑÕÄÇÕ ÐÂ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ,
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÎË ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ ÔÕÇÒÇÐË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË ÒÑ
ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÊÐÂÚÇÐËâ af ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ?

¬ÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË
ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË ÓÂÊÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑ
ÓÂÊÐÑÔÕË àÐÕÓÑÒËÌ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ Ë àÐÕÓÑÒËË ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô af > 0. ®Þ ÇÜÇ
ÄÇÓÐÇÏÔâ Í àÕÑÏÖ ÄÑÒÓÑÔÖ.

14. ¤ÇÐÇÓÂÕÑÓ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ.
³ËÏÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÐÂâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß

¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÅÇÐÇÓÂÙËË Ä ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ (ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ä ÕÇÑÓËË ÕÄÇÓÆÑÕÇÎßÐÞØ ÎÂÊÇÓÑÄ) ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ x Ë v, Ä ÍÑÕÑÓÞÇ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÂâ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÑÔÕß ÄØÑÆËÕ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑ [17, 21]:

dx

dt
� 1

2
�ÿa� bE�x � v; dv

dt
� 1

2
�ÿa� bE�v� o2

0x � 0:

�14:1�

©ÆÇÔß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÍÑÎÇÃÂÐËÌ

E �M

2
�v2 � o2

0x
2� � H�x; v�: �14:2�

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (14.1) ÔÎÇÆÖÇÕ ÕÑÚÐÑÇ (ÃÇÊ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ
ÒÇÓËÑÆÖ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ àÐÇÓÅËË E

dE

dt
� �aÿ bbE�E; a � af ÿ g: �14:3�

®ÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÑ
ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ E0 f0 ì àÐÇÓÅËË Ë ×ÂÊÞ (ÐËÉÇ
ÒÑÎÂÅÂÇÏM � 1)

x�t� � oÿ10

�����������
2E�t�

p
cos�o0t� f0�; �14:4�

v�t� � ÿ
�����������
2E�t�

p
sin�o0t� f0�;

E�t� � E0
a
b

�
E0 ÿ

�
E0 ÿ a

b

�
eÿat

�ÿ1
;

E�t� � E0

1� E0bt
pri a � 0: �14:5�

·ÂÓÂÍÕÇÓ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ àÄÑÎáÙËË ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÊÐÂÍÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a. ±ÓË a < 0 ÔËÔÕÇÏÂ ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÒÑÍÑâ Ô E � 0, Â ÒÓË a > 0 ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÍÑÎÇÃÂÐËÇ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o Ë Ô àÐÇÓÅËÇÌ
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ E � a=b. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÐÂÚÇÐËÇ
a � 0 ÇÔÕß ÕÑÚÍÂ ÃË×ÖÓÍÂÙËË.

ªÊ àÕÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ ÔÎÇÆÖÇÕ ÕÂÍÉÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÓÇÏÇÐË
ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÑÕ ÔÕÇÒÇÐË ÃÎËÊÑÔÕË Í ÕÑÚÍÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËË.±ÓË
ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÖÆÂÎÇÐËË ÑÕ ÕÑÚÍË ÃË×ÖÓÍÂÙËË ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ Í
ÑÆÐÑÏÖ ËÊ ÆÄÖØ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÑ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ Ô ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË
trel � jajÿ1. ±Ñ ÏÇÓÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ Í ÕÑÚÍÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËË
ÑÐ ÔÏÇÐâÇÕÔâ ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá. £ ÒÓÇÆÇÎÇ
a � 0 E�t� / 1=t Ë ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ E0 ËÔÚÇÊÂÇÕ.

¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ Ä ÒÓËÄÇÆÇÐ-
ÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂÆÑ ÄÄÇÔÕË ËÔÕÑÚÐËÍË ÂÐÉÇÄÇÐÂ Ë
ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÄËÆ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë
±ÎÂÐÍÂ. ¬ÂÍ Ë ÄÞÛÇ, ÑÕÆÂÇÏ ÒÓÇÆÒÑÚÕÇÐËÇ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ
×ÑÓÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ.

¢ÖÆÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÖÉÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÐÂÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÃÞÎË ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÞ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÕÓÇÐËË. ±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô (13.1)
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÊÂÒËÛÇÏ Ä ÄËÆÇ:

dE

dt
� �ÿa� bE�Eÿ 1

2

d

dE

�
D�E�E

�
�

��������������
D�E�E

p
y�t�:
�14:6�

®ÑÏÇÐÕÞ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÂÐÉÇÄÇÐÂ y�t� ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ×ÑÓ-
ÏÖÎÂÏË

hy�t�i � 0; hy�t�y�t0�i � 2d�tÿ t0�: �14:7�

ªÏÇÇÕÔâ ÎËÛß ÑÆÐÑ ÑÕÎËÚËÇì ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË ÄÞÆÇÎÇÐ ÏÐÑÉËÕÇÎß E, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÔÕÂ-
ÇÕÔâ Ë ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÆË××ÖÊËË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ x, v Í ÒÑÎâÓÐÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ.

¬ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�E; t� ÒÇÓÇ-
ØÑÆËÏ ÒÑ ÔØÇÏÇ, ËÊÎÑÉÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËá:

qf�E; t�
qt

� q
qE

�
D�E�E qf

qE

�
� q
qE

h
�ÿa� bE�Ef

i
: �14:8�
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©ÂÒËÛÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓ-
ÅËË:

dhEi
dt
� h�ÿa� bE�Ei �

�
dD�E�E

dE

�
: �14:9�

°ÐÑ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÏÍÐÖÕÞÏ.
£ ÖÓÂÄÐÇÐËË (14.8) ×ÖÐÍÙËá D�E� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏ ËÊ

ÖÔÎÑÄËâ, ÚÕÑ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË ÓÇÛÇÐËÇ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá:

D�E� � D

�
1� b

g
E

�
; D � gkT: �14:10�

³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14.8) ÕÂÍÉÇ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄËÏ Ä ÄËÆÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ¤ËÃÃÔÂ Ô
à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ

f0�E� � C exp

�
ÿHeff�E; af�

kT

�
;

Heff � Eÿ af
b
ln

�
1� bE

g

�
: �14:11�

±ÓË af ÑÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ.
¥Ë××ÖÊËâ D�E� ÑÕÓÂÉÂÇÕ ×ÂÍÕ "ÂÕÑÏÂÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍ-

ÕÖÓÞ" ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÊÂÓâÆÂ. ¹ÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËÇ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ ÛÖÏÂ: D�E� � D. £ àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ D � gkT ÐÇ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÂ,
ÒÑàÕÑÏÖ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ:

f�E; a� � exp
FÿHeff

D=g
; Heff�E� � ÿaE� 1

2
ÿ bE2:

�14:12�

£ÇÎËÚËÐÞ F Ë D=g ì à××ÇÍÕËÄÐÞÇ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ Ë
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ.

³ÓÂÄÐËÏ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ,
ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÂÐ-
ÉÇÄÇÐÂ Ë, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË.

©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË ÑÕ àÐÇÓÅËË
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÃÑÎÇÇ ÏÇÆÎÇÐÐÑÏÖ ÖÃÞÄÂÐËá ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ àÐÇÓÅËË. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, "ØÄÑÔÕÞ" ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÓÂÊÎËÚÐÞ. °ÆÐÂÍÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÌ ÑÆËÐÂÍÑÄÞ:

Emax � a
b

pri a > 0;

Emax � 0 pri a < 0: �14:13�

±ÑÎÇÊÐÑ ÔÑÒÑÔÕÂÄËÕß ÑÃÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÎâ ÑÃÎÂÔÕË,
ÍÑÅÆÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ¤ÂÖÔÔÂ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (14.12) ÏÑÉÐÑ ÆÎâ ÑÃÎÂÔÕË ÓÂÊÄËÕÑÌ
ÅÇÐÇÓÂÙËË ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ:

f�3� �
���������
b

2pD

r
exp

�
ÿ�Eÿ a=b�2

2D=b

�
; e � Db

a2
5 1: �14:14�

©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ e. £ ÑÃÎÂÔÕË
ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÑÐ ÏÂÎ.

£ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË àÐÇÓÅËË
ËÏÇÇÕ ÄËÆ:

h�dE�2ihEiÿ2 � Dbaÿ2 � e5 1: �14:15�

¹ÕÑÃÞ ÒÓËÄÇÔÕË (14.11) Í ÄËÆÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ¤ÂÖÔÔÂ,
ÒÓÑÄÇÆÇÏ ÒÑÆ ÊÐÂÍÑÏ exp ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ ÓÂÊÐÑÔÕË
Eÿ Emax Ë ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÒÇÓÄÞÏË ÆÄÖÏâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË.
®Þ ÒÓËÆÇÏ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ Í ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÄËÆÂ (14.14).
´ÇÒÇÓß, ÑÆÐÂÍÑ, ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ËÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ:

h�dE�2ihEiÿ2 � Dbaÿ2
�
g� a
g

�
� e

g� a
g

5 1: �14:16�

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ D � gkT.

ªÊ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ×ÑÓÏÖÎ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ Ä ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËË ¤ÂÖÔÔÂ ÖÚÇÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË
ÑÕ àÐÇÓÅËË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÂÏÇÕÐÑÏÖ ËÊÏÇÐÇÐËá ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË. £ÞÓÂÉÇÐËÇ (14.16) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÒÓÇÆÞÆÖÜËÏ ÎËÛß ÒÓË ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË a5 g.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÃÎÂÔÕß ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ×ÑÓÏÖÎ (14.14),
(14.15) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆÄÖÏâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË:

e � Dbaÿ2 5 1; a5 g: �14:17�

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÏÞ ÐÂØÑÆËÏÔâ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÓÂÊÄËÕÑÌ
ÅÇÐÇÓÂÙËË, ÐÑ ÄÔÇ ÉÇ ÐÇÆÂÎÇÍÑ ÑÕ ÒÑÓÑÅÂ ÅÇÐÇÓÂÙËË.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÆÄÑÌÐÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÑÃÎÂÔÕß ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÕÇÑÓËË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ,
ÓÂÊÄËÕÑÌ ÂÐÆÂÖ [41, 42]. ¿ÕÂ ÕÇÑÓËâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÎËÛß
ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞØ (14.17). ¯ËÉÇ
ÏÞ ÇÜÇ ÄÇÓÐÇÏÔâ Í àÕÑÏÖ ÄÑÒÓÑÔÖ.

15. ³ÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ
Ë ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÛÖÏÂ

³ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÇÐ ÔÎÖÚÂÌ,
ÍÑÅÆÂ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÍÂÍ ÇÔÕÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÛÖÏÂ (ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá D�E�), ÕÂÍ Ë ÄÐÇÛÐÇÅÑ
ÛÖÏÂ. ±ÑÍÂÉÇÏ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ ÒÓË ÔËÎßÐÑÏ
ÄÐÇÛÐÇÏ ÛÖÏÑÄÑÏ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËË ÖÚÇÕ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ
ÛÖÏÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ [18].

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ÂÐÉÇÄÇÐÂ (14.6). ±ÖÔÕß ÕÇ-
ÒÇÓß ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË ×ÎÖÍÕÖËÓÖÇÕ
ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ

af ! af �
���
s
p

y�t�: �15:1�
©ÆÇÔß s ì ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÛÖÏÂ.
®ÑÏÇÐÕÞ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË y�t� ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÒÓÇ-
ÉÐËÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË (14.7). ³ ÖÚÇÕÑÏ àÕÑÅÑ ËÏÇÇÏ ÔÎÇÆÖ-
ÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÂÐÉÇÄÇÐÂ:
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³ÎÇÆÖâ ÏÇÕÑÆÖ ÓÂÊÆÇÎÂ 3, ÐÂØÑÆËÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ:

qf�E; t�
qt
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³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÏ Ä ÄËÆÇ
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f�E� � C exp

�E
0

aÿ bE 0� �������������
D�E 0�p � ��������

sE 0
p �2 dE 0;

D�E� � D

�
1� b

g
E

�
: �15:4�

¦ÔÎË ÄÐÇÛÐËÌ ÛÖÏ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ �s � 0�, ÕÑ àÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô (14.12). £ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ,
ÍÑÅÆÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ËÔÕÑÚÐËÍ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
�D � 0�, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (15.4) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ:

f�E� � C exp

�E
0

aÿ bE 0

sE 0
dE 0;

�1
0

f�E� dE � 1: �15:5�

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä àÍÔÒÑÐÇÐÕÇ
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÖá ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß ÒÓË ÏÂÎÞØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ E. £ ÑÃÜÇÏ ÉÇ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÐÂÎË-
ÚËá ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÛÖÏÂ ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎß ÒÓË E � 0 ÍÑÐÇÚÇÐ
Ë ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ¿ÕÑ Ë ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÖÚÇÕ,
ÃÞÕß ÏÑÉÇÕ Ë ÏÂÎÑÅÑ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÛÖÏÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ËÊÏÇÐÇÐËá ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ë Í
×ËÊËÚÇÔÍË ÍÑÓÓÇÍÕÐÑÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÔÐË-
ÏÂÇÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÂâ ÕÓÖÆÐÑÔÕß ÒÓË ÓÂÔÚÇÕÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä
ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ Ô ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜËÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË.

16. ³ËÏÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÐÞÌ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓ.
²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ÔÍÑÓÑÔÕË

µÔÕÂÐÑÄËÏ ÕÇÒÇÓß ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂë
±ÎÂÐÍÂ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�x; v; t�. ¥Îâ àÕÑÅÑ
ÄÄÑÆËÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ËÔÕÑÚÐËÍË ÂÐÉÇÄÇÐÂ Ä ÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14.1). ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ àÐÇÓÅËâ E
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ x Ë v ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (14.2).
¥Îâ ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ
ÔÐÑÄÂ ÔÒÑÔÑÃ, ÑÒËÔÂÐÐÞÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá
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¹ÕÑÃÞ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ ÐÇÅÑ Í ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (14.8),
ÐÂÆÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ×ÖÐÍÙËâÏË ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�E; t�; f�x; v; t�.

¯ÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÐÂØÑÆËÏ ËÊ
ÖÔÎÑÄËâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ¤ËÃÃÔÂ ÆÎâ ÑÔÙËÎ-
ÎâÕÑÓÂ, ÍÑÅÆÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ af � 0. °Ð ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ (14.11),

D�E� � D

�
1� b

g
E

�
; E � 1
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�v2 � o2

0x
2�: �16:2�

³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (16.1) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

f0�x; v; af� � C exp
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ÿHeff�x; v�
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Heff � Eÿ af
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�
1� b

g
E

�
: �16:3�

£ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË (ÒÓË af � 0) ÑÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ¤ËÃÃÔÂ.

17. ¯-ÕÇÑÓÇÏÂ ÆÎâ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ

±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (16.3) Ä ×ÑÓÏÇ

f0�x; v; af� � exp
Feff ÿHeff�x; v; af�

kT
: �17:1�

©ÆÇÔß T ì ÐÇ à××ÇÍÕËÄÐÂâ, Â ËÔÕËÐÐÂâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ
ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÂ. £ÄÑÆËÏ ÔÐÑÄÂ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ
ÓÂÊÐÑÔÕßá ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ àÐÇÓÅËÌ ÔÑÔÕÑâÐËâ
Ä ÏÑÏÇÐÕ t Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ:

LF�t�� F�t�ÿ Feff � kT

�
ln

f�x; v; t�
f0�x; v; af� f�x; v; t� dx dv5 0:

�17:2�

¯ÂØÑÆËÏ Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ (16.1)
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÄÄÇÆÇÐÐÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ. °ÐÂ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ (12.13). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, LF ÇÔÕß ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ âÒÖÐÑÄÂ.

±ÓËÄÇÆÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÎâ ÃÑÎÇÇ
ÒÓÑÔÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14.8). °ÐË ÒÑÐÂÆÑÃâÕÔâ ÐÂÏ ÐËÉÇ
ÒÓË ÑÙÇÐÍÇ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÆÑÒÖÔÕËÏÑÅÑ ÛÂÅÂ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÒÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ÓÇÛÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë
±ÎÂÐÍÂ. ¶ÖÐÍÙËÑÐÂÎ âÒÖÐÑÄÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÆÄÖÏ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ

LF � F�t� ÿ F�T; af� � kT
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0
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f0�E; af� f�E; t�5 0;�17:3�
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©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ sF ÆÎâ ÂÐÂÎÑÅÂ ÒÓÑËÊÄÑÆÔÕÄÂ
àÐÕÓÑÒËË. ³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ f0 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇÏ (14.11).

£ÄÇÆÇÐÐÞÌ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ âÒÖÐÑÄÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÊÐÑÔÕßá ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ àÐÇÓ-
ÅËÌ. ®Þ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂÎË, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ LF ÏÑÉÇÕ
ÔÎÖÉËÕß ÏÇÓÑÌ ÖÆÂÎÇÐÐÑÔÕË ÑÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâ. ¿ÕÂ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ, ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÂ Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÑÕÄÇÕÂ ÐÂ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, âÄÎâÇÕÔâ ÎË ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÇÏÂâ ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â àÄÑÎáÙËâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ÔÂÏÑÑÓÅÂÐËÊÂ-
ÙËË. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÂÆÑ ÄÄÇÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÊÐÑÔÕßá àÐÕÓÑÒËÌ ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÅÑ Ë ÕÇÍÖÜÇÅÑ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ.

±ÓË ÑÒËÔÂÐËË ÒÓÑÙÇÔÔÂ àÄÑÎáÙËË Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÖÐÍ-
ÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�E; t� ÆÎâ ÄÄÇÆÇÐËâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ LS

ÐÂÆÑ ÒÇÓÇÌÕË Í ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá
~f�E; t�. ±ÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÂ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÖÔÎÑ-
ÄËâ ÐÇËÊÏÇÐÐÑÔÕË ÔÓÇÆÐÇÌ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ (14.11) Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË Í
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá. ¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ:�1

0

Heff�E; af�~f�E; t� dE �
�1
0

Heff�E; af�f0�E; af� dE: �17:5�

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË Í
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá ÒÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂë
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±ÎÂÐÍÂ (14.8) àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ. ¹ÕÑÃÞ ÖÆÑ-
ÄÎÇÕÄÑÓËÕß ÇÏÖ, ÐÂÆÑ ÄÄÇÔÕË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÖ ~T, ÍÑÕÑÓÂâ
âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ ÑÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ~f�E; t�:

~Tf f g �
� �ÿa� bE�2E

g� bE
~f dE

��
d

dE

h
�ÿa� bE�E

i
~f dE

�ÿ1
:

�17:6�
±ÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÑÏÖ ÒÑ ~f ÖÓÂÄÐÇÐËá:

q~f

qt
� q

qE

�
~D�E�E q~f

qE

�
� q
qE

h
�ÿa� bE�E~f

i
;

~D�E� � k ~Tf ~f g�g� bE�: �17:7�

£ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô (14.11), Â ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ~T ì Ô ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ
ÕÇÓÏÑÔÕÂÕÂ T.

±ÑÔÎÇ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ,
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ÓÂÊÐÑÔÕßá àÐÕÓÑÒËÌ:

LS � S0 ÿ ~S�t� � k

�1
0

ln
~f�E; t�
f0�E; af�

~f�E; t� dE5 0: �17:8�

³ ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËâ (17.7) ÏÑÉÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ Ä
ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ àÄÑÎáÙËË Í ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËá àÕÑÕ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ:

dLS

dt
� ÿk

�1
0

~D�E�Ef
�

q
qE

ln
~f�E; t�
f0�E; af�

�2

dE � ÿs4 0:

�17:9�

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÆÄÂ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÓÂÊÐÑÔÕß
ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ àÐÕÓÑÒËÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ËÏÇÐÐÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ
âÒÖÐÑÄÂ. °ÐË ÕÂÍÉÇ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÒÓË ÎáÃÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ
ÔÄâÊË âÄÎâÇÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (17.7) ÆÑÍÂÊÂÐÂ
ËÏÇÐÐÑ ¯-ÕÇÑÓÇÏÂ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ¯-ÕÇÑÓÇÏÇ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ
ÆÎâ ÓÂÊÓÇÉÇÐÐÑÅÑ ÅÂÊÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ, ÑÆÐÂÍÑ,
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ.

£ÇÆß ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ âÒÖ-
ÐÑÄÂ LS âÄÎâÇÕÔâ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ. ¿ÕÑ
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË Ä
ÒÓÑÙÇÔÔÇ àÄÑÎáÙËË ÇÔÕß ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ.
©ÆÇÔß ÉÇ ÔËÕÖÂÙËâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÐÂâ. ¥Îâ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ
ÖÔÎÑÄËâ (17.5) ÒÓËÛÎÑÔß ËÊÏÇÐËÕß ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ËÔØÑÆÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14.8). °ÐÑ ÊÂÏÇÐÇÐÑ ÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (17.7). ´ÇÏ
ÔÂÏÞÏ ¯-ÕÇÑÓÇÏÂ ÆÑÍÂÊÂÐÂ ÆÎâ ÆÓÖÅÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. ¬ÂÍÑÄÂ
ÉÇ ÇÇ ÙÇÐÐÑÔÕß ÆÎâ ËÔØÑÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚË? ¢ÞÕß ÏÑÉÇÕ,
ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÆÎâ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ LF? ¥Îâ ÕÂÍËØ ÄÑÒÓÑÔÑÄ ÇÔÕß, ÍÑÐÇÚÐÑ,
ÑÔÐÑÄÂÐËÇ. °ÆÐÂÍÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ âÒÖÐÑÄÂ LS ÆÎâ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÑÔÐÑÄÂÐ ÄÔÇ ÉÇ ÐÂ ËÔØÑÆÐÑÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËË, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÐÇÅÑ ÄØÑÆËÕ ÇÅÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ f0. ±ÑàÕÑÏÖ ÂÐÂÎËÊ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË
ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ¯-ÕÇÑÓÇÏÞ, ÐÇÔÑÏÐÇÐÐÑ,
ÒÑÎÇÊÇÐ. ®Þ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÏ àÕÑ Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ Ä
ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ àÄÑÎáÙËË ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ä ØÑÆÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ
ÔÄâÊË.

18. ³ÂÏÑÑÓÅÂÐËÊÂÙËâ Ä ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ
£ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ. S-ÕÇÑÓÇÏÂ

£ ÓÂÃÑÕÂØ [17, 39, 40] ÍÓËÕÇÓËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË
ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÑÕÍÓÞÕÞØ ÔËÔÕÇÏ ÃÞÎ Ô×ÑÓ-
ÏÖÎËÓÑÄÂÐ Ä ÄËÆÇ S-ÕÇÑÓÇÏÞ. ©ÆÇÔß ÆÎâ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË
ÍÑÐÍÓÇÕËÊËÓÖÇÏ ÇÅÑ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ àÄÑÎáÙËË ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ Ä ØÑÆÇ ËÊÏÇÐÇ-
ÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË, ÍÑÕÑÓÞÌ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÒÓËÐâÕß ÊÆÇÔß ÊÂ ÖÒÓÂÄÎâáÜËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ.

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá (14.11) Ë ÊÂÒË-
ÛÇÏ ÇÅÑ ÆÎâ ÕÓÇØ ÄÞÆÇÎÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ.

1. ±ÂÓÂÏÇÕÓ af � 0: f�1�ì ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ

f�1� � 1

kT
exp

�
ÿ E

kT

�
: �18:1�

2. ±ÑÓÑÅ ÅÇÐÇÓÂÙËË. ¿ÕÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá ÑÕÄÇÚÂÇÕ
ÊÐÂÚÇÐËÇ af � g. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÐÇÎËÐÇÌÐÑ-
ÔÕË âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÎÞÏ, Ë ÒÓÑËÊÄÑÆËÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ kTb=g. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

f�2� �
�����������
2b

pgkT

s
exp

�
ÿ bE2

2gkT

�
: �18:2�

3. ²ÇÉËÏ ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅÇÐÇÓÂÙËË. ±ÓËØÑÆËÏ Í ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËá ¤ÂÖÔÔÂ

f�3� �
���������������������

1

2p h�dE�2i

s
exp

�
ÿ�Eÿ abÿ1�2

2h�dE�2i

�
: �18:3�

°ÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ àÐÇÓÅËË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖ-
ÎÑÌ (14.16). ³ ÒÑÏÑÜßá ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ
ÐÂØÑÆËÏ ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ àÐÇÓÅËË:

hEi�1� � kT; hEi�2� �
�������������
2

p
gkT
b

s
; hEi�3� �

a
b
: �18:4�

¯ÂÌÆÇÏ ÕÂÍÉÇ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ àÐÕÓÑÒËË

S�1� � ln kT� 1; S�2� � ln

�
pgkT
2b

�1=2

� 1

2
;

S�3� � ln

���������������������������
2pkT
b
�g� a�

s
� 1

2
: �18:5�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÇÆÔÕÄËâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ×ÑÓÏÖÎ.
©ÂÏÇÚÂÇÏ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÓËÐâÕÑÏ ÖÔÎÑÄËË

bkT=g5 1 ÒÑ ÏÇÓÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÑÃÎÂÔÕß ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅÇÐÇÓÂ-
ÙËË àÐÕÓÑÒËâ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ:

S�1� < S�2� < S�3�: �18:6�

£ÑÊÓÂÔÕÂÇÕ, ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ,ÏÇÓÂ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË ÒÑÏÇÓÇ
ÓÂÊÄËÕËâ ÅÇÐÇÓÂÙËË. °ÆÐÂÍÑ ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ËÐÕÖËÙËâ ÒÑÆ-
ÔÍÂÊÞÄÂÇÕ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ì ÒÑ ÏÇÓÇ ÓÂÊÄËÕËâ ÅÇÐÇÓÂÙËË
ÔÕÇÒÇÐß ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ. £ ÚÇÏ ÉÇ ÆÇÎÑ?

¥Îâ ÑÕÄÇÕÂ ÐÂ ÄÑÒÓÑÔ ÔÓÂÄÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËâ ÔÓÇÆÐÇÌ
àÐÇÓÅËË ÆÎâ ÕÓÇØ ÄÞÆÇÎÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. ªÊ ×ÑÓÏÖÎ
(18.4) ÔÎÇÆÖáÕ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

hEi�1� < hEi�2� < hEi�3�: �18:7�
®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÒÑ ÏÇÓÇ ÓÂÊÄËÕËâ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÄÑÊÓÂ-

ÔÕÂÇÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ àÐÕÓÑÒËâ, ÐÑ Ë ÔÓÇÆÐââ àÐÇÓÅËâ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ
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ÉÇ S-ÕÇÑÓÇÏÇ ÆÎâ ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÔÕÇÒÇÐË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÐÂÆÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÊÐÂÚÇÐËâ àÐÕÓÑ-
ÒËË, ÑÕÐÇÔÇÐÐÞÇ Í ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓ-
ÅËË. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÂÆÑ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÒÇÓÇ-
ÐÑÓÏËÓÑÄÍÖ.

£ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ ÊÂ ÔÑÔÕÑâÐËÇ "×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ØÂÑÔÂ" ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÔÑÔÕÑâÐËÇ "1", ÑÕÄÇ-
ÚÂáÜÇÇ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË àÕÑÏ
×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ (18.1), ÕÑ à××ÇÍÕËÄÐÂâ
×ÖÐÍÙËâ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô àÐÇÓÅËÇÌ E, Õ.Ç.

Heff�E; af� � E: �18:8�
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÂ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÒÓË ÊÂÆÂÐ-
ÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË.

¯ÂÒÑÏÐËÏ Ä ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (13.9), ÍÑÕÑÓÑÇ
ÔÎÖÉËÎÑ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÆÎâ ÒÇÓÇÐÑÓÏË-
ÓÑÄÍË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏ ÒÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË
ÍÓËÕÇÓËâ "S-ÕÇÑÓÇÏÂ". ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ô ÖÚÇÕÑÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
(18.8) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÕÇÒÇÓß ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

k ~T�af� �
�1
0

E~f0�E; af � 0� dE �
�1
0

Ef�E; af� dE: �18:9�

°ÐÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË ÊÐÂÚÇÐËÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÞ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ af:

~T � ~T�af�
ÒÓË "ÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË"

~T�af�jaf�0 � T: �18:10�
ªÔÒÑÎßÊÖÇÏ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ. ©Â ÑÔÐÑÄÖ ÃÇÓÇÏ ÔÑÔÕÑâ-

ÐËÇ "1" Ë ÒÓÑËÊÄÑÆËÏ ÒÑÒÂÓÐÑÇ ÔÓÂÄÐÇÐËÇ: ÔÑÔÕÑâÐËâ "1"
Ô "2" ÒÓË hEi�1� � hEi�2�, Â ÊÂÕÇÏ "1" Ô "3" ÒÓË ÖÔÎÑÄËË
hEi�1� � hEi�3�. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ Ë ÓÂÊÐÑÔÕß àÐÕÓÑÒËÌ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏË ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË:

k ~T�1� �
�
2

p
gkT
b

�1=2

> kT; ~S�1� ÿ S�2� � ln
2

p
� 1

2
> 0:

�18:11�
¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÎâ ÄÕÑÓÑÌ ÒÂÓÞ:

k ~T�1� � a
b
>

������������
2

p
gkT
b

s
> kT; �18:12�

~S�1� ÿ S�3� � ln

�������������������
1

2pe
g� a
g

s
> ln

2

p
� 1

2
> 0;

e � bgkT
a2

5 1: �18:13�

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ e ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÏÂÎÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÆÎâ
ÑÃÎÂÔÕË ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅÇÐÇÓÂÙËË.

ªÊ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÆÎâ ÕÓÇØ ÄÞÆÇÎÇÐÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ (18.9)
ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ, Â àÐÕÓÑÒËâ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÖÏÇÐß-
ÛÂÇÕÔâ ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË
af. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ, ÆÑÃÂÄÎâÇÏÑÇ Ä ÔÑÔÕÑâÐËÇ "1" ÐÇÖÒÑÓâÆÑ-
ÚÇÐÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÓË ÒÑÆÑÅÓÇÄÇ ÆÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ~T ÒÇÓÇ-
ØÑÆËÕ Ä ÔÑÔÕÑâÐËâØ "2", "3" Ä ÃÑÎÇÇ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÇ
ÆÄËÉÇÐËÇ, ÕÂÍ ÍÂÍ àÐÕÓÑÒËË àÕËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÒÓË ÕÑÌ ÉÇ
ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË ÏÇÐßÛÇ. ¿ÕÑ Ë ÆÂÇÕ ÑÔÐÑÄÂÐËÇ ÔÆÇÎÂÕß
ÄÞÄÑÆ, ÚÕÑ ÒÓÑÙÇÔÔ ÓÂÊÄËÕËâ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ

ÒÓËÏÇÓ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÔÂÏÑÑÓÅÂÐËÊÂÙËË. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, àÕË
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÔÎÖÉÂÕ Ë ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐËÇÏ ÒÓÂÄËÎßÐÑÔÕË
ÄÞÃÑÓÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÖÒÓÂÄÎâá-
ÜÇÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÍÓËÕÇÓËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐ-
ÐÑÔÕË "S-ÕÇÑÓÇÏÂ" ÃÞÎ ÄÄÇÆÇÐ ËÏÇÐÐÑ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ [39].

¿ÐÕÓÑÒËâ ºÇÐÐÑÐÂ ì "S-ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ"
£ÇÓÐÇÏÔâ Í ×ÑÓÏÖÎÂÏ (18.5), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÏ ÊÐÂÚÇÐËâ
àÐÕÓÑÒËË (ËÎË ËÐ×ÑÓÏÂÙËË) ºÇÐÐÑÐÂ
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ÆÎâ ÕÓÇØ ÄÞÆÇÎÇÐÐÞØ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÅÇÐÇÓÂ-
ÕÑÓÂ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ. ¥Îâ ÔÑÒÑÔÕÂÄÎÇÐËâ Ô ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÏË
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÒÑ ÍÓËÕÇÓËá S-ÕÇÑÓÇÏÞ ÔÓÂÄÐËÏ ÓÂÊÐÑÔÕË
àÐÕÓÑÒËÌºÇÐÐÑÐÂ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÔÑÔÕÑâÐËÌ "3" Ë "2"ì
ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅÇÐÇÓÂÙËË Ë ÐÂ ÒÑÓÑÅÇ ÅÇÐÇÓÂÙËË.

ªÊ ×ÑÓÏÖÎ (18.5) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ
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´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, àÐÕÓÑÒËâ Ë ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ ÒÑ ÏÇÓÇ ÓÂÊÄË-
ÕËâ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ. ¦ÔÎË àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÕÓÂÍÕÑ-
ÄÂÕß ÍÂÍ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ ÐÇÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË, ÕÑÏÞÒÓËØÑÆËÏ
Ä ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÇ ÍÂÍ Ô ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ËÐÕÖËÙËÇÌ, ÕÂÍ Ë Ô
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÓÂÔÚÇÕÂ ÒÑ ÍÓËÕÇÓËá S-ÕÇÑÓÇÏÞ.

¦ÔÕß, ÑÆÐÂÍÑ, Ë ÆÓÖÅÂâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÕÑÎÍÑÄÂÐËâ
àÕÑÅÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ, ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÌ Ô
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÕÇÑÓËË ËÐ×ÑÓÏÂÙËË. ªÏÇÐÐÑ, Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ
ÓÂÊÄËÕËâ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ Ñ
ÔËÔÕÇÏÇ. £ ÆÂÐÐÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅÇÐÇÓÂ-
ÙËË âÄÎâÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ ËÐ×ÑÓÏÂÕËÄÐÞÏ. °ÆÐÂÍÑ ÒÓËÆÂÐËÇ
âÔÐÑÅÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÑÆÇÓÉÂÐËâ ÕÂÍÑÌ ÕÓÂÍÕÑÄÍÇ ÊÂÕÓÖÆ-
ÐËÕÇÎßÐÑ.

19. ¤ÇÐÇÓÂÕÑÓ Ô ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá

¥ËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ Ä ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ
âÄÎâÇÕÔâ ÆÄÖØÏÇÓÐÞÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ
ÆÄÖØ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ì ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâÏË (13.1) ÃÇÊ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÂÐÉÇÄÇÐÂ. £ ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇ-
ÏÂØ ËÏÇáÕÔâ ÎËÛß ÒÓÑÔÕÞÇ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÞ ì ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÒÑÍÑâ Ë ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÙËÍÎ.

£ ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÏÑÅÖÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß Ë ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÔÕÓÂÐÐÞÇ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÞ. ´ÂÍ ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ
ÑÃÎÂÔÕË ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÄÔÇ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ, Õ.Ç. ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÓÂÔØÑÉÆÇÐËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ. ³ÎÇÆÔÕÄËÇÏ àÕÑÅÑ
âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÔÕß ¬-àÐÕÓÑÒËË (àÐÕÓÑÒËË ¬ÑÎ-
ÏÑÅÑÓÑÄÂë¬ÓÞÎÑÄÂë³ËÐÂâ).

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÉÇÎÂÐËÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ä ÃÑÎÇÇ
ÔÎÑÉÐÞØ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂØ, ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ä ÍÑÕÑÓÞØ
ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ, ÒÑ ÏÇÐßÛÇÌ ÏÇÓÇ, ÕÓÇÏâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ¬ ËØ ÚËÔÎÖ ÑÕÐÑ-
ÔâÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ Ô ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÌ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÑÔÕßá. ´ÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓ ÃÞÎ ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÓÇÆ-
ÎÑÉÇÐ ¬.¶. ´ÇÑÆÑÓÚËÍÑÏ [23, 43].

£ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ ´ÇÑÆÑÓÚËÍÂ Ä ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞÌ ÍÑÐÕÖÓ
ÄÄÇÆÇÐÑ ÕÇÓÏÑÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËÇ, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÍÑÕÑÓÑÏÖ Ë
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ËÐÇÓÙËÑÐÐÂâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
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ÒÑâÄÎÇÐËá ÐÑÄÞØ ÓÇÉËÏÑÄ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ. °ÆÐÂÍÑ Ä ÐÇÏ ÐÇÕ
ÔÕÓÂÐÐÞØ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÑÄ. ¥Îâ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÔÎÑÉÐÞØ ÆÄËÉÇ-
ÐËÌ Ä ÓÂÃÑÕÇ [44] ÃÞÎ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞÌ
ÅÇÐÇÓÂÕÑÓ Ô ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá. £ ÐÇÏ ËÐÇÓ-
ÙËÑÐÐÞÌ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕÇÎß ÄØÑÆËÕ Ä ÙÇÒß ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË.
±ÓË àÕÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÕÇÒÇÐË ÂÔËÏÏÇÕÓËË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍË àÕÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕÇÎâ. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ÒÑÎÐÞÌ "ÔÒÇÍÕÓ"
ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ Ä ÕÂÍÑÏ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ ÒÓË ËÔÒÑ-
ÎßÊÑÄÂÐËË ÒÑÎÖÒÇÓËÑÆÐÑÅÑ ÆÇÕÇÍÕÑÓÂ.

³ÕÓÂÐÐÞÌ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓ ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÑÃÐÂ-
ÓÖÉÇÐ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ¿. ÑÓÇÐÙÂ [45]. °ÆÐÂÍÑ ÍÂÍ
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÑÃÝÇÍÕ ÑÐ ÃÞÎ ÄÄÇÆÇÐ Ä ÓÂÃÑÕÇ ¥. ²áàÎâ
Ë ¶. ´ÂÍÇÐÔÂ [46].

£ ÔÄâÊË Ô ÑÕÍÓÞÕËÇÏ ÔÕÓÂÐÐÑÅÑ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÂ (ÑÓÇÐÙ,
1963) ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ. "³ÕÓÂÐÐÞÇ" ÐÇÓÇ-
ÅÖÎâÓÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÕÑÅÑ ÉÇ ÕËÒÂ,
ÚÕÑ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÓÇÐÙÂ, ÃÞÎË ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÞ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ
¡. ¤ÓÂÔáÍÑÏ Ë¡. °ÓÂÇÄÔÍËÏ Ä 1964 Å. [47] ÒÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËË ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÏ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ. ¿ÕÑÏÖ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇ ÃÞÎÑ ÖÆÇÎÇÐÑ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÆÎâ ÏÑÎÇÍÖ-
ÎâÓÐÞØ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÔÎÑÉÐÞÇ ÐÇÓÇÅÖÎâÓÐÞÇ
ÆÄËÉÇÐËâ ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÎËÔß ËÐÕÇÓÇÔÐÞÏË. ¯ÂÒÓÑÕËÄ,
ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÔÎÑÉÐÞØ ì ØÂÑÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÉËÏÑÄ ÆÎâ
ÑÓÇÐÙÂ ÃÞÎÑ ÄÇÔßÏÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓÑÎË-
ÄÂÎÑ ÔÄÇÕ ÐÂ ÒÓËÚËÐÞ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË
ÆÑÎÅÑÔÓÑÚÐÑÅÑ ÒÓÑÅÐÑÊÂ ÒÑÅÑÆÞ. ³ÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓÇÆÇÎÑÄ ÒÓÇÆÔÍÂÊÖÇÏÑÔÕË Ä
ÔËÔÕÇÏÂØ ÔÑ ÔÎÑÉÐÞÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÑÕÓÂÉÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ
[48].

¤ÇÐÇÓÂÕÑÓ Ô ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá¡ÐËÜÇÐÍÑë
¡ÔÕÂØÑÄÂ ÑÍÂÊÂÎÔâ ÄÇÔßÏÂ ÖÆÑÃÐÞÏ ÒÓËÃÑÓÑÏ ÆÎâ àÍÔÒÇ-
ÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÔÎÑÉÐÞØ, "ØÂÑÕËÚÇÔÍËØ",
ÆÄËÉÇÐËÌ Ä ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÔÕÞØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇ-
ÏÂØ. £ ÐÇÏ ÃÞÎÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ, ÚÕÑ ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ
ÄÇÎËÚËÐÞ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË (ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂËÐÇÓÙËÑÐÐÑÔÕË)ÒÑÔÎÇÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâÒÓÇÆÇÎß-
ÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÖÆÄÑÇÐËâ
ÒÇÓËÑÆÂÍÑÎÇÃÂÐËÌÒÑÔØÇÏÇ¶ÇÌÅÇÐÃÂÖÏÂ [49]. ©ÂÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÑÚÍÑÌ¶ÇÌÅÇÐÃÂÖÏÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÔÕÓÂÐÐÞÌ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓ
ÔÑ ÔÎÑÉÐÞÏÚÇÓÇÆÑÄÂÐËÇÏÑÃÎÂÔÕÇÌ ØÂÑÔÂ Ë ÒÑÓâÆÍÂ.±ÓË
àÕÑÏ ÃÞÎÑ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐÑ ØÑÓÑÛÇÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ. £
ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÇ ÅÑÆÞ ÒÓÑÄÑÆËÎÑÔß ÕÜÂÕÇÎßÐÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ, "ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ", Ä ÕÂÍËØ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂØ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÅÑ ÍÂÍ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏË, ÕÂÍ Ë ÄÐÇÛÐËÏËÛÖÏÂÏË.

¥Îâ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÙÇÐÍË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË
ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË ÃÞÎ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ ÍÓËÕÇÓËÌ "S-ÕÇÑ-
ÓÇÏÂ" [50]. ²ÂÔÚÇÕ àÐÕÓÑÒËË ÒÓÑÄÑÆËÎÔâ ÒÑ ÑÒËÔÂÐÐÑÌ
ÄÞÛÇ ÔØÇÏÇ. ±ÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÂ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÎÂÔß ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÍÑÎÇÃÂÐËÌ
(ÂÐÂÎÑÅ ÖÔÎÑÄËâ (18.9)). ªÔÔÎÇÆÑÄÂÎÂÔß ÑÃÎÂÔÕß ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË ÆÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ¶ÇÌÅÇÐ-
ÃÂÖÏÂ.

²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÚÇÕÂ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÒÑ ÏÇÓÇ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËâ Í ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä ÑÃÎÂÔÕß ÔÕÓÂÐÐÑÅÑ
ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÂ, Õ.Ç. Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÖÆÄÑÇÐËâ ÒÇÓËÑÆÂ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ,
ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÂâ ÐÂ ÊÂÆÂÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÐÕÓÑÒËâ ÖÏÇÐßÛÂÎÂÔß. ¿ÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ
Ñ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËË ÔÕÇÒÇÐË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË. ªÐÞÏË ÔÎÑ-
ÄÂÏË, ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÖÆÄÑÇÐËâ ÒÇÓËÑÆÂ ÏÑÉÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÒÓÑÙÇÔÔ ÔÂÏÑÑÓÅÂÐËÊÂÙËË. ¢ÑÎÇÇ
ÆÇÕÂÎßÐÞÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ Ä ÓÂÌÑÐÂØ

ÕÑÚÇÍ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ÖÏÇÐßÛÇÐËÇ àÐÕÓÑÒËË ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÑ.

³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ, ÚÕÑ ÍÂÍ ÍÂÔÍÂÆ ÃË×ÖÓ-
ÍÂÙËÌ ÖÆÄÑÇÐËâ ÒÇÓËÑÆÂ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ, ÕÂÍ Ë ÑÔÐÑÄÐÞÇ
ÊÂÍÑÐÑÏÇÓÐÑÔÕË Ä ØÂÓÂÍÕÇÓÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÔÕÓÂÐÐÑÅÑ ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÂ ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÂÕß ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

xn�1 � a�1ÿ xn�xn; 04a4 4; 04 x4 1; �19:1�
ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ä ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏ
ÄÓÇÏÇÐË Ô ÇÆËÐËÚÐÞÏ ÛÂÅÑÏ. ¦ÅÑ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÕÂÍÉÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÐËâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐÑ ÏÑÉÇÕ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÕß ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÒÑÎÑÉÇÐËÌ ÔÎÇÆÑÄ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÐÂ ÔÇÍÖÜÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏ
ÄÓÇÏÇÐË ÏÑÆÇÎËÓÖÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔËÔÕÇÏÞ
ÕÓÇØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ¿ÕÑ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ×ÂÊÑÄÑÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÊÂÒÑÎÐâÇÏÑÅÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÇÌ, ÃÎËÊÍÂ Í ÆÄÖÏ
Ô ÏÂÎÑÌ ÆÓÑÃÐÑÌ ÚÂÔÕßá.

ÑÅËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÃÞÎË ÄÒÇÓÄÞÇ ÄÄÇÆÇÐÞ ÆÎâ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÃËÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ. ®Þ
ÖÄËÆËÏ, ÚÕÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÑÕÍÓÞÄÂÇÕ ÒÖÕß ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÆÄÖØÏÇÓÐÞØ Ë ÑÆÐÑ-
ÏÇÓÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÔÎÑÉÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ. ±ÓË àÕÑÏ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕß ÔÎÑÉÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÃÖÆÇÕ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÐÇ ÄÞØÑÆÑÏ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ô ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, ÍÂÍ Ä
ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ Ô ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá, Â ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉ-
ÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË.

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá. ±ÓË ÊÐÂÚÇ-
ÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ 34a4 4 ÑÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÑÚÇÐß ÔÎÑÉÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ ÔÑÔÕÑâÐËá ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ØÂÑÔÂ. ¦ÅÑ ÏÑÉÐÑ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÊÑÄÂÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ.
¯ÂËÃÑÎÇÇ ØÂÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÒÓË a � 4.
£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�x; a� ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÞ ÎËÛß ÒÖÕÇÏ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂ.

¥Îâ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÐÂËÃÑÎßÛÇÅÑ ØÂÑÔÂ �a � 4� àÕÑ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇ ÃÞÎÑ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË Ä ÓÂÃÑÕÇ µÎÂÏÂ
Ë ¯ÇÌÏÂÐÂ. °ÐÑ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

f�x� � 1

p

������������������
x�1ÿ x�

p
;

�1
0

f�x� dx � 1: �19:2�

¦ÅÑ ÄÞÄÑÆ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [17, 51, 52].
ªÕÂÍ, ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (19.1)

ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ ÔÎÑÉÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË
ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂ Ô ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá. £ÑÊÐËÍÂÇÕ,
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÄÑÒÓÑÔ ÑÒËÔÂÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ä
ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ. ±ÓË àÕÑÏ, ÍÂÍ Ë ÄÞÛÇ, ÄÂÉÇÐ ÖÚÇÕ ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÛÖÏÂ, ÑÕÓÂÉÂáÜËØ
"ÂÕÑÏÂÓÐÖá" ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÑÕÆÇÎßÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÅÇÐÇÓÂ-
ÕÑÓÂ, ÐÑ Ë ÄÐÇÛÐËØ ÛÖÏÑÄ, Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÕÑÓÞØ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑ ÖÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÔÎÑÉÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ÅÇÐÇÓÂÙËË.

´ÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÊÂÆÂÚË ÄÇÔßÏÂ ÔÎÑÉÐÞ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ, ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË, ÔÂÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÛÖÏÂ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ
ÔËÔÕÇÏÞ. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÒÑÎÇÊÐÑ ÔÐÂÚÂÎÂ ÐÂÏÇÕËÕß ÒÖÕß
ÓÇÛÇÐËâ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ÊÂÆÂÚË. ªÏÇÐÐÑ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÐÉÇÄÇÐÂ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓË
ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËËÛÖÏÂÏË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇÏ (19.1).
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®Þ ÖÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÐÂ àÕÑÏ ÒÖÕË ÑÕÍÓÞÄÂÇÕÔâ Ë ÐÑÄÂâ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ËÇÓÂÓØËË ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ
ÏÑÆÇÎÇÌ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÑÄ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇ-
ÎßÐÑÔÕË ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÙËÍÎÂ. ªÏÇÐÐÑ Ô àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ÏÞ Ë ÐÂÚÐÇÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ
ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ä ÔËÔÕÇÏÂØ ÔÑ ÔÎÑÉÐÞÏ ÒÑÄÇ-
ÆÇÐËÇÏ.

20. £ÇÕÄÎÇÐËâ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÙËÍÎÂ. ¤ÇÐÇÓÂÕÑÓÞ Ô ÏÖÎßÕËÔÕÂÃËÎßÐÞÏË
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË

£ÞÛÇ ÃÞÎÑ ÑÕÏÇÚÇÐÑ, ÚÕÑ ÒÇÓÇØÑÆ Í "ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏÖ
ØÂÑÔÖ" Ä ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ Ô ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÒËÔÂÐ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÎÑÅËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ.

©ÆÇÔß ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ àÕÑÅÑ ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ÏÑÆÇÎß ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÅÑ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂ
£ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÍÂÔÍÂÆ ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ ÊÐÂÚÇÐËÌ
àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ.

£ÄÇÆÇÏ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ. £ÞÃÑÓÏÂÔÛÕÂÃÑÄ
ÒÓË àÕÑÏ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÏ. ¥Îâ
ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÄÓÇÏÇÐÐÞÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÑÏ
âÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓËÑÆ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ T � 2p=o0. ´ÑÅÆÂ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓ-
ÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

t0 � o0t; a0 � aoÿ10 ; E 0 � bEoÿ10 ;

D0 � bDoÿ20 � g0kT 0: �20:1a �

£Ñ ÄÕÑÓÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂ ÏÂÔÛÕÂÃ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓËÐËÏÂÇÏ ÄÓÇÏâ
ÓÇÎÂÍÔÂÙËË 1=g:

t0 � gt; a0 � agÿ1; E 0 � bEgÿ1;

D0 � Dbgÿ2 � kTbgÿ1 � kT 0: �20:1b�

£ËÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ àÐÇÓÅËË E 0 ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ âÄÐÑ ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ
ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ
(ÊÐÂÍ 0 ÑÒÖÔÍÂÇÏ):

dE

dt
� �aÿ E�E: �20:2�

²ÂÊÎËÚËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ, ÑÆÐÂÍÑ, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÓÂÊ-
ÐÑÔÕÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ. °ÔÐÑÄÐÑÌ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÏÂÔÛÕÂÃ
ÃÖÆÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÕß Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÛÂÅ Ä
ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË. ²ÂÊÎËÚËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ Ë ÒÓË ÖÚÇÕÇ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ.

°ÃÑÃÜËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (20.2) ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÒÑ
ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË ÄÑÊÐËÍÎÂ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÄÇÕÄÎÇÐËÌ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓÅËË
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÊÂÏÇÐËÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (20.2) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ä
ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË Ô ÇÆËÐËÚÐÞÏ ÛÂÅÑÏ D � 1 (ÆÎâ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ (20.1Â) ÛÂÅ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÇÓËÑÆÖ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ, Â
ÆÎâ (20.1Ã) ì ÄÓÇÏÇÐË ÓÇÎÂÍÔÂÙËË 1=g). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

En�1 � �a� 1�En ÿ E2
n � F�En�; 04a� 14 4;

04E4 4: �20:3�

±ÑÔÎÇ k-Ì ËÕÇÓÂÙËË ÑÐÑ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ:

En�k � F�k��En�: �20:4�

£ÇÓÐÇÏÔâ ÑÕ ÐÇÅÑ Í ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá.
ªÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ:

En�k ÿ E
n

k
 ! dE

dt
; k � 1; 2; ::: �20:5�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

dE

dt
� 1

k

�
F�k��E� ÿ E

�
; k � 1; 2; ::: �20:6�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÇÓÄÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ àÕÑÌ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑÔÕË. ±ÓË k � 1 ÏÞ ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÏÔâ Í ËÔØÑÆÐÑÏÖ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá (20.2). ±ÓË k � 2 ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

dE

dt
� 1

2
�aÿ E�E�E2 ÿ �a� 2�E� a� 2�: �20:7�

©ÆÇÔß ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÚÇÕÞÓÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËâ:

E1 � 0 pri a4 0; E2 � a pri 04a4 2;

E3;4 � a� 2

2
�

����������������������������������������a� 2

2

�2
ÿ �a� 2�

r
pri a5 2: �20:8�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË a � 2 ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÄÇÕÄÎÇÐËÇ
ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ. £ÑÊÐËÍÂÇÕ, ÕÇÏ
ÔÂÏÞÏ, ÃËÔÕÂÃËÎßÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÊÐÂÚÇÐËÌ a ÆÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ¶ÇÌÅÇÐÃÂÖÏÂ
ÚËÔÎÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÓÂÄÐÑ 2k. ±ÓË àÕÑÏ
ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÕ ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËâÏË àÐÇÓÅËË Ä ÐÇÒÑÆÄËÉÐÞØ ÕÑÚÍÂØ
ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20.3).

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏÑÃÓÂÊÑÏ ÑÃÑÃÜÂáÕÔâ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(14.1) ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ x�t�; v�t�. ¥Îâ àÕÑÅÑ Ä ÐËØ ÐÂÆÑ
ÔÆÇÎÂÕß ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÖ:

aÿ E! 1

k

F�k��E� ÿ E

E
: �20:9�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ x�t�; v�t� ÆÂÇÕÔâ ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ
×ÑÓÏÖÎÂÏË (14.4), ÐÑ ÆÎâ E�t� ÐÂÆÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÓÇÛÇ-
ÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20.6).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÐ-
ÉÇÄÇÐÂ Ë ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ. °ÐË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÞ ÒÑ
ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (14.6), (14.8). ±ÇÓÄÑÇ ËÊ ÐËØ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

dE

dt
� 1

k

�
F�k��E� ÿ E

�
� 1

2

d

dE

�
D�k��E�E

�
�

�
�������������������
D�k��E�E

q
y�t�: �20:10�

®ÑÏÇÐÕÞ ËÔÕÑÚÐËÍÂ y�t� ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÒÓÇÉÐËÏË ×ÑÓ-
ÏÖÎÂÏË (14.7). ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂë
±ÎÂÐÍÂ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ×ÑÓÏÇ:

qf
qt
� q

qE

�
D�k��E�E qf

qE

�
� q
qE

�
ÿ 1
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�
F�k��E� ÿ E

�
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�
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�20:11�

¯ÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÐÂØÑÆËÏ ÔÐÑÄÂ ËÊ
ÖÔÎÑÄËâ, ÚÕÑ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË, Õ.Ç. ÒÓË
af � 0, ÔËÔÕÇÏÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ Ô
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ (18.1). ³ ÖÚÇÕÑÏ àÕÑÅÑ ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:
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D�k��E� � 1
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£ ÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ (ÔÏ. (20.1Â, Ã)) ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
D�1� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô (14.10). ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ àÕÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(20.11) ÒÓË k � 1 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¶ÑÍÍÇÓÂë
±ÎÂÐÍÂ (14.8).

³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20.11) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

f0�E; af� � C exp

�
1

k

�E
0

F�k��E 0� ÿ E 0

D�k��E 0� dE 0
�
: �20:13�

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÐÑÏÇÓÂ ËÕÇÓÂÙËË ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÖÔÎÑÉÐâÇÕÔâ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÓÂÔÕÇÕ ÚËÔÎÑ
ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ªØ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ÍÑÓÐâÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ

Emax � F�k��Emax� �20:14�
Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÒÑÎÑÉÇÐËâÏË ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÞØ ÕÑÚÇÍ ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20.4).

±ÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÏ ÔÍÂÊÂÐÐÑÇ ÐÂ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÒÓË-
ÏÇÓÇ, ÍÑÅÆÂ k � 2, Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÒÑÔÕÑâÐÇÐ,
Õ.Ç. D�k� � D � const. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÛÖÏ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÐÇÛÐËÏ (ÊÂÆÂÐÐÞÏ). ±ÓË àÕÑÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÛÖÏ
ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ, ÒÑàÕÑÏÖ ÊÆÇÔß ÐÇÕ ÕÇØ
ÕÓÖÆÐÑÔÕÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÃÞÎË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 15.

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÉËÏÇ ÒÓË k � 2
ÊÐÂÚÇÐËÇ a � 2 ÇÔÕß ÕÑÚÍÂ ÃË×ÖÓÍÂÙËË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ ÄÇÕÄÎÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ (ÔÏ. ÓÇÛÇÐËÇ
(20.8)).

¥Îâ ÐÂÅÎâÆÐÑÔÕË ÄÞÆÇÎËÏ ÕÓË ÚÂÔÕÐÞØ ÔÎÖÚÂâ:
1. °ÃÎÂÔÕß ÐËÉÇ ÕÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ �a � 2�. £ ÒÓËÃÎËÉÇ-

ÐËË ¤ÂÖÔÔÂ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ (20.13) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ
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©ÆÇÔß Ë ÐËÉÇ Ä ÖÔÎÑÄËâØ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÐËÉÐËÌ ÒÓÇÆÇÎ
E � 0 ÊÂÏÇÐÇÐ ÐÂ E � ÿ1. ¿ÕÑ ÑÒÓÂÄÆÂÐÑ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË
e � Db=a2 5 1. ªÊ àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Í ÕÑÚÍÇ ÄÇÕÄÎÇÐËâ ì ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍÇ,
ÆËÔÒÇÓÔËâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ àÐÇÓÅËË ÓÂÔÕÇÕ, ÍÂÍ 2=�2ÿ a�, Õ.Ç.
ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ ¬áÓË ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ
×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ.

2. ¬ÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÚÍÂ a � 2. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (20.13)
ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

f0�E� � 1

G�1=4�
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�
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°ÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÊÆÇÔß ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÐÇ e, Â��
e
p

.
3. °ÃÎÂÔÕß ÄÞÛÇ ÕÑÚÍË ÄÇÕÄÎÇÐËâ �a > 2�. ²ÂÔÒÓÇÆÇ-

ÎÇÐËÇ ÒÓË àÕÑÏ ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ. ±ÂÓÙËÂÎßÐÞÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ¤ÂÖÔÔÂ ËÏÇáÕ ÄËÆ:

f1;2 �
�����������
aÿ 2

2pD

r
exp

�
ÿ aÿ 2

2D
�Eÿ E1;2�2

�
;

E1;2 � 2�
�����������
aÿ 2
p

: �20:17�

±ÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Í ÕÑÚÍÇ ÄÇÕÄÎÇÐËâ ÔÄÇÓØÖ ÑÕÐÑÔËÕÇÎß-
ÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÕÂÍÉÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ ¬áÓË, ÐÑ Ô
×ÂÍÕÑÓÑÏ 1=�aÿ 2�.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ
ÑÒËÔÂÐÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÚÇÓÇÊ ÍÓËÕËÚÇÔÍÖá ÕÑÚÍÖ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÑ ÍÓËÕÇÓËá "S-ÕÇÑÓÇÏÂ" ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ÔÂÏÑÑÓÅÂÐËÊÂÙËË.

±ÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÆÎâ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÐËÉÇ Ë ÄÞÛÇ
ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ ¤ÂÖÔÔÂ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
ÔÍÂÚÑÍ àÐÕÓÑÒËË. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇ àÐÕÓÑÒËË ÐËÉÇ
ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÚÇÓÇÊ Sÿ, Â ÄÞÛÇ ì ÚÇÓÇÊ S�.
´ÑÅÆÂ ÓÂÊÐÑÔÕß àÐÕÓÑÒËÌ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ¤ÂÖÔÔÂ
ÓÂÄÐÂ

Sÿ ÿ S� � ln
���
2
p

> 0: �20:18�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÚÇÓÇÊ ÍÓËÕËÚÇÔÍÖá ÕÑÚÍÖ
ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ af àÐÕÓÑÒËâ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÄÃÎËÊË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË, ÍÑÅÆÂ jaÿ 2j5 2, ÔÓÇÆÐËÇ
àÐÇÓÅËË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ �hEiÿ � hEi��, ÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ S-ÕÇÑÓÇÏÇ
ÓÂÊÐÑÔÕß àÐÕÓÑÒËÌ ÏÑÉÇÕ ÔÎÖÉËÕß ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÏÇÓÑÌ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÔÕÇÒÇÐË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË ÒÓË ÒÇÓÇ-
ØÑÆÇ ÚÇÓÇÊ ÍÓËÕËÚÇÔÍÖá ÕÑÚÍÖ. ¿ÕÑ Ë ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ
ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÑÃÎÂÔÕß ÃËÔÕÂÃËÎßÐÑÔÕË ÒÑ àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÒÓËÏÇÓ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÔÂÏÑÑÓÅÂÐËÊÂÙËË.

²ÑÎß ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÒÑÓâÆÍÂ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÐÇÓÂÄ-
ÐÑÄÇÔÐÑÏ ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÇÓÇØÑÆÇ ËÅÓÂÇÕ ÓÂÊÐÑÔÕß ÔÓÇÆÐËØ
àÐÇÓÅËÌ ÆÄÖØ ÄÇÕÄÇÌ:

Z � hE1i ÿ hE2i � 2
�����������
aÿ 2
p

; a5acr � 2: �20:19�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ
ÒÑÓâÆÍÂ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá.

±ÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
¤ÂÖÔÔÂ. ±Ñ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ ÑÐË ÄÒÑÎÐÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ ÕÇÑÓËË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÌ ÂÐÆÂÖ.

21. ¤ÇÐÇÓÂÕÑÓÞ Ä ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË.
¢Ë×ÖÓÍÂÙËË àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ
Ë ÚÂÔÕÑÕÞ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(20.3) ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÂÕß Ä ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË ÒÇÓÇØÑÆ Í
ÔÑÔÕÑâÐËá ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ØÂÑÔÂ ÚÇÓÇÊ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑÔÕß ÖÆÄÑÇÐËâ ÒÇÓËÑÆÂ. ¯ÂÒÓÑÕËÄ, ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑ-
ÔÕË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (20.6) ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÂÕß
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÄÇÕÄÎÇÐËÌ àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÙËÍÎÂ. ±ÓË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (20.13) àÕÑÏÖ ÍÂÔÍÂÆÖ ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÐÑÄÞØ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÒÓË ÊÐÂÚÇ-
ÐËâØEmax, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÒÑÎÑÉÇÐËâÏË ÐÇÒÑÆÄËÉ-
ÐÞØ ÕÑÚÇÍ ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂ k-ÛÂÅÇ ËÕÇÓÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ.

±ÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÚËÔÎÂ k Ä ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË (20.13) ÆÎâ ÑÃÎÂÔÕË ÊÐÂÚÇÐËÌ af, Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑ ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍËÌ ØÂÑÔ, ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ØÂÑ-
ÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ Ä ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËË ÏÂÍÔËÏÖÏÑÄ ÔÕÂ-
ÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ.

¯ÂÌÆÇÏ ÕÇÒÇÓß ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÇ ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÇÆËÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÍÑÏÃËÐÂÙËË ÆÄÖØ
ÍÂÔÍÂÆÑÄ ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ: ÄÇÕÄÎÇÐËÌ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓÅËË ÒÓÇ-
ÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ Ë ÃË×ÖÓÍÂÙËË ÖÆÄÑÇÐËâ ÒÇÓËÑÆÂ [17, 53,
54].
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£ÇÓÐÇÏÔâ ÆÎâ àÕÑÅÑ Í ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá
(20.4). ©ÂÏÇÐÑÌ En�k ÐÂ En�1 ÒÓËÄÇÆÇÏ ÇÅÑ Í ÄËÆÖ

En�1 � F�k��En�; k � 1; 2; ::: �21:1�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ. ±ÓË k � 1 ÏÞ ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÏÔâ Í ËÔØÑÆÐÑÏÖ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá (20.3). ¦ÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ. ±ÑÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑÔÕß ÃË×ÖÓÍÂÙËÌ ÖÆÄÑÇÐËâ ÒÇÓËÑÆÂ ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ Ä
ÕÑÚÍÇ a � 2 Ë ÊÂÄÇÓÛÂÇÕÔâ Ä ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓË
acr � 2; 58. ±ÓË ÊÐÂÚÇÐËË a � ���

8
p

ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÍÓÂÌ ÐÂËÃÑ-
ÎÇÇ ÛËÓÑÍÑÅÑ ÑÍÐÂ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË. ©ÐÂÚÇÐËá a � 3
ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÓÂÊÄËÕÑÅÑ "ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ
ØÂÑÔÂ".

±ÓË ÊÐÂÚÇÐËË k � 2 ÃË×ÖÓÍÂÙËÑÐÐÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÏÇÐâÇÕÔâ. £ ÕÑÚÍÇ a � 2 ÕÇÒÇÓß ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÄÇÕÄÎÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÙËÍÎÂ ì ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÃËÔÕÂÃËÎßÐÑÔÕß. £ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ
ÔËÔÕÇÏÂ ÒÑÒÂÆÂÇÕ ÎËÃÑ ÐÂ ÄÇÓØÐáá, ÎËÃÑ ÐÂ ÐËÉÐáá
ÄÇÕÄË. ±ÓÑÙÇÔÔ ÖÆÄÑÇÐËâ ÒÇÓËÑÆÂ ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ ÕÇÒÇÓß
ÎËÛß Ä ÕÑÚÍÇ a � ���

6
p

, ÍÑÅÆÂ ÆÎâ ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÖÉÇ ÖÚÇÕÄÇÓÇÐËÇ ÒÇÓËÑÆÂ. £ ÕÑÚÍÇ
a � 2; 6785 ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ "ØÂÑÔ ë ØÂÑÔ". £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÔÑÔÕÑâÐËÇ "ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ØÂÑÔÂ",
ÒÓËÔÖÜÇÇ ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá.

¥Îâ ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (20.6) ÒÓË k � 2 ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÎËÛß ÒÓÑÙÇÔÔ
ÄÇÕÄÎÇÐËâ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓÅËË. ¢Ë×ÖÓÍÂÙËÌ ÖÆÄÑÇÐËâ
ÒÇÓËÑÆÂ ÊÆÇÔß ÐÇÕ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÔÎÖÚÂÌ k � 3.
¥Îâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20.6) ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ

ÙËÍÎ Ô E � a ÕÇÒÇÓß ÖÔÕÑÌÚËÄ ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ a � ���
8
p

. £ àÕÑÌ
ÕÑÚÍÇ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÕÓË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÓÂÊÐÞÏË
àÐÇÓÅËâÏË. ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÏÇÐâÇÕÔâ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓ ÃË×ÖÓÍÂ-
ÙËÑÐÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÅÑ ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (21.1). ³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÃË×ÖÓÍÂÙËÑÐÐÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÓË k � 1 Ë k � 3 ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÓÂÊÎËÚËÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍÑÅÑ ÑÍÐÂ ÖÒÑÓâÆÑ-
ÚÇÐÐÑÔÕË. ªÏÇÐÐÑ, ÒÓË k � 1 ÄËÆÐÞ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÑÕÄÇÚÂá-
ÜËÇ ÄÔÇÏ ÕÓÇÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ àÐÇÓÅËË, Â ÒÓË k � 3 ì ÕÑÎßÍÑ
ÐÂËÃÑÎßÛÇÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá àÐÇÓÅËË. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË
k � 3 ÎËÛß ÑÆÐÑ ËÊ ÕÓÇØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ËÏÇÇÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÖá
ÆÎâ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÑÃÎÂÔÕß ÒÓËÕâÉÇÐËâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ.

®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, Ä ÍÂÍÑÌ ÏÇÓÇ àÕÑ ÓÂÊÎËÚËÇ ×ËÍÔË-
ÓÖÇÕÔâ ÓÂÊÐÞÏË ÍÓËÕÇÓËâÏË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË. °ÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÓË k � 1 Ë k � 3 ÊÐÂÚÇÐËâ àÐÕÓÑÒËË ºÇÐ-
ÐÑÐÂ ÆÎâ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ä ÑÍÐÇ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË ÊÂÏÇÕÐÑ ÑÕÎË-
ÚÂáÕÔâ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ âÒÖÐÑÄÂ ÆÎâ
ÕÇØ ÉÇ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇÓÂÊÎËÚËÏÞ.

±ÑÍÂÉÇÏ ÕÇÒÇÓß ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ×ÖÐÍ-
ÙËÑÐÂÎÂ âÒÖÐÑÄÂ LF ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÅÇÐÇÓÂ-
ÕÑÓÇ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ ÆÎâ ÑÙÇÐÍË ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË Í ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏÖ.

22. ¬ÓËÕÇÓËÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÓÇÛÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ
Í ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ¯-ÕÇÑÓÇÏÞ

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ (14.8) ÆÎâ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓÅËË ÍÑÎÇÃÂÐËÌ. °ÐÑ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓÑÙÇÔÔ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ àÄÑÎáÙËË Í
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá. ¥Îâ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÇÕÑÄ ÇÅÑ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÂÏÇÐËÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ä
ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË Ô ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÛÂÅÑÏ D. ³ÑÑÕÄÇÕ-

ÔÕÄÖáÜÖá ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ
f�E; n�. ´ÑÅÆÂ ÄÏÇÔÕÑ (14.8) ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

f�E; n� D� ÿ f�E; n�
D

� q
qE

�
D�E�E qf

qE
�E; n�

�
�

� q
qE
��ÿa� bE�Ef�E; n��: �22:1�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (14.8), (22.1), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏ
Ë ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË, ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (14.11). £ÑÊÐËÍÂÇÕ, ÑÆÐÂÍÑ, ÔÎÇÆÖáÜËÌ
ÄÑÒÓÑÔ: âÄÎâáÕÔâ ÎË àÕË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÞÏË? ¥Îâ ÑÕÄÇÕÂ ÐÂ ÐÇÅÑ ÐÂÆÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ÏÂÎÞØ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÌ ÑÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ f0�E; af�:

f1�E; t� � f�E; t� ÿ f0�E�; f1�E; n� � f�E; n� ÿ f0�E�:
�22:2�

³ÐÂÚÂÎÂ ÆÂÆËÏ ÑÕÄÇÕ ÐÂ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË. ªÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÆÎâ àÕÑÅÑ "¯-ÕÇÑ-
ÓÇÏÖ". £ ÕÇÑÓËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÑÐÂ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ
ÆÄÖÏâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË (17.3), (17.4) ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ
âÒÖÐÑÄÂLF, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÊÐÑÔÕßá ÐÇÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔÐÞØ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ àÐÇÓÅËÌ ÕÇÍÖÜÇÅÑ Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ.

±ÑÆÔÕÂÄËÏ f � f0 � f1 Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (17.3) ÆÎâ ÓÂÊÐÑÔÕË
ÔÄÑÃÑÆÐÞØ àÐÇÓÅËÌ Ë ÒÓÑËÊÄÇÆÇÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ f1.
°ÔÕÂÄÎâÇÏ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ âÒÖÐÑÄÂ LF ÒÑÎÖÚËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

d

dt
�Fÿ F0� � kT

2

d

dt

�
1

f0
f 21 dE4 0: �22:3�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ f1 ÖÃÞÄÂÇÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ Ë,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍ-
ÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ (14.8) ÖÔÕÑÌÚËÄÑ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÖá ÊÂÆÂÚÖ ÆÎâ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ
ÄÓÇÏÇÐË, ÍÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ
(22.1).

£ÄÇÆÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ×ÂÍÕÑÓ q, ÍÑÕÑÓÞÌ ÔÄâÊÞÄÂÇÕ
×ÖÐÍÙËË f1 Ä ÆÄÂ ÔÑÔÇÆÐËØ ÏÑÏÇÐÕÂ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË
Ô ÛÂÅÑÏ D,

f1�E; n� D� � q f1�E; n�: �22:4�

ªÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÕÇÒÇÓß ÄÄÇÆÇÐÐÑÇ Ä (17.4) ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
"ÒÓÑËÊÄÑÆÔÕÄÂ àÐÕÓÑÒËË" sF 5 0. ±ÓË ÏÂÎÞØ f1 ÇÅÑ
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

sF � kT

�1
0

DE

f0

�
qf1
qE

�2

dE5 0: �22:5�

±ÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (22.3) ÊÂÏÇÐËÏ ÐÂ
ÍÑÐÇÚÐÖá ÓÂÊÐÑÔÕß:

d

dt
�Fÿ F0� � kT

�
f1
f0

qf1
qt

dE!

! kT

�
f1�E; n�

f0

f1�E; n� D� ÿ f�E; n�
D

dE �

� kT

D
�qÿ 1�

�
f 21 �E; n�

f0
dE � ÿsF 4 0: �22:6�

©ÆÇÔß ÒÓËÐâÕÑ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (22.4) ×ÂÍÕÑÓÂ q.
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µÔÎÑÄËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ì ÖÔÎÑÄËÇ ÖÏÇÐßÛÇÐËâ ×ÖÐÍ-
ÙËË jf1j Ô ÓÑÔÕÑÏ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ ÐÂ
×ÂÍÕÑÓ q ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ jqj < 1. ªÊ (22.6) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ àÕÑÅÑ ÕÓÇÃÑÄÂÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ [17]:

jqj �
����� 1ÿ D

sF

kT
� 1
f0
f 21 dE

�����4 1: �22:7�

¦ÅÑ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÃÑÎÇÇ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ, ÇÔÎË
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ âÒÖÐÑÄÂLF,

jqj �
���� 1ÿ 1

2
D
sF
LF

����4 1; LF � kT

2

�
1

f0
f 21 dE: �22:8�

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÍÓËÕÇÓËÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ
ÓÇÛÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÃÜËÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ÕÇÓ-
ÏÑÆËÐÂÏËÍË ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÂÐÂÎÑÅÑÏ "ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÔÕÄÂ àÐÕÓÑÒËË" Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ÃÂÎÂÐÔÂ ÓÂÊÐÑÔÕË
ÔÄÑÃÑÆÐÞØ àÐÇÓÅËÌ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ
âÒÖÐÑÄÂ LF.

ªÊ ÍÓËÕÇÓËâ (22.8) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÑÃÎÂÔÕß ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË:

04
1

2
D
sF
LF

4 2; Dmax � 4
LF

sF
: �22:9�

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÒÑ ×ÑÓÏÇ, ÐÑ
ÏÂÎÑÏ ÑÕÍÎÑÐÇÐËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÑÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ
ÄÔÇÅÆÂ ÐÂÌÆÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞÌ ÛÂÅ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ
ÄÓÇÏÇÐË, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑ.

¥Îâ ÍÑÐÍÓÇÕËÊÂÙËË ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÍÓËÕÇÓËâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË ÊÂÆÂÆËÏ ×ÑÓÏÖ ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ.
¢ÖÆÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ ÑÐÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ ËÊ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÖÕÇÏ ÄÂÓËÂÙËË ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË ì ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ. ¿ÕÑ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÂÏÇÐÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ Ä
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË (14.11): Heff ! Heff � dafE.

£ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÒÑÔÕÑâÐÇÐ
(ÔÏ. (14.12)) Ë ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ daf ÏÂÎÑ, ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ sF Ë
LF ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

sF � g�daf�2hEi; LF � �daf�2 h�dE�
2i

2kT
: �22:10�

°ÐË ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÇÓÇÊ ÔÓÇÆÐáá àÐÇÓ-
ÅËá Ë ÆËÔÒÇÓÔËá àÐÇÓÅËË ÒÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËá. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

04DgkThEi=h�dE�ÿ2i4 2: �22:11�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÆÑÒÖÔÕËÏÑÅÑ
ÛÂÅÂ

Dmax � 2h�dE�2i=�gkThEi� �22:12�

ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÔÓÇÆÐáá àÐÇÓÅËá Ë ÆËÔÒÇÓÔËá. °ÐÑ
ÊÂÄËÔËÕ, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕ-
ÐÑÌ ÔÄâÊË. ¥Îâ ÓÇÉËÏÂ ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅÇÐÇÓÂÙËË àÕË ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ Ô ÒÑÏÑÜßá (14.15) ÒÓËÄÑÆâÕÔâ Í ÄËÆÖ

04Da4 2; Dmax � 2aÿ1: �22:13�

¿ÕË ÖÔÎÑÄËâ ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÖ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÕÄÇÚÂáÕ
ÒÓÇÆÇÎÖ T! 0. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ
ËÊ (14.14) Ë ËÏÇÇÕ ÄËÆ

f0�E; af� � d�Eÿ abÿ1�; hEi � abÿ1: �22:14�

ªÊ (22.13) ÔÎÇÆÖÇÕ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÚÕÑ ÒÓË ÇÆËÐËÚÐÑÏ ÛÂÅÇ,
Õ.Ç. ÒÓË D � 1, ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑ ÒÓË
ÖÔÎÑÄËË

04a4 2; amax � 2: �22:15�

°ÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÙËÍÎÂ, ÍÑÅÆÂ àÄÑÎáÙËâ Ä ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20.3). ¿ÕÑ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓË T � 0 ÔÂÏÑ ÎÑÅËÔÕËÚÇÔÍÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ (14.8)
ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË.

®ÑÉÐÑ ÒÑÄÕÑÓËÕß ÄÔÇ ÒÓÑÄÇÆÇÐÐÞÇ ÓÂÔÚÇÕÞ ÆÎâ ÃÑÎÇÇ
ÔÎÑÉÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ªÏÇÐÐÑ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ,
¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ (20.11) ÆÎâ ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÖÓÑÄÐâ ì Ô
k � 2. ¦ÏÖ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (20.13) ÒÓË
k � 2. °ÐÑ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÄÇÕÄÎÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÙËÍÎÂ. £ÇÕÄÎÇÐËÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÍÂÍ ÓÂÊ Ä ÕÑÚÍÇ a � 2, Õ.Ç. ÐÂ
ÅÓÂÐËÙÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË (22.15).

°ÃÑÃÜÂâ ÔÍÂÊÂÐÐÑÇ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÂÄËÕß ÄÑÒÓÑÔ ÑÃ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÅÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ (20.13) ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÐÑÏÇÓÂ k. ±ÓË
àÕÑÏ ÑÃÎÂÔÕË, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÃÖÆÖÕ ÔÖÉÂÕßÔâ. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÄÔÇ
ÃoÂ ÎßÛÖá ÓÑÎß ÃÖÆÇÕ ËÅÓÂÕß ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÑÃÎÂÔÕË
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÒÓË ÄÔÇ ÃoÂ ÎßÛËØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ k ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ¯-ÕÇÑÓÇÏÞ.

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÍÑÐÇÚÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (22.13)ë(22.15)
ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÆÎâ ÑÃÎÂÔÕË ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅÇÐÇÓÂÙËË. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÆÎâ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË ÆÓÖÅÑÇ ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ì ÒÑÓÑÅ
ÅÇÐÇÓÂÙËË. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎËÕ ÐÂÏ ÖÄËÆÇÕß, ÔÍÑÎß ÔËÎßÐÑÌ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÃÎÂÔÕË ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÑÕ ÄÇÎË-
ÚËÐÞ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË ì ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ.

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá (18.2). ªÊ ÐÇÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ àÐÇÓÅËË ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ, Â
ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ hEi � ���������

D=b
p

. ³ ÖÚÇÕÑÏ àÕÑÅÑ ËÊ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ (22.12) ÐÂØÑÆËÏ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÑÒÖÔÕË-
ÏÑÅÑ ÛÂÅÂ ÆÐÂ ÐÂ ÒÑÓÑÅÇ ÅÇÐÇÓÂÙËË �Dmax�th �

�������
bD
p

. ³
ÖÚÇÕÑÏ (22.13) ÏÑÉÇÏ ÕÇÒÇÓß ÑÙÇÐËÕß ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÑ ÆÑÒÖÔÕËÏÞØ ÛÂÅÑÄ ÐÂ ÒÑÓÑÅÇ Ë Ä ÓÇÉËÏÇ
ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅÇÐÇÓÂÙËË:

�Dmax�thDÿ1max �
�������������������
a2�bD�ÿ1
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4 1: �22:16�
©ÆÇÔß ÔÐÑÄÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ ÏÂÎÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÕÇÑÓËË ÓÂÊÄË-
ÕÑÌ ÅÇÐÇÓÂÙËË e.

ªÊ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÕÇÓâÇÕ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Í
ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓË ÏÇÐßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ Dmax, ÚÇÏ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÐÂ ÒÑÓÑÅÇ ÅÇÐÇÓÂÙËË. ³ÑÒÑÔÕÂÄËÏ àÕÑÕ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕ Ô ÓÂÔÚÇÕÑÏ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË
ÕÇØ ÉÇ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÍÓËÕÇÓËâ "S-ÕÇÑÓÇÏÂ". ªÊ
ÕÂÍÑÅÑ ÔÑÒÑÔÕÂÄÎÇÐËâ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÑÓÅÂÐË-
ÊÑÄÂÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË
ÓÂÊÓÖÛÂÇÕÔâ ÎÇÅÚÇ. ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÑÐÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÐßÛËÌ
"ÊÂÒÂÔ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË", ÚÇÏ ÃÑÎÇÇ ØÂÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÐÂ ÒÑÓÑÅÇ ÅÇÐÇÓÂÙËË.
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£ÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ: ØÑÓÑÛÑ àÕÑ ËÎË ÒÎÑØÑ? ¯Â ÐÇÅÑ ÐÇÕ
ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÅÑ ÑÕÄÇÕÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÔËÕÖÂ-
ÙËË, ÍÑÅÆÂ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÕÇÓË ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÃÑÎÇÇ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ. ´ÑÅÆÂ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
ÕÇÑÓËË ÔÂÏÑÑÓÅÂÐËÊÂÙËË ÒÑÕÇÓâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ì àÕÑ
ØÑÓÑÛÑ.

¦ÔÎË ÉÇ, ÐÂÒÓÑÕËÄ, ÒÓË ÒÑÕÇÓÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ ÒÇÓÇØÑÆ Ä ÃÑÎÇÇ ØÂÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ, ÕÑ, ÑÒâÕß
ÉÇ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÕÇÑÓËË ÔÂÏÑÑÓÅÂÐËÊÂÙËË, àÕÑ ÒÎÑØÑ.
³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓË àÕÑÏ, ÚÕÑ ÃÑÎÇÇ ÑÓÅÂÐËÊÑÄÂÐÐÑÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÓÂÊÄËÕÑÌ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÓÂÊÓÖÛÂÇÕÔâ ÎÇÅÚÇ ì ÒÓË
ÏÇÐßÛËØ ÛÂÅÂØ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË. £ àÕÑÏ ÑÕÐÑÛÇÐËË
ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÑÓÅÂÐËÊÑÄÂÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ Ë
"ÃÑÎÇÇ ØÓÖÒÍËÏ".

23. ¢ÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ Ä ØËÏËÚÇÔÍË
ÓÇÂÅËÓÖáÜËØ ÔËÔÕÇÏÂØ. ¹ÂÔÕËÚÐÑ
ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÂâ ÒÎÂÊÏÂ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ, ÍÑÅÆÂ Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ "ÚÂÔÕËÙ" ÄÞÔÕÖÒÂáÕ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÎÑÕÐÑÔÕË
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ËÑÐÑÄ Ë ÂÕÑÏÑÄ ÚÂÔÕËÚÐÑ ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÑÌ
ÒÎÂÊÏÞ. ²ÑÎß ØËÏËÚÇÔÍËØ ÓÇÂÍÙËÌ ÊÆÇÔß ËÅÓÂáÕ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÞ ËÑÐËÊÂÙËË Ë ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËË.

´ÇÑÓËâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä ÒÎÂÊÏÇ ÔÕÓÑËÕÔâ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÔËÔÕÇÏÞ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ËÑÐÑÄ Ë ÂÕÑÏÑÄ [33, 55ë57]. ±ÓË àÕÑÏ
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ËÔÕÑÚÐËÍË ÂÐÉÇÄÇÐÂ Ä
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ,
ËÑÐÑÄ Ë ÂÕÑÏÑÄ.

²ÇÎÂÍÔÂÙËâ Í ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ (Ä ÑÕÍÓÞÕÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ)
ÔÑÔÕÑâÐËá ÒÓÑËÔØÑÆËÕ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, Ä ÐÇÔÍÑÎßÍÑ àÕÂÒÑÄ.
£Ñ ÏÐÑÅËØ ÔÎÖÚÂâØ ÐÂ ÒÇÓÄÑÏ àÕÂÒÇ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ
ÎÑÍÂÎßÐÑÇ ÓÂÄÐÑÄÇÔËÇ ÒÑ ÒÑÔÕÖÒÂÕÇÎßÐÞÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ
ÔÄÑÃÑÆÞ, ÊÂÕÇÏ ÒÑ ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÔÄÑÃÑÆÞ.
±ÑÔÎÇÆÐËÏ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ ØËÏËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÄÐÑÄÇÔËÇ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÒÎÂÊÏÞ ÒÑÔÎÇ ÊÂÄÇÓÛÇÐËâ
ÆÄÖØ ÒÇÓÄÞØ àÕÂÒÑÄ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË. ´ÑÅÆÂ (ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËÌ) ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËÇ ØËÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÑ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÔÓÇÆÐËØ ÒÎÑÕÐÑÔ-
ÕÇÌ ÚËÔÎÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ne, ËÑÐÑÄ ni Ë ÂÕÑÏÑÄ na. £ÞÆÇÎËÏ
(ÆÎâ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË) ÎËÛß ÒÓÑÙÇÔÔ ËÑÐËÊÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÞÏ ÖÆÂÓÑÏ. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ a Ë b ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ËÑÐËÊÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË Ë ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËá
àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ËÑÐÂ Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË àÎÇÍÕÓÑÐÂ. ´ÑÅÆÂ ÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

dne
dt
� anena ÿ bn2ena; ne � ni; ne � na � n: �23:1�

£ÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÕ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÔÓÇÆÐËØ ÚËÔÇÎ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë ËÑÐÑÄ, Â ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ì ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÑ ÔÖÏÏÂÓ-
ÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë
ÂÕÑÏÑÄ. £ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (ËÎË ×ÑÓÏÖÎÂ) ³ÂØaÂ

neni
na
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mkT
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1
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�
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¥Îâ ÖÚÇÕÂ ÂÕÑÏÂÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ "ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ"
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏ ËÔÕÑÚÐËÍË ÂÐÉÇÄÇÐÂ Ä ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâØ. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍË ÂÐÉÇÄÇÐÂ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ,
ne; ni; na. ªÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÂÐÉÇÄÇÐÂ, ÍÑÕÑÓÂâ
ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ

ÖÓÂÄÐÇÐËË ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
f�n; t� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÓË àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ
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�
: �23:3�

©ÆÇÔß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ ÑÃÝÇÏÂ V. ±ÓÇÆ-
ÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÚÂÔÕËÙÞ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÒÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ. ±ÓË àÕÑÏ ÖÔÎÑÄËË ÆÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä (23.1)
ÑÔÕÂáÕÔâ Ä ÔËÎÇ Ë ÒÓË ÖÚÇÕÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ. ³ ÖÚÇÕÑÏ àÕÑÅÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (23.3) ÊÂÒËÛÇÏ Ä ÄËÆÇ:
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ªÊ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (23.1) ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÕÓÇÐËâ. ¦ÅÑ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ×ÑÓÏÇ:

Ane � ÿ�ane�nÿ ne� ÿ bn3e � � rne ÿ gne : �23:5�

¹ÕÑÃÞ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÖÒÓÂ-
ÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÑÆÐÑÛÂÅÑÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ, ÄÄÇ-
ÆÇÐÐÑÅÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 9, ÊÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÞ ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ
ÊÂÆÂÚË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÅÇÐÇÓÂÙËË Ë ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËË. ¿ÕÑ
ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô (9.5) ÔÓÂÊÖ ÊÂÒËÔÂÕß
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÆÎâ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f�ne; t�:
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²ÂÄÐÑÄÇÔÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ:
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°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÕÑÚÍÂ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

A�nmax� � ÿ�anmax�nÿ nmax� ÿ bn3max� � 0 �23:8�
Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ×ÑÓÏÖÎÇ ³ÂØaÂ .

£ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ¤ÂÖÔÔÂ ÆËÔÒÇÓÔËâ dne � ne ÿ nmax

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ:

h�dne�2i � ne
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nÿ ne
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°ÐÑ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ä ÆÄÖØ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ: ÒÓË
ÐÖÎÇÄÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ËÑÐËÊÂÙËË (ÅÂÊ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÞØ ÚÂÔÕËÙ),
ÍÑÅÆÂ ne � 0; ÆÎâ ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ,
ÍÑÅÆÂ ne � n. ¿ÕÑ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÄÇÆÇÐÐÞÌ ËÔÕÑÚÐËÍ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ËÏÇÐÐÑ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÔÕß ÂÍÕÑÄ
ØËÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÄÓÂÜÇÐËâ.

±ÓËÏÂÎÞØ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâØ ÑÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâ dn
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÂÐÉÇÄÇÐÂ Ô ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÑÏ ÕÓÇÐËâ l � a�2nÿ ne�. ±ÓË àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑ-ÆËÔÔËÒÂÙËÑÐÐÑÅÑ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ:

D � lh�dne�2i; l � a�2nÿ ne�: �23:10�
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°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÑÃÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ä ÑÕÏÇÚÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÆÄÖØ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ
ÔÎÖÚÂâØ.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (23.4), (23.5) ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÑÄ ÅÇÐÇÓÂÙËË Ë ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËË, ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ. ±ÓË àÕÑÏ ËÊ ÆÄÖØ
ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÂ (9.2) Ë
(9.11) ÃÑÎÇÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÇÑÓËË âÄÎâÇÕÔâ ÄÕÑÓÑÇ ËÊ ÐËØ. ´ÑÎßÍÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊ
ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÎÇÆÖÇÕ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ (23.6).

±ÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÃÑÎÇÇ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË âÄÎâáÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ:

Ne � Vne; Ni � Vni; Na � Vna; N � Vn: �23:11�

£ àÕËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (23.1) ÒÓË-
ÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

dNe

dt
� aVNeNa ÿ bVN

2
eNi; aV � a

V
; bV �

b
V2
:

�23:12�

±ÓË ÐÂÎËÚËË ÄÐÇÛÐÇÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ×ÑÕÑ-
ËÑÐËÊÂÙËË Ä ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÒÓÑÔÎÇÆËÕß ÊÂ
ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÔÕÇÒÇÐË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÔÕË ÚÂÔÕËÚÐÑ ËÑÐËÊÑ-
ÄÂÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ.

24. ±ÓÑÙÇÔÔ ®ÂÎßÕÖÔÂë¶ÇÓØáÎßÔÕÂ
(MalthusëVerhulst)

®ÑÆÇÎß ®ÂÎßÕÖÔÂë¶ÇÓØáÎßÔÕÂ ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ ÏÐÑÅÑ
ÎÇÕ ÕÑÏÖ ÐÂÊÂÆ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÖÔÎÑÄËÌ ÄÞÉËÄÂÐËâ ÒÑÒÖ-
ÎâÙËË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÃÂÍÕÇÓËÌ [11, 15]. ±ÖÔÕß N ì ÚËÔÎÑ
ÑÔÑÃÇÌ Ä ÒÑÒÖÎâÙËË. ¦ÔÎË g Ë a ì ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÏÇÓÕË Ë
ÓÑÉÆÇÐËâ ÑÔÑÃÇÌ, Â b�Nÿ 1� ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÞÏËÓÂÐËâ
ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÏÇÉÄËÆÑÄÑÌ ÃÑÓßÃÞ, ÕÑ ÒÓË N4 1 ÒÓÑÙÇÔÔ
ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÂÕß ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

dN

dt
� �aÿ gÿ bN�N � �gN ÿ rN�N: �24:1�

©ÆÇÔß ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ gN; rN ÄÞÆÇÎÇÐ
ÑÃÜËÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß N. µÓÂÄÐÇÐËÇ (24.1) ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÑ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÖÓÂÄÐÇÐËá (14.3) ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä
ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ. ±ÓË àÕÑÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÖ
ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË af ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÊÆÇÔß ÍÑà××ËÙËÇÐÕ a, ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÊÖáÜËÌ ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÑÉÆÇÐËâ ÑÔÑÃÇÌ.

¯ÂÒÑÏÐËÏ Ä ÔÄâÊË Ô àÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÌ Ä ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË
(14.10) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ (14.8) ÃÞÎ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ, ÚÕÑ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË
�af � 0� ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ. ¦ÔÎË Ë ÕÇÒÇÓß
ÔÎÇÆÑÄÂÕß àÕÑÏÖ ÒÓËÐÙËÒÖ, ÕÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
ÆË××ÖÊËË ÐÂÆÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ:

D�N� � �g� bN�T: �24:2�
©ÆÇÔßTìÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ, ÍÑÕÑÓÞÌ âÄÎâÇÕÔâ
ÂÐÂÎÑÅÑÏ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ. ¦ÅÑ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÐâÕß ÊÂ ÇÆËÐËÙÖ.

£ÑÊÏÑÉÇÐ, ÑÆÐÂÍÑ, Ë ÆÓÖÅÑÌ ÒÓËÐÙËÒ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆË××ÖÊËË: ÚÇÓÇÊ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ËÑÐËÊÂ-

ÙËË Ë ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËË ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (9.5), (23.4) (23.5).
¦ÔÎË ÔÎÇÆÑÄÂÕß àÕÑÏÖ ÒÖÕË, ÕÑ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (24.1)

gN � aN; rN � �g� bN�; D � �g� bN� ÿ 1

2
a: �24:3�

±ÓË ÕÂÍÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ "ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË", ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ
ÍÑÕÑÓÑÅÑ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ì
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô ÑÕÎËÚÐÞÏ ÑÕ ÐÖÎâ
ÚËÔÎÑÏ N. ©ÆÇÔß ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÒÑ
ÕÑÌ ÉÇ ÔØÇÏÇ, ÚÕÑ Ë ÆÎâ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ, Õ.Ç.
ÒÓËÏÇÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (24.2) Ô T � 1. ¬ÂÍ Ë ÄÞÛÇ, ÒÓÇÆ-
ÒÑÚÕÇÐËÇ ÑÕÆÂÇÏ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍ-
ÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ:

qf�N; t�
qt

� q
qN

�
�g� bN�N qf

qN

�
� q
qN

h
�ÿa� g� bN�NF

i
:

�24:4�

±ÓË ÐÖÎÇÄÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË "ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÓÑÉÆÇÐËâ" a ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

f0�N� � exp�ÿN�;
�
f0 dN � 1: �24:5�

´ÂÍ ÍÂÍ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË
N4 1, ÕÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÃÞÄÂÐËÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ×ÂÍÕËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÄÞÏËÓÂÐËÇ ÒÑÒÖÎâÙËË.

°ÃÜÇÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô
(14.11) ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

f0�N; a� � C exp�ÿHeff�N; a��;
Heff � Nÿ a

b
ln

�
1� b

g
N

�
: �24:6�

©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ à××ÇÍÕËÄÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ. ®ÂÍÔËÏÖÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ:

Nmax � �aÿ g�bÿ1: �24:7�

°ÐÑ ÄÞÓÂÉÂÇÕ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ, ÚÕÑ ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÅÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÒÑÒÖÎâÙËË ÐÇÑÃØÑÆËÏÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÃÑÎßÛÂâ ÓÑÉÆÂÇÏÑÔÕß: a > g. ²ÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ ÒÑ ÏÂÎÑÏÖ
ÑÕÍÎÑÐÇÐËá dN � NÿNmax ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ (24.6) Í
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ¤ÂÖÔÔÂ. ¿ÕÑ ÑÒÓÂÄÆÂÐÑ, ÇÔÎË ÑÕÐÑÔËÕÇÎß-
ÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÚËÔÎÂ ÒÑÒÖÎâÙËÌ ÏÂÎÂ (ÔÓ. Ô (14.16)):

h�dN�2i
N2

max

� g
aÿ g

1

Nmax
5 1: �24:8�

¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ô ÏÂÎÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÒÑÒÖÎâÙËÌ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÒÓÂÄÎâá-
ÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ. ±ÓË àÕÑÏ ÔÐÑÄÂ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÐâÕß ÂÓÅÖÏÇÐ-
ÕÂÙËá, ÍÑÕÑÓÂâ ÔÍÎÑÐâÇÕ ÚÂÛÖ ÄÇÔÑÄ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ "ÍËÐÇÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ" ÖÒÓÂÄÎâáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ.

¯ÇÎËÐÇÌÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ËÏÇÇÕ
ÑÚÇÐß ÏÐÑÅÑ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ. ®ÐÑÅËÇ ËÊ
ÐËØ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÓÂÃÑÕÂØ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ Ä ÔÒËÔÍÇ
ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ. ¸ÇÎß ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÞ ÔÑÔÕÑâÎÂ Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑÃÞ ÑÔÄÇÕËÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÐÑÄÞÇ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÇ
ÄÑÒÓÑÔÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÓÂÊÄË-
ÕËâ ÕÇÑÓËË. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÇ ÆÎâ ÄÔÇØ ËÊ ÐËØ ÐÂÛÎÑÔß ÊÆÇÔß
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ÏÇÔÕÑ. ³ÓÇÆË ÐËØ ì àÕÑ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÄÑÒÓÑÔ ÇÆËÐÑÅÑ
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓË
ÐÂÎËÚËË ÍÂÍ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ, ÕÂÍ Ë ÐÇÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÑÌ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË. ¿ÕÂ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÍÓÂÕÍÑ ÑÔÄÇÜÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÂØ
[27, 28].

ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ÍËÐÇ-
ÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä ÕÇÑÓËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ
ÒÑÊÄÑÎËÕ ËÊÃÇÉÂÕß ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ
Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂë³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ
àÕÑÏÖ ÑÕÍÓÞÄÂÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÒËÔÂÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓË ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÏ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË
ÐÇÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ Ë ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ.
±ÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÑÉÇÕ ÔÎÖÉËÕß
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâë¥Ö××ËÐÅÂ. ´ÂÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆÄÂ ÖÒÓÂÄÎâáÜËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ì ÒÂÓÂÏÇÕÓ
ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË Ä ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ Ë "ÒÂÓÂÏÇÕÓ
à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÒÑÎâ" Ä ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÇ ¥Ö××ËÐÅÂ. ±ÓË
ËÊÏÇÐÇÐËË ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÒÇÓÇØÑÆ ÕËÒÂ
ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ.±ÓË àÕÑÏ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ËÊ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÑÉÇÕ ÔÕÂÕß, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÃËÔÕÂÃËÎßÐÞÏ.

£ ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÓâÆ ÐÑÄÞØ âÄÎÇÐËÌ,
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ Ë ÐÇÓÂÄ-
ÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ËÊÄÇÔÕÐÑÌ
ÊÂÆÂÚÇ ¬ÓÂÏÇÓÔÂ Ñ ÒÇÓÇØÑÆÇ ÚÇÓÇÊ ÃÂÓßÇÓ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ ÒÖÕÇÏ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË Ä
ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ. ¥Îâ ÔËÔÕÇÏ Ô ØËÏËÚÇÔÍËÏË
ÓÇÂÍÙËâÏË ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÓÂÊÐÞÇ ÍÂÐÂÎÞ ÄÎËâÐËâ ÐÇÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔÐÞØ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÐÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ØËÏËÚÇ-
ÔÍËØ ÓÇÂÍÙËÌ. ®ÑÉÐÑ ÅÑÄÑÓËÕß, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ñ
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÍÂÕÂÎËÊÂ, ÍÑÅÆÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß
ÓÇÂÍÙËË ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÔÄâÊË Ä ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÇ £ÂÐ-ÆÇÓ-±ÑÎâ.

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÄÑÒÓÑÔÞ
âÄÎâáÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÔÎÑÉÐÞÏË. ¡ÄÕÑÓ ÄÞÓÂÉÂÇÕ ÐÂÆÇÉÆÖ,
ÚÕÑ ÐÂÔÕÑâÜÂâ ÓÂÃÑÕÂ ÃÖÆÇÕ ÔÕËÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÓÂÊÄËÕËÇ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ä àÕËØ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ.
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NONLINEAR BROWNIAN MOTION

Yu L Klimontovich
Department of Physics, M V Lomonosov State University, Moskow
Vorob'evy Gory, 119899, Moscow, Russia
Tel. (7-095) 939-3825. Fax: (7-095) 143-8547
E-mail: ylklim@hklim.phys.msu.su

A survey is presented of problems of Brownian motion which are described by nonlinear Langevin and corresponding FokkerëPlanck
equations. The theory of Brownian motion today is one of the main divisions of the statistical theory of open systems. Fluctuations of
any internal thermodynamic parameters, density, velocity and temperature in hydrodynamics, and distribution functions in the kinetic
theory are actually regarded as "Brownian particles" enganged in unceasing irregular motion. The following general problems of
nonlinear Brownianmotion are considered: Brownianmotion in amediumwith nonlinear friction; the critical analysis of three forms of
the corresponding Langevin and FokkerëPlanck equations (Ito form, Stratonovich form, and Kinetic form); Smoluchowski equations
and Master equations for different cases; two types of transition from Master equation to FokkerëPlanck equation; The Master
equations for one-step processes; the traditional and the nontraditional deénition of transition probabilities; evolution of free energy
and entropy in Brownianmotion; Lyapunov functionals. In order to illustrate the eféciency of the general theory the following concrete
examples are considered: Brownianmotion in self-oscillatory systems; H-theorem for the Van der Pol oscillator; self-organization in the
Van der Pol oscillator, S-theorem; oscillator with inertial nonlinearity; bifurcation of energy of limiting cycle; oscillator withmultistable
stationary states; oscillators in discrete time; bifurcations of energy of limiting cycle and period of oscillations; criterion of instability
upon transition to discret time, based onH-theorem; Brownianmotion of quantum atom-oscillators in the equilibrium electromagnetic
éeld; Brownian motion in chemically reacting systems; partially ionised plasma; MalthusëVerhulst process.
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