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±ÓÑÃÎÇÏÂ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÃÇÊ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ
(³¢¢³) ÄÑÊÐËÍÎÂ Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ ÎËÐÇÌÐÞØ
ÒÑÎËÏÇÓÑÄ (ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎ) ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ËØ ÔÓÇÆÐËØ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÓÂÊÏÇÓÑÄ Ë Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÔÑÔÕÂ-

ÄÎâÇÕ ÄÂÉÐÞÌ ÓÂÊÆÇÎ ÐÂÖÍË Ñ ÒÑÎËÏÇÓÂØ. £ ÔËÎÖ ÚÓÇÊÄÞ-
ÚÂÌÐÑ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ ÖÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎ
ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ
ÔËÔÕÇÏÞ Ë ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÓÇÆÐËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÄÇÎËÚËÐ,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ËØ ÓÂÊÏÇÓÞ, ÒÓËÏÇÐâÕß
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÏÇÕÑÆÞ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞØ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ Ë ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËØ ÓÂÔÚÇÕÑÄ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ,
ÚÕÑ ÏÇÎÍÑÏÂÔÛÕÂÃÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎ Ô ÖÄÇÎË-
ÚÇÐËÇÏ ËØ ÆÎËÐÞ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÄÔÇ ÏÇÐÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÓË
ÑÃÝâÔÐÇÐËË ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇÏ.
±ÓË àÕÑÏ ÄÇÆÖÜÖá ÓÑÎß Ä ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÑÐÐÑÌ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÍÇ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎ ËÅÓÂÇÕ ËØ ÙÇÒÐÑÇ ÔÕÓÑÇÐËÇ Ë ÔÄâÊÂÐ-
ÐÞÌ Ô ÐËÏ à××ÇÍÕ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ
ÍÑÕÑÓÑÏÖ Ä ÑÆÐÑÏ Ë ÕÑÏ ÉÇ àÎÇÏÇÐÕÇ ÑÃÝÇÏÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÐÂØÑÆËÕßÔâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÃÑÎÇÇ ÑÆÐÑÅÑ
ÊÄÇÐÂ (ËÎË ÏÑÐÑÏÇÓÂ) ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË. ªÏÇÐÐÑ àÕË
×ÂÍÕÑÓÞ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÚÇÓÕÞ ÒÑÄÇÆÇÐËâ
ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎ Ë Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÙÇÒÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÎËÐÇÌ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎËÏÇÓÂ Ë ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÃÎÖÉÆÂáÜÇÌ
ÚÂÔÕËÙÞ ÑÃÖÔÎÑÄËÎÂ ÂÐÂÎÑÅËá Ä ËØ ÑÒËÔÂÐËË. °ÆÐÂÍÑ
ÆÎâ ÒÑÎÐÑÕÞ ÕÂÍÑÌ ÂÐÂÎÑÅËË Ä ÕÇÑÓËË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉ-
ÆÂÐËÌ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß à××ÇÍÕ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ
ÑÃÝÇÏÂ, Ä ÔÄâÊË Ô ÚÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÂâ ÊÆÇÔß ÒÓÑÃÎÇÏÂ
ÒÑÎÖÚËÎÂ ÐÂÊÄÂÐËÇ ³¢¢³, ËÎË ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËÇ ÃÎÖÉÆÂ-
ÐËâ.

¯ÇÏÐÑÅËÏ ÃÑÎÇÇ ÆÄÂÆÙÂÕË ÎÇÕ ÐÂÊÂÆ Ä ÓÂÊÄËÕËË
ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÒÑÎËÏÇÓÑÄ ÐÂÔÕÖÒËÎ ÐÑÄÞÌ ÒÎÑÆÑÕÄÑÓÐÞÌ
àÕÂÒ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËá Ä ÐÇÇ ËÆÇÌ Ë ÏÇÕÑÆÑÄ
ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË. ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÍÑÐ-
ÕËÐÖÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, ÏÇÕÑÆÂ ÓÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÞ, Â
ÕÂÍÉÇ à××ÇÍÕËÄÐÞØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÓÇÛÇÕÑÚÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÒÑÎËÏÇÓÐÞØ ÙÇÒÇÌ
ÑÍÂÊÂÎÑÔß Ä ÄÞÔÛÇÌ ÔÕÇÒÇÐË ÒÑÎÇÊÐÞÏ ÆÎâ ÒÑÐËÏÂÐËâ
ËÊÖÚÂÇÏÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ë ÇÅÑ ÔÄâÊË Ô ×ËÊËÍÑÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ
âÄÎÇÐËÌ. £ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË ÊÂÆÂÚ Ñ
ÒÑÎËÏÇÓÂØ Ë ³¢¢³ Ä ÃÑÎßÛÇÌ ÚÂÔÕË ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËØ
ÓÂÃÑÕ, ËÔÔÎÇÆÖáÜËØ ÆÂÐÐÖá ÒÓÑÃÎÇÏÖ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ
ÏÇÕÑÆ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. ±ÑÆÑÃÐÞÌ ÒÑÆ-
ØÑÆ Í ÓÇÛÇÐËá ÒÓÑÃÎÇÏÞ ³¢¢³ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÎÐÑ
ÑÕÓÂÉÇÐ ÍÂÍ Ä ÑÃÊÑÓÐÞØ ÔÕÂÕßâØ, ÕÂÍ Ë Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËÚÇ-
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ÔÍÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [1, 2]), Â ÒÑÕÑÏÖ ÊÆÇÔß, Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 1, ÆÂÐÑ ÎËÛß ÍÓÂÕÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÇÅÑ. ³ÎÇÆÖÇÕ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÇ Ô ÒÑÏÑÜßá àÕÑÅÑ
ÏÇÕÑÆÂ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ÆÎâ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ³¢¢³
ËÏÇáÕ ÔÏÞÔÎ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ d ÃÎËÊÍÂ Í ÇÇ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá
d � 4, Ë ÒÑÍÂ ÐÇ âÔÐÑ, ÍÂÍ Ô ÇÅÑ ÒÑÏÑÜßá ÒÑÎÖÚÂÕß
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ Ä ÓÇÂÎßÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

£ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÓÖÅÑÌ, ÏÇÐÇÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐÐÞÌ, ÐÑ ÐÇ ÏÇÐÇÇ à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
àÕÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÒÑËÔÍÇ ÓÇÛÇÐËâ ÕÑÚÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÐÑÅÑ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÙÂÏË ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜÇÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË
ÃÎÖÉÆÂáÜÇÌ ÚÂÔÕËÙÞ. ¿ÕÑÕ ÏÇÕÑÆ Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ
ÐÂØÑÆËÕ ÄÔÇ ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍÑÇ ÒÓËÊÐÂÐËÇ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÇÅÑ
à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕË Ä ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÒÓÑÃÎÇÏÞ ³¢¢³, Â
ÕÂÍÉÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ Ä ÆÓÖÅËØ ÑÃÎÂÔÕâØ
×ËÊËÍË. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ,
ÚÇÏ Ä ÑÃÊÑÓÇ [3], ËÊÎÑÉËÕß ÕÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ, ÚÇÏÖ ÒÑÔÄâÜÇÐÞ
ÓÂÊÆÇÎÞ 2 ë 4 ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßË, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÇÇ ÓÂÊÆÇÎ 1
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÍÓÂÕÍËÌ ÑÃÊÑÓ ÆÓÖÅËØ ÏÇÕÑÆÑÄ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
àÕÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ.

1. ¶ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÂ ÒÓÑÃÎÇÏÞ Ë ÍÓÂÕÍËÌ ÑÃÊÑÓ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÇÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ

1.1. ¶ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ÒÑÆØÑÆ
¤ÎÂÄÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ Ä ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËØ ÃÎÖÉ-
ÆÂÐËÌ ÒÓËÐâÕÑ ÔÚËÕÂÕß ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË WN�R�
ÄÇÍÕÑÓÂ R, ÔÑÇÆËÐâáÜÇÅÑ ÐÂÚÂÎÑ Ë ÍÑÐÇÙ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË,
ÔÑÔÕÑâÜÇÌ ËÊ N �N4 1� ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÌ ÃÎÖÉ-
ÆÂáÜÇÌ ÚÂÔÕËÙÞ. °ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË WN�R� ÒÑÊÄÑ-
ÎËÎÑ ÃÞ ÔÓÂÊÖ ÒÑÎÖÚËÕß ÄÂÉÐÖá ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÖ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ì ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÇ ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÇÇ ÍÑÐÙÂÏË:

hR2iN �
�
R2WN�R� ddR; �1:1�

ÅÆÇ d ì ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. £ ËÆÇÂÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ì ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÑÃÝÇÏÐÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ì ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË WN�R� ÒÓË N!1 ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ
ÄËÆ

W
�0�
N �R� �

�
d

2pNl 2

�d=2

exp
�ÿdR2�2Nl 2�ÿ1�; �1:2�

ÊÆÇÔß l ì ÆÎËÐÂ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ ÕÑÚÇÚÐÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ. £ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÓÇÆÐËÌ ÍÄÂÆÓÂÕ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËâ ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÙÂÏË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÔÑÔÕÑâÜÇÌ ËÊ N ÑÕÆÇÎß-
ÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÌ àÕÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ÓÂÄÇÐ

hR2i�0�N � Nl 2: �1:3�

£ÒÇÓÄÞÇ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ Ä ÔÕÂÕË-
ÔÕËÍÇ ÒÑÎËÏÇÓÐÞØ ÙÇÒÇÌ ÄÑÊÐËÍÎÂ ÒÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÕÇÓ-
ÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÓÂÔÕÄÑÓÑÄ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ [4]. £ àÕÑÌ
ÕÇÑÓËË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß ÓÇÛÇÕÑÚÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÉËÆÍÑÔÕË,
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ Ä ÍÂÉÆÑÌ âÚÇÌÍÇ ÓÇÛÇÕÍË ÏÑÉÇÕ
ÐÂØÑÆËÕßÔâ ÎËÃÑ ÑÆÐÂ ÏÑÎÇÍÖÎÂ ÓÂÔÕÄÑÓËÕÇÎâ, ÎËÃÑ
ÑÆËÐ ÏÑÐÑÏÇÓ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎÞ. ©ÂÕÇÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÎÂÔß
ÄÇÎËÚËÐÂ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÒÓË ÔÏÇÛÇÐËË
ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎÞ Ë ÓÂÔÕÄÑÓËÕÇÎâ, ÍÑÕÑÓÂâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂ-

ÎÂÔß ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÑÕ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÐÂÃÖØÂÐËâ ÒÑÎËÏÇÓ-
ÐÑÌ ÙÇÒË:

aN �
�
hR2iN

�
hR2i�0�N

�ÿ1�1=2
; �1:4�

ÅÆÇ hR2iN Ë hR2i�0�N ÔÖÕß ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ
ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÙÂÏË àÕÑÌ ÙÇÒË ËÊ N ÊÄÇÐßÇÄ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ô
ÖÚÇÕÑÏ Ë ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ à××ÇÍÕÂ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ.
±ÑÔÎÇÆÖáÜÂâ ÏËÐËÏËÊÂÙËâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÒÑ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÖ aN ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÇÅÑ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

a5N ÿ a3N �
3
���
3
p

2
u1N1=2; �1:5�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ u1 � �3=2pl 2�3=2u0, u0 ì ÄÇÎËÚËÐÂ ËÔÍÎáÚÇÐ-
ÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ ÏÑÐÑÏÇÓÂ, Â l ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÕÇÒÇÓß ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ
ÏÇÉÆÖ ÎáÃÞÏË ÆÄÖÏâ ÏÑÐÑÏÇÓÂÏË, ÔÑÔÇÆÐËÏË Ä ÙÇÒÐÑÌ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË. ¥Îâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ N ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1.5) ÔÎÇÆÖÇÕ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ¶ÎÑÓË

hR2iN � const � �u0lÿ3�2=5N6=5l 2: �1:6�

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÃÞÎÑ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÑ ÏÐÑÅÑ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÂÏ-
ÍÐÖÕÞØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ aN, ÒÑÆÑÃÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËá (1.5) Ë
ÑÔÐÑÄÂÐÐÞØ ÑÃÞÚÐÑ ÐÂ ÏÂÛËÐÐÑÌ ÑÃÓÂÃÑÕÍÇ àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÆÂÐÐÞØ ËÎË ÐÂ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËË ÊÂÆÂÚË
ÃÎÖÉÆÂÐËÇÏ ÃÇÊ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ ÒÑ ÍÂÍÑÌ-ÐËÃÖÆß ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ.

°ÃÑÃÜÇÐËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ¶ÎÑÓË (1.6) ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÒÓÑËÊÄÑ-
ÎßÐÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË d ÃÞÎÑ ÒÓÇÆÎÑ-
ÉÇÐÑ ÄÒÇÓÄÞÇ ¶ËÛÇÓÑÏ [5] Ä ÄËÆÇ

hR2iN � const � �u0l ÿd�2nF=3N2nF l 2; �1:7�

ÅÆÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß nF ÓÂÄÇÐ

nF � 3�d� 2�ÿ1; d < 4;
1
2 ; d > 4:

(
�1:8�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß d � 4 ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ d > 4 ÄÇÎËÚËÐÂ hR2iN ÂÔËÏÒ-
ÕÑÕËÚÇÔÍË ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ N ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËË
ÑÃÝÇÏÐÑÅÑ à××ÇÍÕÂ, Õ.Ç.

hR2iN � O�Nl 2�:

®ÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÑÒÞÕÐÞÇ ×ÂÍÕÞ, Â ÕÂÍÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÆÎâ hR2iN Ô ÒÑÏÑÜßá ¿£®, ØÑÓÑÛÑ ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (1.7).

¿××ÇÍÕ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ âÄÎâÇÕÔâ, Ä ÔÖÜÐÑÔÕË,
à××ÇÍÕÑÏ ÆÂÎßÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÇÆÖÜÖá ÓÑÎß Ä
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË ÏÂÍÓÑ-
ÏÑÎÇÍÖÎÞ ËÅÓÂÇÕ ÑÃÝÇÏÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÇÇ ÏÑÐÑÏÇ-
ÓÑÄ Ô ÃÑÎßÛËÏË ÓÂÊÐÑÔÕâÏË ËØ ÒÑÓâÆÍÑÄÞØ ÐÑÏÇÓÑÄ ÐÂ
ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË. £ÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÎáÃÞÏË
ÆÄÖÏâ ÏÑÐÑÏÇÓÂÏË, ÔÑÇÆËÐÇÐÐÞÏË ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑá ÃÑÎÇÇ
ÚÇÏ ÑÆÐËÏ ÊÄÇÐÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÂÕß ÖÒÓÑÜÇÐÐÑ ÒÓË
ÒÑÏÑÜË ÍÑÓÑÕÍÑÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÑÕÕÂÎÍËÄÂ-
ÐËâ U�R� Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ ÆÇÌÔÕÄËâ r0, ÐÇ ÒÓÇÄÞÛÂáÜËÏ
ÆÎËÐÖ ÑÆÐÑÅÑ ÊÄÇÐÂ, Õ.Ç. r0 < l. ´ÑÅÆÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

u0 �
��
1ÿ exp�ÿU�R�Tÿ1�� ddR
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ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÇÎËÚËÐÖ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ Ä d-ÏÇÓÐÑÏ
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ rd, Â T ì ÂÃÔÑÎáÕÐÖá ÕÇÏÒÇ-
ÓÂÕÖÓÖ, ÄÞÓÂÉÇÐÐÖá Ä àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ÇÆËÐËÙÂØ. £ ÒÓÑ-
ÔÕÇÌÛÇÌ ÏÑÆÇÎË ÏÑÐÑÏÇÓ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ
ÂÃÔÑÎáÕÐÑ ÕÄÇÓÆÞÌ ÛÂÓ Ô ÆËÂÏÇÕÓÑÏ r0, Â ÒÑÎËÏÇÓ ì Ä
ÄËÆÇ ÙÇÒÑÚÍË ËÊN� 1ÏÑÐÑÏÇÓÑÄ, ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÔÑÚÎÇÐÇÐÐÞØ
ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑá N ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏË ÊÄÇÐßâÏË Ô ÆÎËÐÑÌ ÊÄÇÐÂ,
ÓÂÄÐÑÌ l. ¥ÂÎÇÇ, ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ

UN �
XX
14 i<j4N

U�Lij�

ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá àÐÇÓÅËá ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË, ÅÆÇ ÄÇÍÕÑÓ

Lij �
X

i4m4 j

lm

ÔÑÇÆËÐâÇÕ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÙÇÐÕÓÞ iÿ 1-ÅÑ Ë j-ÅÑ ÏÑÐÑÏÇ-
ÓÑÄ, ÒÓË àÕÑÏ ÄÇÍÕÑÓ lm �jlmj � l; m � 1; 2; . . . ;N� ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐ ÑÕ mÿ 1-ÅÑ ÏÑÐÑÏÇÓÂ Í m-ÏÖ ÏÑÐÑÏÇÓÖ Ë ÐÖÎÇÄÑÌ
ÏÑÐÑÏÇÓ ÔÑÄÏÇÜÇÐ Ô ÐÂÚÂÎÑÏ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ä rd.
¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÐâÕß, ÚÕÑ ÑÃÝÇÏÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÑÐÑ-
ÏÇÓÑÄ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÏÇÉÆÖ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏË ÑÓËÇÐÕÂÙËâÏË ÇÇ ÊÄÇÐßÇÄ. µÆÑÃÐÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÑÌ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÌ ÏÇÓÖ àÕÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËË,
âÄÎâÇÕÔâ ÔÓÇÆÐËÌ ÍÑÔËÐÖÔ ÖÅÎÂ ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏË
ÊÄÇÐßÇÄ:

hcos ymni � Qÿ1N

�
�emen� exp�ÿUNT

ÿ1�
YN
k�1

dOk ; �1:9�

ÅÆÇ QN ì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß, ÓÂÄÐÞÌ

QN �
�
exp�ÿUNT

ÿ1�
YN
k�1

dOk ;

ymn ìÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑÓÂÏË em � lm=l Ë en � ln=l, Â �emen�
ì ËØ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ, dO � oÿ1 do, do ì
àÎÇÏÇÐÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô×ÇÓÞ ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ Ä rd,
ÄÇÎËÚËÐÂ

o � 2pd=2

G�d
2
�

ÓÂÄÐÂ ÒÑÎÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË àÕÑÌ Ô×ÇÓÞ, G�x� ì ÅÂÏÏÂ-
×ÖÐÍÙËâ ¿ÌÎÇÓÂ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ U�R� � 0, Ë,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, u0 � 0, ËÏÇÇÏ hcos ymni � 0. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ hcos ymni > 0, ÍÑÅÆÂ u0 > 0, Ë, ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ,
ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÑÚÇÄËÆÐÑÅÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

hL2
iji � �jÿ i� 1�l 2 � 2l 2

XX
i4m<n4 j

hcos ymni �1:10�

à××ÇÍÕ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÄÇÎËÚÇÐËá
ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÏÑÐÑÏÇÓÂÏË
ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÞÏ ÔÎÖ-
ÚÂÇÏ. ³ÑÔÕÂÄËÏ ÕÇÒÇÓß Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (1.10)
ÓÂÊÐÑÔÕÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

hL2
iji ÿ hL2

i�1ji ÿ hL2
ijÿ1i � hL2

i�1jÿ1i � 2l 2hcos yiji �1:11�

Ë ÊÂÕÇÏ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏ ÇÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇÏ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ t � jÿ i� 1.
£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË y�t� � hL2

iji=l 2 ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ

ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

d2y

dt2
� e�t�; �1:12�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ e�t� � 2hcos yiji. µÚËÕÞÄÂâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ
hL2

1Ni � hR2iN, ÖÔÕÓÇÏËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇ t Í N Ë Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1.12) ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (1.7). £ ËÕÑÅÇ
ÏÞ ÒÓËÆÇÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËá

hcos y1Ni � O�Nÿ�dÿ2�=2�: �1:13�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, à××ÇÍÕ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ ÑÃÖÔÎÑ-
ÄÎËÄÂÇÕ ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÊÂÍÑÐ ÖÃÞÄÂÐËâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËË ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏË ÊÄÇÐßÇÄ ÙÇÒË l1 Ë lN Ô ÓÑÔÕÑÏ
ÚËÔÎÂ N, ÒÓË àÕÑÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÔÕÇÒÇÐË s � �dÿ 2�=2 Ä
(1.13) ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÏÇÐßÛÇ ÇÆËÐËÙÞ ÆÎâ d < 4 Ë ÃÑÎßÛÇ
ÇÆËÐËÙÞ ÆÎâ d > 4.

£ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÓÂÐÐËØ ÒÑÒÞÕÍÂØ ÓÇÛÇÐËâ ÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑ-
ÃÎÇÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ ÏÇÕÑÆ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ
[6ë11]. ªÆÇâ àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÊÂÏÇÐÇ ËÊÑÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÌ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎÞ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒßá, ÐÑ
ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑ-
ÄÂÐÐÑÏ ÒÑÎÇ j�R�. ±ÓË àÕÑÏ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÐÂ
ÃÇÔÕÇÎÇÔÐÖá ÙÇÒß ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ Ä ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ à××ÇÍÕÖ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ Ä ÓÇÂÎß-
ÐÑÌ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎÇ. ¦ÔÎË ÃÞ ÖÆÂÎÑÔß ÑÔÖÜÇÔÕÄËÕß àÕÖ
ËÆÇá, Õ.Ç. ÑÒÓÇÆÇÎËÕß Ä âÄÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÇ
ÒÑÎÇ j�R�, ÕÑ ËÔÍÑÏÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕßWN�R� ÐÂØÑÆËÕÔâ ÕÑÅÆÂ
Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ

qWN�R�
qN

� l 2

2d
DWN�R� ÿ j�R�

T
WN�R� �1:14�

Ë ÒÓËÔÑÇÆËÐÇÐÐÑÅÑ Í ÐÇÏÖ "ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ" ÖÔÎÑÄËâ

W0�R� � d�R�; �1:15�

ÅÆÇDìÑÒÇÓÂÕÑÓ­ÂÒÎÂÔÂ Ärd, Â d�R�ìÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËâ
¥ËÓÂÍÂ [12, 13].

°ÆËÐ ËÊ ÓÂÐÇÇ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞØ ÔÒÑÔÑÃÑÄ ÓÇÂÎËÊÂÙËË
ÏÇÕÑÆÂ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä àÕÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ì
ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ ¬ËÓÍÄÖÆÂ Í ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË [8]. ³ÑÅÎÂÔÐÑ àÕÑÏÖ
ÒÓËÐÙËÒÖ Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË ¤ËÃÃÔÂ ÆÎâ ÏÂÍÓÑÏÑÎÇÍÖÎÞ

DN � Qÿ1N exp�ÿUNT
ÿ1�

YNÿ1
k�0

d�Rk; k�1 ÿ l�; �1:16�

ÅÆÇ Rij � jRi ÿ Rjjì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ i-Ï Ë j-Ï ÏÑÐÑÏÇ-
ÓÂÏË, ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ
ÄÔÇÏË ÏÑÐÑÏÇÓÂÏË ÙÇÒË

UN �
XX
04 i<j4N

U�Rij� �1:17�

ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÌ ÔÖÏÏÑÌ

XN
k�0

j�Rk�; �1:18�

Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ×ÖÐÍÙËâ j�Rk�, ÒÑÆÎÇÉÂÜÂâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá àÐÇÓÅËá k-ÅÑ ÏÑÐÑÏÇÓÂ Ä

1*
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ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÏ ÒÑÎÇ. ¥ÂÎÇÇ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÙÇÒË

F � Uÿ TS �
�
�UN � T lnDN�DN

YN
k�0

ddRk �1:19�

Ë ÊÂÕÇÏ ÄÂÓËÂÙËâ ÇÇ ÒÑ ÍÂÉÆÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ j�Rk�
ÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÓÂÄÐÑÌ ÐÖÎá. ²ÇÛÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÕÂÍËÏ
ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ j�R� Ë ÆÑÎÉÐÑ ÆÂÄÂÕß "ÐÂËÎÖÚ-
ÛÖá" ÄÑÊÏÑÉÐÖá ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËá ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÅÑ
ÒÑÎâ. °ÆÐÂÍÑ àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÍÂÍ ÑÆÐÑÚÂÔÕËÚÐÞÇ,
ÕÂÍ Ë ÆÄÖØÚÂÔÕËÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÏÑÐÑÏÇÓÑÄ ÙÇÒË. ±ÓË àÕÑÏ ÄÇÎËÚËÐÂ WN�R� ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÑÆÐÑÚÂÔÕËÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ N-ÅÑ
ÏÑÐÑÏÇÓÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ 0-ÅÑ ÏÑÐÑÏÇÓÂ ×ËÍÔË-
ÓÑÄÂÐÑ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕR � 0. ©ÆÇÔß ÏÞ ÔÕÂÎÍËÄÂÇÏÔâ
Ô ÔËÕÖÂÙËÇÌ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÓÑÆÇ ÕÑÌ, Ô
ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ËÏÇÕß ÆÇÎÑ Ä ÕÇÑÓËË ÒÎÑÕÐÞØ ÅÂÊÑÄ
Ë ÉËÆÍÑÔÕÇÌ, Õ.Ç. ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ËÇÓÂÓØËâ n-ÚÂÔÕËÚÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÔËÔÕÇ-
ÏÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÊÂÏÍÐÖ-
ÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ËÔÍÑÏÑÌ ×ÖÐÍÙËËWN�R�, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÍÂÍÑÌ-ÕÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËÇÌ n-ÚÂÔÕËÚÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÔÑÔÕÑâÜÇÌ ÑÃÞÚÐÑ Ä ×ÂÍÕÑÓËÊÂ-
ÙËË ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËâ ÆÄÖØÚÂ-
ÔÕËÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂâ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËá ¿ÆÄÂÓÆÔÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ [6], ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ
ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ

j�R� � Tu0c�R�; �1:20�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÇÎËÚËÐÂ

c�R� �
X
N5 0

WN�R�

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÏÑÐÑÏÇÓÑÄ Ä ÕÑÚÍÇ R. ¡ÐÂÎËÊ
ÖÔÎÑÄËâ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (1.14) Ë (1.20) ÒÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÎÇ j�R� Ä ÔÎÖÚÂÇ d � 3 ÆÑÎÉÐÑ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ R
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

j�R� � O�Rÿ4=3�; �1:21�

ÍÑÅÆÂ R2 < hR2iN. °ÕÔáÆÂ ÕÑÅÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐËÌ
ÍÄÂÆÓÂÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÙÂÏË ÙÇÒË hR2iN ÄÇÆÇÕ
ÔÇÃâ ÍÂÍ O�N6=5� ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ N.

°ÃÑÃÜÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ¿ÆÄÂÓÆÔÂ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ d-ÏÇÓ-
ÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÃÞÎÑ ÒÓÑÄÇÆÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [14], Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ d < 4 ÒÑÎÇ j�R� ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ R,
ÍÂÍ

j�R� � O�Rÿ2�dÿ1�=3�; �1:22�

Ë ÖÃÞÄÂÇÕ ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ O�Rÿ2�, ÍÑÅÆÂ d > 4. £ÔÎÇÆÔÕÄËÇ
àÕÑÅÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß n Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕË hR2iN=l 2 � O�N2n� ÒÓË N!1 ÓÂÄÇÐ n � nF.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÑÒËÔÂÐÐÞÌ ÄÞÛÇ
ÒÑÆØÑÆ ÐÇ ÒÓËÄÇÎ Í ÍÂÍËÏ-ÎËÃÑ ÄÂÉÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ ÆÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË WN�R�. ±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÅÎÂÄÐÂâ ÒÓËÚËÐÂ ÐÇà×-
×ÇÍÕËÄÐÑÔÕË ÏÇÕÑÆÂ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓË ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËË ÄÇÎËÚËÐÞ WN�R� ÍÓÑÇÕÔâ Ä ÊÂÏÇÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÐÇÏÂÓÍÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ³¢¢³ ÏÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎßá.
¢ÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ËÊÎÑÉÇÐËÇ ÏÇÕÑÆÂ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÍÐËÅÂØ [15ë17].

1.2. ³ÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËÇ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ÓÇÛÇÕÍÂØ
±ÓÑÃÎÇÏÂ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ ËÐËÙËËÓÑÄÂÎÂ ÃÑÎßÛÑÇ
ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ ÓÂÃÑÕ, ËÔÔÎÇÆÖáÜËØ ³¢¢³ ÐÂ ÓÇÛÇÕÑÚÐÞØ
ÏÑÆÇÎâØ. ±ÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË Ä àÕËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ ÆÑÄÑ-
ÎßÐÑ ÒÓÑÔÕÂ Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÂ ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÂ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ

zd � ��z1; z2; . . . ; zd� : zi 2 z
	

ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËÇ ÒÖÕË, ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÕÑÚÇÍ ì ÖÊÎÑÄ ÓÇÛÇÕÍË �R0; R1;
R2; . . . ;RN� Ä zd, ÅÆÇ R0 � 0, jRi ÿ Riÿ1j � 1 ÆÎâ
i � 1; 2; . . . ;N, ÒÓËÚÇÏ Ri 6� Rj, ÍÑÅÆÂ i 6� j, Ë ÑÃÑÊÐÂÚËÏ
ÚÇÓÇÊ N�N� ÚËÔÎÑ ÄÔÇØ ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËØ ÒÖÕÇÌ ÆÎËÐÞ N.
°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕÇÌ ÄÇÎËÚËÐ
N�N� Ë hR2

Ni ÑÕ N ÒÓË N!1 Ë ÒÓËÐâÕÑ ÔÚËÕÂÕß
ÅÎÂÄÐÞÏË ÄÑÒÓÑÔÂÏË ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÑÌ ÊÆÇÔß ÊÂÆÂÚË. ¥Îâ
ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÃÞÎË ÒÓËÏÇÐÇÐÞ ÍÂÍ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ
ÓÂÔÚÇÕÞ ÐÂ ¿£®, ÕÂÍ Ë ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÒÑÆØÑÆÞ. ±ÓË
àÕÑÏ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÆÇÎËÕß ÐÂ ÆÄÇ
ÅÓÖÒÒÞ: ÑÆÐÂ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÔÒÑÔÑÃÑÄ ÒÓâÏÑÅÑ
ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐËâ ÄÔÇØ ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËØ ÒÖÕÇÌ ÐÂ ÍÂÍÑÌ-
ÐËÃÖÆß ÓÇÛÇÕÍÇ, Â ÆÓÖÅÂâ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÄÂÓËÂÐÕÞ
ÏÇÕÑÆÂ ®ÑÐÕÇ-¬ÂÓÎÑ. ¯Ñ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕÇÌ ÏÇÕÑÆÑÄ ÒÇÓÄÑÌ ÅÓÖÒÒÞ, ÆÎËÐÞ N ÔÂÏÑ-
ËÊÃÇÅÂáÜËØ ÒÖÕÇÌ, ÑÃÓÂÃÂÕÞÄÂÇÏÞØ ËÏË, ÒÑÍÂ ÐÇ ÒÓÇ-
ÄÞÛÂáÕ ÊÐÂÚÇÐËâ 102, Ä ÔÄâÊË Ô ÚÇÏ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÑÊÐË-
ÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ: Ä ÍÂÍÑÌ ÏÇÓÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÄÇÎËÚËÐ N�N� Ë hR2

Ni ÑÕ N ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏË? ¹ÕÑ ÉÇ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÏÇÕÑÆÂ ®ÑÐÕÇ-
¬ÂÓÎÑ, ÕÑ ÔÕÇÒÇÐß ÆÑÔÕÑÄÇÓÐÑÔÕË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐ-
ÐÞØ Ô ÇÅÑ ÒÑÏÑÜßá, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÒÓËÓÑÆÑÌ àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ Ë ÕÇÏ, ÐÂÔÍÑÎßÍÑ ÖÆÂÚÐÑ
ÄÞÃÓÂÐ ÂÎÅÑÓËÕÏ ÆÎâ ÅÇÐÇÓËÓÑÄÂÐËâ ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËØ
ÒÖÕÇÌ.

´ÂÍÂâ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË ³¢¢³ ÃÞÎÂ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑ-
ÄÂÐÂ ÄÒÇÓÄÞÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ·ÂÏÏÇÓÔÎË [18ë19], ÅÆÇ ÆÎâ ÚËÔÎÂ
ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËØ ÒÖÕÇÌ N�N� ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

N�N1 �N2�4N�N1�N �N2�;

ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË
ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ k, ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÑÌ
ÔÄâÊÐÑÔÕË, ÕÂÍÑÌ, ÚÕÑ

04 k � lim
N!1

Nÿ1 log N�N� <1

(ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [20ë21]). ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÔÄâÊÐÑÔÕË
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ N�N� Ô ÓÑÔÕÑÏ N ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ ÍÂÍ
O�~zN�, ÅÆÇ ~z ÇÔÕß à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÙËÑÐÐÑÇ ÚËÔÎÑ
ÆÎâ ³¢¢³. ¹ËÔÎÑ ~z ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÓÇÛÇÕÍË Ë,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË ~z � 2; 64, Â
ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÌ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÓÇÛÇÕÍË ~z � 4; 68.

°ÆÐÂÍÑ, ÂÐÂÎËÊËÓÖâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÇÕÑÄ
ÄÇÎËÚËÐÞ N�N� ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÓÇÛÇÕÑÚÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ,
¶ËÛÇÓ Ë ³ÂÌÍÔ [22] ÒÓÇÆÎÑÉËÎË ÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË

N�N� � const �Ngÿ1~zN; N!1; �1:23�

Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß g ÖÉÇ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÕËÒÂ ÓÇÛÇÕÍË, Â
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÎËÛß ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ d. £ ÕÑÏ
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ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ 24 d4 4, ÆÎâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ gÏÑÉÐÑ ÐÂÒËÔÂÕß
ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ g � 1� ��4ÿ d�=6� ÔÑÅÎÂÔÐÑ
ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÓÂÔÚÇÕÂÏ ÇÅÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [23].

¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÞØ
ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ hR2

Ni
ÏÇÉÆÖ ÐÂÚÂÎÑÏ Ë ÍÑÐÙÑÏ ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜÇÅÑ ÒÖÕË ÆÎËÐÞ
N ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÂÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá hR2

Ni � N2n, ÍÑÅÆÂ
N!1, ÅÆÇ n � 3=�d� 2� ÆÎâ d < 4 [24ë26]. ¬ÑÐÇÚÐÑ,
ÃÑÎÇÇ ÕÓÖÆÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ ì ÐÂÌÕË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ WN�R� ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R � RN ÒÓË N!1.
´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÅËÒÑÕÇÊÞ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÌ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÑÔÕË (ÔÍÇÌÎËÐÅÂ), ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ³¢¢³ ÒÓË N!1 ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÄÔÇÅÑ
ÎËÛß ÑÆÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÆÎËÐÑÌ

�RN � hR2
Ni1=2 � Nn; �1:24�

ÃÞÎÂ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÂ ÔÎÇÆÖáÜÂâ ×ÑÓÏÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ×ÖÐÍ-
ÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

WN�R� � �RÿdN C�R �Rÿ1N �; 15RN 5N; �1:25�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâC�t� Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÓÂÔÚÇÕÂÏË
ÄÇÎËÚËÐÞWN�R� ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

C�t� � c�t� exp�ÿt d�; �1:26�

ÊÆÇÔß c�t� ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÕÇÒÇÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá, ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ÍÑÕÑÓÑÌ, ÑÆÐÂÍÑ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÊÎËÚÐÞÏ Ä ÔÎÖÚÂâØ
t! 0 Ë t!1, Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß d ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ d � 1=�1ÿ n� [27ë33]. ´ÑÅÆÂ, ÇÔÎË ×ÖÐÍÙËá
c�t� ÒÓË t! 0 ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

c�t� � O�t g�; �1:27�

ÕÑ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË g Ë g, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÎ ¬ÎÖÂÊÑ [34], ÔÄâÊÂÐÞ
ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ:

g � 1� ng: �1:28�

µÚËÕÞÄÂâ Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ g Ë n, ÒÑÎÖÚËÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ: g �
� �4ÿ d��d� 2�=18, ÍÑÅÆÂ 24 d4 4.

¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏÖ ÔÑÄÇÓÛÇÐÔÕÄÑÄÂÐËá ¿£®
Ë ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÓÂÔÚÇÕÂ ÄÇÎËÚËÐÞ N�N� (ÔÏ. [35ë
48]) Í ÐÂÔÕÑâÜÇÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ÆÎâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ g Ë n
ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ:

g � 1; 343 . . . ; n � 0; 749 . . . ; ÇÔÎË d � 2;
Ë

g � 1; 166 . . . ; n � 0; 592 . . . ; ÇÔÎË d � 3.
£ ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÒÓË-

ÐËÏÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ d � 4, Ä ÓÂÃÑÕÇ [49] ÆÎâ �RN ÒÑÎÖÚÇÐÑ

�RN � N1=2�lnN�1=8; N!1: �1:29�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÆÎâ ÄÞÔÛËØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔ-
ÕÇÌ d > 4 ¢ÓËÆÉÇÔ Ë ³ÒÇÐÔÇÓ [50] ÔÕÓÑÅÑ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ
ÐÂÚÂÎÑÏ Ë ÍÑÐÙÑÏ ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜÇÅÑ ÒÖÕË ÆÎËÐÞ N ÒÓË
N!1 âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÆÎâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ËÏÇÇÏ g � 1 Ë n � 1=2 [51].

£ÂÉÐÖá ÓÑÎß Ä ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÏÇÕÑÆÂØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÐÂ ÓÇÛÇÕÍÂØ
ËÅÓÂÇÕ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ n-ÄÇÍÕÑÓÐÂâ ÏÑÆÇÎß [52, 53].

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË Ä ÖÊÎÂØ ÇÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍËzd ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÞ ÄÇÍÕÑÓÞ r z ìÔÒËÐÞ
Ô n ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË

sz1; sz2; . . . ; szn ;

ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÖÔÎÑÄËÇÏ

r2
z �

Xn
i�1

s2zi � n; 8z 2zd: �1:30�

£ÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ Ä àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ
ÏÇÉÆÖ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÃÎËÊÍÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÏË ÔÒËÐÂÏË, ÒÓË-
ÚÇÏ ËØ àÐÇÓÅËâ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÔÒËÐÑÄ. £ ÕÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÆÇÎßÐÞÌ ÅÂ-
ÏËÎßÕÑÐËÂÐH�r� ÄÞÅÎâÆËÕ ÕÂÍ:

H�r� � ÿJ
X
�z;z0�

r zr z0 ; �1:31�

ÅÆÇ J > 0, Â ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÎËÛß ÒÑ ÄÔÇÏ
ÒÂÓÂÏ �z; z0� ÔÑÔÇÆÐËØ ÖÊÎÑÄ ÓÇÛÇÕÍË zd. ´ÑÅÆÂ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ ÆÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÓÂÄÐÂ

Qn �
�
exp�ÿH�r�Tÿ1�

Y
z2zd

dOz ; �1:32�

ÊÆÇÔß dO � oÿ1 do, do ì àÎÇÏÇÐÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô×ÇÓÞ
ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ n-ÏÇÓÐÑÅÑ ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ë
o � 2pn=2=G�n=2�ì ÒÑÎÐÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß àÕÑÌ Ô×ÇÓÞ.

¹ÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÄÂÉÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÑÌ ÏÑÆÇÎË âÄÎâÇÕÔâ ÇÇ ÔÒËÐ ì ÔÒËÐÑÄÂâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐ-
ÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ

hszisz0iin � Qÿ1n

�
szisz0i exp�ÿH�r�Tÿ1�

Y
z2zd

dOz ; �1:33�

i � 1; 2; . . . ; n, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐ-
ÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË hM�0�M�R�in ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÌ ÏÑÆÇÎË ÏÂÅÐÇÕËÍÂ, ÅÆÇ M�R� ì ÎÑÍÂÎßÐÂâ
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß Ä ÕÑÚÍÇ R � Rz0 ÿ Rz. ©ÐÂÐËÇ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË hszisz0iin ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒËÔÂÕß ÏÐÑÅËÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ, ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÊÆÇÔß ÑÕÏÇÕËÏ ÄÑÔ-
ÒÓËËÏÚËÄÑÔÕß

w � 1

T

X
z02zd

hszisz0iin : �1:34�

¯Â ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ n-ÄÇÍÕÑÓÐÑÌ ÏÑÆÇÎË
ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÒÓÑÃÎÇÏÞ³¢¢³ÄÒÇÓÄÞÇ ÖÍÂÊÂÎ ÆÇ¨ÇÐ [54].
¯Ñ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÔÎÇ ÄÔÇØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ Ä àÕÑÌ
ÏÑÆÇÎË ÚËÔÎÑ n ÖÔÕÓÇÏËÕß Í ÐÖÎá. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ n ì
ÐÂÕÖÓÂÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ, ÕÑ ÖÍÂÊÂÐÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ Í ÒÓÇÆÇÎÖ
n! 0 ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÎËÛß ÍÂÍ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ
ÒÓËÇÏ, ÔÖÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ. £ ×ÑÓÏÖÎÂØ
(1.32) Ë (1.33) ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÖá àÍÔÒÑÐÇÐÕÖ ÓÂÊÎÑÉËÏ Ä
ÓâÆ Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

exp�ÿH�r�Tÿ1� �
Y
�z;z0�

"
1�

X1
m�1

�J=T�m
m!

�Xn
i�1

szisz0 i

�m
#
;

�1:35�
ÅÆÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÄÔÇØ ÒÂÓ ÔÑÔÇÆ-
ÐËØ ÖÊÎÑÄ ÓÇÛÇÕÍË zd. ´ÑÅÆÂ ÄÇÎËÚËÐÂ Qn ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ J=T,
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ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË ÍÑÕÑÓÞØ ÃÖÆÖÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂ-
ÎÑÄ ÕËÒÂ�

sziszj . . . szk dOz ; z 2 zd: �1:36�

£ ÔËÎÖ ÔËÏÏÇÕÓËË ËÐÕÇÅÓÂÎÞ Ä (1.36) ÑÕ ÐÇÚÇÕÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ
ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá. ¬ÓÑÏÇ
ÕÑÅÑ, ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ, ÇÔÎË ÚËÔÎÑ n ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÖÔÕÓÇ-
ÏËÕß Í ÐÖÎá, ÕÑ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓÇÏÇ ÏÑÏÇÐÕÑÄ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [16]), ÄÔÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ Ä (1.36) ÑÕ ÃÑÎÇÇ ÆÄÖØ
ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß, Â ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÞ ÑÕ ÆÄÖØ ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ ÓÂÄÐÞ�

sziszj dOz � dij ; �1:37�

ÊÆÇÔß dij ì ÔËÏÄÑÎ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÐÖÎß-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÑÌ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÏÑÆÇÎË Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÂØ (1.32)
Ë (1.33) ÄÏÇÔÕÑ ×ÖÐÍÙËË exp�ÿH�r�=T� ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÄÇÎËÚËÐÖY

�z;z0�

�
1� JTÿ1r zr z0 � 1

2
�JTÿ1�2�r zr z0 �2

�
: �1:38�

¥ÂÎÇÇ, ÓÂÊÎÑÉËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (1.38) Ä ÓâÆ Ë ÒÓÑËÐÕÇÅÓË-
ÓÖÇÏ ÇÅÑ ÒÑ ÄÔÇÏ ÑÓËÇÐÕÂÙËâÏ ÔÒËÐÑÄ r z, z 2zd. ³ÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÕÇÑÓÇÏÇ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÐÇ ÓÂÄÐÞÏË ÐÖÎá ÃÖÆÖÕ
ÎËÛß ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÄËÆÂ

�JTÿ1�Ns2zis2z0 is2z00i . . . s2z000i ; �1:39�

ÅÆÇ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß z; z0; z00; . . . ; z000 ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÊÂÏ-
ÍÐÖÕÖá ÙÇÒß ËÊ N ÒÂÓ ÔÑÔÇÆÐËØ ÖÊÎÑÄ �z; z0�; �z0; z00�; . . . ;
�z000; z� ÐÂ ÓÇÛÇÕÍÇ zd. ¦ÔÎË ÍÂÉÆÑÌ ÒÂÓÇ ÔÑÔÇÆÐËØ ÖÊÎÑÄ
ÔÑÒÑÔÕÂÄËÕß ÑÕÓÇÊÑÍ ÒÓâÏÑÌ, ËØ ÔÑÇÆËÐâáÜËÌ, ÕÑ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ (1.39) ÏÑÉÐÑ ËÊÑÃÓÂÊËÕß ÅÓÂ×ËÚÇÔÍË Ä ÄËÆÇ ÊÂÏ-
ÍÐÖÕÑÅÑ ÔÂÏÑÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜÇÅÑÔâ ÒÖÕË, ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ
ÑÃÞÚÐÑ ÒÇÕÎÇÌ. £ÞÒÑÎÐââ ÊÂÕÇÏ ÐÂÆÎÇÉÂÜÇÇ ÔÖÏÏËÓÑ-
ÄÂÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÔÒËÐÂ Ë ÖÚËÕÞÄÂâ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (1.37), ÒÑÎÖÚËÏ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÍÎÂÆ ÑÆÐÑÌ
ÒÇÕÎË, ÓÂÄÐÞÌ n�J=T�N, ÅÆÇ N ì ÆÎËÐÂ ÒÇÕÎË. °ÕÔáÆÂ
ÕÑÅÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ n � 0 ÄÍÎÂÆ ÄÔÇØ ÒÇÕÇÎß Ä
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÔÖÏÏÖ Q0 ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá Ë ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Ä
ËÕÑÅÇ Í ÕÓËÄËÂÎßÐÑÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ:

Q0 � 1: �1:40�

±ÑÆÔÕÂÄËÏ ÕÇÒÇÓß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (1.38) Ä ×ÑÓÏÖÎÖ (1.33)
ÄÏÇÔÕÑ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ Ë ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ Ä ÐÇÏ ÓÂÊÎÑÉËÏ Ä
ÓâÆ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë Ä ÑÒËÔÂÐÐÑÏ ÄÞÛÇ ÔÎÖÚÂÇ. °ÆÐÂÍÑ ÐÂ
àÕÑÕ ÓÂÊ ÒÑÆ ÊÐÂÍÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (1.33) ×ËÅÖÓËÓÖáÕ ÆÄÂ
"ÄÐÇÛÐËØ" ÔÒËÐÑÄÞØ ÏÐÑÉËÕÇÎâ szi Ë sz0i, Ä ÔÄâÊË Ô ÚÇÏ
ÑÕÎËÚÐÞÏË ÑÕ ÐÖÎâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÑÕ ÔÎÇÆÖáÜËØ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ

�JTÿ1�Nszi�szisz00 i . . . sz000isz0i�sz0i : �1:41�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÒÑÎÑÉËÕß n � 0, ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏË
ÒÖÕâÏË, ÄÐÑÔâÜËÏË ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË, ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÔÂÏÑÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂá-
ÜËÇÔâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÔÑÇÆËÐâáÜËÇ ÖÊÎÞ z Ë z0. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (1.41) ËÐÆÇÍÔ i ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ "ÄÐÇÛÐËØ"
ÔÒËÐÑÄ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐ, ÕÑ ÕÇÒÇÓß ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÒÑÎÐËÕß

ÕÑÎßÍÑ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÄÔÇÏ ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËÏ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËâÏ, ÔÑÇÆËÐâáÜËÏ ÖÊÎÞ z Ë z0. £ ËÕÑÅÇ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ
ÄÂÉÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ

hszisz0ii0 �
X
N

N zz0 �N��JTÿ1�N; �1:42�

Ä ÍÑÕÑÓÑÌ N zz0 �N� ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÚËÔÎÑ ÄÔÇØ ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂá-
ÜËØ ÒÖÕÇÌ ÆÎËÐÞ N, ÔÑÇÆËÐâáÜËØ ÖÊÎÞ z Ë z0 ÐÂ ÓÇÛÇÕÍÇ
zd. ªÏÇÐÐÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ (1.42) ÔÎÖÉËÕ ÑÔÐÑÄÑÌ ÆÎâ ËÔÒÑ-
ÎßÊÑÄÂÐËâ ÐÖÎß-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÑÌ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÏÑÆÇÎË Ä ËÔÔÎÇ-
ÆÑÄÂÐËË ÒÓÑÃÎÇÏÞ ³¢¢³.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ×ÑÓÏÖÎÞ (1.42)
ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ Çá Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (1.34). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÏÇÇÏ

w � 1

T

X
N

N�N��JTÿ1�N; �1:43�

ÅÆÇ

N�N� �
X
z02zd

N zz0 �N�

ÇÔÕß ÒÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËØ ÒÖÕÇÌ ÆÎËÐÞ N,
ÐÂÚËÐÂáÜËØÔâ Ä ÖÊÎÇ z 2zd. ¦ÔÎË Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (1.43)
ÄÏÇÔÕÑ ÄÇÎËÚËÐÞ N�N� ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÇÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (1.23), ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ

w � const

T
F

�
Tc

T
; 1ÿ g

�
; �1:44�

ÅÆÇ Tc � ~zJì ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ

F�t; 1ÿ g� �
X1
N�1

Ngÿ1tN; jtj < 1:

µÚËÕÞÄÂâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

lim
t!1
�1ÿ t�gF�t; 1ÿ g� � G�g�; g > 0

(ÔÏ. [55]) Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (1.44), ÏÞ ÒÓËÆÇÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÌ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÇ ÆÎâ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË:

w � const

Tc
tÿg; �1:45�

ÍÑÅÆÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ t � �Tÿ Tc�=Tc ÔÕÓÇ-
ÏËÕÔâ Í ÐÖÎá. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÂÓÂÏÇÕÓ g ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÔÕÇÒÇÐß ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË ÄÇÎËÚËÐÞ w ÒÓË T! Tc, Ä ÔÄâÊË Ô
ÚÇÏ ÇÅÑ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ÄÑÔÒÓËËÏ-
ÚËÄÑÔÕË.

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ×ÑÓÏÖÎÇ (1.42) Ë ÄÞâÔÐËÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÓË T! Tc. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÄÑÔÒÑ-
ÎßÊÖÇÏÔâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ

WN�R� � N zz0 �N�
N �N� ; �1:46�

ÅÆÇ R � jRz0 ÿ Rzj, Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂÏË Ä (1.23) Ë (1.25).
´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ t ËÏÇÇÏ

hszisz0ii0 �
X
N

exp�ÿtN�Ngÿ1ÿndC�RNÿn�; �1:47�

ÑÕÍÖÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÞ t Ë N âÄÎâáÕÔâ ÄÊÂËÏÐÑ
ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÏË Ë, ÔÕÂÎÑ ÃÞÕß, ÏÂÎÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ t
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÃÑÎßÛËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ N. ©ÂÏÇÐââ ÕÇÒÇÓß
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ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ Ä (1.47) ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÒÑ N, ÒÑÎÖÚËÏ Ä
ËÕÑÅÇ

hszisz0ii0 � R2ÿdÿZG�Rtn� �1:48�

ÆÎâ t ÄÃÎËÊË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË t � 0; ÊÆÇÔß Z ì ÐÑÄÞÌ
ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ËÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

g � �2ÿ Z�n; �1:49�

Â G�x� ì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÂâ
ÖÔÎÑÄËá

G�x� � 1; x! 0;
xZ exp�ÿx�; x!1:

�
�1:50�

ªÊ×ÑÓÏÖÎ (1.48) Ë (1.50) ÏÑÉÐÑ ÊÂÍÎáÚËÕß, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ

�R � tÿn �1:51�

Ä ÆÂÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÆÎËÐÞ ÍÑÓÓÇÎâÙËË, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÜÇÌ ÔÓÇÆÐËÌ ÓÂÊÏÇÓ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ rd,
ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÑÌ ÔÂÏÑÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËÏËÔâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË.
±ÑàÕÑÏÖ ËÐÆÇÍÔ n ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ÆÎËÐÞ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÊÐÂÕß ÎËÛß ÆÄÂ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, Z Ë n, ÕÂÍ ÍÂÍ ÚÇÓÇÊ ÐËØ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÄÔÇ
ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË.

1.3. ³ÄâÊß Ô ÕÇÑÓËÇÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ
¯ÂÚÂÎÑ 70-Ø ÅÑÆÑÄ ÑÊÐÂÏÇÐÑÄÂÎÑÔß ÍÓÖÒÐÞÏ ÆÑÔÕËÉÇ-
ÐËÇÏ Ä ×ËÊËÍÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ, ÚÕÑ Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß
ÑÍÂÊÂÎÑ ÔËÎßÐÑÇ ÄÎËâÐËÇ ÐÂ ÓÂÊÄËÕËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
×ËÊËÍË ÒÑÎËÏÇÓÑÄ Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÂ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ËÔÔÎÇ-
ÆÑÄÂÐËâ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ. £ ÓÂÃÑÕÂØ
£ËÎßÔÑÐÂ [56, 57] Ë ÓâÆÂ ÆÓÖÅËØ ÂÄÕÑÓÑÄ [58ë60] ÃÞÎ
ÓÂÊÄËÕ ÓÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÏÇÕÑÆ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÔÕÇÒÇÐß ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ Ä ÕÑÚÍÇ ×ÂÊÑ-
ÄÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ. ªÆÇÌÐÖá ÑÔÐÑÄÖ ÏÇÕÑÆÂ £ËÎßÔÑÐÂ ÔÑÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÅËÒÑÕÇÊÂ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕË ¬ÂÆÂ-
ÐÑÄÂ [61, 62], ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË
ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÐÇÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏË Í ÆÇÕÂÎâÏ ÒÑÄÇÆÇÐËâ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, Â ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ÅÎÂÄÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÕÂÍËÏË, ÍÂÍ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÔËÔÕÇÏÞ Ë ÔËÏÏÇÕÓËâ ÇÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ.

¥Îâ ÓÇÂÎËÊÂÙËË àÕÑÌ ÅËÒÑÕÇÊÞ ¬ÂÆÂÐÑÄ ÒÓÇÆÎÑÉËÎ
ÔÅÓÖÒÒËÓÑÄÂÕß ÖÊÎÞ ËÔØÑÆÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË zd Ä ËÆÇÐÕËÚÐÞÇ
ÃÎÑÍË, ÍÂÉÆÞÌ ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÑÌ L, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ ÒÑÎÖ-
ÚËÕÔâ ÐÑÄÂâ ÓÇÛÇÕÍÂ Ô ÕÑÌÉÇ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ, ÍÂÍ Ë Özd, ÐÑ Ô
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË, ÓÂÄÐÑÌ L. ±ÓË àÕÑÏ Ä ÓÑÎË ÖÊÎÑÄ
ÐÑÄÑÌ ÓÇÛÇÕÍË ÕÇÒÇÓß ÄÞÔÕÖÒÂáÕ ÙÇÐÕÓÞ ÃÎÑÍÑÄ, ÍÂÉ-
ÆÞÌ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÑÆÇÓÉËÕ Ld ÖÊÎÑÄ ËÔØÑÆÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎËÐÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË �R ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑ ÓÂÔÕÇÕ
ÒÓË t! 0, ÍÂÍ àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ
(1.51), ÕÑ ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ t, ÑÚÇÄËÆÐÑ,
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÚËÔÎÑ L ÕÂÍÑÇ, ÚÕÑ

15L5 �R: �1:52�
´ÑÅÆÂ Ä ÍÂÉÆÑÏ ÃÎÑÍÇ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ld ÔÒËÐÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÔËÎßÐÑ ÍÑÓÓÇÎËÓÖáÕ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÑÅÎÂÔÐÑ
ÖÔÎÑÄËá (1.52) ÑÐË ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÄÐÖÕÓË ÑÃÎÂÔÕË ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËË. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÃoÂ ÎßÛÂâ ÚÂÔÕß ÔÒËÐÑÄ
ÎáÃÑÅÑ ÃÎÑÍÂ ÆÑÎÉÐÂ ËÏÇÕß ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÐÂÒÓÂÄ-

ÎÇÐËÇ, ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÚÇÅÑ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÃÎÑÍ ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ ÍÂÍ ÑÆËÐ
à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÔÒËÐ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÒËÐÞ Ä
ËÔØÑÆÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÕ ÕÑÎßÍÑ Ô ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÃÎËÊÍÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÏË ÔÒËÐÂÏË, ÕÑ Ë ÔÒËÐÑÄÞÇ ÃÎÑÍË
ÕÂÍÉÇ ÃÖÆÖÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÑÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ Ô ÃÎËÉÂÌÛËÏË
ÃÎÑÍÂÏË. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÃÎÑÚÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐ, ÒÑÆÑÃÐÞÌ ÄÞÓÂÉÇÐËá Ä (1.31), ÐÑ ÑÒËÔÞÄÂáÜËÌ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÎËÛß ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÇÆÐËÏË ÔÒËÐÑÄÞÏË
ÃÎÑÍÂÏË. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÃÎÑÚÐÞÌ ÔÒËÐ ÍÂÍ

r �z � Lÿd
X
z2b��z�

r z ;

ÊÆÇÔß ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÏ ÖÊÎÂÏ z,
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÏ ÃÎÑÍ b��z�, ÙÇÐÕÓ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÖÊÎÑÏ �z ÐÑÄÑÌ ÓÇÛÇÕÍË �zd. ´ÑÅÆÂ ÃÎÑÚÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ

H 0�r� � ÿJ 0
X

��z;�z0�2 �zd

r �zr �z0 �1:53�

Ô ÐÑÄÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ J 0, ÊÂÄËÔâÜËÏ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÑÕ J,
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

exp�ÿH 0�r�Tÿ1� �
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�
exp�ÿH�r�Tÿ1�
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r �z ÿ Lÿd

X
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�1:54�

ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔÞ z Ë �z ÒÓÑÃÇÅÂáÕ ÒÑ ÄÔÇÏ ÖÊÎÂÏ ÓÇÛÇÕÑÍzd Ë
�zd ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ
ÔÖÏÏÂ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÂâ Ä (1.32), ÕÇÒÇÓß ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

Qn �
�
exp�ÿH 0�r�Tÿ1�

Y
�z2 �zd

dO�z :

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÅËÒÑÕÇÊÑÌ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕË ÍÑÓÓÇÎâÙËâ
ÏÇÉÆÖ ÃÎÑÚÐÞÏË ÔÒËÐÂÏË r �z Ë r �z0 ÆÑÎÉÐÂ ËÏÇÕß ÕÂÍÖá
ÉÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, ÍÂÍ Ë ÍÑÓÓÇÎâÙËâ ÏÇÉÆÖ ÔÒËÐÂÏË r z Ë r z0 Ä
ËÔØÑÆÐÑÌ ÏÑÆÇÎË, ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÓÑÎß ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ L Ä ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ.
±ÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÃÎÑÚÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ H 0�r� Ä (1.54) ËÊ
ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÇÛÇÕÑÚÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ H�r�
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ¬ÂÆÂÐÑÄÂ Ë ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕÔâ
ÕÂÍ:

H 0�r�Tÿ1 � K̂LH�r�Tÿ1: �1:55�

°ÚÇÄËÆÐÑ, Ô ÒÑÏÑÜßá H 0�r� ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÆÓÖÅÑÌ
ÃÎÑÚÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ H 00�r�, ÃÎÑÚÐÞÇ ÔÒËÐÞ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÐÂ ÇÜÇ ÃoÂ ÎßÛËØ ÃÎÑÍÂØ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ,
ÒÑÆÑÃÐÑ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏÖ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá, ËÊ �L0�d ÔÕÓÑËÏ
ÔÖÒÇÓÃÎÑÍ, ÊÂÕÇÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÇÏÖ
ÃÎÑÚÐÞÌ ÔÒËÐ Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÐÑÄÞÌ ÃÎÑÚÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ
H 00�r�. ±ÑÔÎÇÆÐââ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ:

H 00�r�Tÿ1 � K̂L0H
0�r�Tÿ1: �1:56�

°ÃÝÇÆËÐââ ÕÇÒÇÓß ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (1.55) Ë (1.56), Â ÕÂÍÉÇ
ÖÚËÕÞÄÂâ ÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÔÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ K̂L Ë K̂L0 , ÒÑÎÖ-
ÚËÏ

K̂LK̂L0 � K̂LL0 : �1:57�
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®ÐÑÉÇÔÕÄÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ K̂L ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÖá
ÒÑÎÖÅÓÖÒÒÖ, ÐÑ ÐÇ ÅÓÖÒÒÖ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÐÇÏ ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ
ÑÃÓÂÕÐÂâ ÑÒÇÓÂÙËâ. ³ÏÞÔÎ ×ÑÓÏÖÎÞ (1.57) ÔÑÔÕÑËÕ Ä
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÒÑÔÕÓÑËÕß ÃÎÑÍ ËÊ Ld ÖÊÎÑÄ ÓÇÛÇÕÍË zd, Â
ÊÂÕÇÏ ËÊ �L0�d ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÃÎÑÍÑÄ ÔÑÔÕÂÄËÕß ÔÖÒÇÓÃÎÑÍ, ÕÑ
Ä ËÕÑÅÇ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÕÂÍÑÌ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÍÂÍ Ë ÒÑÔÎÇ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÔÓÂÊÖ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÃÎÑÍÂ ËÊ �LL0�d ÖÊÎÑÄ ËÔØÑÆ-
ÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË. ±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¬ÂÆÂÐÑÄÂ ÔÞÅÓÂÎÑ ÃÑÎß-
ÛÖá ÓÑÎß ÒÓË ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÇ £ËÎßÔÑÐÑÏ ÓÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÑ-
ÄÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ Ä ÕÇÑÓËË ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ. ³ÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá Ä (1.55) ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ K � J=T Ë K 0 � J 0=T ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ×ÖÐÍ-
ÙËÑÐÂÎßÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß K 0 � fL�K�. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÅËÒÑÕÇÊÇ
¬ÂÆÂÐÑÄÂ ÄÔÇ ÏÑÆÇÎßÐÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ ÓÂÊÃËÇÐËÌ ËÔØÑÆÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË zd

ÐÂ ÃÎÑÍË, ÄÇÆÖÕ ÔÇÃâ ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ÄÃÎËÊË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍË. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÐÂÒËÔÂÕß

�R�K� � L �R�fL�K��; �1:58�
Õ.Ç. ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ ÓÂÊÏÇÓÂ ÃÎÑÍÂ Ä L ÓÂÊ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÔÑÍÓÂÜÇÐËá ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ÆÎËÐÞ Ä ÕÂÍÑÇ ÉÇ ÚËÔÎÑ
ÓÂÊ. ²ÂÆË ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÃÖÆÇÏ ÕÇÒÇÓß ÔÚËÕÂÕß ÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ L ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ Ë
ÒËÔÂÕß KL � fL�K�. ¥ÂÎÇÇ ÒÓËÏÇÏ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÒÓÇÆÒÑ-
ÎÑÉÇÐËÇ £ËÎßÔÑÐÂ, ÒÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÇ ËÊÏÇÐÇ-
ÐËÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÇÎËÚËÐÞ KL, ÄÞÊÄÂÐÐÑÇ ÒÇÓÇØÑÆÑÏ
L! L0, ÊÂÄËÔËÕ ÎËÛß ÑÕ KL, ÐÑ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß âÄÐÑ
ÑÕ L. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÅÑ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
L: L0 ÿ L � dL ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ KL ÓÂÄÐÑ

KL�dL ÿ KL �
�
dKL

dL

�
dL � dh ;

ÅÆÇ ÄÇÎËÚËÐÂ h ÊÂÄËÔËÕ âÄÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ KL, ÐÑ ÐÇ ÑÕ L. £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÑÕÔáÆÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ

dKL

dL
� 1

L
h�KL�; �1:59�

ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÓÇÐÑÓÏÂÎËÊÂÙËÑÐÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ
(ËÎË ²¤-ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ). ±ÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ Ä
ËÊÎÂÅÂÇÏÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÑÃ ÂÐÂÎË-
ÕËÚÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË h�K� ÆÂÉÇ Ä ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍÇK � Kc,
Ä ÍÑÕÑÓÑÌ, ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá,

�R�Kc� � 1 :

¯Ñ Ä ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá (1.58), ÏÞ
ËÏÇÇÏ ÕÂÍÉÇ �R�KL� � 1 ÆÎâ ÄÔÇØ ÍÑÐÇÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ L.
±ÑàÕÑÏÖ ÓÇÛÇÐËÇ ²¤-ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä (1.59) Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ
ÖÔÎÑÄËÇÏ K � Kc ÆÑÎÉÐÑ ËÏÇÕß ÄËÆ KL � Kc ÒÓË ÄÔÇØ L,
Â ÆÎâ àÕÑÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ

h�Kc� � 0 : �1:60�

¯ÇÔÎÑÉÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (1.58) Ë (1.59) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ,
ÚÕÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÚÍÂ Kc ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ
ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ ²¤-ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ×ÖÐÍ-
ÙËá h�KL� ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÕß Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍË, ÕÑ, ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (1.60), ²¤-
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÕÂÍ:

dKL

dL
� y

L
�KL ÿ Kc�; �1:61�

ÅÆÇ

y � dh�K�
dK

����
K�Kc

: �1:62�

´ÑÅÆÂ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1.61) Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ
KL � K ÒÓË L � 1 ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

�Kc ÿ KL� � �Kc ÿ K�Ly: �1:63�
¥ÂÎÇÇ ÄÞÃÇÓÇÏ ÆÎâ KL ÍÂÍÑÇ-ÐËÃÖÆß ÊÐÂÚÇÐËÇ KL � aKc,
0 < a < 1, Ë ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ La ÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ L, ÒÓË
ÍÑÕÑÓÑÏ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÖÍÂÊÂÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ KL.
ªÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (1.63) ÐÂØÑÆËÏ

La �
��1ÿ a�Kc

Kc ÿ K

�1=y
:

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÒÑÔÎÇÆÐËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ Ä (1.58)
Ë ÕÇÏ, ÚÕÑ ÄÃÎËÊË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÓÂÊÐÑÔÕß Kc ÿ K
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ Kc ÿ K � tKc. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞØ t ÒÑÎÖÚËÏ

�R�K� �
�
1ÿ a
t

�1=y

�R�aKc�; �1:64�

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÐÆÇÍÔÞ y Ë n ÔÄâÊÂÐÞ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑá
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ y � 1=n.

¹ÕÑÃÞ ÑÒËÔÂÐÐÂâ ÄÞÛÇ ÔØÇÏÂ ÆÂÄÂÎÂ Ä ËÕÑÅÇ ÚËÔÎÇÐ-
ÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ, ÃÑÎÇÇ
à××ÇÍÕËÄÐÑ, ÑÍÂÊÂÎÑÔß, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÌ ÂÐÂ-
ÎÑÅ n-ÄÇÍÕÑÓÐÑÌ ÏÑÆÇÎË, ÍÑÅÆÂ ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ x ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ rd ÔÑÒÑÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÇÍÕÑÓ ÔÒËÐÂ r�x�, ÒÓËÐËÏÂá-
ÜËÌ ÎáÃÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÏÇÔÕÑ ÆËÔÍÓÇÕ-
ÐÑÅÑ ÐÂÃÑÓÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ r z ÏÞ ËÏÇÇÏ ÕÇÒÇÓß
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÔÒËÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, Õ.Ç. ÔÒËÐÑ-
ÄÑÇ ÒÑÎÇ r�x�. £ ÐÑÄÑÌ ÏÑÆÇÎË ÃÎÑÚÐÞÌ ÔÒËÐ rx,
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÔÓÇÆÐÇÏÖ ÔÒËÐÖ ÃÎÑÍÂ r �z ÓÇÛÇÕÍË �zd,
ÖÆÑÃÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

rx �
�

k<L

exp�ÿixk�rk
ddk

�2p�d : �1:65�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ rx ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÅÎÂÉÇÐÐÖá
ÄÇÎËÚËÐÖ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÖá ÔÒËÐÑÄÖá ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËá Ä
ÏÂÔÛÕÂÃÂØ L ÄÒÎÑÕß ÆÑ L � Lÿ1. ±ÓË ÄÞÃÑÓÇ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐÂ, ÏÑÆÇÎËÓÖáÜÇÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÃÎÑÚ-
ÐÞÏË ÔÒËÐÂÏË rx, ÑÃÞÚÐÑ ÓÖÍÑÄÑÆÔÕÄÖáÕÔâ ÔÑÑÃÓÂÉÇ-
ÐËâÏË ÒÓÑÔÕÑÕÞ Ë ÖÆÑÃÔÕÄÂ. £ àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÒÑÆØÑÆâÜËÏ ÑÍÂÊÂÎÔâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ Ä ×ÑÓÏÇ, ÒÓÇÆÎÑ-
ÉÇÐÐÑÌ ¤ËÐÊÃÖÓÅÑÏ Ë ­ÂÐÆÂÖ:

H�r � �
�h
ar2

x � br 4
x � c�Hrx�2

i
ddx; �1:66�

ÊÆÇÔßH�r � � H�r �=T, ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ a; b; cì ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ T Ë, ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÆÓÖÅËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ,

r2
x �

Xn
j�1
�sxj�2; r4

x � �r2
x�2;

�Hrx�2 �
Xd
r�1

Xn
j�1

�
qsxj
qxr

�2

;

ÒÓËÚÇÏ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÍÂÍ ÓÂÊ Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÇÆÐËÏË ÃÎÑÚÐÞÏË ÔÒËÐÂÏË
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rx. ¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÖÚÇÔÕß ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (1.65) Ä (1.66), ÕÑ Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚËÏ

H�r � �
�

k<L

�a� ck2�rkrÿk
ddk

�2p�d�

� b

�2p�3d
�

�ki<L�

�rk1rk2��rk3rk4�d
�X4

i�1
ki

�Y4
i�1

ddki ;

�1:67�

ÅÆÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÑ ÕÇÏ ÄÇÍÕÑÓÂÏ
k; ki, ÆÎËÐÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇ ÒÓÇÄÞÛÂáÕ ÊÐÂÚÇÐËâ L. ³
ÒÑÏÑÜßá ÐÂÃÑÓÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ

m � �a; b; c� �1:68�
ÏÑÉÐÑ ÑØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÕß ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

W�r � � Qÿ1 exp�ÿH�r ��: �1:69�
®ÐÑÉÇÔÕÄÑ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ Ä (1.68) ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÕÓÇØ-
ÏÇÓÐÑÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, ÍÂÉÆÂâ ÕÑÚÍÂ m
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÄÒÑÎÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâW. ´ÑÅÆÂ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕW Í ÆÓÖÅÑÌ ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ W 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏÖ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËá, ÒÇÓÇÄÑÆâÜÇÏÖ ÕÑÚÍÖ m Ä ÕÑÚÍÖ m0. ¹ÕÑÃÞ
ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÊÂÍÑÐ àÕÑÅÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕW ÍW 0.

³ÐÂÚÂÎÂ ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏ ×ÖÐÍÙËá W�r � ÒÑ ÄÔÇÏ
ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ sk, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ L0 < k < L, ÅÆÇ
L0 � L=L, L > 1, Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ Ä ÄËÆÇ

W 0�r � � �Q0�ÿ1 exp�ÿH0�r �� �
� Qÿ1

�
exp�ÿH�r ��

Y
L0<k<L

dnsk : �1:70�

¿ÕÂ ÑÒÇÓÂÙËâ ÔÅÎÂÉËÄÂÐËâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕ ËÔØÑÆÐÞÌ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ H, ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÑÃÓÇÊÂÐËâ L,
Ä ÐÑÄÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐH0, ÍÑÕÑÓÞÌ ÃÖÆÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÖÉÇ ÑÕ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ L0. ¥ÂÎÇÇ, ÒÑÆÄÇÓÅÐÇÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá k ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÐÑÏÖ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá

k! k0 � Lk �1:71�
Ë ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ô àÕËÏ ËÊÏÇÐËÏ ÐÑÓÏËÓÑÄÍÖ ÔÒËÐÑÄÞØ
ÒÑÎÇÌ

sk ! s0k 0 � lÿ1L sk : �1:72�

°ÒÇÓÂÙËâ ÔÅÎÂÉËÄÂÐËâ Ä (1.70) ÔÑÍÓÂÜÂÇÕ ÑÃÎÂÔÕß ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ ÒÑÎâ sk ÑÕ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ 0 < k < L ÆÑ 0 < k < L0, Ä
ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (1.71) ÓÂÔÕâÅË-
ÄÂÇÕ ÖÏÇÐßÛÇÐÐÞÌ ËÐÕÇÓÄÂÎ ÆÑ ÒÓÇÉÐÇÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ. £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ (1.71) Ë (1.72) ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ
H0�r 0� ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÕÇÒÇÓß ÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ sk0 Ä ËÔØÑÆÐÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ k, Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ a 0; b0; c0 Ä ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËË ÆÎâ ÐÑÄÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂH0�r 0� ÑÃÓÂÊÖáÕ ÆÓÖÅÑÌ
ÐÂÃÑÓ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ

m0 � �a 0; b0; c0�: �1:73�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÞÛÇÑÒËÔÂÐÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ W Í W 0

ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ×ÑÓÏÂÎßÐÑ, ÍÂÍ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
ÑÆÐÑÅÑ ÐÂÃÑÓÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ (1.68) Ä ÆÓÖÅÑÌ (1.73):

R̂Lm � m0 ; �1:74�

ÊÆÇÔß ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ R̂L, ÍÂÍ Ë ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¬ÂÆÂÐÑÄÂ,
ÑÃÓÂÊÖáÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÖá ÒÑÎÖÅÓÖÒÒÖ ÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞØ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ. ±ÑàÕÑÏÖ ÆÑÎÉÐÑ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÖÔÎÑÄËÇ

R̂LR̂L0m � R̂LL0m ; �1:75�

ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÚÇÅÑ lLlL0 � lLL0 . ¯Ñ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ, ÎËÛß ÍÑÅÆÂ lL � La, Â ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÔÕÇÒÇÐË
a ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ L. £ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ W�r � Ë W 0�r 0� àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ. ´ÂÍ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÆÎâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ ÔÒËÐ-ÔÒËÐÑÄÑÌ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË

D�k; m� �
�
exp�ÿikR�hrxrx�RiW ddR � hjskj2iW �1:76�

ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ:

D�k; m� � l2LD�Lk; RLm�: �1:77�

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ,
âÄÎâáÜÇÌÔâ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐ-
ÐÑÅÑ ÔÒËÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ W 0, ÆÂÇÕ ÕÑÕ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÚÕÑ Ë ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ
àÕÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ Ä ÇÇ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÄËÆÇ ÒÑ ËÔØÑÆÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâW.

°ÕÒÓÂÄÐÞÏ ÒÖÐÍÕÑÏ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÓÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÞ Ä
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ ÔÎÖÉËÕ ËÐÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÑÔÕß ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ²¤. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÖá ÕÑÚÍÖ
m� ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ R̂L ÍÂÍ

R̂Lm� � m� �1:78�

ÆÎâ ÄÔÇØ L > 1. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (1.78) ÃÖÆÇÕ ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÑ Ë Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÒÓË L!1. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÑÆÐÂ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÂâ ÕÑÚÍÂ m�,
Ë ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÇÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍÖá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÍÂÍ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ
ÕÑÚÇÍ m ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâá-
ÜËØ ÖÔÎÑÄËá

lim
L!1

R̂Lm � m� : �1:79�

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1.74), Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÕÑÚÍË m Ë m0 ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÄÃÎËÊË m�, ÏÑÉÐÑ
ÊÂÏÇÐËÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

R̂l
Ldm � dm0 ; �1:80�

ÅÆÇ dm � mÿ m�, dm0 � m0 ÿ m�, Â R̂l
L ìÎËÐÇÌÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ,

ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ R̂L.
¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÑÃÑÊÐÂÚËÕß ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ rj�L� Ë ej ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ËÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÇÍ-
ÕÑÓÞ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ R̂l

L, ÕÑ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄ

R̂l
LR̂

l
L0ej � R̂l

LL0ej ;

rj�L�rj�L0� � rj�LL0�

ËÏÇÇÏ

rj�L� � Lyj ; �1:81�

ÅÆÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÔÕÇÒÇÐË yj ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ L. ¥ÂÎÇÇ, ÑÕÏÇÚÂâ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÇÎËÚËÐÞ m ÑÕ T ËÎË t � �Tÿ Tc�=Tc,

µ¶¯, Õ. 164, å 6
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ÓÂÊÎÑÉËÏ ÄÂÓËÂÙËá dm�t� ÒÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÄÇÍÕÑÓÂÏ ej
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ R̂l

L:

dm�t� � m�t� ÿ m� �
X
j

tj�t�ej : �1:82�

´ÑÅÆÂ ËÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄ (1.80) ë (1.82) ÔÎÇÆÖÇÕ

dm0�t� �
X
j

tj�t�Lyjej : �1:83�

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÅËÒÑÕÇÊÇ ÕÇÑÓËË ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ
ÊÐÂÚÇÐËÇ m�0� ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÌ ÕÑÚÍË m� Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

lim
L!1

R̂Lm�0� � m� ;

Â m�t� ÐÇ ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ àÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÇÔÎË t 6� 0. ´ÂÍ
ÍÂÍ m�t�ì ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÕÑ ÆÎâ ÏÂÎÞØ t ÕÑÚÍÂ
m�t�, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ ÄÃÎËÊË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕË. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ L ÕÑÚÍÂ R̂Lm�t�
ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ Ä ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÌ
ÕÑÚÍË m�, ÐÑ ÊÂÕÇÏ ÒÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËË L ÑÐÂ
ÔÕÂÐÇÕ ÖÆÂÎâÕßÔâ ÑÕ m�. ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ØÂÓÂÍÕÇÓ ÒÑÄÇÆÇÐËâ
ÕÑÚÍË R̂Lm�t� ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ yj Ä
ÄÞÓÂÉÇÐËË (1.83). ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÑÆËÐ ËÊ àÕËØ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ, ÐÂÒÓËÏÇÓ y1, ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ì ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ. £
ÕÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË L4 1 ËÏÇÇÏ

R̂Lm�t� � m� � R̂l
Ldm�t� � m� � t1�t�Ly1e1 �O�Ly2�;

�1:84�

ÅÆÇ y2 < 0ì ÐÂËÃÑÎßÛËÌ ËÊ ÄÔÇØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎÇÌ. µÚËÕÞÄÂâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ t1�0� � 0 Ë ÂÐÂÎËÕËÚÐÑÔÕß
×ÖÐÍÙËË t1�t�, ÓÂÊÎÑÉËÏ ÇÇ Ä ÓâÆ

t1�t� � A1t� A2t2 � . . . ; A1 > 0: �1:85�

´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ t ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (1.84) Ë (1.85)
ÔÎÇÆÖÇÕ

R̂Lm�t� � m� � A1tLy1e1 �O�Ly2� �
� m� � �L �Rÿ1�1=ne1 �O�Ly2�; �1:86�

ÅÆÇ, ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá,

nÿ1 � y1; �R � jA1tjÿn:

¹ÕÑÃÞ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ×ÖÐÍÙËËD�k; m�t�� ÑÕ t Ë
ÄÇÍÕÑÓÂ k, ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË (1.86) Ë lL � La Ä
ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (1.77). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÏÇÇÏ

D�k; m�t�� � L2aD�Lk; m� � �L �Rÿ1�1=ne1 �O�Ly2��:
�1:87�

±ÑÎÂÅÂâ ÊÆÇÔß L � �R, ÒÑÎÖÚËÏ

D�k; m�t�� � �R2aD� �Rk; m� � e1 �O� �Ry2��: �1:88�

¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÚÎÇÐÑÏ
O� �Ry2�, ÍÑÅÆÂ t! 0, ÕÑ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
D�k; m�t�� ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ �R2a ÐÂ
×ÖÐÍÙËá �Rk, ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂâ ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÅËÒÑÕÇÊÖ ÒÑÆÑ-

ÃËâ. ¥ÂÎÇÇ, Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (1.87) ÒÑÎÑÉËÏ t � 0 � �R!1�, Â
L � 1=k. ´ÑÅÆÂ

D�k; m�0�� � kÿ2a ; �1:89�

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ Z ÒÓËØÑÆËÏ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

2a � 2ÿ Z :

¯ÂÍÑÐÇÙ, Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (1.88) ÒÑÎÑÉËÏ k � 0. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞØ t ÐÂØÑÆËÏ

D�0; m�t�� � �R2ÿZ � tÿ�2ÿZ�n �1:90�

Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÍÓËÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ g ÒÑÎÖÚËÏ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÌ ÄÞÛÇ ÊÂÍÑÐ
ÒÑÆÑÃËâ g � �2ÿ Z�n.

¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ
£ËÎßÔÑÐ Ë ¶ËÛÇÓ [58] ÄÞÆÄËÐÖÎË ËÆÇá e-ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
ËÔÍÑÏÞØ ÄÇÎËÚËÐ ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ e � 4ÿ d ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË d ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË d � 4.
±ÑÔÎÇÆÐââ ÑÍÂÊÂÎÂÔß ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÌ Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ÆÎâ
d > 4 Ä ÆÂÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÑÃÞÚÐÖá
ÕÇÑÓËá ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÔÎÖÚÂâ d � 4, ÕÑ
ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÇÅÑ ÃÞÎÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ
­ÂÓÍËÐÂ Ë ·ÏÇÎßÐËÙÍÑÅÑ [63]. ±ÓÑÙÇÆÖÓÂ e-ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ
Ä ÄËÆÇ ÔÕÇÒÇÐÐÞØ ÓâÆÑÄ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ e. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ e-ÓâÆÑÄ ÔÐÂÚÂÎÂ ÖÃÞÄÂáÕ, ÐÑ
ÊÂÕÇÏ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÒÑÓâÆÍÑÄÑÅÑ ÐÑÏÇÓÂ ÐÂÚËÐÂáÕ ÃÞÔÕÓÑ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß, ÚÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ ÑÃ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏ
ØÂÓÂÍÕÇÓÇ àÕËØ ÓâÆÑÄ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÍÂÊÂÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß à××ÇÍÕËÄÐÞÏ ÎËÛß ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕÇÌ, ÃÎËÊÍËØ Í d � 4, ØÑÕâ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ
ËÏÇáÕ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÕÑÎßÍÑ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ d.
²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ Ô
ÒÑÏÑÜßá e-ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [64], [65]
(ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [59], [60], [66]). ³ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÚÎÇÐÑÄ ÒÑÓâÆÍÂ
O�e3� ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ Z, n Ë g
ÕÂÍÑÄÞ:

Z � n� 2

2�n� 8�2 e
2 �O�e3�; �1:91�

n � 1

2
� n� 2

4�n� 8� e�
n� 2

8�n� 8�3 �n
2 � 23n� 60�e2 � . . . ;

�1:92�
g � 1� n� 2

2�n� 8� e�
n� 2

4�n� 8�3 �n
2 � 22n� 52�e2 � . . .

�1:93�
¡ÐÂÎËÊ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ e-ÓâÆÑÄ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ×ËÅÖÓËÓÖá-
ÜËÌ Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (1.91) ë (1.93) ÏÐÑÉËÕÇÎß �n� 2� ÒÓËÔÖÕ-
ÔÕÄÖÇÕ Ë ÄÑ ÄÔÇØ ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ËØ ÚÎÇÐÂØ. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ
àÕÑÏÖ ×ÂÍÕÖ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÂâ ÊÆÇÔß n-ÄÇÍÕÑÓÐÂâ ÏÑÆÇÎß
ÏÑÉÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÕÂÍÉÇ Ë ÅÂÖÔÔÑÄ ÔÎÖÚÂÌ: Z � 0, n � 1=2,
g � 1, ÇÔÎË ÚËÔÎÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ Ä ÐÇÌ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÒÑÎÑÉËÕß
ÓÂÄÐÞÏ n � ÿ2 [67, 68].

´ÇÒÇÓß ÄÇÓÐÇÏÔâ Í ÐÂÛÇÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ Ë ÄÑÔÒÑÎß-
ÊÖÇÏÔâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕßá ÏÑÆÇÎÇÌ ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜÇÅÑ
ÃÎÖÉÆÂÐËâ Ë ÐÖÎß-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÑÅÑ ÏÂÅÐÇÕËÍÂ. ´ÑÅÆÂ,
ÒÑÎÂÅÂâ n � 0 Ä (1.91) ë (1.93), ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ Ä ÓÂÏÍÂØ e-
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ
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ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ³¢¢³:

Z � e2

64
�O�e3�; �1:94�

n � 1

2
� 1

16
e� 15

512
e2 � . . . ; �1:95�

g � 1� 1

8
e� 13

256
e2 � . . . �1:96�

¦ÔÎË Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (1.94) ë (1.96) ÖÆÇÓÉÂÕß ÎËÛß âÄÐÑ
ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ Ë ÒÓËÐâÕß e � 1, ÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ d � 3
ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÓÂÄÐÞ: Z � 0; 016,
n � 0; 592, g � 1; 176, ÚÕÑ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÐÇÒÎÑØÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÇÕÑÄ.
°ÆÐÂÍÑ ÕÂÍÑÇ ÔÑÅÎÂÔËÇ ÊÂÏÇÕÐÑ ÖØÖÆÛÂÇÕÔâ ÒÓË ÖÚÇÕÇ
ÔÎÇÆÖáÜËØ ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ ÚÎÇÐÑÄ Ä àÕËØ ×ÑÓÏÖÎÂØ, ÒÑàÕÑÏÖ
ÑÐÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÒÑÎÐÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ.

ªÊÎÑÉÇÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ¬ÂÆÂÐÑÄÂë£ËÎßÔÑÐÂ ÏÑÉÐÑ
ÓÇÂÎËÊÑÄÂÕß Ä ÒÓÑÃÎÇÏÇ ³¢¢³ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÄËÆÇ
ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ ÆÇÙËÏÂÙËË [69] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ
[16], [17]). ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÒÑÎËÏÇÓÐÂâ ÙÇÒß ËÊ N
ÊÄÇÐßÇÄ ÓÂÊÃËÄÂÇÕÔâ ÐÂ N1 � N=g ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÃÎÑÍÑÄ,
ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ ÒÑ g ÊÄÇÐßÇÄ, ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÔÑÇÆËÐÇÐÐÞØ
ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ. ¬ÂÉÆÞÌ ÕÂÍÑÌ ÃÎÑÍ ÕÇÒÇÓß ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÐÑÄÑÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÊÄÇÐÑ Ô ÐÑÄÞÏË ÊÐÂÚÇ-
ÐËâÏË ÇÅÑ ÆÎËÐÞ l1 Ë ÄÇÎËÚËÐÞ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ u1.
¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ l1 ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÚÇÔÕß ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÄÔÇØ ÏÑÐÑÏÇÓÑÄ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËØ ÑÆÐÑÏÖ ÃÎÑÍÖ, Â ÆÎâ
ÐÂØÑÉÆÇÐËâ u1 ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÚÇÔÕß ÍÂÍ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ
ÆÄÖÏâ ÃÎÑÍÂÏË, ÖÆÂÎÇÐÐÞÏË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÂÎÇÍÑ ÆÓÖÅ ÑÕ
ÆÓÖÅÂ ÄÆÑÎß ÙÇÒË, ÕÂÍ Ë ÄÔÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÄÐÖÕÓË
ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ ÐËØ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÒÑÎËÏÇÓÐÖá
ÙÇÒß Ô ÐÑÄÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË: N1; l1; u1, ÊÂÄËÔâÜËÏË,
ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÑÕ ËÔØÑÆÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ N; l Ë u. ¿ÕÂ ÒÓÑÙÇ-
ÆÖÓÂ ÅÓÖÒÒËÓÑÄÍË ÊÄÇÐßÇÄ Ä ÃÎÑÍË ÊÂÕÇÏ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÑ
ÒÑÄÕÑÓâÇÕÔâ, Ë ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ k-Ï àÕÂÒÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÕß ÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ lk Ë uk. ³ÄâÊß ÏÇÉÆÖ
ÆÄÖÏâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÏË ÛÂÅÂÏË Ä àÕÑÏ ÒÓÑÙÇÔÔÇ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÏË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË ÆÎâ lk Ë uk
ËÎË ÆÎâ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ uk � uk=l dk : uk � f�ukÿ1�.
±ÓË k!1 ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÚËÔÇÎ uk ÔØÑÆËÕÔâ Í
ÐÇÍÑÕÑÓÑÏÖ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá u� ì ÍÑÓÐá ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ: u� � f�u��, ÚÕÑ ÍÂÍ ÓÂÊ Ë âÄÎâÇÕÔâ ÑÕÓÂÉÇÐËÇÏ
ÅËÒÑÕÇÊÞ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕË. £ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÏ ÑÕÐÑÛÇ-
ÐËË àÕÑÕ ÒÑÆØÑÆ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐ ÕÑÎßÍÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ e5 1, Â
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ n Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ e ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (1.95).

£ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ ÆÎâ
ÓÇÂÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏ �d � 2; 3� Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ £ËÎßÔÑÐÂ
âÄÎâÇÕÔâ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÏ, Â ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÕÑÚ-
ÐÑÔÕß àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ
ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ.

¯ÂËÃÑÎßÛÇÇ ÚËÔÎÑ ÕÑÚÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ Ä ×ËÊËÍÇ
ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÓÇÛÇÕÑÚ-
ÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ. ¬ ÐËÏ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÐÇÔÕË ÄÞÆÂáÜËÌÔâ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ¯ËÐØÇÌÔÂ [70], ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÐÞÌ ÆÎâ ÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÄÇÍÕÑÓÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ËÎË,
ËÐÂÚÇ, O�n�-ÏÑÆÇÎË ÐÂ ÛÇÔÕËÖÅÑÎßÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ. ³ÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍÖá ÔÖÏÏÖ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä
ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

O�n� �
� Y
�z;z0�
�1� xr zr z0 �

Y
z

W�r z� dnr z ; �1:97�

ÅÆÇ ÒÇÓÄÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÒÑÆ ÊÐÂÍÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÐÂ ÄÔÇ ÒÂÓÞ ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÐËØ ÖÊÎÑÄ
ÛÇÔÕËÖÅÑÎßÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË. ³ÒËÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ W�r� Ä (1.97) âÄÎâÇÕÔâ ÎËÃÑ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ Ä n-ÏÇÓÐÑÏ
ÔÒËÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Õ.Ç. ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÄÓÂÜÇÐËÌ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÒËÐÂ, ÎËÃÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÑÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÖÃËÚÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, Õ.Ç. ÒÇÓÇ-
ÔÕÂÐÑÄÑÍ Ë ËÐÄÇÓÔËÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÔÒËÐÂ. ±ÓË àÕÑÏ ×ÖÐÍ-
ÙËâW�r� Ë ÆÎËÐÂ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÒËÐÂ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÞ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ�

W�r� dnr � 1;

�
W�r��rr� dnr � n :

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß (ÔÏ. [71]), ÚÕÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá ÔÖÏÏÖ
Ä (1.97) ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÎÑÉËÕß ÒÑ ÄÔÇÏ ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏ ÏÐÑÉÇ-
ÔÕÄÂ D, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÏ ÒÇÕÎË ÐÂ ÛÇÔÕËÖÅÑÎßÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ:

QO�n� �
X
D

xLnc ; �1:98�

ÊÆÇÔß c ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÚËÔÎÑ ÒÇÕÇÎß Ä ÆËÂÅÓÂÏÏÇ, Â L ì ËØ
ÑÃÜÖá ÆÎËÐÖ. ©ÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ
O�n�-ÏÑÆÇÎË ì ÇÇ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕß. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÇÔÎË
ÆÑÒÖÔÕËÕß, ÚÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓ n Ä àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÏÑÉÇÕ ÒÓËÐË-
ÏÂÕß ÎáÃÞÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÕÑ, ÒÓËÆÂÄÂâ ÇÏÖ
ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÄÒÑÎÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÒÑÎÖÚËÏ
ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÚÂÔÕÐÞÇ ÔÎÖÚÂË. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÒÑÎÂÅÂâ n � ÿ2,
ÏÞ ÒÓËÆÇÏ, ÍÂÍ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, Í ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ
ÏÑÆÇÎË, Ä ÔÎÖÚÂÇ n � 0 ì Í ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËØ
ÃÎÖÉÆÂÐËâØ, n � 1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÏÑÆÇÎË ªÊËÐÅÂ, Â n � 2
ì xy-ÏÑÆÇÎË. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÓâÆÂ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÌ, ÑÔÕÂÄÎâáÜËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÏÏÞ Ä (1.98), ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÆÂÐ-
ÐÂâ O�n�-ÏÑÆÇÎß àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÏÑÆÇÎË ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÍÖÎÑ-
ÐÑÄÔÍÑÅÑ ÅÂÊÂ, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÚÇÏÖ Ë ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÅÎÂÄÐÞÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ. ±ÑÆÓÑÃÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÏÑÆÇÎË ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÅÂÊÂ Ë ÇÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ Ä ÕÇÑÓËË ×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÆÎâ
d � 2 ÆÂÐÑ Ä ÑÃÊÑÓÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ¯ËÐØÇÌÔÂ [72]. ±ÓËÄÇÆÇÐ-
ÐÞÇ Ä ÔÕÂÕßÇ [70] ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ, ÔÄâÊÞÄÂáÜËÇ
ÄÇÎËÚËÐÖ n, ÅÆÇ ÿ24 n4 2, Ë ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ ÆÎâ ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÑÌ ÊÆÇÔß O�n�-ÏÑÆÇÎË,
ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

n � ÿ2 cos 2p
t
; �1:99�

1

n
� 4ÿ 2t ; �1:100�

2ÿ Z
2
� 1� 3

4t
� t

4
; �1:101�

Â ÒÂÓÂÏÇÕÓ t ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÇ 14 t4 2.
¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÖÍÂÊÂÐÐÞÏË ÓÇÊÖÎßÕÂ-
ÕÂÏË Ä ËÐÕÇÓÇÔÖáÜÇÌ ÐÂÔ ÐÖÎß-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÑÌ O�n�-
ÏÑÆÇÎË, Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (1.99) ë (1.101), ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÒÑÎÑÉËÕß t � 4=3. £ ËÕÑÅÇ ÒÑÎÖÚËÏ Z � 5=24,
n � 3=4, g � 43=32, ÚÕÑ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ØÑÓÑÛÇÏ ÔÑÅÎÂÔËË Ô
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÇÕÑÄ. ¬
ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÆÎâ ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ ÓÇÛÇÕÑÚÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÐÇ
ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÐË ÑÆÐÑÅÑ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ.

1.4. ®ÇÕÑÆ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ
¸ÇÐÕÓÂÎßÐÑÇ ÏÇÔÕÑ Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÑÆØÑÆÂØ Í ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËá ÒÓÑÃÎÇÏÞ ³¢¢³ ÊÂÐËÏÂÇÕ ²¤-ÏÇÕÑÆ. ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÓÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÑÄÞØ ÔØÇÏ, ÑÆÐÂ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ
ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÏÇÕÑÆÑÏ £ËÎßÔÑÐÂ Ë ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÄÞÛÇ.
°ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß, ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-

2*
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ÐËÌ £ËÎßÔÑÐÂ ÐÂ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÒÑÎÖÅÓÖÒÒÖ.
£ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ ÆÎâ ÒÓâÏÑÅÑ ËÊÖÚÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÒÑÎËÏÇ-
ÓÑÄ ËÎË ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ Ë ÕÂÍËÇ
ÔØÇÏÞ ÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒË-
ÔÞÄÂáÕÔâ ÒÓË ÒÑÏÑÜË ËÔÕËÐÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ, ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ
ÕÑÉÇ ÓÇÐÑÓÏÂÎËÊÂÙËÑÐÐÑÌ ÅÓÖÒÒÑÌ. ±ÑÔÎÇÆÐââ ÃÞÎÂ
ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÂ ÄÒÇÓÄÞÇ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ ºÕáÍÇÎß-
ÃÇÓÅÑÏ Ë ±ÇÕÇÓÏÂÐÑÏ [73], Â ÊÂÕÇÏ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ ¤ÇÎÎ-®ÂÐÐÂ Ë ­ÑÖ [74] ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ
ÖÎßÕÓÂ×ËÑÎÇÕÑÄÑÌ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
×ÑÕÑÐÂ. £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ²¤-ÏÇÕÑÆ ÃÞÎ ÓÂÊÄËÕ Ä ÓÂÃÑÕÂØ
¢ÑÅÑÎáÃÑÄÂ Ë ºËÓÍÑÄÂ [75, 76]. ¹ÕÑÃÞ ÑÕÎËÚËÕß àÕÖ
(ËÔÕËÐÐÖá) ÅÓÖÒÒÖ ÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ
ÑÕ ÓÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÞ £ËÎßÔÑÐÂ, ÇÇ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÑÃÞÚÐÑ ÒÑÎÇ-
ÄÑÌ ÓÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÑÌ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÔÎÇÆÐââ âÄÎâÇÕÔâ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÅÓÖÒÒÑÌ, ÕÑ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÇÇ ÏÑÉÐÑ ÑÒË-
ÔÂÕß ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ­Ë, ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ
ÒÑÎÇÊÐÞÏË ÆÎâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ ÙÇÎÇÌ. £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ
ÑÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ Ë ÒÑÎÇÄÑÌ ²¤-ÏÇÕÑÆ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÍÎáÚÇÐ
Ä ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÔÒÑÔÑÃÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ³¢¢³.

£ àÕÑÏ Ë ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ ÃÖÆÖÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÇ ÏÑÆÇÎË ÆÎâ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ³¢¢³, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎËÕ
ÛËÓÑÍÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÓË ÇÇ ÓÇÛÇÐËË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ
ÏÇÕÑÆÞ ÔÕÂÕËÔÕËÍË Ë ÒÑÎÇÄÑÌ ²¤-ÏÇÕÑÆ.

©ÆÇÔß ÏÞ ÍÓÂÕÍÑ ÑÒËÛÇÏ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ Í
ÐÂÛÇÌ ÊÂÆÂÚÇ, ÒÑÎÐÑÇ ËÊÎÑÉÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä
ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË ¶ÓËÆÂ [1]. ¶ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÂ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ËÔÍÎá-
ÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÏÇÕÑÆÂ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÅÑ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÃÞÎÂ ÆÂÐÂ ÄÒÇÓÄÞÇ Ä ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ
¿ÆÄÂÓÆÔÂ [6]. ±ÑÔÎÇÆÐââ ÔÕËÏÖÎËÓÑÄÂÎÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÇ
ÓÂÊÄËÕËÇ ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ Ä ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÃÑÕÂØ ÐÂ
àÕÖ ÕÇÏÖ [77ë90].

¬ÑÐÕËÐÖÂÎßÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÒÑÎËÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒË ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ
Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÚËÔÎÑ ÇÇ
ÊÄÇÐßÇÄ ÖÔÕÓÇÏÎâÇÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, Â à××ÇÍÕËÄÐÂâ
ÆÎËÐÂ ÍÂÉÆÑÅÑ ÊÄÇÐÂ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÚÕÑÃÞ ÑÃÜÂâ ÍÑÐÕÖÓÐÂâ ÆÎËÐÂ ÙÇÒË L ÒÓË àÕÑÏ ÑÔÕÂ-
ÄÂÎÂÔß ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ. ´ÑÅÆÂ ÎáÃÂâ ÆÑÒÖÔÕËÏÂâ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËâ ÒÑÎËÏÇÓÂ ÃÖÆÇÕ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÕßÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ r � r�t�, Ä ÍÑÕÑ-
ÓÑÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ t ÕÑÚÍË ÍÓËÄÑÌ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÑÕ
0 ÆÑ L. £ àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÄÇÍÕÑÓÂ R,
ÔÑÇÆËÐâáÜÇÅÑ ÍÑÐÙÞ ÍÓËÄÑÌ r�t�, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÂ ÕÂÍ:

W�R; L� � Zÿ1�L�G�R; L�; �1:102�

ÅÆÇ

Z�L� �
�
G�R; L� ddR ; �1:103�

G�R; L� �
�r�L��R

r�0��0

D�r�t�� exp�ÿH0�r��

264
375
ÿ1

�

�
�r�L��R

r�0��0

D�r�t�� exp�ÿH�r��; �1:104�

ÒÓËÚÇÏ ÄÇÎËÚËÐÂ

H0�r� � d

2

�L
0

�
dr�t�
dt

�2

dt ; �1:105�

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÖ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÏÑÆÇÎË
ÒÑÎËÏÇÓÂ ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ ÑÃÝÇÏÐÑÅÑ à××ÇÍÕÂ, Â ÄÇÎËÚËÐÂ

H�r� � H0�r� � u0
2

�L
dt

�L
jtÿt 0 j>l

dt 0d�r�t� ÿ r�t 0��; �1:106�

ìÔ ÖÚÇÕÑÏ àÕÑÅÑ à××ÇÍÕÂ; ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ,D�r�t�� ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ
ÏÇÓÖ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÌ ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ r�t�, 04 t4L, ÍÑÐÙÞ ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÔÒÑÎÑ-
ÉÇÐÞ Ä ÕÑÚÍÂØ r�0� � 0 Ë r�L� � R, ÐÂÍÑÐÇÙ, ×ËÅÖÓËÓÖá-
ÜËÌ Ä (1.106) ÒÂÓÂÏÇÕÓ l Ä ÄÞÃÓÂÐÐÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ ÆÎËÐÞ
ËÏÇÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ. ªÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËâØ ÒÑÓâÆÍÂ l ÑÐÂ ÕÇÓâÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ, Ä ÔÄâÊË Ô
ÚÇÏ ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÒÇÓÇÌÕË Í ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÏÖ ÔÒÑ-
ÔÑÃÖ ÇÇ ÑÒËÔÂÐËâ, Õ.Ç. ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ, ÏÐÑÅÑ ÃoÂ ÎßÛËØ,
ÚÇÏ l. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÑÏËÏÑ l Ä ÕÇÑÓËá ÄÄÑÆËÕÔâ ÐÑÄÞÌ
ÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÆÎËÐÞ L ÕÂÍÑÌ, ÚÕÑÃÞ l5L. ¯Ñ
ÄÄÇÆÇÐËÇ ÐÑÄÑÌ ÛÍÂÎÞ ÆÎËÐ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ Ä
ÐÑÄÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÂâ ÆÎËÐÂ ÙÇÒË ~L ÐÇ
ÃÖÆÇÕ ÔÑÄÒÂÆÂÕß Ô ÇÇ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÆÎËÐÑÌ L. ¿ÕÑÕ
×ÂÍÕ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß Ä ÆÂÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÒÓË
L!1 ÅËÒÑÕÇÊÖ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕË. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË
Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÖÆÄÑËÕß ÊÐÂÚÇÐËÇ L, ÕÑ,
ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÖÆÄÑËÕÔâ Ë ÊÐÂÚÇÐËÇ ~L. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
ÏÇÉÆÖ ÄÇÎËÚËÐÂÏË L Ë ~L ÆÑÎÉÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÎËÐÇÌÐÂâ
ÔÄâÊß

~L � XL ; �1:107�
Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ X ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ
ÑÃÝÇÏÂ u0 (ÕÑÚÐÇÇ, ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ u0=l d, ÅÆÇ ÓÂÆË ÒÓÑÔÕÑÕÞ
ÏÞÒÑÎÂÅÂÇÏ l � 1) Ë ÑÕÐÑÛÇÐËâ l=L. £ ÐÑÄÑÌÛÍÂÎÇ ÆÎËÐ
ÄÇÎËÚËÐÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ à××ÇÍÕ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ,
ÆÑÎÉÐÂ ÑÕÓÂÉÂÕß ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÑÃÝÇÏÐÞØ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÒÑÓâÆÍÂ L. £ ÔÄâÊË Ô
àÕËÏ Ä ÓÑÎË ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ
ÊÆÇÔß ÄÞÔÕÖÒÂÇÕ ÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ u, ÊÂÄËÔâÜÂâ
ÑÕ u0 Ë l=L. ¢ÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÑ, ÑÆÐÂÍÑ, ÑÒÇÓËÓÑÄÂÕß ÄÇÎËÚË-
ÐÂÏË u0 � u0Le=2, u � uLe=2, Ë ÕÑÅÆÂ, ÖÚËÕÞÄÂâ ÄÞÛÇÔÍÂ-
ÊÂÐÐÑÇ, ÏÑÉÐÑ ÐÂÒËÔÂÕß

u � u�u0; lLÿ1�: �1:108�

¥ÂÎÇÇ, ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ G0�R; L; u0; l� Ë
G�R; ~L; u; L� ÐÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÄÇÍÕÑÓÂ R ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓË ÏËÍÓÑ- Ë ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÔÒÑÔÑÃÂØ ÑÒËÔÂÐËâ ÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ. ¯Ñ ÕÂÍ ÍÂÍ
ÒÑÔÎÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÍÂÉÆÑÌ ËÊ×ÖÐÍÙËÌG0 ËG Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÆÑÎÉÐÂ ÒÑÎÖÚËÕßÔâ ÑÆÐÂ Ë ÕÂ ÉÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ÄÇÍÕÑÓÂ R, ÕÑ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÄÇÎËÚËÐÞ G0 Ë G ÑÃâÊÂÐÞ ÃÞÕß
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ:

G�R; ~L; u; L� � Yÿ1�u; lLÿ1�G0�R; L; u0; l�: �1:109�

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (1.107) ë (1.109) ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÑÔÐÑÄÖ ÆÎâ
ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ²¤-ÏÇÕÑÆÂ Ä ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ³¢¢³.
£ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (1.109):

G0�R; L; u0; l� � Y�u; lLÿ1��
� G�R; LX�u; lLÿ1�; u�u0; lLÿ1�; L�; �1:110�

Ë ÒÓËÏÇÏ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ ÎÇÄÂâ ÚÂÔÕß ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ L, Õ.Ç.
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L
q
qL

G0�R; L; u0; l�
����
L;u0;l
� 0:

°ÕÔáÆÂ ÕÑÅÆÂ ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË G:�

L
q
qL
� b�u� q

qu
� gY�u� � gX�u� ~L

q

q ~L

�
�

� G�R; ~L; u; L� � 0; �1:111�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ

gX�u� �
�
L
q lnX�u; lLÿ1�

qL

�
L;u0;l

; �1:112�

gY�u� �
�
L
q lnY�u; lLÿ1�

qL

�
L;u0;l

; �1:113�

Â ÄÇÎËÚËÐÂ

b�u� �
�
L
qu
qL

�
L;u0;l

�1:114�

ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ¤ÇÎÎ-®ÂÐÐÂë­ÑÖ. ²ÂÆË ÒÓÑÔÕÑÕÞ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ×ÖÐÍÙËÌ gX; gY Ë b ÑÕ l=L ÐÇ ÖÍÂÊÂÐÂ.
µÓÂÄÐÇÐËÇ (1.111), ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ²¤-ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÔÑÆÇÓ-
ÉËÕ ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ËÔÍÑ-
ÏÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ G ÑÕ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË. ²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1.111) Ä
ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÌ ×ÑÓÏÇ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÕÂÍ:

G�R; ~L; u; L� � exp

 
ÿ
�u
gY�t�
b�t� dt

!
�

� F

 
R; ~L exp

 
ÿ
�u
gX�t�
b�t� dt

!
; L exp

 
ÿ
�u

dt

b�t�

!!
;

�1:115�
ÅÆÇ ÒÑÆÎÇÉÂÜÂâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÄÇÎËÚËÐÂ F âÄÎâÇÕÔâ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÒÑ ÆÄÖÏ ÒÑÔÎÇÆÐËÏ ÇÇ
ÂÓÅÖÏÇÐÕÂÏ. ¯ÇÔÎÑÉÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ÆÎâ G:

G�R; ~L; u; L� � rÿd=2G�Rrÿ1=2; ~Lrÿ1; u; Lrÿ1�; �1:116�
ÅÆÇ r ì ÑÕÎËÚÐÞÌ ÑÕ ÐÖÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÆÎËÐÞ. ¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (1.115) ÒÑÆÔÕÂÄËÕß Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (1.116), Â ÊÂÕÇÏ
ÄÞÃÓÂÕß ÊÐÂÚÇÐËÇ r ÓÂÄÐÞÏ

r � ~L exp

 
ÿ
�u
gX�t�
b�t� dt

!
;

ÕÑ Ä ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ

g�u� � exp

 
ÿ 1

2

�u
gX�t�
b�t� dt

!
;

h�u� � ~Lÿd=2 exp

"
ÿ
�u
gY�t� ÿ �d=2�gX�t�

b�t� dt

#
;

z �
 
2p ~L

L

!e=2

exp

 
ÿ e
2

�u
gX�t� ÿ 1

b�t� dt

!
×ÖÐÍÙËâ G ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

G�R; ~L; u; L� � h�u�F�g�u�R ~Lÿ1=2; z�: �1:117�

°ÕÔáÆÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (1.104) Ë ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÙÂÏË ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËË hR2i ÒÑÎÖÚËÏ
hR2i � l ~Lg2�u�j�z�; �1:118�

Â ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÄÇÍÕÑÓÂ R ÕÑÅÆÂ ËÏÇÇÏ

W�R; ~L; u; L� � C
�
RhR2iÿ1=2; z

�
: �1:119�

£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ×ÑÓÏÖÎÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÃÓÂÕËÕß ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË W ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ
R=hR2i1=2, ÐÑ Ë ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ z, ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÑÃÞÚÐÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ä ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞØ ÕÇÑÓËâØ.

¥ÂÎÇÇ, ÇÔÎË Ô ÓÑÔÕÑÏ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ L ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß ÄÇÎËÚËÐÞ u ÑÕ L ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÄÔÇ ÔÎÂÃÇÇ Ë Ä ÒÓÇÆÇÎÇ
ÒÓË L!1 ËÔÚÇÊÂÇÕ, Õ.Ç. ÆÂÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË
ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË, ÕÑ Ä
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÕß ËÆÇá ÔÍÇÌÎËÐÅÂ. ±ÓÇ-
ÆÇÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ u� ÄÇÎËÚËÐÞ u, ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÐÇÒÑÆÄËÉ-
ÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ

b�u�
���
u�u�
� 0 : �1:120�

³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÌ ÕÑÚÍË u� ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÒÓÑ-
ÔÕËÕß ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (1.120) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(1.111) ÒÓËÄÑÆËÕÔâ Í ÄËÆÖ�

L
q
qL
� B� A ~L

q

q ~L

�
G�R; ~L; u�; L� � 0 ; �1:121�

ÅÆÇ

A �
�
L
q lnX
qL

�
u0;l;Lju�u�

;

B �
�
L
q lnY
qL

�
u0;l;Lju�u�

;

Â ÇÅÑ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ

G�R; ~L; u�; L� � LÿBF�R; L ~Lÿ1=A�: �1:122�
ªÊ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ×ÖÐÍÙËË G, Â ÕÂÍÉÇ ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÚÇÔÍËØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ

hR2i � ~L2n; ~L!1;
Q ~L �

�
G ddR � ~Lgÿ1m ~L; ~L!1;

ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË A; B Ë
ÍÓËÕËÚÇÔÍËÏË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâÏË n; g:

2n � �1ÿ A�ÿ1;
�gÿ 1��2n�ÿ1 � B :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ²¤-ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1.121)
Ä ÓÇÉËÏÇ ÔÍÇÌÎËÐÅÂ ÆÂÇÕ

G�R; ~L; u�; L� � ~Lgÿndÿ1Lnd�1ÿgÿ�d=2�f�RhR2iÿ1�; �1:123�

ÅÆÇ

hR2i � l ~L2nL1ÿ2n: �1:124�

®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß [1], ÚÕÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÔÇØ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞØ
×ÖÐÍÙËÌ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ L ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÎËÛß Ä ÄËÆÇ
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ÑÕÐÑÛÇÐËâ ~L=L, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÎÖÉËÕ ÏÇÓÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÑÃÝÇÏÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ. £ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËÌ n Ë g, Â
ÕÂÍÉÇ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË f�R=hR2i� Ä (1.123) ÕÓÇÃÖÇÕ Ä
ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐ X; Y Ë u. ¥Îâ àÕÑÅÑ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÑÃÞÚÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, Ä ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄËË Ô ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ G Ä (1.106) ÓÂÊÎÂÅÂÇÕÔâ Ä
ÓâÆ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÏÂÎÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ e, Õ.Ç. ÄÃÎËÊË d � 4.
±ÓË àÕÑÏ ÄÑ ËÊÃÇÉÂÐËÇ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ,
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ àÕÑÅÑ ÓâÆÂ, ÒÓËØÑÆËÕÔâ
ÒÓËÏÇÐâÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓËÇÏÞ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËË ÓÂÔØÑÆâ-
ÜËØÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ. £ ËÕÑÅÇ ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ n Ë
g ÄÑ ÄÕÑÓÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ e ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË Ä
(1.95) Ë (1.96). ªÕÂÍ, ÑÒËÔÂÐÐÂâ ÊÆÇÔß ÔØÇÏÂ ÍÑÐÕËÐÖÂÎß-
ÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ Ô ²¤-ÏÇÕÑÆÑÏ ÓÇÂÎËÊÑ-
ÄÂÐÞ ÎËÛß Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÏÂÎÞØ e Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇ-
ÎßÐÑ, ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÕß ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ô ËØ
ÒÑÏÑÜßá ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÞ ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË d � 4.

2. °ÔÐÑÄÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

®ÇÕÑÆ ÐÇÑÃØÑÆËÏ ÆÎâ ÒÑÊÐÂÐËâ
ËÔÕËÐÞ.

². ¥ÇÍÂÓÕ ("±ÓÂÄËÎÂ ÆÎâ ÓÖÍÑ-
ÄÑÆÔÕÄÂ ÖÏÂ", ÒÓÂÄËÎÑ 4)

2.1. £ÞÄÑÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
£ ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ ÏÞ ËÊÎÑÉËÏ ÒÑÆØÑÆ, ÃÂÊËÓÖá-
ÜËÌÔâ ÐÂ ²¤-ÏÇÕÑÆÇ ÓÇÛÇÐËâ ÕÑÚÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
ËÔÍÑÏÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕËWN�R�.

±ÖÔÕß Ô×ÇÓËÚÇÔÍÂâ ÚÂÔÕËÙÂ, ÆËÂÏÇÕÓ ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÄÇÐ
r0, ÐÂÚËÐÂÇÕ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ËÊ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Är

d, ÒÓËÚÇÏ
ÍÂÉÆÑÇ ÑÕÆÇÎßÐÑÇ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÇ rk ÇÇ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÙÇÐÕÓÂ ËÏÇÇÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÖá ÆÎËÐÖ jrkj � l, k5 1, ÐÑ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ. ´ÑÅÆÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÎáÃÑÅÑ
ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ rk ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

t�rk� � 2�ol 2s�ÿ1d�r2k ÿ l 2�; �2:1�

ÅÆÇ

s � 1

2
�dÿ 2�:

±ÑÕÓÇÃÖÇÏ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑÃÞ ÒÑÔÎÇ ÍÂÉÆÑÅÑ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ rk,
k5 1, ÃÎÖÉÆÂáÜÂâ ÚÂÔÕËÙÂ ËÊÃÇÅÂÎÂ ÕÇ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÐÂ ÒÑÔÇÜÂÎÂ ÒÑÔÎÇ ÄÔÇØ ÒÓÇÆÛÇ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÌ. £ ÕÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ r0 < l, Â ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË k-ÅÑ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ rk ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂ-
ÎßÐÂ ÄÇÎËÚËÐÇ

t�rk�
Ykÿ1
j�1
�1� fjk�; �2:2�

ÅÆÇ

fjk � f

 �����Xk
i�j

ri

�����
!
;

f�r� � ÿ1; esli r < r0;
0; esli r > r0:

�
�2:3�

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÃÜÇÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÊÂÆÂÚË ÏÞ ËÜÇÏ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕß

WN�R� ddR

ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇ N ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÌ ÚÂÔÕËÙÞ r1; r2; . . . ; rN ÇÇ
ÙÇÐÕÓ ÒÑÒÂÆÇÕ Ä àÎÇÏÇÐÕ ÑÃÝÇÏÂ ddR ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË,
ÓÂÆËÖÔ-ÄÇÍÕÑÓ ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÄÇÐ R. ±ÓË ÒÑÏÑÜË ÏÇÕÑÆÂ
®ÂÓÍÑÄÂ [91] ËÔÍÑÏÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË WN�R�
ÄÇÍÕÑÓÂ R, ÔÑÇÆËÐâáÜÇÅÑ ÍÑÐÙÞ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, ÔÑÔÕÑâÜÇÌ
ËÊ N ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ÊÂÒËÛÇÏ ÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÑÏ ÔÎÇÆÖáÜËØ ÓÂÄÇÐÔÕÄ:

WN�R� � Qÿ1N wN�R�; �2:4�

wN�R� �
�
d
�
Rÿ

XN
k�1

rk

�
P1N

YN
k�1

t�rk� ddrk ; �2:5�

P1N �
Y Y

14 j<k4N

�1� fjk�; �2:6�

ÊÆÇÔß QN ì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß, ÓÂÄÐÞÌ

QN �
�
P1N

YN
k�1

t�rk� ddrk : �2:7�

¥ÂÎÇÇ, Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (2.5) ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËÇÏ d-×ÖÐÍÙËË ¥ËÓÂÍÂ

d�R� �
�
exp�ÿiRq � ddr

�2p�d ;

ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÏ ÄÞÓÂÊËÕß wN�R� Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
¶ÖÓßÇ:

wN�R� �
�
exp�ÿiRq �aN�q� ddr

�2p�d ; �2:8�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊ aN�q� ×ÖÐÍÙËË wN�R� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

aN�q� �
�
P1N

YN
k�1

exp�iq rk�t�rk� ddrk : �2:9�

¦ÔÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË WN�R� ÕÑÉÇ ÊÂÒËÔÂÕß
ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ¶ÖÓßÇ:

WN�R� �
�
exp�ÿiRq�AN�q� ddr

�2p�d ; �2:10�

ÕÑ ÇÇ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊ AN�q�, ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ ÑÃÞÚÐÑ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ, ÔÄâÊÂÐ Ô ÄÇÎËÚËÐÑÌ aN�q� ÔÑÅÎÂÔÐÑ
(2.4) Ë (2.8) ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

AN�q� � Qÿ1N aN�q�: �2:11�
£ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ËÊÑÕÓÑÒËË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ä ËÔÔÎÇÆÖÇÏÑÌ ÊÆÇÔß
ÊÂÆÂÚÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË WN�R� ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ R Ë ÒÑàÕÑÏÖ ×ÖÐÍÙËË AN�q� Ë aN�q�
ÕÂÍÉÇ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ q . ¯ÂÍÑÐÇÙ,
ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ r0 � 0 ËÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ
Ä (2.3) ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ fjk � 0, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÍÑÕÑ-
ÓÑÏÖ ÏÞ ËÏÇÇÏ P1N � 1 Ë QN � 1, ÍÂÍ àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
ÓÂÄÇÐÔÕÄ (2.6) Ë (2.7).

´ÇÒÇÓß ÑÃÓÂÕËÏÔâ Í ×ÑÓÏÖÎÇ (2.9) Ë ÓÂÊÎÑÉËÏ ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËÇ P1N Ä ÓâÆ ÒÑ fjk:

P1N � 1�
X
j<k

fjk �
X
j<k

X
l<m

fjkflm � . . . �2:12�

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏ ÄÇÎËÚËÐ fjk Ë P1N Ä (2.3) Ë (2.6)
ÏÑÉÐÑ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (2.12), ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ,
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âÄÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ÑÃÓÂÜÇÐËâ, ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ËÐÑÅÆÂ
ÒÓËÐÙËÒÑÏ ÄÍÎáÚÇÐËâ Ë ËÔÍÎáÚÇÐËâ [92]. ²ÂÆË ÒÓÑ-
ÔÕÑÕÞ ÒÇÓÇÌÆÇÏ Í ÅÓÂ×ËÚÇÔÍÑÏÖ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËá ÓâÆÂ Ä
(2.12). ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÄÄÇÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ, ÍÂÍ ÐÂ ÓËÔ. 1.
´ÑÅÆÂ ÓâÆ Ä (2.12) ÏÑÉÐÑ ËÊÑÃÓÂÊËÕß Ä ÄËÆÇ ÓËÔ. 2. ¥ÄÂ
ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎâ fjk Ë flm, ÅÆÇ j < k, l < m Ë j4 l, ÐÂÊÑÄÇÏ
"ÔÄâÊÂÐÐÞÏË", ÇÔÎË j4 l < m4 k ËÎË j < l4 k < m, Ë ì
"ÐÇÔÄâÊÂÐÐÞÏË", ÇÔÎË j < k < l < m. ¯Â ÓËÔ. 2 Ä ÍÄÂÆÓÂÕ-
ÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ ÒÇÓÄÂâ Ë ÄÕÑÓÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ
"ÔÄâÊÂÐÐÞÏ" ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎâÏ, Â ÕÓÇÕßâ ì "ÐÇÔÄâÊÂÐÐÞÏ"
ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎâÏ. £ÔâÍÖá ÆËÂÅÓÂÏÏÖ, ËÊÑÃÓÂÉÂáÜÖá
ÙÇÒÑÚÍÖ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑá ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ, ÐÂÊÑ-
ÄÇÏ ÔÄâÊÂÐÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÑÌ. ´ÑÅÆÂ, ÍÂÍ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß,
ÎáÃÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏÖ ÚÎÇÐÖ
ÓâÆÂ Ä (2.12), âÄÎâÇÕÔâ ÎËÃÑ ÔÄâÊÂÐÐÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÑÌ, ÎËÃÑ
ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÔÄâÊÂÐ-
ÐÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ. ±ÑàÕÑÏÖ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÞÆÇÎËÕß Ë ÒÓÑ-
ÔÖÏÏËÓÑÄÂÕß ÄÔÇ ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ, ÍÂÍ ÐÂ ÓËÔ. 3;
ÊÆÇÔß ÒÇÓÄÞÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÔÕÓÑÍÇ (Ô ÐÂËÏÇÐßÛËÏ
ÚËÔÎÑÏ ÒÖÐÍÕËÓÐÞØ ÎËÐËÌ) ÏÞ ÐÂÊÑÄÇÏ ÒÓÑÔÕÞÏË ÔÄâ-
ÊÂÐÐÞÏË ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏË. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÄÔÇ ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÇ
ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ ÒÓÑÔÕÞØ
ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ ÒÖÕÇÏ "ÄÔÕÂÄÍË" Ä ÐËØ ÄÔÇØ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ. ¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÒÓÑÔÖÏÏËÓÑÄÂÕß ÆËÂÅÓÂÏÏÞ
ÔÐÂÚÂÎÂ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÔÕÓÑÍÇ ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË, Â ÊÂÕÇÏ
ÔÎÑÉËÕß ÄÔÇ àÕË ÔÕÓÑÍË, ÕÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÕÂÍÑÅÑ ÔÖÏÏËÓÑ-
ÄÂÐËâ ÒÑ ÔÕÓÑÍÂÏ ÒÑÎÖÚËÕÔâ ÓâÆ, ÍÂÍ ÐÂ ÓËÔ. 4, ÍÂÉÆÞÌ
ÚÎÇÐ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÖÏÏÖ ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÆËÂÅÓÂÏÏ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÔÕÓÑÍÇ. °ÕÔáÆÂ ÕÑÅÆÂ
ÔÎÇÆÖÇÕ

bjk � fjkP
0
jk �

X
l<m

fjm flkPjlPlmPmk�

�
XX
l<m<p<q

ÿ
fjp flq fmk � fjm flq fpk

�
PjlPlmPmpPpqPqk � . . . ;

�2:13�

ÅÆÇ P0jk ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ

Pjk �
Y Y
j4 l<m4 k

�1� flm�;

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ËÔÍÎáÚÇÐ ÏÐÑÉËÕÇÎß �1� fjk�, Õ.Ç.
Pjk � �1� fjk�P0jk : �2:14�

¥ÂÎÇÇ, ÄÞÆÇÎËÏ Ë ÒÓÑÔÖÏÏËÓÖÇÏ ÄÔÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ, ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÏÞÇ Ä ÄËÆÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÕÑÎßÍÑ ÆÄÖØ "ÔÄâÊÂÐ-
ÐÞØ" ÆËÂÅÓÂÏÏ, ÊÂÕÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÕÓÇØ "ÔÄâÊÂÐÐÞØ" ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏ Ë Õ.Æ. £ ËÕÑÅÇ ËÔØÑÆÐÞÌ ÓâÆ ÐÂ ÓËÔ. 2 ÕÓÂÐÔ-
×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ Ä ÆËÂÅÓÂÏÏÐÞÌ ÓâÆ ÐÂ ÓËÔ. 5,
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÕÂÍÑÄÂ:

P1N � 1�
X
j<k

bjk �
XX
j<k<l<m

bjkblm � . . . �2:15�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÑÒËÔÂÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÚÂÔÕËÚ-
ÐÑÅÑ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÓâÆÂ ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ÒÓËÄÇÆÇÐ
Í ÕÂÍÑÏÖ ÄËÆÖ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÇÅÑ ÚÎÇÐÞ ×ÂÍÕÑÓËÊÑÄÂÐÞ.

±ÑÆÔÕÂÄËÏ ÕÇÒÇÓß ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆÎâ P1N (2.15) Ä
×ÑÓÏÖÎÖ (2.9) Ë ÄÞÒÑÎÐËÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ Ä ÍÂÉÆÑÏ
ÚÎÇÐÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÓâÆÂ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ×ÖÐÍ-
ÙËá bn�q� ÒÓË ÄÔÇØ n5 2 Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

bn�q� �
�
b1n
Yn
k�1

exp�iq rk�t�rk� ddrk ; �2:16�

ÅÆÇ b1n ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.13) ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÄÔÇØ
ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ, ÔÑÔÕÑâÜËØ ÍÂÉÆÂâ Ä ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË
ËÊ n ÊÄÇÐßÇÄ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÓâÆ:

aN�q� � LN
s �rl� �

X
n5 2

�Nÿ n� 1�LNÿn
s �rl�bn�q��

�
X
n5 4

�
1

2
�Nÿ n� 1��Nÿ n� 2�LNÿn

s �rl��

�
XX
n1�n2�n

bn1�q�bn2�q�
�
� . . . ; �2:17�

ÊÆÇÔß

Ls�x� � G�s� 1�
�
2

x

�s

Js�x�; �2:18�

Js�x�ì×ÖÐÍÙËâ ¢ÇÔÔÇÎâ, Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕ

�Nÿ n�m�!
�Nÿ n�!m!

; m5 1;

ÓÂÄÇÐ ÚËÔÎÖ ÔÒÑÔÑÃÑÄ ÓÂÊÏÇÜÇÐËâm ÑÕÓÇÊÍÑÄ (ÍÂÉÆÞÌ ËÊ
ÍÑÕÑÓÞØ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ n1; n2; . . . ; nm ÊÄÇÐßÇÄ, ÒÓËÚÇÏ
n1 � n2 � . . .� nm � n) ÐÂ ÑÕÓÇÊÍÇ ËÊ N ÊÄÇÐßÇÄ �n4N�

1� ìììì, fjk � jÿÿÿÿÿ k; Pjk � j k

²ËÔ. 1

1 N � ììììì �
X
j<k

j k �

�
X
j<k

X
l<m

"
j k � j m� j k� l m

#
l m l k

²ËÔ. 2

X XX
� � � � �

� � � �

� . . . . . .�

� . . . . . .�

� . . .

X XX

XX" #
� � � �

²ËÔ. 3

bjk � j k � j k �
X

j k� . . .
l m

²ËÔ. 4

1 N � ìì�
X
j<k

j k �
XX
j<k<l<m

j k � l m� . . .

²ËÔ. 5
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ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÒÓË àÕÑÏ ÔÑØÓÂÐâÎÂÔß ÒÑÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑÔÕß Ä ËØ ÄÊÂËÏÐÑÏ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËË. ¢ÑÎÇÇ ÍÑÏ-
ÒÂÍÕÐÑ ÓâÆ Ä (2.17) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÕÂÍ:

aN�q� �
X
m5 0

XN
n�0

�Nÿ n�m�!
�Nÿ n�!m!

LNÿn
s �rl�B�m�n �q�; �2:19�

ÅÆÇ

B�m�n �q� �
X

. . .
X

n1�...�nm�n
bn1�q� . . . bnm�q�: �2:20�

³ÑÅÎÂÔÐÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÇ ¬ÑÛË Ä ÕÇÑÓËË ×ÖÐÍÙËÌ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ×ÑÓÏÖÎÂ

1

2pi

�
G

dz zn1�...�nmÿnÿ1 �
1; esli

Pm
k�1

nk � n ;

0; esli
Pm
k�1

nk 6� n ;

8>><>>: �2:21�

Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÊÂÏÍÐÖÕÞÌ ÍÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ G ÑØÄÂ-
ÕÞÄÂÇÕ ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z. ³ ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ (2.21) ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ Ä
(2.20) ÎÇÅÍÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕß Í ÄËÆÖ

B�m�n �q� �
1

2pi

�
G

dz

zn�1
bm�z; q�; �2:22�

ÅÆÇ

b�z; q� �
X
n5 0

znbn�q� �2:23�

ì ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ, Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ b0�q� Ë b1�q�
ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÓâÆÂ ÒÑÆÚËÐÇÐÞ ÖÔÎÑÄËâÏ: b0�q� � 0,
b1�q� � 0. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÕÇÒÇÓß ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (2.22) Ä (2.19), ÏÞ
ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË aN�q� ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:

aN�q� � 1

2pi

�
G

dz

zN�1
X
m5 0

XN
n�0

�Nÿ n�m�!
�Nÿ n�!m!

�

� �zLs�rl��Nÿnbm�z; q�; �2:24�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ m ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÕß
×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÑÕ 0 ÆÑ1, Â ÒÑ nì ÑÕ ÿ1 ÆÑ N, ÐÇ ÑÍÂÊÞÄÂâ
ÄÎËâÐËâ ÒÓË àÕÑÏ ÐÂ ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ. ±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ
ÄÐËÏÂÐËÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ Ë ÖÚËÕÞÄÂâ ×ÑÓÏÖÎÖ [93]

�1ÿ xÿ y�ÿ1 �
X1
m�0

X1
n�0

�m� n�!
m! n!

xmyn; jx� yj < 1;

�2:25�
Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (2.24), ÐÂØÑÆËÏ

aN�q� � 1

2pi

�
G

dz

zN�1
ÿ
1ÿ zLs�rl� ÿ b�z; q��ÿ1; �2:26�

ÊÆÇÔß ÊÂÏÍÐÖÕÞÌ ÍÑÐÕÖÓ G, ÑØÄÂÕÞÄÂáÜËÌ ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ z � 0, ÄÞÃÓÂÐ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕß ÖÔÎÑÄËá��zLs�rl� � b�z; q��� < 1 :

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÇÔÎË ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÖá ×ÖÐÍÙËá
a�z; q� ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

a�z; q� �
X
N5 0

zNaN�q�; �2:27�

ÕÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (2.26) ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ a�z; q� [94]:
aÿ1�z; q� � aÿ10 �z; q� ÿ b�z; q�; �2:28�

ÅÆÇ

aÿ10 �z; q� � 1ÿ zLs�rl�: �2:29�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.28) ÒÑ ÔÄÑÇÌ ×ÑÓÏÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá ¥ÂÌÔÑÐÂ [95] Ë Ä ËÔÔÎÇÆÖÇÏÑÌ ÊÆÇÔß ÒÓÑÃÎÇÏÇ
ËÅÓÂÇÕ ÑÔÐÑÄÑÒÑÎÂÅÂáÜÖá ÓÑÎß, Ä ÔÄâÊË Ô ÚÇÏ ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ÐÂÊÞÄÂÕß ÇÅÑ ÑÔÐÑÄÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ.

¹ÕÑÃÞ ÒÓËÆÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËá (2.28) ÊÂÏÍÐÖÕÞÌ ÄËÆ,
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜËÏË
×ÖÐÍÙËâÏË b�z; q � Ë a�z; q �. ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ (2.13) ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ b1n Ä
ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (2.16) Ë ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÊÂÕÇÏ ÖÚÕÇÏ Ä (2.23). ¬ÓÑÏÇ
ÕÑÅÑ, ÄÞÒÑÎÐËÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ ×ÖÐÍÙËË fjk:

fjk � ÿ
�
u�j� exp

 
ÿij

Xk
m�j

rm

!
ddk

�2p�d ; �2:30�

ÅÆÇ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊ u�j� ×ÖÐÍÙËË ÿf�r�, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÇÇ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËá Ä (2.3), ÓÂÄÇÐ

u�j� � ÿ
�
exp�ijr�f�r� ddr � u0Ls�1�r0k�; �2:31�

Â ÄÇÎËÚËÐÂ

u0 � �pr
2
0�s�1

G�s� 2� ; �2:32�

ÍÂÍ Ë ÓÂÐßÛÇ, ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ËÔÍÎáÚÇÐÐÞÏ ÑÃÝÇÏÑÏ. ´ÑÅÆÂ,
ÖÚËÕÞÄÂâ ×ÑÓÏÖÎÖ (2.30), ÒÑÎÖÚËÏ

bn�q� � ÿ
�
u�j�a0n�qÿ j� ddk

�2p�d�

�
XX
1<l<m<n

�
u�j�u�j0�al�qÿ j�amÿl�qÿ jÿ j0��

� anÿm�qÿ j0� d
dk ddk0

�2p�2d ÿ

ÿ
X

. . .
X

1<l<m<p<q<n

�
u�j�u�j0�u�j00��

� ÿal�qÿ j�amÿl�qÿ jÿ j0�apÿm�qÿ jÿ j0 ÿ j00��
� aqÿp�qÿ j0 ÿ j00�anÿq�qÿ j00��
� al�qÿ j�amÿl�qÿ jÿ j0�apÿm�qÿ j0��
� aqÿp�qÿ j0 ÿ j00�anÿq�qÿ j00���
� ddk ddk0 ddk00

�2p�3d � . . . ; �2:33�

ÊÆÇÔß ×ÖÐÍÙËâ a0N�q� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (2.9), Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ P1N ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÂÏÇÐËÕß ÐÂ P 01N.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÕÎËÚËÇ P 01N ÑÕ P1N ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÎËÛß Ä
ÑÃÎÂÔÕË�����XN

j�1
rj

����� < r0 ;

ÕÑ ÓÂÊÎËÚÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËÌ a0N�q� Ë aN�q� ÏÑÉÇÕ
ÄÑÊÐËÍÐÖÕß ÎËÛß Ä ÑÃÎÂÔÕË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇ-
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ÐËÌ r �r0rÿ10 �. °ÆÐÂÍÑ àÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË WN�R�, ÍÑÅÆÂ N!1 Ë R4 l. ±ÑàÕÑÏÖ Ä
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÒÑÎÂÅÂÕß ×ÖÐÍÙËË a0N�q� Ë aN�q�
ÄÔáÆÖ ÓÂÄÐÞÏË. ¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
bn�q� (2.33) Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË b�z; q� (2.23) Ë ÄÞÒÑÎ-
ÐËÕß ÐÂÆÎÇÉÂÜÇÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ, ÕÑ Ä ËÕÑÅÇ ÒÑÎÖÚËÏ
ËÔÍÑÏÖá ÔÄâÊß:

b�z; q� � ÿ
�
u�j�a�z; qÿ j� ddk

�2p�d�

�
�
u�j�u�j0�a�z; qÿ j�a�z; qÿ jÿ j0��

� a�z; qÿ j0� d
dk ddk0

�2p�2d ÿ

ÿ
�
u�j�u�j0�u�j00�ÿa�z; qÿ j�a�z; qÿ jÿ j0��

� a�z; qÿ jÿ j0 ÿ j00�a�z; qÿ j0 ÿ j00�a�z; qÿ j00��
� a�z; qÿ j�a�z; qÿ jÿ j0�a�z; qÿ j0��
� a�z; qÿ j0 ÿ j00�a�z; qÿ j00���
� ddk ddk0 ddk00

�2p�3d � . . . �2:34�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ Ô ÑÔÐÑÄ-
ÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2.28) ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÊÂÏÍÐÖ-
ÕÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË a�z; q�.

¢ÇÔÍÑÐÇÚÐÞÌ ÓâÆ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËÌ ÄÇÎËÚËÐÖ b�z; q� Ä
(2.34), ÖÆÑÃÐÑ ËÊÑÃÓÂÊËÕß ÅÓÂ×ËÚÇÔÍË. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÍÂÉ-
ÆÑÏÖ ÚÎÇÐÖ ÖÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÓâÆÂ ÔÑÒÑÔÕÂÄËÏ ÆËÂÅÓÂÏÏÖ,
ÔÑÔÕÑâÜÖá ËÊ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÄÇÓÛËÐ Ë ÐÂÃÑÓÂ ÔÒÎÑÛ-
ÐÞØ Ë ÄÑÎÐËÔÕÞØ ÎËÐËÌ, ÔÑÇÆËÐâáÜËØ àÕË ÄÇÓÛËÐÞ.
¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÍÂÉÆÂâ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÇÜÇ ÆÄÇ
ÔÒÎÑÛÐÞÇ ÄÐÇÛÐËÇ ÎËÐËË, ÑÆÐÂ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÄØÑÆâÜÇÌ, Â ÆÓÖÅÂâ ì ÄÞØÑÆâÜÇÌ. ¬ÂÉÆÑÌ ÎËÐËË
ÒÓËÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ì "ËÏÒÖÎßÔ", ÒÓË-
ÚÇÏ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÄÇÓÛËÐÇ, ÅÆÇ ÔØÑÆâÕÔâ ÆÄÇ ÔÒÎÑÛÐÞÇ Ë ÑÆÐÂ
ÄÑÎÐËÔÕÂâ ÎËÐËË, ÆÑÎÉÇÐ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ "ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇ-
ÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ". ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÍÂÉÆÑÌ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÔÒÎÑÛÐÑÌ
ÎËÐËË ÔÑÒÑÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÂ a�z; qÿ j�, Â ÍÂÉÆÑÌ
ÄÑÎÐËÔÕÑÌ ÎËÐËË ÔÑÒÑÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÿu�j�=�2p�d; ÊÂÕÇÏ ÒÑ
ÄÇÍÕÑÓÂÏ ÄÔÇØ ÄÑÎÐËÔÕÞØ ÎËÐËÌ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓËÓÑ-
ÄÂÐËÇ. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô àÕËÏË ÒÓÂÄËÎÂÏË ÓâÆ Ä (2.34)
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß, ÍÂÍ ÐÂ ÓËÔ. 6.

¡ÐÂÎËÊ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÚÎÇÐÑÄ ÓâÆÂ Ä (2.34) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ÊÆÇÔß ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ÔÄâÊÂÐ-
ÐÑÌ Ô ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕßá ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÇÔÎË ÄÑ
ÄÔÇØ ËÐÕÇÅÓÂÎÂØ àÕÑÅÑ ÓâÆÂ ÒÇÓÇÌÕË Í ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÑÐÐÞÏ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ frg, ÕÑ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÑÃÎÂÔÕß ËÐÕÇ-
ÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ frg ÑÅÓÂÐËÚÇÐÂ ÒÑ ÏÑÆÖÎá ÔÐËÊÖ ÄÇÎËÚË-
ÐÑÌ jrj � r0, Ä ÚÇÏ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ, Ë ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ à××ÇÍÕ
ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÐÂ ÄÇÓØÐÇÏ
ÒÓÇÆÇÎÇ �jrj ! 1� ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í ÐÖÎá ËÊ-ÊÂ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÚËÔÎÂ ÒÇÓÇ-
ÏÇÜÇÐËÌ, ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËá ÃÎÖÉÆÂáÜÇÌ
ÚÂÔÕËÙÞ. °ÆÐÂÍÑ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÇÜÇ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÔØÑÆËÏÑÔÕË
ÄÔÇÅÑ ÓâÆÂ Ä ÙÇÎÑÏ. ¥Îâ ÄÞâÔÐÇÐËâ àÕÑÅÑ ÄÑÒÓÑÔÂ
ÑÃÓÂÕËÏÔâ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ (2.23), (2.16) Ë (2.13). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
×ÖÐÍÙËâ fjk Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÇÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ Ä (2.30)
ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÆÄÂ ÊÐÂÚÇÐËâ:ÿ1 ËÎË 0, Â ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ
Pjk ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.6) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÄÐÞÏ 0 ËÎË 1, ÕÑ
ÄÇÎËÚËÐÂ b1n ÏÑÉÇÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÎËÛß ÑÆÐÑ ËÊ ÕÓÇØ

ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ: ÿ1, 0, 1, ÍÂÍ àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (2.13). °ÕÔáÆÂ Ô ÒÑÏÑÜßá (2.16) ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ

��bn�q���4 �
jb1nj

Yn
k�1

��exp�iqrk���t�rk� ddrk 4 1

ÆÎâ n5 2 Ë ÄÔÇØ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ r. ªÔÒÑÎßÊÖâ
ÕÇÒÇÓß ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ Ä (2.23), ÒÑÎÖÚËÏ��b�z; q���4 X

n5 0

jzjn��bn�q���4 jzj2�1ÿ jzj�ÿ1;
ÇÔÎË jzj < 1 Ë Im r � 0. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÄÔÇØ ÄÇÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ r ÓâÆ Ä (2.34), ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËÌ
×ÖÐÍÙËá b�z; q�, ÂÃÔÑÎáÕÐÑ ÔØÑÆËÕÔâ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ,
Ä ÑÃÎÂÔÕË jzj < 1.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ Ë ÆÎâ ×ÖÐÍ-
ÙËË a�z; q�. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ËÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ aN�q�
Ä (2.9) ÔÎÇÆÖÇÕ

��aN�q���4 ���P1N

��YN
k�1

��exp�iqrk���t�rk� ddrk 4 1

ÆÎâ ÄÔÇØ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ r. µÚËÕÞÄÂâ àÕÑ ÐÇÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÑ Ä (2.27), ËÏÇÇÏ��a�z; q���4 X

N5 0

jzjN��aN�q���4 �1ÿ jzj�ÿ1;
ÇÔÎË jzj < 1 Ë Im r � 0.

±ÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÑÃÑ-
ÔÐÑÄÂÐËÇÏ ÊÂÏÍÐÖÕÑÔÕË ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ¦ÔÎË ÃÞ
ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÃÞÎÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÕÑ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ

w�z; R� �
�
exp�ÿiRq�a�z; q� ddr

�2p�d �2:35�

ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÖá ×ÖÐÍÙËá

w�z; R� �
X
N5 0

zNwN�R�; �2:36�

Â ÊÂÕÇÏ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ ÑÃÓÂÜÇÐËâ

wN�R� � 1

2pi

�
dz

zN�1
w�z; R�; �2:37�

ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ×ÖÐÍÙËá wN�R�. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÄÞÚËÔÎââ ÄÇÎË-
ÚËÐÖ QN ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË

QN �
�
wN�R� ddR ; �2:38�

ÏÞ ÐÂÛÎË ÃÞ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.4) ËÔÍÑÏÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕË WN�R�. °ÆÐÂÍÑ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÓÇÛÇÐËâ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ×ÖÐÍÙËËWN�R�

b�z; r� � � �

� � � . . .

²ËÔ. 6

µ¶¯, Õ. 164, å 6
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ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÔÎÑÉÐÂ. ¢ÑÎÇÇ ÓÇÂÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ, ÍÑÕÑÓÑÌ
ÒÑÔÄâÜÇÐÂ àÕÂ ÅÎÂÄÂ, âÄÎâÇÕÔâ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË
ÒÎÑÕÐÑÔÕËWN�R�, ÍÑÅÆÂ N!1 Ë R4 l.

2.2. ³ÄÑÌÔÕÄÂ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
°ÃÓÂÕËÏÔâ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (2.38) Ë ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÒÑÑÚÇ-
ÓÇÆÐÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (2.37) Ë (2.35). ´ÑÅÆÂ ÒÑÔÎÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑ-
ÄÂÐËâ ÒÑ R ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ×ÑÓÏÖÎÖ

QN � 1

2pi

�
dz

zN�1
a�z; 0�; �2:39�

ËÊ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

a�z; 0� � Q�z� �
X
N5 0

zNQN : �2:40�

°ÃÝÇÆËÐââ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2.28),
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

Qÿ1�z� � 1ÿ zÿ b�z; 0�: �2:41�

±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß z0 ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÃÎËÉÂÌÛÖá Í ÐÂÚÂÎÖ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ ÑÔÑÃÖá ÕÑÚÍÖ ×ÖÐÍÙËË Q�z�, Õ.Ç., ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá,
ËÏÇÇÏ

1ÿ z0 ÿ b�z0; 0� � 0: �2:42�

°ÕÔáÆÂ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ z0 � z0�u0=l d�, Õ.Ç. ÊÐÂÚÇÐËÇ
z0 ÊÂÄËÔËÕ ÎËÛß ÑÕ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ u0=l d, ÒÓËÚÇÏ
z0�0� � 1. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÚÇÕ à××ÇÍÕÂ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ
ÑÃÝÇÏÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÏÇÜÇÐËá ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍË z0 ËÊ
"ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÅÑ" ÇÇ ÒÑÎÑÉÇÐËâ z0�0� � 1.

£ ÕÇÑÓËË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÖÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ, ÚÕÑ
ÅÓÂÐËÙÂ ÍÓÖÅÂ ÔØÑÆËÏÑÔÕË ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ ÓâÆÂ ÒÓÑØÑÆËÕ
ÚÇÓÇÊ ÃÎËÉÂÌÛÖá Í ÐÂÚÂÎÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÇÅÑ ÑÔÑÃÖá ÕÑÚÍÖ
[96]. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐÐÞÏ ÓâÆÑÏ, ÒÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z Í ÅÓÂÐËÙÇ ÍÓÖÅÂ ÔØÑÆËÏÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÔÄâ-
ÊÂÕß Ô ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
àÕÑÅÑ ÓâÆÂ, ÍÑÅÆÂ ËØ ÒÑÓâÆÍÑÄÞÌ ÐÑÏÇÓ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ËÊÄÇÔÕÐÂâ ÕÇÑÓÇÏÂ ´ÂÖ-
ÃÇÓÂ, ÒÓËÏÇÐÇÐÐÂâ Í ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÏÖ ÓâÆÖ Ä (2.40), ÅÎÂÔËÕ:
ÇÔÎË ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ QNz

N
0 ÓâÆÂ

Q�z� �
X
N5 0

QNz
N
0 �zzÿ10 �N

ÏÑÐÑÕÑÐÐÂ Ë 0 < a <1, ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

Q�z� �
�
1ÿ z

z0

�ÿa
L
�

z0
z0 ÿ z

�
;

z0
z
! 1ÿ 0;

Ë

QN � N aÿ1

G�a�zN0
L�N�; N!1 ;

ÓÂÄÐÑÔËÎßÐÞ, ÅÆÇ L�t� ì ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜÂâÔâ ÐÂ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ (Õ.Ç. ÕÂÍÂâ ×ÖÐÍ-
ÙËâ, ÚÕÑ

L�xt�
L�t� ! 1; t!1 ;

ÒÓË ÍÂÉÆÑÏ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË x > 0) [97]. £ÂÉ-
ÐÑÔÕß ÕÂÖÃÇÓÑÄÑÌ ÕÇÑÓÇÏÞ ÊÆÇÔß ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÇÇ ÕÇÔÐÑÌ
ÔÄâÊßá Ô ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕËWN�R�, ÍÑÅÆÂ N!1 Ë R4 l.

±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎËÏ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÖá ×ÖÐÍÙËá

A�z; q� �
X
N5 0

zNAN�q� �2:43�

ÆÎâ ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ z Ä ÑÃÎÂÔÕË jzj < RA�r�, ÅÆÇ RA�r� ì
ÓÂÆËÖÔ ÔØÑÆËÏÑÔÕË ÓâÆÂ Ä (2.43), Ë ÖÔÕÂÐÑÄËÏ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß ÏÇÉÆÖ ×ÖÐÍÙËâÏË A�z; q� Ë a�z; q�. ¥Îâ àÕÑÅÑ
ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (2.11) Ä (2.27), Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÚÇÅÑ ÒÑÎÖÚËÏ

a�z; q� �
X
N5 0

zNQNAN�q�: �2:44�

¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ ÑÃÓÂÜÇÐËâ ÓâÆÑÄ Ä (2.40) Ë (2.43), ÕÑ ÏÞ ÒÓËÆÇÏ Í
ËÔÍÑÏÑÏÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

a�z; q� � 1

2pi

�
G

dz0

z0
Q

�
z

z0

�
A�z0; q�; �2:45�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÍÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ G ÄÞÃÓÂÐ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ
ÆÎâ ÇÅÑ ÕÑÚÇÍ z0 ÄÞÒÑÎÐâÎËÔß ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ jz0j < RA�r� Ë
jz=z0j < R0, ÅÆÇ R0 ì ÓÂÆËÖÔ ÔØÑÆËÏÑÔÕË ÓâÆÂ Ä (2.40).
¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ×ÑÓÏÖÎÖ,
ÑÃÓÂÕÐÖá Í (2.45). ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË ËÔØÑÆËÕß ËÊ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (2.43), Â ÊÂÕÇÏ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ
(2.11) Ë ×ÑÓÏÖÎÑÌ ÑÃÓÂÜÇÐËâ ÓâÆÂ Ä (2.27), ÕÑ Ä ËÕÑÅÇ
ÒÑÎÖÚËÏ

A�z; q� � 1

2pi

�
~G

dz0

z0
~Q

�
z

z0

�
a�z0; q�; �2:46�

ÅÆÇ

~Q�z� �
X
N5 0

Qÿ1N zN ; �2:47�

Â ÕÑÚÍË z0 ÍÑÐÕÖÓÂ ~G Ä (2.46) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÔÎÑÄËâÏ:
jz0j < Ra�r� Ë jz=z0j < ~R0, ÅÆÇ Ra�r� Ë ~R0 ÔÖÕß ÓÂÆËÖÔÞ
ÔØÑÆËÏÑÔÕË ÓâÆÑÄ Ä (2.44) Ë (2.47), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.
±ÓÑËÊÄÑÆâÜËÇ ×ÖÐÍÙËË Q�z� Ë ~Q�z� ÄÊÂËÏÐÑ ÑÃÓÂÕÐÞ Ä
ÔÏÞÔÎÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

1

2pi

�
dz
z
Q

�
z
z0

�
~Q

�
z

z

�
�
�
1ÿ z

z0

�ÿ1
; �2:48�

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÅÑ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÔÕÑ ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ (2.46), ÇÔÎË Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÒÑÎÑÉËÕß r � 0 Ë ÖÚÇÔÕß,
ÚÕÑ

A�z; 0� � �1ÿ z�ÿ1; jzj < 1: �2:49�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
WN�R� ÒÓË N!1 Ë R4 l, ÕÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ ÑÃÓÂÜÇÐËâ
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÐÂÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË A�z; q� ÒÓË z! zA�r�,
jzj < RA�r�, Ë ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ r Ä ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑ-
ÔÕË ÕÑÚÍË r � 0, ÅÆÇ zA�r� ì ÃÎËÉÂÌÛÂâ Í ÐÂÚÂÎÖ
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ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ ×ÖÐÍÙËË A�z; q�. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ËÊ
(2.49) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ zA�0� � 1. °ÆÐÂÍÑ ÏÞ ÐÇ ÏÑÉÇÏ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË
A�z; q�, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ
ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË a�z; q�. ±ÑàÕÑÏÖ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÂâ ÊÆÇÔß ÊÂÆÂÚÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË
×ÖÐÍÙËË a�z; q� ÒÓË z! za�r�, jzj < Ra�r�, Ë ÏÂÎÞØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ r, ÅÆÇ za�r�ì ÃÎËÉÂÌÛÂâ Í ÐÂÚÂÎÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ ×ÖÐÍÙËË a�z; q�. ³ÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÑÔÑÃÞÏË
ÕÑÚÍÂÏË zA�r� Ë za�r� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÙËÑÐ-
ÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÑÌ ¡ÆÂÏÂÓÂ [96], ÖÕÄÇÓÉÆÂáÜÇÌ, ÚÕÑ ÇÔÎË
z
�1�
0 ; z

�2�
0 ; . . . âÄÎâáÕÔâ ÑÔÑÃÞÏË ÕÑÚÍÂÏË ÄÇÎËÚËÐÞ Q�z�,

Â z
�1�
A �r�; z�2�A �r�; . . . ì ÑÔÑÃÞÏË ÕÑÚÍÂÏË ×ÖÐÍÙËË A�z; q�,

ÕÑ ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË ×ÖÐÍÙËË a�z; q� (ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÇÔÎË ÑÐË
ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ) ÐÂØÑÆâÕÔâ ÔÓÇÆË ÕÑÚÇÍ z

�m�
0 z

�n�
A �r�. ´ÑÅÆÂ,

ÔÑÅÎÂÔÐÑ àÕÑÌ ÕÇÑÓÇÏÇ, ÏÞ ËÏÇÇÏ

za�r� � z0zA�r�; �2:50�

ÅÆÇ z0 � za�0� Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÕÑÚÍË z0 Ä
(2.42). ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (2.46) ÔÎÇÆÖÇÕ

zA�r� � ~z0za�r�; �2:51�

ÊÆÇÔß ~z0 ì ÃÎËÉÂÌÛÂâ Í ÐÂÚÂÎÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ
×ÖÐÍÙËË ~Q�z�. ³ÓÂÄÐËÄÂâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (2.50) Ë (2.51),
ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ z0~z0 � 1. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÇÎËÚËÐÂ
za�r�=z0 ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ ÍÂÍ zA�r� Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÓÂÄÐÂ
ÇÆËÐËÙÇ ÒÓË r � 0. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÒÇÓÇÌÕË
ÑÕ z Í ÆÓÖÅÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, z=z0 ËÎË, ÍÂÍ
ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÑ, Í ÐÑÄÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z � z0=z.

´ÇÒÇÓß ÄÄÇÆÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ:

A�z; r� � zÿ1a�z; q�; �2:52�
B�z; rl; ~u; A� � zb�z; q�; �2:53�
~u � z2ul ÿd; ~u0 � z2u0l ÿd : �2:54�

´ÑÅÆÂ, ÖÚËÕÞÄÂâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ (2.42), ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.28) Ä
ÐÑÄÞØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÕÂÍ:

Aÿ1 � zÿ 1� z0�1ÿ Ls�rl���
� B�1; 0; ~u; A� ÿ B�z; rl; ~u; A�: �2:55�

¥ÂÎÇÇ, ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ r1 � ix �Re x > 0� ÃÎË-
ÉÂÌÛËÌ Í ÐÂÚÂÎÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ r � 0 ÍÑÓÇÐß ÖÓÂÄÐÇÐËâ
Aÿ1�z; r� � 0. ±ÑÎÂÅÂâ ÊÂÕÇÏ r � r1 Ä (2.55), ÒÑÎÖÚËÏ
ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ

zÿ 1� z0�1ÿ Ls�ixl���
� B�1; 0; ~u; A� ÿ B�z; ixl; ~u; A� � 0; �2:56�

ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ z Ë x. ¯ÂÍÑÐÇÙ,
ËÔÒÑÎßÊÖâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2.56) Ä (2.55), ÏÞ ÒÓËÆÇÏ Í
ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄËÆÖ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ:

Aÿ1� Aÿ10 �x; r� � B�z; ixl; ~u; A� ÿ B�z; rl; ~u; A�; �2:57�

ÅÆÇ

Aÿ10 �x; r� � z0�Ls�ixl� ÿ Ls�rl��: �2:58�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.57) ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ Ô ÕÑÉÆÇÔÕÄÑÏ (2.56) ÔÑÔÕÂ-
ÄÎâáÕ ÑÔÐÑÄÖ ËÊÎÂÅÂÇÏÑÅÑ ÊÆÇÔß ÏÇÕÑÆÂ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
ÒÓÑÃÎÇÏÞ ³¢¢³.

£ÂÉÐÞÏ ÚÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ àÕÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ âÄÎâÇÕÔâ
ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÏÑÏÇÐÕÑÄ

hR2miN �
�
R2mWN�R� ddR; m5 1; �2:59�

ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ËÔÍÑÏÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË, ÇÔÎË ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓÇÏÇ ¬ÂÓÎÇÏÂÐÂ [97]
ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇX

m5 1

hR2miÿ1=2mN � 1 ;

Õ.Ç. ÇÔÎË ÓâÆ ÔÎÇÄÂ ÓÂÔØÑÆËÕÔâ. ±ÑÆÔÕÂÄËÏ ÕÇÒÇÓß Ä
ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (2.59) ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

WN�R� �
 �

G

dz zN ~w�z; R�
! �

G

dz zNA�z; 0�
!ÿ1

; �2:60�

ÄÞÕÇÍÂáÜÇÇ ËÊ (2.4), (2.37), (2.39) Ë (2.52), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ

~w�z; R� �
�
exp�ÿiRq�A�z; r� ddr

�2p�d ; �2:61�

Â ÊÂÏÍÐÖÕÞÌ ÍÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ G ÄÞÃÓÂÐ ÕÂÍ,
ÚÕÑÃÞ ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ z � 0 Ë ÄÔÇ ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË
ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÐÂØÑÆËÎËÔß ÄÐÖÕÓË àÕÑÅÑ
ÍÑÐÕÖÓÂ. ¥ÂÎÇÇ, ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ, ÑÃÓÂÕÐÑÌ Í
(2.61), Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

A�z; r� � o
�1
0

Ls�rR�~w�z; R�R2s�1 dR : �2:62�

´ÑÅÆÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ�
d

dx2

�m

Ls�x� �
�
ÿ 1

4

�m G�s� 1�
G�s�m� 1�Ls�m�x� �2:63�

ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ Ä ËÕÑÅÇ

hR2miN � �ÿ4�m
G�s�m� 1�
G�s� 1� �

�
�
dz zN

h�
q
qr2

�m
A�z; r�

���
r�0

i
�
dz zNA�z; 0� : �2:64�

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (2.64) Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.57) ÔÎÇÆÖÇÕ

hR2iN � z0l
2�

�
�
dz zNA2�z; 0�

�
1ÿ 2 d

z0

qB�z; t;~u;A�
qt 2

���
t�0

�
�
dz zNA�z; 0� ; �2:65�

ÅÆÇ

Aÿ1�z; 0� � Aÿ10 �x; 0� � B�z; ixl; ~u; A� ÿ B�z; 0; ~u; A�:
�2:66�

°ÃÓÂÕËÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (2.57) Ë ÑÕÏÇÕËÏ ÑÆÐÑ
ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÄÂÉÐÑÇ ÇÅÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ, ÔÖÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÊÂÍÎá-
ÚÂÇÕÔâ Ä ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ

A ! A0 � aA; A0 ! A00 � aA0 ;

u! u0 � aÿ2u ; �2:67�
3*
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ÅÆÇ a ì ÐÇ ÓÂÄÐÞÌ ÐÖÎá ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÏÇÐâáÜËÌÔâ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ [98]. ¿ÕË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄ-
ÐÖá ÅÓÖÒÒÖ, ÐÂÊÞÄÂÇÏÖá ÑÃÞÚÐÑ ÅÓÖÒÒÑÌ ÓÇÐÑÓÏËÓÑ-
ÄÑÚÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ì ÓÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÑÌ (²¤). ¹ÕÑÃÞ
ÄÞâÔÐËÕß ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ²¤, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÂÔËÏÒÕÑÕË-
ÚÇÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌN!1 ËR4 l. ¯Ñ ÕÑÅÆÂ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (2.60) Ë
(2.61) ÄÞÕÇÍÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË WN�R� Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÐÂÕß ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
×ÖÐÍÙËËA�z; r� Ä ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÇÍ z � 1 Ë r � 0.
£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÄÔáÆÖ ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÊÐÂÚÇÐËâ z Ë r,
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÏË ÏÂÎÞÏ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕâÏ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÄÞÛÇ
ÕÑÚÇÍ. °ÕÔáÆÂ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ

Ls�x� � 1ÿ x2

2d
�O�x4�; x! 0; �2:68�

Ë (2.56) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËâ x ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË x � 0. ¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß Ä ×ÑÓ-
ÏÖÎÇ (2.60) ËÊÏÇÐËÕß ÚËÔÎÑ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÌ N Ä a ÓÂÊ, Õ.Ç.

N! N 0 � aN; a > 0; �2:69�
ÕÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚËÏ

WN�R� �
 �

dz0 �z0�N 0 ~w 0�z0;R�
! �

dz0 �z0�N 0A0�z0; 0�
!ÿ1

;

�2:70�
ÊÆÇÔß

z0 � z1=a; ~w 0 � a~w; A0 � aA : �2:71�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÊÐÂÚÇÐËÌ z Ë r
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.55) ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ Ä ÄËÆÇ

Aÿ1 � zÿ 1� z0r2l 2�2d�ÿ1�
� B�1; 0; ~u; A� ÿ B�z; rl; ~u; A�; �2:72�

ÕÑ, ÖÚËÕÞÄÂâ ²¤-ÔÄÑÌÔÕÄÂ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ Ä
(2.71), ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÕÂÍÉÇ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÌ àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ:

�A0�ÿ1 � z0 ÿ 1� z0r2l 21 �2d�ÿ1�
� B�1; 0; ~u0; A0� ÿ B�z0; rl1; ~u0; A0�; �2:73�

ÅÆÇ

l1 � laÿ1=2; �2:74�
~u0 � asÿ1~u : �2:75�

³ÓÂÄÐËÄÂâÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (2.60) Ë (2.70), Â ÊÂÕÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.72) Ë (2.73), ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÄÑÆÖ:
ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÚËÔÎÂ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÌ N Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑÏ (2.69) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ËÊÏÇÐÇÐËá ÆÎËÐÞ l ÑÆÐÑÅÑ
ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ (2.74) Ë ÄÇÎËÚËÐÞ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ
ÑÃÝÇÏÂ u0 ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓÂÄËÎÖ (2.75). ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÑÆÐÂÍÑ,
ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ àÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÑÕÐÑÔËÕÔâ ÎËÛß Í
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÔÎÖÚÂá �N!1; R4 l� Ë Ä ÔËÏÄÑÎË-
ÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ ÑÐÑ ÄÞÅÎâÆËÕ ÕÂÍ

WN�Rl ÿ1; u0l ÿd� �WaN�a1=2Rl ÿ1; asÿ1u0l ÿd�:
°ÕÔáÆÂ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÙÂÏË
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÃÎÖÉÆÂáÜÇÌ ÚÂÔÕËÙÞ

hR2iN � Nl 2w�N1ÿsu0l ÿd�; �2:76�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ w�x�ìÒÑÆÎÇÉÂÜÂâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÖÐËÄÇÓÔÂÎß-
ÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ. ªÊ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ×ÑÓÏÖÎÞ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÔÕß d � 4 �s � 1� ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÌ, ÒÑÔÍÑ-
ÎßÍÖ à××ÇÍÕ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ d > 4 �s > 1�
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÎÂÃÞÏ Ë ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÄÇÎËÚËÐÞ hR2iN
ÏÑÉÐÑ ÒÓËÏÇÐâÕß ÕÇÑÓËá ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ.

2.3. ²ÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÏÇÕÑÆ
°ÕÏÇÚÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÎÖÉÂÕ
ÃÂÊÑÌ ÓÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÑÄÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÓÇÛÇÐËâ ÇÅÑ. ¥Îâ
ÓÂÊÄËÕËâ àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.56) Ë
(2.57), ÒÇÓÄÑÇ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÏÇÉÆÖ ÄÇÎËÚËÐÂÏË z Ë x Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË
ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß n, Â ÄÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÕËÒ
ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍË r1 � ix ×ÖÐÍÙËË A�z; r�, ÚÕÑ ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕß ÄÞÚËÔÎËÕß ÆÓÖÅÑÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß Z.
°ÚÇÄËÆÐÑ, ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÂÚÂÕß Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË A�z; r� Ä ÕÑÚÍÇ
r � r1. ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ A�z; r� Ä ÄËÆÇ
A � A0G : �2:77�

´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÐÑÄÑÌ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ G ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ËÊ
(2.57) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

Gÿ1 � 1� F�x2l 2; r2l 2; ~u; G�; �2:78�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ

F�x2l 2; r2l 2; ~u; G� � A0�x; r��
� ÿB�z; ixl; ~u; A0G� ÿ B�z; rl; ~u; A0G�

�
; �2:79�

Â ×ÖÐÍÙËâ A0�x; r� Ä ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ x Ë r ÄÇÆÇÕ
ÔÇÃâ ÍÂÍ

A0�x; r� � 2d
�
z0�x2 � r2�l 2�ÿ1: �2:80�

¦ÔÎË Ä (2.78) ÒÑÎÑÉËÕß r � 0 Ë ÄÄÇÔÕË ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ

G0 � G
���
r�0

;

ÕÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ G0 ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
(2.56) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÕÂÍ:

Eÿ1 � Gÿ10 �A0�x; 0�
ÿ
B�z; 0; ~u; A0G� ÿ B�1; 0; ~u; A0G�

�
;

�2:81�

ÅÆÇ ÄÇÎËÚËÐÂ

Eÿ1 � �zÿ 1�A0�x; 0� �2:82�

ÒÓË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ x ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÑÕÐÑÛÇÐËá
�zÿ 1�=x2l 2. °ÕÔáÆÂ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
(2.81) ÔÎÖÉËÕ ÆÎâ ÒÓâÏÑÅÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ n, ÇÔÎË, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ×ÖÐÍÙËâ G ÖÉÇ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÂ.

°ÃÓÂÕËÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (2.78) Ë ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ
ÒÓË r2 � l ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ

G
���
r2�l
� 1; �2:83�

ËÎË, ÚÕÑ ÕÑ ÉÇ,

F�x2l 2; ll 2; ~u; G� � 0:
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µÏÐÑÉËÏ ÕÇÒÇÓß ÑÃÇ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.78) ÐÂ aÿ1 Ë
ÖÚÕÇÏ ²¤-ÔÄÑÌÔÕÄÂ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ
ÑÐÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÌ àÍÄËÄÂÎÇÐÕ-
ÐÑÌ ×ÑÓÏÇ

�G 0�ÿ1 � 1� F�x2l 2; r2l 2; ~u0; G 0� ÿ �1ÿ aÿ1�; �2:84�

ÅÆÇ

G 0 � aG; ~u0 � aÿ2~u :

¥ÂÎÇÇ ÄÞÃÇÓÇÏ ÊÐÂÚÇÐËÇ r2 � l0 ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ

G 0
���
r2�l0
� 1; �2:85�

Õ.Ç. ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.84) ÄÞÒÑÎÐâÎÑÔß ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

F�x2l 2; l0l 2; ~u0; G 0� � 1ÿ aÿ1:

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÊÐÂÚÇÐËÇ l0 ÊÂÄËÔËÕ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÑÕ
x2; l 2; ~u Ë a. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ G ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄËÏÑ Ä ×ÑÓÏÇ

Gÿ1 � 1� F�x2l 2; r2l 2; ~u; G� ÿ F�x2l 2; ll 2; ~u; G�; �2:86�

ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ

G! G 0; ~u! ~u0; l! l0 : �2:87�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ G ÏÞ
ÄÒÓÂÄÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËá ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ

G � G�x2lÿ1; r2lÿ1; ~u�;

ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (2.83), ÊÂÒËÔÂÐÐÑÇ Ä ÄËÆÇ

G�x2lÿ1; 1; ~u� � 1; �2:88�

ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË. ²ÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÑÄÑÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.78) ÕÇÒÇÓß ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑÏ

aG�x2lÿ1; r2lÿ1; ~u� � G�x2�l0�ÿ1; r2�l0�ÿ1; ~u0�; �2:89�

ÑÊÐÂÚÂáÜËÏ, ÚÕÑ ÖÏÐÑÉÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË G ÐÂ ÑÕÎËÚÐÑÇ ÑÕ
ÐÖÎâ ÚËÔÎÑ a àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ËÊÏÇÐÇÐËá ÕÑÚÍË ÐÑÓÏËÓÑÄÍË
l Ë ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÇ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ ~u. ±ÑÎÂÅÂâ
r2 � l0 Ä (2.89) Ë ÖÚËÕÞÄÂâ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË

G�x2�l0�ÿ1; 1; ~u0� � 1;

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (2.85), ÒÑÎÖÚËÏ

aÿ1 � G�x2lÿ1; l0lÿ1; ~u�;

Ë ÕÑÅÆÂ Ä ÐÑÄÞØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ

x � x2

l
; y � r2

l
; t � l0

l

ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (2.89) ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

G�x; y; ~u� � G�x; t; ~u�G
�
x

t
;
y

t
; ~uG2�x; t; ~u�

�
: �2:90�

¦ÔÎË ÑÃÇ ÚÂÔÕË ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÄÑÊÄÇÔÕË Ä ÍÄÂÆÓÂÕ,
Â ÊÂÕÇÏ ÖÏÐÑÉËÕß ÐÂ ~u, ÕÑ Ä ËÕÑÅÇ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ²¤-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÄÇÎË-
ÚËÐÞ

V�x; y; ~u� � ~uG2�x; y; ~u� �2:91�

×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

V�x; y; ~u� � V
ÿ
xtÿ1; ytÿ1; V�x; t; ~u�� �2:92�

ÔÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË

V�x; 1; ~u� � ~u : �2:93�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.92) âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÏÍÐÖÕÞÏ Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÓÇÛÇÐÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÄËÆÇ [76]. °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ
ÙÇÎÇÌ ÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÑ ËÏÇÕß ÆÇÎÑ Ô ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏË
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ­Ë ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÓÇÐÑÓÏ-
ÅÓÖÒÒÞ. ¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ­Ë, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÆÎâ V�x; y; ~u�, ÒÓÑÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏ ÑÃÇ ÚÂÔÕË ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÂ (2.92) ÒÑ y Ë ÊÂÕÇÏ ÒÑÎÑÉËÏ t � y. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ËÏÇÇÏ

y
qV�x; y; ~u�

qy
� b

�
x

y
; V�x; y; ~u�

�
; �2:94�

ÅÆÇ

b�x; ~u� � qV�x; y; ~u�
qy

����
y�1

; �2:95�

Â ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.94) ÔÎÖÉËÕ
ÖÔÎÑÄËÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË (2.93). ¦ÔÎË ÉÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (2.92)
ÒÓÑÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÕß ÒÑ t Ë ÊÂÕÇÏ ÒÑÎÑÉËÕß t � 1, ÕÑ
ÏÞ ÒÓËÆÇÏ Í ÆÓÖÅÑÌ ×ÑÓÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ­Ë:�

x
q
qx
� y

q
qy
ÿ b�x; ~u� q

q~u

�
V�x; y; ~u� � 0:

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË
G�x; y; ~u�. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÑÃÇ ÚÂÔÕË
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (2.90) ÒÑ y Ë ÒÑÎÂÅÂâ ÊÂÕÇÏ t � y, ÐÂØÑÆËÏ

q lnG�x; y; ~u�
q ln y

� g
�
x

y
; V�x; y; ~u�

�
; �2:96�

ÅÆÇ

g�x; ~u� � qG�x; y; ~u�
qy

����
y�1

; �2:97�

Â ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.96) ÔÎÖÉËÕ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (2.88). ¦ÔÎË ÉÇ ÒÓÑÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÕß ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑ (2.90) ÒÑ t, ÒÑÔÎÇ ÚÇÅÑ ÒÑÎÑÉËÕß t � 1, ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ�

x
q
qx
� y

q
qy
ÿ b�x; ~u� q

q~u

�
lnG�x; y; ~u� � g�x; ~u�:

ªÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ (2.95) Ë (2.97) ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÔÄâÊß
ÏÇÉÆÖ ×ÖÐÍÙËâÏË b�x; ~u� Ë g�x; ~u�:

b�x; ~u� � 2~ug�x; ~u�:
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±ÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ²¤-ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑ ÒÑÎÇÊÐÞÏË ÒÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ
ÔÄÑÌÔÕÄ ×ÖÐÍÙËË G�x; y; ~u�. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÚÕÑÃÞ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎËÕß ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË G�x; y; ~u�, ÍÑÅÆÂ x5 y Ë y! 0,
ÄÞÃÇÓÇÏ ÕÑÚÍÖ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË l, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÖá ÐÇÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÖ

x2 5 r29l ;

Ë Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.94) ÒÇÓÇÌÆÇÏ Í ÒÓÇÆÇÎÖ, ÖÔÕÓÇÏÎââ x2 Í
ÐÖÎá. ´ÑÅÆÂ, ÑÃÑÊÐÂÚÂâ

V�y; ~u� � lim
x!0

V�x; y; ~u�; �2:98�

b�~u� � qV�y; ~u�
qy

����
y�1

; �2:99�

ÏÞ ÒÓËÆÇÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

y
qV�y; ~u�

qy
� b�V�y; ~u��; �2:100�

Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ

V�1; ~u� � ~u : �2:101�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.100) ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ Ô ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (2.101) ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß Ä ×ÑÓÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÇÎÎ-®ÂÐÐÂë­ÑÖ:

�V�y;~u�

~u

bÿ1�t� dt � ln y ; �2:102�

ÑÚÇÐß ÖÆÑÃÐÑÌ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ
ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ V�y; ~u� Ä ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
y ËÎË r2 5 l.

³ÎÇÆÖâ ÑÒËÔÂÐÐÑÌ ÊÆÇÔß ÔØÇÏÇ ÄÞÄÑÆÂ ²¤-ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ë
ÏÇÐââ ÓÑÎâÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ x2 Ë r2, Õ.Ç. ÔÚËÕÂâ ÕÇÒÇÓß
ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá x2 ÎËÆËÓÖáÜÇÌ, ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ Ä ËÕÑÅÇ ÔÑÄÇÓ-
ÛÇÐÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÒÑ ×ÑÓÏÇ ²¤-ÖÓÂÄÐÇÐËâ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ²¤-ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ, à××ÇÍÕËÄ-
ÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß
ÑÃÝÇÏÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÇÍ
x � 0 Ë r � 0 âÄÎâÇÕÔâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÌ ËÔÍÎáÚÇÐÐÞÌ
ÑÃÝÇÏ. ±ÑàÕÑÏÖ, ÚÕÑÃÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ×ÖÐÍÙËË G�y; ~u� ÒÓË y! 0, ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑ ÊÐÂÕß, ÍÂÍ ÒÓË àÕÑÏ ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ ÄÇÎËÚËÐÂ V�y; ~u�.
¯Ñ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ×ÖÐÍ-
ÙËË b�V� Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2.100).

£ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÍÑÅÆÂ ÄÇÎËÚËÐÂ b�V� ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂ, ÕÑ
Ä ÔÎÖÚÂÇ y! 0 ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÌ ËÔÍÎáÚÇÐÐÞÌ ÑÃÝÇÏV�y; ~u�
ÃÖÆÇÕ ÖÃÞÄÂÕß. ¦ÔÎË ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË V � ~u� < ~u
×ÖÐÍÙËâ b�V� ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ë ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.102) ÓÂÔØÑÆËÕÔâ, ÕÑ, ÔÕÂÎÑ ÃÞÕß, Ë ÒÓÂÄÂâ
ÚÂÔÕß àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÑÎÉÐÂ ÑÃÓÂÜÂÕßÔâ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÔÕß.ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÒÓË y! 0 ËÏÇÇÏV�y; ~u� ! ~u�, ÅÆÇ
b�~u�� � 0. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÔÓÇÆË ÐÖÎÇÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË b�V� ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ËÏÇÇÕÔâ ~u� � 0.

¦ÔÎËÉÇ ÄÇÎËÚËÐÂ b�V� ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ, ÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÔËÕÖÂÙËâ ÑÃÓÂÕÐÂâ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓË y! 0 ×ÖÐÍÙËâ
V�y; ~u� ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ. ±ÓËÚÇÏ, ÇÔÎË ×ÖÐÍÙËâ b�V� ÑÃÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ä ÕÑÚÍÇ V � ~u� > ~u Ë ËÐÕÇÅÓÂÎ Ä (2.102)
ÓÂÔØÑÆËÕÔâ, ÕÑ V�y; ~u� ! ~u�, ÍÑÅÆÂ y! 0. ¦ÔÎË ÉÇ ×ÖÐÍ-
ÙËâ b�V� ÐÇ ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÌ ÒÓË V > ~u, ÕÑ V�y; ~u� ! 1, ÍÑÅÆÂ
y! 0.

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÐÖÎË ×ÖÐÍÙËË b�V� ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÔÕÂÃËÎßÐÞÏË Ë ÐÇÔÕÂÃËÎßÐÞÏË. ¬ÑÅÆÂ ÄÇÎËÚËÐÂV ÎÇÉËÕ
Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÔÕÂÃËÎßÐÑÅÑ ÐÖÎâ ~u�, ÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÌ
ËÔÍÎáÚÇÐÐÞÌ ÑÃÝÇÏ V�y; ~u� ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ~u� ÒÓË y! 0. £
ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÐÖÎß ~u� ÐÇÔÕÂÃËÎÇÐ, ÄÇÎËÚËÐÂ V�y; ~u�
ÒÓË y! 0 ÖÆÂÎâÇÕÔâ ÑÕ ~u�, ÔÕÓÇÏâÔß Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÐÖÎá
ÎËÃÑ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË b�V� ÑÃÞÚÐÑ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÕÇÑÓËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÕÑ ÓÇÂÎßÐÑ ÏÑÉÐÑ
ÔÖÆËÕß Ñ ÇÇ ÒÑÄÇÆÇÐËË ÎËÛß Ä ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË
V � 0, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ b�0� � 0. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË Ä àÕÑÌ
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÄÇÎËÚËÐÂ b�V� ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂ, ÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÞÌ ËÔÍÎáÚÇÐÐÞÌ ÑÃÝÇÏV�y; ~u� ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá, ÍÑÅÆÂ
y! 0. ¦ÔÎË ÉÇ ×ÖÐÍÙËâ b�V� ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ ÄÃÎËÊË ÐÖÎâ,
ÕÑ ÒÓË y! 0 ÄÇÎËÚËÐÂ V�y; ~u� ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÚÇÅÑ ÏÞ ÄÞØÑÆËÏ ÊÂ ÓÂÏÍË ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ.

2.4. ¥ËÂÅÓÂÏÏÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ à××ÇÍÕÂ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ
ÑÃÝÇÏÂ
¬ÂÍ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß, ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË WN�R�, ÍÑÅÆÂ N!1 Ë R4 l,
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÐÂÕß ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË A�z; r� Ä ÏÂÎÑÌ
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÇÍ z � 1 Ë r � 0 ËÎË, ÚÕÑ ÕÑ ÉÇ, ×ÖÐÍÙËË
G�x; y; ~u� ÄÃÎËÊË x � 0 Ë y � 0. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË ÑÃÎÂÔÕâÏË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÄÑ ÄÔÇØ
ÚÎÇÐÂØ ÓâÆÂ Ä (2.34), ÑÚÇÄËÆÐÑ, âÄÎâáÕÔâ ÕÇ ÑÃÎÂÔÕË, Ä
ÍÑÕÑÓÞØ ÊÐÂÚÇÐËâ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ Ö ÄÔÇØ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ ÒÑ ÏÑÆÖÎá ÏÂÎÞ, Õ.Ç. ÍÑÅÆÂ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ k ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÖÔÎÑÄËÇ:
kl5 1. ¥Îâ ÕÂÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ k ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÐÇÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÑ kr0 5 1, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ r0 < l, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÏ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ËÊÄÇÔÕÐÑÇ Ä ÕÇÑÓËË ÒÑÎËÏÇÓÑÄ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËÇ

f�r� � ÿu0d�r�; �2:103�

ËÎË ~u � ~u0 Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË Ä (2.3) Ë (2.31).
³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÍÑÅÆÂ ÄÇÎËÚËÐÂ k ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ë

ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÌ k0lÿ1 (Â ÔÑÒÓâÉÇÐÐÂâ ÇÌ ÄÇÎËÚËÐÂ
R, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÖÃÞÄÂÇÕ ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËÌ R9l), ÑÃÝÇÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÆÑÔÕÖÒÐÑÌ ÆÎâ ÃÎÖÉÆÂáÜÇÌ
ÚÂÔÕËÙÞ, ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ à××ÇÍÕÂ
ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕË WN�R� Ä ÑÃÎÂÔÕË R9l Ë, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ×ÖÐÍÙËâ
A�z; k� ÆÎâ k0lÿ1 ÆÑÎÉÐÞ ÒÓËÐËÏÂÕß ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÏÂÎÞÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÑÃÎÂÔÕß ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ k0lÿ1 ÄÑ
ÄÔÇØ ÚÎÇÐÂØ ÓâÆÂ Ä (2.34) ÄÐÑÔËÕ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ë
ÏÞ ÄÒÓÂÄÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ~u�k� � ~u0 Ä (2.34)
ÆÎâ ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ k.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÂÅÂâ ~u�j� � ~u0 Ë ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ
ÄÐËÏÂÐËÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ (2.52) ë (2.54), ÓâÆ Ä (2.34) ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß ÕÂÍ:

B�z; rl; ~u0; A� � ÿu1 ~w�z; 0��

� u21

�
A�z; qÿ j�M�z; k� ddk

�2p�dÿ

ÿ 2u31

�
A�z; qÿ j�M2�z; k� ddk

�2p�d � . . . ; �2:104�

ÊÆÇÔß

u1 � z2u0 � ~u0l d ;
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Â ×ÖÐÍÙËË ~w�z; 0� Ë M�z; k� ÔÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (2.61)
ÓÂÄÐÞ

~w�z; 0� �
�
A�z; k� ddk

�2p�d ; �2:105�

M�z; k� �
�
A�z; jÿ j0�A�z; k0� d

dk0

�2p�d �

� o
�1
0

Ls�kR�~w2�z; R�R2s�1 dR : �2:106�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËÐâÕÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÚÎÇÐÞ
ÓâÆÂ Ä (2.34), ÐÂÒÓËÏÇÓ, ËÊÑÃÓÂÉÂÇÏÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 6 ÕÓÇÕßÇÌ Ë
ÚÇÕÄÇÓÕÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏË, ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÕÇÒÇÓß ÔÑÄÇÓ-
ÛÇÐÐÑ ÑÆËÐÂÍÑÄÑ. ¥ÂÎÇÇ, ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÖÅÎÂÏ ÄÑ
ÄÔÇØ ÚÎÇÐÂØ ÓâÆÂ (2.104) ÒÓËÄÑÆËÕ ÒÑÔÎÇÆÐËÌ Í ÄËÆÖ

B�z; rl; ~u0; A� � ÿu1 ~w�z; 0��

� ou21

�1
0

Ls�rR�~w3�z; R�R2s�1 dRÿ

ÿ 2o2u31

�1
0

dRR2s�1Ls�rR�~w�z; R��

�
�1
0

Ls�Rk�M2�z; k�k2s�1 dk

�2p�d � . . . �2:107�

¥ËÂÅÓÂÏÏÐÑÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÚÎÇÐÑÄ ÓâÆÂ Ä (2.107)
ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÓâÆÂ
(2.34) ÐÂ ÓËÔ. 6 Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ "ÔÕâÅËÄÂÐËâ" ÄÑÎÐËÔÕÑÌ
ÎËÐËË Ä ÕÑÚÍÖ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÎ
ÏÐÑÉËÕÇÎß ÿ~u0=�2p�d Ë Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÂÍÑÌ ÕÑÚÍÇ, ÒÑ-ÒÓÇ-
ÉÐÇÏÖ, ÄÞÒÑÎÐâÎÔâ "ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ". £
ËÕÑÅÇ ÏÞ ÒÓËÆÇÏ Í ÆËÂÅÓÂÏÏÐÑÏÖ ÓâÆÖ ÐÂ ÓËÔ. 7, ÅÆÇ
ÍÄÂÆÓÂÕ Ä ÆËÂÅÓÂÏÏÇ (

P
) ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß

ÆËÂÅÓÂÏÏ Ô ÚÇÕÞÓßÏâ ÄÐÇÛÐËÏË ÎËÐËâÏË (ÓËÔ. 8),
ÐÂÊÞÄÂÇÏÖá ÑÃÞÚÐÑ ÄÇÓÛËÐÐÑÌ ÚÂÔÕßá ËÎË ÒÑÎÐÞÏ
ÚÇÕÞÓÇØÒÑÎáÔÐËÍÑÏ. ±ÓË àÕÑÏ ÑÚÇÐß ÄÂÉÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÄÇÓÛËÐÐÑÌ ÚÂÔÕË Y ÏÑÉÐÑ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ [66], ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ Ô ÑÔÐÑÄÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
ÑÃÓÂÊÖáÕ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÔËÔÕÇÏÖ.

³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÐÂ
ÓËÔ. 9 ÔÖÏÏÖ ÕÂÍËØ ÆËÂÅÓÂÏÏ ËÊ ÒÑÎÐÑÅÑ 4-ÒÑÎáÔÐËÍÂ Y,
ÍÂÉÆÖá ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÇÚß ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ
ÒÓâÏÑÌ ÐÂ ÆÄÇ ÚÂÔÕË, ÔÑÇÆËÐÇÐÐÞÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÕÑÎßÍÑ
ÆÄÖÏâ ÎËÐËâÏË. ®ÇÉÆÖ 4-ÒÑÎáÔÐËÍÂÏË X Ë Y ÐÇÕÓÖÆÐÑ
ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÔÄâÊß Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÇÕÇë³ÑÎÒËÕÇÓÂ
(ÓËÔ. 10). µÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂ ÓËÔ. 10 ÏÑÉÐÑ ÑÃÓÂÕËÕß, Õ.Ç.
ÓÇÛËÕß ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ 4-ÒÑÎáÔÐËÍÂ X. £
ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÏÇÕÑÆ ËÕÇÓÂÙËÌ, ÒÑÎÖÚËÏ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑ ÐÂ ÓËÔ. 11, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ 4-ÒÑÎáÔÐËÍ X ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐ ÚÇÓÇÊ ÒÑÎÐÞÌ 4-ÒÑÎáÔÐËÍ Y. ¥ÂÎÇÇ, ÒÖÔÕß
ÓËÔ. 12 ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÖÏÏÖ ÕÂÍËØ ÆËÂÅÓÂÏÏ ËÊ ÄÇÓÛËÐÐÑÌ
ÚÂÔÕË Y, ÍÂÉÆÖá ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇÎßÊâ ÓÂÔÔÇÚß ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ, ÐÑ Ë ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÌ ÒÓâÏÑÌ ÐÂ ÆÄÇ ÚÂÔÕË,
ÔÑÇÆËÐÇÐÐÞÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÎËÛß ÆÄÖÏâ ÎËÐËâÏË. ´ÂÍÑÌ 4-
ÒÑÎáÔÐËÍ K ÐÂÊÑÄÇÏ ÍÑÏÒÂÍÕÐÞÏ. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¢ÇÕÇë
³ÑÎÒËÕÇÓÂ ÐÂ ÓËÔ. 10 ÏÑÉÐÑ ÕÇÒÇÓß ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ
ÓËÔ. 13. ±ÓË àÕÑÏ ÍÑÏÒÂÍÕÐÞÌ 4-ÒÑÎáÔÐËÍ K ÕÂÍÉÇ
ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ ÒÑÎÐÞÌ 4-ÒÑÎáÔÐËÍ Y (ÓËÔ. 14).
ªÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÊÆÇÔß âÄÎâÇÕÔâ ÎËÛß ÒÇÓÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ì

b�z; r� � � �

�P��a�

�a�

� � � 2� � . . .

�b� �c�

²ËÔ. 7

Y � � �� � � � � . . .

²ËÔ. 8

X12;34 �
2 3

1 4

²ËÔ. 9

� �
2 3

1 4

2 3

1 4

2

1

3

4

²ËÔ. 10

� ÿ �
2 3

1 4

2 3

1 4

2

1

3

4

2

1

3

4

� ÿ . . .

²ËÔ. 11

K12;34 �
2 3

1 4

²ËÔ. 12

2 3

1 4

� �

2

1

3

4

3

1

2

4

4

1

3

2

2 3

1 4

� � �

²ËÔ. 13

� �� � � � . . .

²ËÔ. 14
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ÕÑÚÍÂ, ÑÃÑÊÐÂÚÂáÜÂâ ÄÇÎËÚËÐÖ ÿ~u=�2p�d. ®ÇÉÆÖ 4-
ÒÑÎáÔÐËÍÂÏË X Ë K, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÐÂ ÓËÔ. 15. °ÕÔáÆÂ ÕÑÅÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂ ÓËÔ. 13
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÐÂ ÓËÔ. 16. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÇÔÎË Ä
ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË,
ËÊÑÃÓÂÉÇÐÐÞÏË ÐÂ ÓËÔ. 11 Ë 14, ÕÑ ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË A�z; k� ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ ÄÇÓÛËÐÐÑÌ ÚÂÔÕË Y
ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂ ÓËÔ. 17. ¯Â àÕÑÏ ÏÞ ÊÂÍÑÐÚËÏ
ËÊÎÑÉÇÐËÇ ÑÃÜËØ ÄÑÒÓÑÔÑÄ Ë ÒÇÓÇÌÆÇÏ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ
Í ÓÇÛÇÐËá ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÊÂÆÂÚË.

3. ³ÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËÇ ÃÎÖÉÆÂÐËâ
Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ô ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá d4 4

3.1. ®ÂÎÞÌ ËÔÍÎáÚÇÐÐÞÌ ÑÃÝÇÏ. ´ÇÑÓËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ
£ÐÂÚÂÎÇ ÏÞ ÍÓÂÕÍÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ÔÎÖÚÂÌ,
ÍÑÅÆÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ ~u0 ÃÎÖÉÆÂáÜÇÌ
ÚÂÔÕËÙÞ ÏÂÎÂ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ, ÚÕÑ

~u0N1ÿs 5 1 �3:1�
ÆÎâ d < 4 �s < 1�. ¹ÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐ ÒÑÊÉÇ Ë Ä ÆÓÖÅÑÏ ÂÔÒÇÍÕÇ. µÔÎÑÄËÇ (3.1) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÐÂÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÕÇÑÓËá ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÇÎË-
ÚËÐÂ ~u0N1ÿs ÄÞÔÕÖÒÂÇÕ Ä ÓÑÎË ÏÂÎÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ. £ÔâÍËÌ
ÓÂÊ, ÍÑÅÆÂ ÏÞ ÖÆÇÓÉËÄÂÇÏ ÎËÛß ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÚÎÇÐÑÄ
ÓâÆÂ Ä (2.107), ÚÕÑÃÞ ÄÞÚËÔÎËÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË A�z; k� ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.57),
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÃÎËÉÂÌÛËÇ Í ÐÂÚÂÎÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË r1;2 � �ix �Re x > 0� àÕÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ
âÄÎâáÕÔâ ÒÓÑÔÕÞÏË ÒÑÎáÔÂÏË. ´ÑÅÆÂ, ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ

ÄÐËÏÂÐËÇ àÕÑ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ ÒÓË ÑÙÇÐÍÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ~w�z; R� ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÇ (2.61), ÒÑÎÖÚËÏ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ R
�R4 l� ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:

~w�z; R� � 2d
��2p�d=2l 2a�x��ÿ1�xRÿ1�sKs�xR�; �3:2�

ÊÆÇÔß

a�x� � z0Ls�1�ixl� ÿ 2d
q
qt 2

B�z; t; ~u0; A�
����
t�ixl

; �3:3�

ÂKs�z�ì×ÖÐÍÙËâ®ÂÍÆÑÐÂÎßÆÂ [99]. ¦ÔÎË Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (3.3) ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ (2.107), ÕÑ
ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ a�x� ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

a�x� � z0Ls�1�ixl��

� ou21l
ÿ2
�1
0

Ls�1�ixR�~w3�z; R�R2s�3 dRÿ

ÿ 2o2u31l
ÿ2
�1
0

dRR2s�3Ls�1�ixR�~w�z; R��

�
�1
0

Ls�Rk�M2�z; k�k2s�1 dk

�2p�d � . . . ; �3:4�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÊÂÏÍÐÖÕÞÏ Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâ (3.2).

´ÇÒÇÓß, ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕË WN�R� ÒÓË N!1 Ë R4 l, ÒÑÆÔÕÂÄËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
(3.2) Ä ×ÑÓÏÖÎÖ (2.60) Ë Ä ËÐÕÇÅÓÂÎÇ, ÔÕÑâÜÇÏ Ä ÚËÔÎËÕÇÎÇ
ÇÇ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË, ÒÇÓÇÌÆÇÏ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂ-
ÐËâ z Í ÆÓÖÅÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x ÒÓË ÒÑÏÑÜË ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ
(2.56). ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÇÔÎË ÖÚÇÔÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËÇ ×ÖÐÍÙËË Ks�z� ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÇÇ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ:

Ks�z� �
�
p
2z

�1=2

exp�ÿz�; z4 1; �3:5�

ÕÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËÆÇÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ
×ÑÓÏÖÎÇ:�

dz zN ~w�z; R� � const � Rÿsÿ�1=2��

�
�
dx xs��1=2�~a�x�aÿ1�x� exp�NH�x; RNÿ1��; �3:6�

Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ ~a�x� Ë H�x; t� ÓÂÄÐÞ

~a�x� � z0Ls�1�ixl� � 2d
qB�z; ixl; ~u0; A�

q�xl�2 ;

H�x; t� � z0D�xl� � B�z; ixl; ~u0; A� ÿ B�1; 0; ~u0; A� ÿ xt ;

ÅÆÇ

D�x� � Ls�ix� ÿ 1:

£ ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ N!1, Â ÑÕÐÑÛÇÐËÇ R=Nl ×ËÍÔËÓÑ-
ÄÂÐÑ Ë �R=Nl�5 1, ÄÇÎËÚËÐÖ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (3.6) ÏÑÉÐÑ
ÑÙÇÐËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ ÒÇÓÇÄÂÎÂ. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÐÂÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÅÎÂÄÐÞÌ ÚÎÇÐ ÇÅÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ä ÄËÆÇ�

dz zN ~w�z; R� � const � �Nl 2�ÿ3=2aÿ1�x0��
� �x0Rÿ1�sÿ�1=2�hÿ1=2�RNÿ1� exp

ÿ
NH�x0; RNÿ1�

�
; �3:7�

2 3

1 4

� �

3

1

2

4

4

1

2

3

� �

2 3

1 4

²ËÔ. 15

2 3

1 4

2 3

1 4

4 2

1 3

3 2

1 4

2 3

1 4

2� � � � ÿ

²ËÔ. 16

� � ÿ

2 3

1 4

2

1

3

4

4

1

2

3

3

1

2

4

� �� � �

� ÿ . . . � � . . .

3

4

2

1

32
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ÊÆÇÔß

h�RNÿ1� �
����q2H�x; RNÿ1�q�xl�2

����
x�x0

;

Â ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ ÕÑÚÍÂ x � x0 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

x0~a�x0� � dR�Nl 2�ÿ1:

´ÑÅÆÂ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (2.60) Ë (3.7), ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË WN�R� ÐÂØÑÆËÕÔâ ÒÓÑÔÕÑ ËÊ
ÖÔÎÑÄËâ ÇÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË. ´ÂÍ, Ä ÔÎÖÚÂÇ d � 3 �s � 1=2� Ë
d � 4 �s � 1� Ä ÓÂÃÑÕÇ [100] ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ WN�R� ÄÑ ÄÕÑÓÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ ÏÂÎÑÏÖ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ ~u0N1ÿs.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÄÞÚËÔÎËÏ ÄÇÎËÚËÐÖ hR2iN Ä ÒÇÓÄÑÏ
ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ ~u0N1ÿs, ÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ N!1, ~u0 ! 0, ÐÑ
~u0N1ÿs 5 1. ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ
(2.65) Ë ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ×ÖÐÍÙËË B�z; rl; ~u0; A� ÑÕ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÌ r Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ ~u0N1ÿs, ÍÂÍ àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ (2.107). ´ÑÅÆÂ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË ×ÑÓÏÖÎÖ (2.65) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÕÂÍ:

hR2iN � l 2
�
dz zNDÿ2�xl�

 �
dz zNDÿ1�xl�

!ÿ1
; �3:8�

ÒÓËÚÇÏ

zÿ 1 � z0D�xl� � u0
ÿ

~w�1; 0� ÿ ~w�z; 0��: �3:9�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ N!1, ÕÑ ÐÂËÃÑÎßÛËÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÊÐÂÚÇÐËâ
ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ Ä (3.8) ÄÐÑÔËÕ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕß ÕÑÚÍË z � 1 ËÎË
x � 0, ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÚÇÅÑ ÏÞ ÄÒÓÂÄÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËâ

zN � exp
�
N�zÿ 1��;

D�xl� � �xl�2�2d�ÿ1 �O�x4l 4�:

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
(3.9) Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË z � 1, ÒÓËÏÇÏ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ
×ÑÓÏÖÎÖ

Ks�x� � 21ÿsGÿ1�s�xsKs�x� �

� 1ÿ G�1ÿ s�
G�1� s�

�
x

2

�2s

�O�x2�; x! 0; �3:10�

ÍÑÅÆÂ 0 < s < 1. ´ÑÅÆÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (3.10)
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ~w�z; R� Ä (3.2) ÒÓË z! 1 �x! 0� ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

~w�z; R� � 2sdG�s�zÿ10 �2pl 2�ÿd=2�

�
"�

l

R

�2s

ÿ G�1ÿ s�
G�1� s�

�
xl
2

�2s

�O

 
�xl�2

�
R

l

�2�1ÿs�!#
:

�3:11�

¦ÔÎË Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ×ÑÓÏÖÎÇ ÒÇÓÇÌÕË Í ÒÓÇÆÇÎÖ ÒÓË z! 1
�x! 0�, ÕÑ, ÑÃÑÊÐÂÚËÄ

~w�1; R� � lim
z!1

~w�z; R�;

ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÓÂÊÐÑÔÕß

~w�1; R� ÿ ~w�z; R� �3:12�

ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ zÿ 1 (ËÎË xl) ÒÑÚÕË ÐÇ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ R. ±ÑàÕÑÏÖ ÅÎÂÄÐÞÌ ÚÎÇÐ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÄÇÎË-
ÚËÐÞ (3.12) ÏÞ ÒÓËÓÂÄÐâÇÏ Í ÓÂÊÐÑÔÕË

~w�1; 0� ÿ ~w�z; 0�;
ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÌ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ (3.11) ÆÂÇÕ

~w�1; 0� ÿ ~w�z; 0� � dG�s�G�1ÿ s�
z0�2pl 2�d=2G�1� s�

�
x2l 2

2

�s

:

´ÇÒÇÓß ÄÄÇÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ

g � �d�2pz0l 2�ÿ1�d=2u0N1ÿs;

l � z0N�xl�2�2d�ÿ1

Ë Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (3.8) ÒÇÓÇÌÆÇÏ Í ÐÑÄÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËâ l ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

N�zÿ 1� � l� G�1ÿ s�glssÿ1:
´ÑÅÆÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ hR2iN Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ g
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

hR2iN � z0Nl 2
�
dl�exp l�lÿ2F�l��

�
��

dl�exp l�lÿ1F�l�
�ÿ1

; �3:13�

ÅÆÇ

F�l� � 1� G�1ÿ s�g�lsÿ1 � lssÿ1�:

¥ÂÎÇÇ, ÖÚËÕÞÄÂâ ×ÑÓÏÖÎÖ

1

2pi

�c�i1
cÿi1

dl exp�ÿtl�lÿn � tnÿ1

G�n�

ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ Ä (3.13) Ë ÊÂÏÇÐââ ÄÇÎËÚËÐÖ
z0 � z0�~u0� ÇÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ z0�0� � 1, ÏÞ ÒÑÎÖ-
ÚËÏ Ä ËÕÑÅÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ

hR2iN � Nl 2
�
1� g

��1ÿ s��2ÿ s��ÿ1 � . . .
	
; �3:14�

ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÌ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ hR2iN Ä ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ Í àÕÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ [3].

3.2. ²ÂÊÏÇÓÐÑÔÕß d=4
±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÊÆÇÔß ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ,
ÔÆÇÎÂÇÏ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÑÃÜËØ ÊÂÏÇÚÂÐËÌ, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÆÎâ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ³¢¢³ ÒÓË ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËâØ d4 4.

°ÃÓÂÕËÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (2.78) Ë ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÄÇÎËÚËÐÞ F ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.79) ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËÇÏ Ä (2.107). ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË B�z; rl; ~u; A� ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË ~u�k� � ~u0
ÆÎâ ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ k, ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÚÇÅÑ ÕÇÒÇÓß
ÖÔÕÓÂÐÇÐÑ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÔÄÇÓØÖ ÐÂ ÑÃÎÂÔÕß ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂ-
ÐËâ ÒÑ àÕÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÑ ËÊÃÇÉÂÐËÇ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÌ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË ÐÂ ÄÇÓØÐÇÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÒÓË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂ-
ÐËË ÒÑ k ÏÞ ÄÞÐÖÉÆÇÐÞ ÄÄÇÔÕË Ä ÕÇÑÓËá ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÑÃÓÇÊÂÐËâ. ¯Ñ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ²¤-ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ÑÔÐÑÄ-
ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÐÇ ÆÑÎÉÇÐ
ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ àÕÑÅÑ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ. ªÏÇÇÕÔâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÒÑÔÑÃÑÄ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËË ÓÂÔ-
ØÑÆâÜËØÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [101]), ÑÆÐÂÍÑ ÆÎâ

µ¶¯, Õ. 164, å 6
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àÕÑÌ ÙÇÎË Ä ÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÑ
ÒÓËÏÇÐËÕßÏÇÕÑÆ, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂáÜËÌÔâ ÑÕ ËÊÄÇÔÕ-
ÐÞØ ÒÑÆØÑÆÑÄ. ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÒÓË ÄÞÃÑÓÇ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË A�z; k� Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(2.78) ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ×ÖÐÍÙËË ®ÂÍÆÑÐÂÎßÆÂ
Km�z�, ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ Ä ÒÇÓÄÖá ÑÚÇÓÇÆß ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓËÐâÕß ÄÑ
ÄÐËÏÂÐËÇ ÇÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÒÓË ÏÂÎÞØ Ë
ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ z:

Km�z� �
2mÿ1G�m�zÿm; 0 < z5 1;

m > 0;���
p
p �2z�ÿ1=2 exp�ÿz�; z4 1:

8<: �3:15�

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÄÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ Km�z� ÒÓË
ÍÂÉÆÑÏ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË z �z 6� 0� âÄÎâÇÕÔâ
ÙÇÎÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÑÕ ËÐÆÇÍÔÂ m, ÍÑÕÑÓÞÌ, ÍÂÍ ÃÖÆÇÕ
ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ, ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÄâÊÂÐ Ô
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, Ë ÒÓË àÕÑÏ Kÿm�z� � Km�z�.

´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÓÑÎË "ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÌ" ×ÖÐÍÙËË ÆÎâ
A�z; k� ÄÏÇÔÕÑ A0�x; k� ÏÑÉÇÕ ÄÞÔÕÖÒÂÕß ×ÖÐÍÙËâ

A1�x; k� � 2dL

�
z0l

2

���������������
x2 � k2

q �ÿ1
K1

�
L

���������������
x2 � k2

q �
;

�3:16�

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÑÃÓÇÊÂÐËâ Lÿ1 ÒÑÆÚËÐÇÐ ÖÔÎÑÄËá: L0l.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (3.15) Ë (3.16) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ
ÒÓË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ k ÄÇÎËÚËÐÂ A1�x; k� ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ ÍÂÍ
A0�x; k�, Â ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ k �k4Lÿ1� ×ÖÐÍÙËâ
A1�x; k� àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá.

¥ÂÎÇÇ, ÓÂÆË ÖÒÓÑÜÇÐËâ ÊÂÒËÔË ×ÑÓÏÖÎ ÃÖÆÇÏ ÑÃÑ-
ÊÐÂÚÂÕß ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ C ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ, ÊÂÄË-
ÔâÜËÇ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÎËÛß ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ,
Õ.Ç. Ä ÓÂÊÐÞØ ×ÑÓÏÖÎÂØ ÄÇÎËÚËÐÂ C ÏÑÉÇÕ ÒÓËÐËÏÂÕß,
ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ, ÑÆÐÂÍÑ,
ÒÓË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÞ Ä âÄÐÑÌ ×ÑÓÏÇ.

±ÓËÔÕÖÒËÏ ÕÇÒÇÓß ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Í ËÊÎÑÉÇÐËá
ÒÓÑÃÎÇÏÞ ³¢¢³ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ô ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá d � 4.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ A Ä ÒÓÂÄÑÌ
ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.78) ÒÓËÏÇÏ ×ÖÐÍÙËá

A1�x; k� � 8L

�
z0l

2

���������������
x2 � k2

q �ÿ1
K1

�
L

��������������
x2� k2

q �
: �3:17�

¯Ñ ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÇÎËÚËÐÞ A0�x; k� Ë A1�x; k� Ä ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ËØ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË
ÓÂÄÐÞ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ, ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ËÔØÑÆÐÑÇ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ G ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.77) ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÓÂÄÐÞÏ
ÇÆËÐËÙÇ. ´ÑÅÆÂ, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.17) Ä ×ÑÓÏÖÎÖ
(2.61) ÄÏÇÔÕÑ ×ÖÐÍÙËË A�z; k� Ë ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ
×ÑÓÏÖÎÖ ³ÑÐËÐÂë¤ÇÅÇÐÃÂÖàÓÂ [99]�1

0

Js�ax�Km

�
b
���������������
x2 � y2

p �
�x2 � y2�ÿm=2xs�1 dx �

� asbÿmysÿm�1�a2 � b2��mÿsÿ1�=2Kmÿsÿ1
�
y

���������������
a2 � b2

q �
;

�3:18�

ÅÆÇ Re y > 0, ÒÑÎÖÚËÏ

~w1�x; R� � 2x
�
p2z0l 2

�����������������
R2 � L2

p �ÿ1
K1

�
x
�����������������
R2 � L2

p �
:

�3:19�

£ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÄÇÎËÚËÐÖ
F�x2l 2; r2l 2; ~u; G�, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ (2.79) Ë (2.107),
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ Ä ÄËÆÇ

F�x2l 2; r2l 2; ~u; G1� �

� A0�x; r�
"
2p2u21

�1
0

dRR3
ÿ
L1�ixR� ÿ L1�rR�

��
� ~w3

1�x; R� ÿ
1

2
u31

�1
0

dRR3
ÿ
L1�ixR� ÿ L1�rR�

��
� ~w1�x; R�

�1
0

dk k3L1�Rk�M2
1�x; k� � . . .

#
; �3:20�

ÅÆÇ G1 � A1=A0,

M1�x; k� � 2p2
�1
0

L1�kR�~w2
1�x; R�R3 dR :

´ÇÒÇÓß, ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ×ÖÐÍÙËË G, ÍÑÅÆÂ
z � 1, Â r! 0, Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (3.20) ÒÑÎÑ-
ÉËÏ x � 0 Ë ÖÚÕÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

~w1�0; R� � 2
�
p2l 2�R2 � L2��ÿ1;

ÄÞÕÇÍÂáÜÇÇ ËÊ (3.19). ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (3.20) ÄÑÔÒÑÎß-
ÊÖÇÏÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË [99]�1

0

Rs�1Js�rR�
�R2 � L2�m�1 dR � r mLsÿm�2mG�m� 1��ÿ1Ksÿm�rL�;

�3:21�
ÿ 1 < Re s < 2Re m� 3

2
;�1

0

Rsÿm�1

R2 � L2
Jm�kR�Js�rR� dR � LsÿmIm�kL�Ks�rL�; �3:22�

ÿ 1 < Re s < Re m� 2; k4r ;

ÅÆÇ Im�x�ìÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¢ÇÔÔÇÎâ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÓÑÆÂ. ±ÑÔÎÇ ÐÇÔÎÑÉÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ (ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ I)
ÐÂØÑÆËÏ

F�0; r2l 2; ~u; G1� � ÿ 1

2
~u21 ln�rL1�2ÿ

ÿ ~u31
�
ln2�rL1�2 ÿ 3 ln�rL1�2

�� . . . ; �3:23�

ÊÆÇÔß ~u1 � 4~u0=p2, L1 � CL. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÇÔÎË ÒÑÆÔÕÂÄËÕß
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.23) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.78), ÒÑÎÖÚËÏ

Gÿ1�0; y; ~u� � 1ÿ 1

2
~u21 ln yÿ ~u31�ln2 yÿ 3 ln y� � . . .

�3:24�

¥ÂÎÇÇ, ËÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄ (2.99) Ë (3.24) ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ×ÖÐÍÙËá
b�~u�:

b�~u� � ~u3 �O�~u4�;

ÒÑÆÔÕÂÄËÏ ÇÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¤ÇÎÎ-®ÂÐÐÂë­ÑÖ (2.102) Ë
ÊÂÕÇÏ ÓÇÛËÏ ÇÅÑ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÌ
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ËÔÍÎáÚÇÐÐÞÌ ÑÃÝÇÏ

V�y; ~u1� � ~u1�1ÿ 2~u21 ln y�ÿ1=2: �3:25�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ V�y; ~u1� ! 0, ÍÑÅÆÂ y! 0, Õ.Ç. ÐÖÎß
~u � 0 ×ÖÐÍÙËË b�~u� âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÂÃËÎßÐÞÏ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÍÑÅÆÂ z � 1, Â r! 0 ËÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (3.25) Ë ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÌ ÄÇÎËÚËÐ G Ë V Ä (2.77) Ë (2.91) ËÏÇÇÏ

Aÿ1�1; r� � �rl�2L�rl�; �3:26�

ÅÆÇ

L�x� � �4p�ÿ1�4~u20 lnxÿ1�1=4 :

±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ÊÐÂÚÇÐËâ z ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕ-
ÐÑÔÕË ÕÑÚÍË z � 1. ©ÂÒËÛÇÏ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.55) Ä
ÄËÆÇ

Aÿ1�z; r� � zÿ 1�Aÿ1�1; r��
� B�1; rl; ~u; A� ÿ B�z; rl; ~u; A�; �3:27�

ÒÓËÚÇÏ ×ÖÐÍÙËâ Aÿ1�1; r�, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá

Aÿ1�1; r� � z0
ÿ
1ÿ L1�rl�

��
� B�1; 0; ~u; A� ÿ B�1; rl; ~u; A�;

ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ÒÑ ÏÑÆÖÎá ÓÂÊÐÑÔÕß

B�1; rl; ~u; A� ÿ B�z; rl; ~u; A�
ÆÎâ ÄÔÇØ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ jzÿ 1j. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÄÇÎËÚËÐÑÌ àÕÑÌ ÓÂÊÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß Ë
ÕÑÅÆÂ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ A�z; r� ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß
ÄËÆ

Aÿ1�z; r� � zÿ 1�Aÿ1�1; r�: �3:28�
¥ÂÎÇÇ, Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÄÑÔÒÑÎß-
ÊÖÇÏÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (3.26) Ë ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ
A�z; r� ÒÑÆÔÕÂÄËÏ Ä ×ÑÓÏÖÎÖ

~w�z; R� � 1

4p2R

�1
0

J1�Rr�A�z; r�r2 dr : �3:29�

¥Îâ ÑÙÇÐÍË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (3.29), ÍÑÅÆÂ R4 l, ÏÞ ÖÆÇÓÉËÏ
ÄÍÎÂÆ Ä ÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÎËÛß ÑÕ ÃÎËÉÂÌÛËØ Í ÐÂÚÂÎÖ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ r � 0 ÍÑÓÐÇÌ r1;2 � �ix �Re x > 0� ÖÓÂÄÐÇÐËâ
Aÿ1�z; r� � 0, Õ.Ç.

�xl�2L��ixl� � zÿ 1 :

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÂØÑÆËÏ

~w�z; R� � x
ÿ
4p2l 2RL�ixl��ÿ1K1�xR� �3:30�

ÆÎâ ÄÔÇØR4 l. ¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.30) Ä
×ÑÓÏÖÎÖ ÑÃÓÂÜÇÐËâ (2.60) Ë ÖÚÇÔÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË K1�x� ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÇÇ
ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ, ÕÑ ÏÞ ÒÓËÆÇÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË:

WN�R� � CNl
ÿ4
�
l

R

�3=2 �
dt t3=2 exp

�
NH

�
t;

R

Nl

��
;

�3:31�

ÊÆÇÔß CN ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß,

H�t; x� � t 2L�it� ÿ tx :

¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÖá ÑÙÇÐÍÖ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (3.31), ÍÑÅÆÂ
N!1, Â ÑÕÐÑÛÇÐËÇ R=N ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÑ Ë �R=N�5 1,
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ ÒÇÓÇÄÂÎÂ. ±ÑÔÎÇ
ÐÇÔÎÑÉÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÐÂØÑÆËÏ Ä ËÕÑÅÇ [100]

WN�R� � �pN1l
2�ÿ2�ln�N1lR

ÿ1��ÿ1=2�
� exp

�
ÿR2

n
N1l

2
�
ln�N1lR

ÿ1��1=4oÿ1�; �3:32�

ÅÆÇ N1 � �~u1=2�1=2N. °ÕÔáÆÂ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÐÂÌÕË ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÅÑ ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËâ hR2iN ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÙÂÏË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÃÎÖÉÆÂáÜÇÌ
ÚÂÔÕËÙÞ

hR2iN � N1l
2�8 lnN1�1=4: �3:33�

±ÑÔÎÇÆÐËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ØÑÓÑÛÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÚËÔÎÇÐÐÞÏË
ÓÂÔÚÇÕÂÏË ÄÇÎËÚËÐÞ hR2iN, ÍÑÅÆÂ d � 4 [49].

3.3. ²ÂÊÏÇÓÐÑÔÕß d<4
3.3.1. ¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌ: e ! 0
£ÐÂÚÂÎÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÃÎÇÏÖ ³¢¢³ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
rd Ô ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá d � 4ÿ e, ÅÆÇ e! 0. ±ÓË àÕÑÏ Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ A�z; k� Ä ÒÓÂÄÑÌ
ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.78) ÒÓËÏÇÏ "ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÖá" ×ÖÐÍ-
ÙËá A1�x; k�, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÖá ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (3.16). ±ÓËÔÖÕ-
ÔÕÄËÇ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ L Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÎËÛß ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâÏË ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÒÓË ÄÞÚË-
ÔÎÇÐËË ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ, Â Ä ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞØ ×ÑÓÏÖÎÂØ ÇÅÑ
ÏÑÉÐÑ ÖÔÕÓÂÐËÕß, ÒÇÓÇÌÆâ Í ÒÓÇÆÇÎÖ ÒÓË L! 0.

ªÕÂÍ, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.16) Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (2.61)
ÄÏÇÔÕÑ ×ÖÐÍÙËË A�z; k� Ë ÒÑÎßÊÖâÔß ×ÑÓÏÖÎÑÌ (3.18),
ÒÑÎÖÚËÏ

~w1�x; R� � 2 dx s
��2p�s�1z0l 2�R2 � L2�s=2�ÿ1�

� Ks

�
x
�����������������
R2 � L2

p �
: �3:34�

£ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÏÞ ÒÑÆÔÕÂÄËÏ Ä
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (2.107) ÄÏÇÔÕÑ ÄÇÎËÚËÐÞ ~w�z; R� Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÖÚÕÇÏ Ä (2.79). ´ÑÅÆÂ, ÒÇÓÇØÑÆâ Í ÒÓÇÆÇÎÖ ÒÓË z! 1
�x! 0�, ÐÂØÑÆËÏ

F�0; r2l 2; ~u; G1� �

� A0�0; r�
"
ou20

�1
0

ÿ
1ÿ Ls�rR�

�
~w3
1�R�R2s�1 dRÿ

ÿ 2o2u30

�1
0

dRR2s�1ÿ1ÿ Ls�rR�
�

~w1�R��

�
�1
0

Ls�Rk�M2
1�k�k2s�1

dk

�2p�d � . . .

#
; �3:35�

ÅÆÇ G1 � A1=A0,

~w1�R� � lim
x!0

~w1�x; R� � 2sG�s�d��2p�s�1l 2�R2 � L2�s�ÿ1;
4*
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M1�k� � lim
x!0

o
�1
0

Ls�kR�~w2
1�x; R�R2s�1 dR �

� C1L
1ÿs�l 4k1ÿs�ÿ1K1ÿs�kL�;

C1 � 2d 2G2�s���2p�s�1G�2s��ÿ1: �3:36�

©ÐÂÚÇÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (3.36) ÃÞÎÑ ÐÂÌÆÇÐÑ Ô
ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ (3.21), Â ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ Ä
(3.35) ÒÓËÄÇÆÇÐÑ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË II. £ ËÕÑÅÇ ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ
F�0; r2l 2; ~u; G1� ÒÑÎÖÚËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

F�0; r2l 2; ~u; G1� � 1

2e
~u21�rl�ÿ2e ÿ

8

3e2
~u31�rl�ÿ3e � . . . ;

�3:37�
Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ~u1 � u0d=p2l d. °ÕÔáÆÂ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ Ä
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË àÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ÓÂÔÕÇÕ ÒÑ
ÏÑÆÖÎá, ÍÑÅÆÂ r! 0, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ G�0; y; ~u�
ÒÓË àÕÑÏ ÖÃÞÄÂÇÕ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá (2.78). £ ÆÂÎßÐÇÌ-
ÛÇÏ ÓÂÆË ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ~u
ÕÂÍÉÇ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÖá ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ ÔÄâÊË, ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎßÐÖá ÄÇÎËÚËÐÇ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ, Õ.Ç. ~u � Cu0=l d.
°ÒÓÇÆÇÎââ ÕÇÒÇÓß ×ÖÐÍÙËá G�0; y; ~u� Ô ÒÑÏÑÜßá
ÓÂÄÇÐÔÕÄ (2.78) Ë (3.37), ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ ÐÇÇ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑ-
ÔÕË ÕÑÚÍË ÐÑÓÏËÓÑÄÍË y � 1 ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ

Gÿ1�0; y; ~u� � 1ÿ ~u2

2
ln y� 4~u3

e
ln yÿ . . . �3:38�

´ÑÅÆÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ b�~u� ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ
(2.99) Ë (3.38) ÆÂÇÕ

b�~u� � ~u3
�
1ÿ 8

e
~u
�
: �3:39�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ e
×ÖÐÍÙËâ b�~u� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ
Ë ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÏ ÄÞÛÇ ÊÂÏÇÚÂÐËÇÏ Ñ ÒÑÄÇÆÇÐËË ×ÖÐÍÙËËG
ÒÓË r! 0 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¤ÇÎÎ-®ÂÐÐÂë­ÑÖ ÖÆÑÃÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕß Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ×ÑÓÏÇ:

�~u
V�y;~u�

��b�t���ÿ1 dt � ln yÿ1 : �3:40�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÖÐÍÙËâ b�~u� Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ
(3.39) ÎËÐÇÌÐÑ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ä ÕÑÚÍÇ

~u � ~u� � e
8
; �3:41�

ÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (3.40) ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑ
ÓÂÔÕÇÕ, ÍÑÅÆÂ V�y; ~u� ! ~u�. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÐÂÚÇÐËÇ ~u�
âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÆÇÎÑÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ
ÑÃÝÇÏÂ:

V�0; ~u� � ~u� :

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÄÞÒÑÎÐââ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÂ (3.40), ÒÑÎÖÚËÏ

1

2

ÿ
Vÿ2�y; ~u� ÿ ~uÿ2

�� ~uÿ1�
ÿ
Vÿ1�y; ~u� ÿ ~uÿ1

��
� ~uÿ2� ln

�
~u

V�y; ~u�
V�y; ~u� ÿ ~u�

~uÿ ~u�

�
� ln y �3:42�

ì ÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ V�y; ~u�. °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ
ÂÐÂÎËÊÂ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË V�y; ~u� ÒÓË y! 0 Ä ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË (3.42) ÒÓÑÜÇ ÄÔÇÅÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ

b�~u� � e2

64
�~u� ÿ ~u�: �3:43�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÓÇÛÇÐËâ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂØÑÆËÏ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß

V�y; ~u� � ~u� � C�~uÿ ~u��ye2=64 ; �3:44�

ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÖá ÊÂÍÑÐ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞV�y; ~u� Í ~u�
ÒÓË y! 0. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ e! 0 ×ÑÓÏÖÎÂ
(3.44) ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Í ÄËÆÖ

V�y; ~u� � C~uye
2=64 ; �3:45�

Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß Z, ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖáÜËÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß

A�1; r� � O
ÿ�rl�Zÿ2�; r! 0;

ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÄÐÞÏ

Z � e2

64
; �3:46�

ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÆÇ
¨ÇÐÂ [54].

±ÇÓÇÌÆÇÏ ÕÇÒÇÓß Í ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÆÓÖÅÑÅÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ n, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÅÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÖá ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß

xl � O
ÿjzÿ 1jn�; z! 1:

³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÑÃÓÂÕËÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (2.81) Ë ÄÞÚËÔÎËÏ
ÇÅÑ ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÚÎÇÐÑÄ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
ÒÑ ~u0. £ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÕÂÍ:

Eÿ1 � 1� 2d�x2l 2�ÿ1
�
ÿu1

ÿ
~w1�x; 0� ÿ ~w1�0; 0�

��
� ou21

�1
0

ÿ
~w3
1�x; R� ÿ ~w3

1�0; R�
�
R2s�1 dRÿ . . .

�
;�3:47�

ÅÆÇ ÄÇÎËÚËÐÂ ~w1�x; R� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (3.34).
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÖÐÍÙËâ ~w1�x; R� ÔÑÆÇÓÉËÕ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎß-
ÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ L, ÕÑ, ÍÂÍ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÓÂÐÇÇ, ÆÎâ
ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÐÂÆÎÇÉËÕ ÄÑ ÄÔÇØ
ÚÎÇÐÂØ ÓâÆÂ Ä (3.47) ÄÞÒÑÎÐËÕß ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÒÓË
L! 0. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÂÔËÏÒ-
ÕÑÕËÚÇÔÍËÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ:

~w1�0; 0� ÿ ~w1�x; 0� � �p2l 2e�ÿ1x2ÿe ; �3:48��1
0

ÿ
~w3
1�0; R� ÿ ~w3

1�x; R�
�
R2s�1 dR �

� 6x2ÿ2e
��pl�6e2�ÿ1; x! 0: �3:49�

°ÙÇÐÍÂ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÆÂÐÂ Ä ÒÓËÎÑÉÇ-
ÐËË II. ¦ÔÎË Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (3.47) ÖÚÇÔÕß ÄÞÓÂÉÇÐËâ (3.48) Ë
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(3.49), ÕÑ ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ

E � x2l 2
�
2d�zÿ 1��ÿ1

Ä ÒÓËÐâÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

Eÿ1 � 1� 2

e
~uxÿe=2 ÿ 6

e2
~u2xÿe � . . . ; �3:50�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ x � Cx2l 2 ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÑÌ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏÖ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ
×ÖÐÍÙËâ E � E�x; u� ÖÃÞÄÂÇÕ ÒÑ ÏÑÆÖÎá, ÍÑÅÆÂ x! 0.

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ËÔØÑÆÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (2.81) Ë ÄÑÔÒÑÎß-
ÊÖÇÏÔâ ²¤-ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.78). ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÊÂÏÇ-
ÕËÕß, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ

�u�x; ~u� � ~uE e=2�x; ~u� �3:51�
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ²¤-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ.
±ÑàÕÑÏÖ ×ÖÐÍÙËâ �u�x; ~u� ÆÑÎÉÐÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËá ¤ÇÎÎ-®ÂÐÐÂë­ÑÖ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÊÆÇÔß ÖÆÑÃÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä
ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ×ÑÓÏÇ:

�~u
�u�x;~u�

���b�t���ÿ1 dt � lnxÿ1 ; �3:52�

ÅÆÇ

�b�~u� � q�u�x; ~u�
qx

����
x�1

; �3:53�

Â ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ �u�x; ~u� Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÇÇ ÕÑÚÍË
ÐÑÓÏËÓÑÄÍË x � 1 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ

�u�x; ~u� � ~u
�
1� e

2
~u ln xÿ 4~u2 lnx� . . .

�
; �3:54�

ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÄÇÐÔÕÄ (3.51) Ë (3.50). °ÕÔáÆÂ,
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá (3.53), ÐÂØÑÆËÏ ×ÖÐÍÙËá

�b�~u� � 4~u2�~u� ÿ ~u�; �3:55�

ÍÑÕÑÓÂâ, ÍÂÍ Ë ×ÖÐÍÙËâ b�~u� Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ,
ÎËÐÇÌÐÑ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ä ÕÑÚÍÇ ~u� � e=8. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ
ÕÇÒÇÓß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.55) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.52) Ë ÄÞÒÑÎÐââ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ, ÒÑÎÖÚËÏ

~u�
ÿ
�uÿ1�x; ~u� ÿ ~uÿ1

�� ln

�
~u

�u�x; ~u�
�u�x; ~u� ÿ ~u�

~uÿ ~u�

�
�

� 4~u2� lnx �3:56�

ìÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ �u�x; ~u�. °ÆÐÂÍÑ, ÚÕÑÃÞ
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ×ÖÐÍÙËË �u�x; ~u� ÒÓË x! 0, Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË (3.52) ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ

�b�~u� � e2

16
�~u� ÿ ~u�: �3:57�

£ ËÕÑÅÇ ÏÞ ÒÓËÆÇÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ:

�u�x; ~u� � ~u� � C�~uÿ ~u��xe2=16 ; �3:58�

ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓË e! 0 ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÕÂÍ:

�u�x; ~u� � C~uxe
2=16 : �3:59�

¦ÔÎË Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ×ÑÓÏÖÎÇ ÖÚÇÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (3.51), ÕÑ
ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß n ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÄÐÞÏ

n � 1

2
� e
16

; �3:60�

ÚÕÑ ÕÑÉÇ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÆÇ
¨ÇÐÂ (1.95).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÊÆÇÔß ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ Z Ë
n ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ d! 4, Ë
ÒÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÐÇ ÄÒÓÂÄÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ËØ Ä ÓÇÂÎßÐÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. £ ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÃÖÆÇÕ ËÊÎÑÉÇÐ
ÏÇÕÑÆ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËÌ ÄÞÚËÔÎËÕß ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎË ÆÎâ d < 4.
3.3.2. °ÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ
°ÕÏÇÚÇÐÐÂâ ÄÞÛÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕß ÑÃÎÂÔÕË ÒÓËÏÇÐÇÐËâ
×ÑÓÏÖÎ (3.46) Ë (3.60) ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÐËÇÏ "ÊÂÕÓÂÄÑÚÐÑÅÑ" ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ A1�x; r� ÆÎâ
ËÔÍÑÏÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ A�z; r�. £ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÐÖÎâ
ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ Z ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË ×ÖÐÍÙËË A�z; r� ÏÑÅÖÕ ËÏÇÕß ÐÇÒÑÎáÔÐÑÌ
ØÂÓÂÍÕÇÓ. ±ÑàÕÑÏÖ, ÚÕÑÃÞ ÓÂÔÛËÓËÕß ÑÃÎÂÔÕß ÒÓËÎÑÉÇ-
ÐËâ ×ÑÓÏÖÎ ÆÎâ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ, ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ
Ô ÔÂÏÑÅÑ ÐÂÚÂÎÂ ÄÞÃÓÂÕß ÆÎâ A�z; r� ÕÂÍÑÇ ËÔØÑÆÐÑÇ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÆÇÓÉÂÎÑ ÃÞ ÐÇÒÑÎáÔÐÞÇ ÑÔÑ-
ÃÞÇ ÕÑÚÍË.

°ÃÓÂÕËÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (2.57) Ë ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ x Ë r, ÒÑÔÎÇÆÐËÇ
×ËÅÖÓËÓÖáÕ Ä (2.57) ÎËÛß Ä ÄËÆÇ ÍÑÏÃËÐÂÙËË x2 � r2

ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (2.80). ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ×ÖÐÍÙËâ A�z; r�
âÄÎâÇÕÔâ ÚÇÕÐÑÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ r, Â ÃÎËÉÂÌÛËÇ Í ÐÂÚÂÎÖ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ r � 0 ÇÇ ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË ÓÂÄÐÞ r1;2 � �ix.
±ÑàÕÑÏÖ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ A�z; r�
ÏÞ ÒÓËÏÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ [102]

~A�x; r� � Czÿ10 l ÿ2u2m
�

L2

x2 � r2

�1ÿm
2

K1ÿm
�
L

���������������
x2 � r2

q �
;

�3:61�
Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ u � u�~u0�, m � m�d� �0 < m < 1� Ë
L0l ÒÑÆÎÇÉÂÕ ÇÜÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá. ´ÂÍ ÍÂÍ ÒÑ ÖÔÎÑÄËá
z! 1 �x! 0�, ËÊ (3.61) Ë ÔÄÑÌÔÕÄ ×ÖÐÍÙËË Kl�t� ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ ~A�x; r� ÒÓË rL5 1 ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ ÍÂÍ

O
ÿ
u2m�x2 � r2�mÿ1�

Ë àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÏÂÎÂ ÒÓË rL4 1. ´ÑÅÆÂ Ä ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄËË Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ (2.77) ËÔØÑÆÐÞÏÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÆÎâ
G ÃÖÆÇÕ ÔÎÖÉËÕß ×ÖÐÍÙËâ ~G � ~A=A0, ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓË x! 0 Ë r! 0 ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÂÕß
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

~G�x; r� � Cu2m�x2 � r2�m: �3:62�
©ÆÇÔß ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÄÞÃÑÓ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ
×ÑÓÏÞ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ A�z; r�, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ,
ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÇÐ, ÇÔÎË ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÇÅÑ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÒÓË x! 0 Ë r! 0. ª ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÔÎÇÆÐââ
ÔÑÆÇÓÉËÕ ËÔÍÑÏÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎâØ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ³¢¢³, ÕÑ ÄÞÃÑÓ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËâ Ä ÄËÆÇ (3.61) ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ÔÑÑÃÓÂÉÇ-
ÐËâÏË ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂÛÂ ÊÂÆÂÚÂ ÕÇÒÇÓß ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄÞÚËÔÎÇÐËá
ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ u; m Ë L, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÑÃÐÂâ
×ÖÐÍÙËâ ~A�x; r� Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÓÇÛÇÐËÇ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ.
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¥ÑÒÖÔÕËÏ, ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËâ u; m Ë L ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ. ´ÑÅÆÂ,
ÒÑÆÔÕÂÄËÄ ×ÖÐÍÙËá ~A�x; r� ËÊ (3.61) Ä ×ÑÓÏÖÎÖ (2.61) Ë
ÖÚÕâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (3.18), ÒÑÎÖÚËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

~w�x; R� � Czÿ10 l ÿ2u2m
�

x2

R2 � L2

�m�s
2

Km�s
ÿ
x
�����������������
R2 � L2

p �
;

�3:63�
ÍÑÕÑÓÞÏ ÏÞ ÊÂÕÇÏ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ ÑÃÓÂÜÇÐËâ

~wN�R� � i

2pzN0

�
dz exp�N ln z�~w�x; R�: �3:64�

¥Îâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÙÇÐÍË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (3.64), ÍÑÅÆÂ
ÊÐÂÚÇÐËâ N Ë R ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, ÐÑ ËØ
ÑÕÐÑÛÇÐËÇ R=N ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÑ Ë ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ÇÆËÐËÙÞ,
ÖÆÑÃÐÑ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ z Í ÆÓÖÅÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂ-
ÐËâ x Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ (2.56). ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÇÔÎË Ä
ÄÞÓÂÉÇÐËË (3.63) ÖÚÇÔÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ×ÖÐÍ-
ÙËËKl�t� ÒÓË t!1, ÕÑ ×ÑÓÏÖÎÖ (3.64) ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË Í
ÄËÆÖ

~wN�R� � Cu2m
�
zN�10 l 2Rm�s��1=2��ÿ1�

�
�
dx

dz
dx

xm�sÿ�1=2� exp
�
ND

�
x;

R

N

��
; �3:65�

ÅÆÇ

D�x; t� � B�z; ixl; ~u; ~A� ÿ B�1; 0; ~u; ~A� ÿ tx�O�x2l 2�:
�3:66�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÏÇÕÑÆ ÒÇÓÇÄÂÎÂ ÆÎâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÑÙÇÐÍË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (3.65), ÍÑÅÆÂ N!1, ÏÞ
ÒÑÎÖÚËÏ ËÔÍÑÏÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ×ÖÐÍÙËË ~wN�R�.

±ÓËÔÕÖÒËÏ ÕÇÒÇÓß Í ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÊÐÂÚÇÐËÌ u; m; L,
ÅÆÇ m ì ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, ÔÄâÊÂÐÐÞÌ Ô ÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍËÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ Z ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ Z � 2m, Â ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ u ËL
ËÏÇáÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÆÎËÐÞ. ¯Ñ ÕÂÍ ÍÂÍ ËÏÇÐÐÑ ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎß m ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÕÇÒÇÐß ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË
~A�x; r�, ÕÑ Ô ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÇÅÑ Ë ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÂÚËÐÂÕß ÒÑËÔÍ
ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ËÔÍÑÏÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÐÇ
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ x Ë r, ÕÑ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.78)
ÒÑÎÑÉËÏ x � 0 Ë ÓÂÆË ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÇÎËÚËÐ ÑÕ
ÊÐÂÚÇÐËâ x � 0 ÖÍÂÊÞÄÂÕß ÐÇ ÃÖÆÇÏ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
×ÖÐÍÙËâ ~G�r� � ~A�r�=A0�r� ÄÃÎËÊË ÕÑÚÍË r � 0 ÄÇÆÇÕ
ÔÇÃâ ÍÂÍ

~G�r� � C�u2r2�m ; �3:67�

Ë ÇÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÐâÕß Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÛÇ-
ÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.78) ÒÓË x � 0 Ë r! 0, ÇÔÎË

Ff ~Gg � A0�r�
ÿ
B�1; 0; ~u; ~A� ÿ B�1; rl; ~u; ~A�� �

�
X
m5 1

�ÿm ln�u2r2��m�m!�ÿ1: �3:68�

°ÆÐÂÍÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ²¤-ÏÇÕÑÆÖ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍË ×ÖÐÍÙËË G�r�, ÍÑÅÆÂ r! 0, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÐÂÕß
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÎËÛß ÒÓË ÎËÐÇÌÐÑÏ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÏ
ÚÎÇÐÇ Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÄÇÎËÚËÐÞ F

Ff ~Gg� 2d�z0r2l 2�ÿ1
"
ou21

�1
0

ÿ
1ÿ Ls�rR�

�
~w3�R�R2s�1 dRÿ

ÿ 2ou31

�1
0

dRR2s�1ÿ1ÿ Ls�rR�
�

~w�R��

�
�

~w2�Rÿ r�~w2�r� ddr� . . .

#
�3:69�

ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ln�r2L2�, ÅÆÇ

~w�R� � Cu2m
�
z0l

2�R2 � L2�m�s�ÿ1: �3:70�

±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ ÓâÆÂ Ä (3.69), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ ÄÍÎÂÆ Ä
ÄÇÎËÚËÐÖ Ff ~Gg ÑÕ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ (b) ÐÂ ÓËÔ. 7, ÊÂÒËÛÇÏ Ä
ÄËÆÇ

Fb�r� � A0�r��Bb�0� ÿ Bb�r��; �3:71�
ÅÆÇ

Bb�r� � ou21

�1
0

Ls�rR�~w3�R�R2s�1 dR �

� Czÿ30 u21l
ÿ6u6m�rLÿ1�3m�2sÿ1K3m�2sÿ1�rL� �3:72�

ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÄÍÎÂÆ àÕÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ Ä B�1; rl; ~u; ~A�. ¦ÔÎË
ÕÇÒÇÓß ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.72) Ä ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (3.71) Ë ÒÓËÐâÕß ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ×ÑÓÏÖÎÖ

tK1�t� � 1� t2

2
ln t�O�t2�; t! 0; �3:73�

ÕÑ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
×ÖÐÍÙËË Fb�r� ÒÓË r! 0 ÏÑÉÐÑ ÑÃÇÔÒÇÚËÕß, ÒÑÎÑÉËÄ
3m� 2sÿ 2 � 0, Õ.Ç.

m � 1

3
�4ÿ d�: �3:74�

£ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ËÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄ (3.71) ë (3.74) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

Fb�r� � ÿC�~u0zÿ20 �2�ulÿ1�6m ln r2L2 : �3:75�

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓË ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËË ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ (3.75) ÏÞ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÐÇ ÆÇÎÂÎË
ÐËÍÂÍËØ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
e � 4ÿ d. °ÆÐÂÍÑ ÄÄËÆÖ ÔÎÑÉÐÑÔÕË ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÎÇÆÖá-
ÜËØ ÚÎÇÐÑÄ ÓâÆÂ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÏÂÎÑÔÕß
ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÂÍÑÅÑ-ÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË Ff ~Gg.
¦ÔÎË ÒÓËÐâÕß ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.68), ÕÑ Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÕÂÍÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÄÇÎË-
ÚËÐÖ m � e=3. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÖÔÎÑÄËÏÔâ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ
ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ C ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ ÚËÔÎÂ, ÊÂÄË-
ÔâÜËÇ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ d, ÐÑ ÐÇ
ÔÕÓÇÏâÜËÇÔâ Í ÐÖÎá ËÎË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ d! 4.

±ÇÓÇÌÆÇÏ ÕÇÒÇÓß Í ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÄÕÑÓÑÅÑ ÚÎÇÐÂ ÓâÆÂ
(3.69), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÅÑ ÄÍÎÂÆ Ä ÄÇÎËÚËÐÖ Ff ~Gg ÑÕ ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÞ (c) ÐÂ ÓËÔ. 7. °ÕÎËÚËÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÑÕ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ
(b) ÄÞÊÄÂÐÑ ÆÑÃÂÄÎÇÐËÇÏ ÑÆÐÑÌ ÄÇÓÛËÐÞ Ë ÆÄÖØ ÎËÐËÌ,
ÑÃÓÂÊÖáÜËØ ÒÇÕÎÇÄÖá ÒÑÆÆËÂÅÓÂÏÏÖ. £ÔÎÇÆÔÕÄËÇ àÕÑÅÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ

Bb�r� � u21

�
~A�qÿ j�M�k� ddk

�2p�d ; �3:76�

Bc�r� � ÿ2u31
�

~A�qÿ j�M2�k� ddk

�2p�d ; �3:77�
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ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏ �b� Ë �c� ÐÂ ÓËÔ. 7,
ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ, ÒÑÏËÏÑ ÔËÏÏÇÕÓËÌÐÑÅÑ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ 2, ÐÂ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß
ÿu1M�k�, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ

M�k� �
�

~A�jÿ j0� ~A�k0� ddk0

�2p�d �

� Cu4m�z20l 4Lm�ÿ1�kL�m=2Km=2�kL�: �3:78�

³ÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (3.15) ÒÓË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ k
�k5Lÿ1� ×ÖÐÍÙËâ M�k� ÒÑÚÕË ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ k Ë Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÇÇ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÓÂÄÐÑÌ

M�0� � CG
�
m
2

�
u4m

z20l
4Lm

; �3:79�

Â ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ k �k4Lÿ1� ÄÇÎËÚËÐÂ M�k�
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÓÇÐÇÃÓÇÉËÏÑ ÏÂÎÑÌ. £ÞÓÂÉÇÐËÇ

ÿu1M�k� � ÿu1M�0�Km=2�kL�; �3:80�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ×ÖÐÍÙËâKm=2�x� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (3.10),
ÏÑÉÇÕ ÔÎÖÉËÕß ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÑÙÇÐÍË ÄÍÎÂÆÂ Ä ÄÇÎËÚËÐÖ Ff ~Gg
ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ÎáÃÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞÍ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÒÑ ÚËÔÎÖ
ÄÇÓÛËÐ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÕÂÍÑÌ ÒÇÓÇØÑÆ ÄÔÇÅÆÂ
ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÆÑÃÂÄÎÇÐËÇÏ ÑÆÐÑÌ ÄÇÓÛËÐÞ Ë ÆÄÖØ
ÎËÐËÌ. £ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß ÒÓË àÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÏÂÎÞØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ m ×ÖÐÍÙËâ Km=2�kL� ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÇÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá Ä
(3.10) ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ Ä ÑÃÎÂÔÕË k5Lÿ1, ÍÂÍ

Km=2�kL� � ÿ m
2
ln k2L2 �O

ÿ�m ln�k2L2��2�: �3:81�

¹ÕÑÃÞ ÑÙÇÐËÕß ÄÇÎËÚËÐÖ

Fc�r� � A0�r�
ÿ
Bc�0� ÿ Bc�r�

�
; �3:82�

ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÇÇ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

Fc�r� � 2u31M
2�0�A0�r��

�
�ÿ

~A�qÿ j� ÿ ~A�k��ÿK2
m=2�kL� ÿ 1

� ddk

�2p�d ; �3:83�

ÅÆÇ ÃÞÎÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ�
~A�qÿ j� ddk �

�
~A�k� ddk ;

Â ÕÂÍÉÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (3.77) Ë (3.80). ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÙÇÐÍÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (3.83),
ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÌ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË III, ÆÎâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞØ m
ËÏÇÇÏ

Fc�r� � Cmÿ2�~u0zÿ20 �3�ulÿ1�9m�uLÿ1�m�
�
�
m ln�rL�2

X
k5 0

Ck�ÿm ln r2L2�k �O�1�
�
; �3:84�

ÊÆÇÔß Ck; k5 0, ì ÄÒÑÎÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ
ÓâÆÂ. ³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (3.68) Ë (3.75) Ô
ÖÚÇÕÑÏ ÊÂÏÇÚÂÐËÌ, ÑÕÐÑÔâÜËØÔâ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ (3.80) Ë
(3.81), ÒÓËÄÑÆËÕ Í ËÆÇÇ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÄÇÎËÚËÐÞ u Ë L ÕÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ

�~u0zÿ20 �2�ulÿ1�6m � Cm; �uLÿ1�2m � Cm : �3:85�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÍÎÂÆÞ ÆËÂÅÓÂÏÏ �b� Ë �c� Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ
ÄÇÎËÚËÐÞ Ff ~Gg ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

Fb�r� � ÿCm ln�ur�2 ; �3:86�
Fc�r� � m ln�ur�2

X
k5 0

Ck

�ÿm ln�ur�2�k ; �3:87�

Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÓâÆÂ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÑÃÑÊÐÂ-
ÚÇÐÞ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÓâÆÂ Ä (3.84). °ÕÔáÆÂ
ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÄÍÎÂÆÞ Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ×ÖÐÍÙËË
Ff ~Gg ÑÕ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ �d1� Ë ÒÑÔÎÇÆÖáÜËØ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÇÌ
ÆËÂÅÓÂÏÏ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ ÙÇÒË ËÊ ÒÇÕÇÎß, ÕÑÉÇ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ �ÿm ln�u2r2��. ¯Ñ
ÔÓÇÆË ÆËÂÅÓÂÏÏ, ÔÎÇÆÖáÜËØ ÊÂ �d1�, ÇÔÕß Ë ÕÂÍËÇ, Ä
ÍÑÕÑÓÞØ ÒÇÕÎË ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ËÐÂÚÇ, ÚÇÏ Ä ÆËÂÅÓÂÏÏÇ
�d1�, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆËÂÅÓÂÏÏÞ �d2� Ë �d3�. ¹ÕÑÃÞ ÑÙÇÐËÕß
ÄÍÎÂÆÞ ÆËÂÅÓÂÏÏ �d2� Ë �d3�, ÕÑÚÐÑÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ
ÄÇÔßÏÂ ÊÂÕÓÖÆÐËÕÇÎßÐÑ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËâØ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ àÕË
ÄÍÎÂÆÞ, ÏÞ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ M�k� �M�0�.
´ÂÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ Ä ÅÓÂ×ËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ
ÊÂÏÇÐÇ ÒÇÕÎË ÕÑÚÍÑÌ, ÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÕÇÒÇÓß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÏÐÑÉËÕÇÎß ÿu1M�0�. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ �d2�
ÄÞÓÑÉÆÂÇÕÔâ Ä ÆËÂÅÓÂÏÏÖ �c�, ÒÓËÚÇÏ ÄÍÎÂÆ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ
ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ÆÑÏÐÑÉÇÐ ÐÂ ÿu1M�0�, Â ÆËÂÅÓÂÏÏÂ �d3�
ÄÞÓÑÉÆÂÇÕÔâ Ä ÆËÂÅÓÂÏÏÖ �b�, ÄÍÎÂÆ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÖÏÐÑÉËÕß ÐÂ �ÿu1M�0��2. ±ÑÆÑÃÐÞÏ ÉÇ ÑÃÓÂÊÑÏ ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÞ �c� Ë �d1� ÏÑÉÐÑ ÔÄÇÔÕË Í ÆËÂÅÓÂÏÏÇ �b�. ¦ÔÎË
ÕÇÒÇÓß ÔÎÑÉËÕß ÄÍÎÂÆÞ ÕÑÎßÍÑ ÕÇØ ÆËÂÅÓÂÏÏ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÑÒËÔÂÐÐÑÌ ÄÞÛÇ ÓÇÆÖÍÙËË ÔÄÑÆâÕÔâ Í ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÇ �b�, ÕÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ

�~u0zÿ20 �2�ulÿ1�6m
"X

k5 0

�ÿ1�k�1Ck�u1M�0��k
#
ln�rL�2:

�3:88�

µÚËÕÞÄÂâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (3.79) Ë (3.85) Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ
ÄÞÓÂÉÇÐËË, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÄÑÆÖ Ñ ÇÅÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÔÕË ÄÇÎËÚËÐÇ ÿm ln�u2r2�.

¥ÂÎÇÇ, ËÔÔÎÇÆÖâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÚÎÇÐÑÄ ÆËÂÅÓÂÏÏÐÑÅÑ ÓâÆÂ
(ÔÏ. ÓËÔ. 7), ÎÇÅÍÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÂâ ÄÞÛÇ
ÒÇÕÎâ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ËÊ ÄÔÇØ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÒÇÕÎÇÄÞØ
ÒÑÆÆËÂÅÓÂÏÏ. ³ÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÒÑÔÎÇÆÐËØ ÏÞ ÐÂÊÑÄÇÏ
ÒÑÎÐÑÌ ÒÇÕÎÇÌ Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÇÇ Ä ÅÓÂ×ËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ ÐÂ
ÓËÔ. 18, ÅÆÇ ÍÄÂÆÓÂÕ, ÍÂÍ ÑÃÞÚÐÑ, ËÊÑÃÓÂÉÂÇÕ ÒÑÎÐÞÌ
ÚÇÕÞÓÇØÒÑÎáÔÐËÍ. ¦ÔÎË Í ÕÑÏÖ ÉÇ ÄÄÇÔÕË ÒÑÐâÕËÇ ÑÃ-
ÑÃÜÇÐÐÑÌ ÒÇÕÎË, ÑÒÓÇÆÇÎËÄ ÇÇ, ÍÂÍ ÐÂ ÓËÔ. 19, ÕÑ
ÆËÂÅÓÂÏÏÐÞÌ ÓâÆ (ÔÏ. ÓËÔ. 7) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕß Í
ÄËÆÖ ÓËÔ. 20, ÐÂÒÑÏËÐÂáÜÇÏÖ ÐÂÏ ËÔØÑÆÐÞÌ ÆËÂÅÓÂÏ-

� �

²ËÔ. 18

V � � �� �

²ËÔ. 19

B � a� � b � � . . .

²ËÔ. 20
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ÏÐÞÌ ÓâÆ (ÔÏ. ÓËÔ. 6), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÏÇÔÕÑ ÄÑÎÐËÔÕÑÌ ÎËÐËË
ÕÇÒÇÓß ×ËÅÖÓËÓÖÇÕ ÑÃÑÃÜÇÐÐÂâ ÒÇÕÎâ. ±ÓË àÕÑÏ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ a; b; g; . . . ÒÇÓÇÆ ÚÎÇÐÂÏË ÓâÆÂ (ÔÏ. ÓËÔ. 20)
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÒÑÔÎÇ ÊÂÏÇÐÞ ÍÂÉÆÑÌ ÑÃÑÃÜÇÐ-
ÐÑÌ ÒÇÕÎËÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËØ ÇÇ ÒÑÆÆËÂÅÓÂÏÏ
ÏÞ ÒÑÎÖÚËÎË ÒÓÂÄËÎßÐÞÇ ÚËÔÎÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏ, ËÊÑÃÓÂÉÇÐÐÞØ ÐÂ ÓËÔ. 7. ±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÌ ÒÇÕÎË

V � V�z; rl; ~u0; A�;

ÊÂÒËÛÇÏ ÖÔÎÑÄËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÆËÂÅÓÂÏÏÐÞØ ÓâÆÑÄ ÐÂ ÓËÔ. 7
Ë 20 Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ×ÑÓÏÇ:

B�z; rl; ~u0; A� � B�z; rl; V; A�:

¢ÎÂÅÑÆÂÓâ àÕÑÏÖ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ ²¤-ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÄÇÎËÚËÐÞ B

aÿ1B�z; rl; ~u0; A� � B�z; rl; aÿ2~u0; aA�

ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ Ë ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ B:
aÿ1B�z; rl; V; A� � B�z; rl; aÿ2V; aA�;

ÒÓËÚÇÏ

aÿ2V�z; rl; ~u0; A� � V�z; rl; aÿ2~u0; aA�:

¦ÔÎË ×ÖÐÍÙËâ V ÑÍÂÉÇÕÔâ ÔÎÂÃÑ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÌ r Ä ÑÃÎÂÔÕË r5Lÿ1 Ë ÃÎËÊÍÑÌ Í ÐÖÎá ÒÓË
ÊÐÂÚÇÐËâØ r4Lÿ1, ÕÑ ÑÒËÔÂÐÐÖá ÄÞÛÇ ÓÇÆÖÍÙËá
ÑÆÐÑÅÑ ÆËÂÅÓÂÏÏÐÑÅÑ ÓâÆÂ (ÔÏ. ÓËÔ. 7) Í ÆÓÖÅÑÏÖ (ÔÏ.
ÓËÔ. 20) ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÆÑÎÉËÕß, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÓâÆ ÐÂ ÓËÔ.
20 Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÖÐÍÕÂ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÃ-
ÑÃÜÇÐÐÂâ ÒÇÕÎâ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ ÕÑÚÍÑÌ, ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÕÇÒÇÓß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÇÎËÚËÐÂ ÿV0=�2p�d, ÅÆÇ
V0 � Vjr�0, ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÌ ËÔÍÎáÚÇÐÐÞÌ
ÑÃÝÇÏ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÄÕÑÓÐÑÌ ÓÇÆÖÍÙËË ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ
Í ÆËÂÅÓÂÏÏÐÑÏÖ ÓâÆÖ, ÑÕÎËÚÂáÜÇÏÖÔâ ÑÕ ÒÓÇÉÐÇÅÑ
ÓâÆÂ ÎËÛß ÏÐÑÉËÕÇÎâÏË a0; b0; g0; . . . ÒÇÓÇÆ ÇÅÑ ÚÎÇ-
ÐÂÏË, ÒÓËÚÇÏ a04a, b04b, g04g; . . . µÃÞÄÂÐËÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ àÕËØ ÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ ÒÑÔÎÇ ÓÇÆÖÍÙËË ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÕÇÏ,
ÚÕÑ ÐÂ ÔÑÊÆÂÐËÇ ÍÂÉÆÑÌ ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÌ ÒÇÕÎË ÊÂÕÓÂÚË-
ÄÂÇÕÔâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÒÇÕÎÇÄÞØ ÒÑÆÆËÂÅÓÂÏÏ
ËÊ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÚÎÇÐÑÄ ÆËÂ-

ÅÓÂÏÏÐÑÅÑ ÓâÆÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÓÇÆÖÍÙËË ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑÏÖ ËÔÚÇÊÐÑÄÇÐËá ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÚÎÇ-
ÐÑÄ àÕÑÅÑ ÓâÆÂ. ªÔÍÎáÚÇÐËÇ ÒÓË àÕÑÏ ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ
ÎËÛß ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ, ÄÇÓ-
ÛËÐÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÅÖÕ ÔÑÇÆËÐâÕßÔâ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÐÇ
ÃÑÎÇÇ ÚÇÏ ÑÆÐÑÌ ÎËÐËÇÌ. £ËÆ ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÐÇÒÓËÄÑÆË-
ÏÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ ÖÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 21.

¥Îâ ÑÙÇÐÍË ÄÇÎËÚËÐÞ V ÑÃÓÂÕËÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá¢ÇÕÇë
³ÑÎÒËÕÇÓÂ ÐÂ ÓËÔ. 10 Ë Ô ÇÅÑ ÒÑÏÑÜßá ÔÑÔÕÂÄËÏ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÂ ÓËÔ. 22, ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ
ÄÞÅÎâÆËÕ ÕÂÍ:�

M�qÿ j; j�Y�qÿ j; j; qÿ j0; j0��

�M�qÿ j0; j0� d
dk ddk0

�2p�2d �

�
�
M�qÿ j; j�X�qÿ j; j; qÿ j0; j0��

�M�qÿ j0; j0� d
dk ddk0

�2p�2d �

�
�
M�qÿ j; j�X�qÿ j; j; qÿ j0; j0�M�qÿ j0; j0��

� Y�qÿ j0; j0; qÿ j00; j00�M�qÿ j00; j00� d
dk ddk0 ddk00

�2p�3d ;

�3:89�

ÅÆÇ

M�x; qÿ j; j� � ~A�x; qÿ j� ~A�x; k�; �3:90�

Â ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ×ÖÐÍÙËÌ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x (ËÎË z) Ä (3.89)
ÓÂÆË ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÐÇ ÖÍÂÊÂÐÂ. ±ÓËÏÇÏ ÕÇÒÇÓß Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ ÐÇÓÂÊÓÇÊÂÇÏÑÅÑ 4-ÒÑÎáÔ-
ÐËÍÂ X ÄÇÎËÚËÐÖ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÖá ÐÂ ÓËÔ. 23. ¿ÕÑ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÑÆËÐ ËÊ ÄÂÓËÂÐÕÑÄ
ÏÇÕÑÆÂ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÒÂÓÍÇÕÐÞØ ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏ. ¥ÑÒÖÔÕËÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ V�x; r� ÔÎÂÃÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ r. ´ÑÅÆÂ, ÒÑÆÔÕÂÄËÄ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.89) ÄÏÇÔÕÑ
ÄÇÎËÚËÐÞ X ÇÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ~X � V0 � V�x; 0�, ÏÞ ÒÑÎÖ-
ÚËÏ ÆÎâ

Y�x; r� �
�
M�x; qÿ j; j�Y�x; qÿ j; j; qÿ j0; j0��

�M�x; qÿ j0; j0� d
dkddk0

�2p�2d �3:91�

ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ:

Y�x; r� � V0M2�x; r��1ÿ V0M�x; r��ÿ1; �3:92�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ

M�x; r� �
�
M�x; qÿ j; j� ddk

�2p�d �

� o
�1
0

Ls�rR�~w2�x; R�R2s�1 dR : �3:93�

¦ÔÎË Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇÏ (3.63), Â ÕÂÍÉÇ ×ÑÓÏÖÎÂÏË ¯ËÍÑÎßÔÑÐÂ Ë ³ÑÐËÐÂë

� � � . . .

²ËÔ. 21

� �

²ËÔ. 22

j 0j

qÿ j qÿ j 0

~X�x; qÿ j; j; qÿ j 0; j 0� � � V�x; jjÿ j 0j�

²ËÔ. 23
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¤ÇÅÇÐÃÂÖàÓÂ [99], ÕÑ ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÕÂÍ:

M�x; r� � CG
�
m
2

�
u4m�z20l 4Lm�ÿ1�

�
�1
0

dt�1� t2�mÿ32 Km=2

�
L

���������������������������������
r2 � 4x2�1� t2�

q �
: �3:94�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ Km=2�x� ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÖÃÞ-
ÄÂáÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ Ä ÑÃÎÂÔÕË x5 0 Ë Km=2�0� � 1, ÕÑ
ÄÇÎËÚËÐÂ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (3.94) ÐÇ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ÊÐÂÚÇÐËâ�1

0

�1� t2�mÿ32 dt � ���
p
p

G
�
1ÿ m

2

��
2G
�
3

2
ÿ m

2

��ÿ1
;

ÃÎËÊÍÑÅÑ Í ÇÆËÐËÙÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ m5 1. ±ÑÆÔÕÂÄËÏ ÕÇÒÇÓß
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.92) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

V�x; r� � ÿu1 � u21M�x; r� � u21Y�x; r�; �3:95�

âÄÎâáÜÇÇÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÆËÂÅÓÂÏÏÐÞØ ÓÂÄÇÐÔÕÄ ÐÂ ÓËÔ.
18 Ë 19, Ë ÄÄÇÆÇÏ ÐÑÄÞÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ

V�x; r� � ÿu1l�x; r�; �3:96�
m�x; r� � u1M�x; r�: �3:97�

ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (3.95) ÕÑÅÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ

l�x; r� � 1ÿm�x; r��1� l0�x�m�x; r��ÿ1; �3:98�

ÅÆÇ l0�x� � l�x; 0�. ±ÑÎÂÅÂâ r � 0 Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (3.98) Ë
ÑÃÑÊÐÂÚÂâ

m0�x� � m�x; 0�; �3:99�

ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ l0�x� ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
l0 � 1ÿm0�1�m0l0�ÿ1;

ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓË ÔÑÃÎáÆÇÐËË ÖÔÎÑ-
ÄËâ m0 4 1 ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

l0 � �2m0�ÿ1
�
m0 ÿ 1� �1� 2m0 ÿ 3m2

0�1=2
�
: �3:100�

³ÑÅÎÂÔÐÑ (3.97) Ë (3.99) ËÊ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ m0�0�4 1 ÄÞÕÇ-
ÍÂÇÕ, ÚÕÑ

m�x; r�4m0�x�4 1 :

¯Ñ ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÇÎËÚËÐÂ

m0�0� � u0M�0; 0� � C

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÍÑÐÔÕÂÐÕ, ×ËÅÖÓËÓÖáÜËØ Ä
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂØ (3.85), ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ m0�0�4 1, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÐÂÍÎÂ-
ÆÞÄÂÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÐÂ ÄÞÃÑÓ àÕËØ ÍÑÐ-
ÔÕÂÐÕ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÑÙÇÐÍË ÄÇÎËÚËÐÞ
V�x; r�, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÌÔâ Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÂØ (3.96) Ë (3.98),
ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ ÔÑ ÔÆÇÎÂÐÐÞÏ ÓÂÐÇÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇÏ ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË V�x; r�.

¥ÂÎÇÇ, ÒÓÑÆÑÎÉËÏ ÑÒËÔÂÐÐÖá ÄÞÛÇ ÓÇÆÖÍÙËá ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÐÑÅÑ ÓâÆÂ ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ ÏÞ ÐÇ ÒÑÎÖÚËÏ ÓâÆ,

ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ ÎËÛß ËÊ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ, Ä
ÄÇÓÛËÐÂØ ÍÑÕÑÓÞØ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ ÒÇÕÎË.
±ÑÔÎÇÆÐËÇ, ÍÂÍ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÑÌ ÓÇÆÖÍÙËË, ÑÃÑ-
ÊÐÂÚËÏ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ

~V�x; r� � ÿCu1~l�x; r�;
ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ ~l�x; r� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

~l�x; r� � 1ÿ ~m�x; r��1� ~l0�x� ~m�x; r��ÿ1;

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ

~m�x; r� � Cm�x; r�;
~l0�x� � ~l�x; 0�:

´ÑÅÆÂ ÒÇÓÄÞÌ (ÒÓÑÔÕÇÌÛËÌ) ÚÎÇÐ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÓâÆÂ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ, ÍÂÍ ÐÂ ÓËÔ. 24, Â ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÒÑ ÒÑÓâÆÍÖ
ÆËÂÅÓÂÏÏÂ ÔÑÔÕÑËÕ ÖÉÇ ËÊ ÒâÕË ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ÒÇÕÇÎß Ë
ÆÇÄâÕË ÎËÐËÌ.

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÐÂ ÓËÔ. 24 ÄÍÎÂÆ ÑÕ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÏÑÌ ËÏ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ Ä ÄÇÎËÚËÐÖ Ff ~Gg ÓÂÄÇÐ
A0�r�

ÿBa�1; 0; V; ~A� ÿ Ba�1; rl; V; ~A�� �
� Cu1A0�r�

�
n�k�ÿ ~A�k� ÿ ~A�qÿ j�� ddk ; �3:101�

ÅÆÇ

n�k� � ~m0�0�Km=2�kL�
ÿ
1� ~l0�0� ~m0�0�Km=2�kL�

�ÿ1
:

¬ÂÍ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÒÑÆØÑÆâÜËÏ ÄÞÃÑÓÑÏ ÍÑÐ-
ÔÕÂÐÕ Ä (3.85) ÏÑÉÐÑ ÆÑÔÕËÚß ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÖÔÎÑÄËâ
~l0�0� ~m0�0� < 1. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÏ Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (3.101)
ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË n�k�
ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ Km=2�kL�, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ ÏÞ ÔÐÑÄÂ
ÔÕÂÎÍËÄÂÇÏÔâ Ô ÔËÕÖÂÙËÇÌ, ÑÒËÔÂÐÐÑÌ ÓÂÐÇÇ. ±ÑàÕÑÏÖ,
ÒÑÎÂÅÂâ m5 1 Ë ÄÞÒÑÎÐââ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ Ä (3.101),
ÒÓËØÑÆËÏ Ä ËÕÑÅÇ Í ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá ËÔÍÑÏÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ Ä
ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÿm ln�rL�.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÇ ÚÎÇÐÞ ÆËÂÅÓÂÏ-
ÏÐÑÅÑ ÓâÆÂ ÐÂ ÓËÔ. 21, Ä ÄÇÓÛËÐÂØ ÍÑÕÑÓÞØ ×ËÅÖÓËÓÖáÕ
ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ ÒÇÕÎË. ©ÂÒËÛÇÏ ÄÍÎÂÆ ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ àÕËØ
ÚÎÇÐÑÄ Ä ÄÇÎËÚËÐÖ Ff ~Gg Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÔËÏÄÑÎËÚÇÔÍÑÌ
×ÑÓÏÇ:

A0�r�
��

~V�0; k�	m�� ~A�0; k�	2mÿ1ÿ
ÿ � ~A�0; qÿ j�	2mÿ1�n ddk�2p�ÿd

om

; �3:102�

ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ ÊÆÇÔß m5 5. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ×ÖÐÍ-
ÙËÌ ~A Ë ~V, ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÍÂÉÆÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ fjg Ä
ËÐÕÇÅÓÂÎÇ��

~V�0; k�	m� ~A�0; k�	2mÿ1� ddk	m
ÒÑ ÔÖÕË ÑÅÓÂÐËÚÇÐÑ ÔÄÇÓØÖ ÒÑ ÏÑÆÖÎá ÄÇÎËÚËÐÑÌ Lÿ1, Â
ÐÂ ÐËÉÐÇÏ ÒÓÇÆÇÎÇ fjjjg5k0 ÒÓË k0 ! 0 ÑÙÇÐÍÂ ÒÑÄÇÆÇ-

Ba � �
�

~V�x; j� ~A�x; qÿ j� ddk�2p�ÿd\

²ËÔ. 24
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ÐËâ àÕÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÆÂÇÕ O�kt0�, ÅÆÇ
t � �2mÿ 1��2mÿ 2� �md � 2� �mÿ 2�m :

°ÕÔáÆÂ ÕÑÅÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä
(3.102), ÍÑÅÆÂ r! 0, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÄËÆÇ
ÓâÆÂ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ �rL�m ËÎË m ln�rL�.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÞÛÇËÊÎÑÉÇÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÐÂÏ ÊÂÍÎáÚËÕß, ÚÕÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ×ÖÐÍÙËË Ff ~Gg ÒÓË
r! 0 ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÂ Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÿm ln�rL�.
¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÑÔÕÂÄÛËÏÔâ ÒÓÑËÊÄÑÎÑÏ
ÒÓË ÄÞÃÑÓÇ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕ Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÂØ (3.85), ÕÑ
ÏÑÉÐÑ ÆÑÔÕËÚß ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÎËÐÇÌÐÞØ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ln�u2r2� ÚÎÇÐÑÄ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËâØ (3.68) Ë (3.69). ´ÑÅÆÂ,
ÒÑÆÔÕÂÄÎââ ËÔÍÑÏÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË Ff ~Gg Ä ²¤-
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.102), ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ Ä ËÕÑÅÇ ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ, ÍÂÍ
ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ

G�r� � ~G�r�; r! 0: �3:103�
ªÏÇÐÐÑ àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ë ÑÒÓÂÄÆÞÄÂÇÕ ÄÞÃÑÓ ×ÖÐÍÙËË
~G � ~A=A0 Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (2.78).

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ m; u Ë L ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ
Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ×ÖÐÍÙËË Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÂØ (3.61) Ë
(3.63), ÕÑ Ô ÒÑÏÑÜßá×ÑÓÏÖÎÞ (3.65) ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÕÇÒÇÓß
Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ×ÖÐÍÙËË ~wN�R� ÒÓËN!1 ËR4 l. ¥ÂÎÇÇ,
ÒÓËÏÇÏ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ B Ë B Ë ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ ×ÖÐÍÙËË B�z; rl; ~V; ~A� ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ
ÓâÆÂ (ÔÏ. ÓËÔ. 21) ËÊ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ ÆËÂÅÓÂÏÏ, ÄÇÓÛË-
ÐÂÏË ÍÑÕÑÓÞØ ÔÎÖÉÂÕ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ ÒÇÕÎË. ´ÑÅÆÂ ÄÇÎË-
ÚËÐÂ B�z; ixl; ~u0; ~A� Ä ÔËÏÄÑÎËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ ÄÞÅÎâÆËÕ
ÕÂÍ:

B�z; ixl; ~u0; ~A� �
�

~V�x; k� ~A�x; ixkÿ j� ddk

�2p�d�

�
X
m5 5

��
~V�x; k�	m� ~A�x; ixkÿ j�	2mÿ1( ddk

�2p�d
)m

;

jkj � 1: �3:104�

²ÂÐÇÇ ÃÞÎÑ ÑÕÏÇÚÇÐÑ, ÚÕÑ Ä ÐÂËÃÑÎÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ k9Lÿ1 Ö ÄÔÇØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ Ä
(3.104) ×ÖÐÍÙËâ ~V�x; k� ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÔÎÂÃÑ, Ä ÔÄâÊË Ô ÚÇÏ
ÆÎâ ËØ ÑÙÇÐÍË ÏÞ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËÇÏ: ~V � ÿCu1. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÇÓÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÒÓÂÄÑÌ
ÚÂÔÕË ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (3.104) ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

Ba�z; ixl; ~V; ~A� �
�

~V�x; k� ~A�x; ixkÿ j� ddk

�2p�d �

� ÿCu1 ~w�x; 0�;
ÅÆÇ

~w�x; 0� �
�

Cu2m

z0l d�2m

���
l

L

�2ÿm
ÿ

ÿ G
�
m
2

��
G
�
2ÿ m

2

��ÿ1�xl
2

�2ÿm
�O

�
�xl�2

�
L

l

�m��
Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ×ÑÓÏÖÎÂÏË (3.63) Ë (3.10). °ÕÔáÆÂ
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

Ba�z; ixl; ~V; ~A� ÿ Ba�1; 0; ~V; ~A� �

� C~u0�mz0�ÿ1�ulÿ1�2m�xl�2ÿm �O
ÿ�xl�2�: �3:105�

°ÙÇÐÍÂ ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ ÚÎÇÐÑÄ ÓâÆÂX
m5 5

�ÿCu1	m ��� ~A�x; ixkÿ j�	2mÿ1ÿ
ÿ � ~A�0; k�	2mÿ1�� ddk	m

ÆÂÇÕ ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÑÓâÆÍÂ O��xl�t�, ÅÆÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ t, ÍÂÍ ÃÞÎÑ
ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ ÄÞÛÇ, ÓÂÄÐÑ t � 2� �mÿ 2�m. ¯ÂÍÑÐÇÙ,
ÖÚËÕÞÄÂâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ Ä (3.85), ÏÞ ÒÓËÆÇÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ÓÂÊÐÑÔÕË:

B�z; ixl; ~u0; ~A� ÿ B�1; 0; ~u0; ~A� �
� C�z0~u0mÿ2�1=3�xl�2ÿm �O

ÿ�xl�2�; �3:106�
×ËÅÖÓËÓÖáÜÇÌ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ×ÖÐÍÙËË D (3.66). ¦ÔÎË
ÄÄÇÔÕË ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ

~u1 � z0~u0�1ÿ s�ÿ2 �3:107�

Ë ÖÚÇÔÕß, ÚÕÑ

2ÿ m � d� 2

3
� nÿ1F ; �3:108�

ÕÑ ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (3.66) Ë (3.106) ÐÂØÑÆËÏ

D�x; RNÿ1� � C~u1=31 �xl�1=nF ÿ RxNÿ1 �O
ÿ�xl�2�: �3:109�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ
(3.65) ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ, ÕÑ, ÒÓËÏÇÐââ ÏÇÕÑÆ ÒÇÓÇÄÂÎÂ ÆÎâ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÙÇÐÍË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (3.65), ÍÑÅÆÂ
N!1, Â R4 l, ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ Ä ËÕÑÅÇ ËÔÍÑÏÖá ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË [103]:

WN�R� � Rÿ1F d�tÿ 1�; d � 1;

CRÿdF t p exp�ÿt q�; 1 < d < 4;

�
�3:110�

ÅÆÇ

t � RRÿ1F ; RFl
ÿ1 � C�~u1=31 N�nF ;

p � �4ÿ d��d� 2�
6�dÿ 1� ; q � d� 2

dÿ 1
: �3:111�

°ÕÔáÆÂ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ hR2iN
ÏÇÉÆÖ ÍÑÐÙÂÏË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÃÎÖÉÆÂáÜÇÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÄÞÕÇ-
ÍÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ:

hR2iN � G
�
d� p� 2

q

�
Gÿ1

�
d� p

q

�
R2

F ; �3:112�

ÍÑÕÑÓÞÌ, ÍÂÍ ÖÉÇ ÃÞÎÑ ÑÕÏÇÚÇÐÑ ÓÂÐßÛÇ, âÄÎâÇÕÔâ
ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ ¶ÎÑÓË ÆÎâ d-ÏÇÓÐÑÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ �d < 4�. £ ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÊÐÂÚÇÐËÇ
e � 4ÿ d ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÑ, ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß nF,
ÔÑÅÎÂÔÐÑ (3.108), ÓÂÄÇÐ

nF � 1

2
� e
12
�O�e2�

Ë, ÔÕÂÎÑ ÃÞÕß, ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÑÏ ÆÇ¨ÇÐÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÊÎÑÉÇÐÐÞÌ ÊÆÇÔß ÏÇÕÑÆ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ³¢¢³ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÑÕÎË-
ÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÒÑÆØÑÆÂ ÆÇ ¨ÇÐÂ Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÑÄÑÏÖ e-
ÓÂÊÎÑÉÇÐËá, ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÖÉÇ ÔØÑÆâÜËÏÔâ.

ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (3.110) ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ×ÖÐÍÙËË WN�R� Ä ÑÃÎÂÔÕË R < RF ËÏÇÇÕ
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"ÒÓÑÄÂÎ", ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÌ à××ÇÍÕÑÏ ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÅÑ
ÑÃÝÇÏÂ, ÒÓËÚÇÏ ÆÎâ d � 2 ÑÐÂ ÄÞÒÖÍÎÂ ÄÐËÊ �p � 4=3� Ë
ÄÞÒÖÍÎÂ ÄÄÇÓØ �p � 5=12�, ÍÑÅÆÂ d � 3. ¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË WN�R� Ä ÑÃÎÂÔÕË R < RF ÑÃÞÚÐÑ
ÄÏÇÔÕÑ p ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ÆÓÖÅÑÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß g, Ô
ÒÑÏÑÜßá ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÞÚËÔÎâáÕ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÄÑÊÄÓÂÕÂ
ÃÎÖÉÆÂáÜÇÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ËÔØÑÆÐÖá ÕÑÚÍÖ. ±ÓË àÕÑÏ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÇÉÆÖ g Ë p ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ
¬ÎÖÂÊÑ: g � 1� np [34]. ¦ÔÎË Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÄÏÇÔÕÑ n ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ nF ËÊ (3.108) Ë
ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ p ËÊ (3.111), ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ
g � 2 ÆÎâ d � 2 Ë g � 5=4, ÍÑÅÆÂ d � 3. ¥Îâ ÔÓÂÄÐÇÐËâ
ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËâ g, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÇ Ä ÓâÆÇ ÓÂÃÑÕ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [35ë48]) Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÂÍ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÏÇÕÑ-
ÆÑÄ, ÕÂÍ Ë ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÞØ ÏÂÛËÐ, ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÐÇÔÍÑ-
ÎßÍÑ ÏÇÐßÛÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÊÐÂÚÇÐËÌ g. °ÆÐÂÍÑ
ÊÆÇÔß ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÚÇÔÕß, ÚÕÑ ×ÑÓÏÖÎÂ (3.110) âÄÎâÇÕÔâ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ Ë ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË R4 l.

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓËÐâÕÞÏË Ä ÕÇÑÓËË ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ
âÄÎÇÐËÌ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâÏË ÏÑÉÐÑ ÐÂÒËÔÂÕß A�1; r� �
� O

ÿ�rl�Zÿ2� ÒÓË r! 0 Ë A�z; 0� � O
ÿ�zÿ 1�ÿg�, ÍÑÅÆÂ

z! 1. ´ÑÅÆÂ, ÒÓËÐËÏÂâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.61) Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓË
z! 1 Ë r! 0 ÒÑÎÖÚËÏ, ÚÕÑ Z � 2e=3, Â ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË g; Z; nF ÔÄâÊÂÐÞ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÑÃÞÚÐÞÏ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ: g � �2ÿ Z�nF. ¹ÕÑ ÉÇ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ q, ÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÌ ÆÎâ ÐÇÅÑ Ä
(3.111), ÑÃÜÇËÊÄÇÔÕÇÐ.

4. °ÔÐÑÄÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ô ÖÚÇÕÑÏ ÍÑÓÓÇÎâÙËË
ÃÎËÉÐÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÂÏÑËÊÃÇÅÂáÜËÇ ÃÎÖÉÆÂÐËâ
Ä ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÍÂÉÆÑÅÑ
ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËâ ÇÇ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÆÎËÐÂ
ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ ÐÇ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÂ, Â ÒÑÆÚËÐÇÐÂ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÏÖ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËá.

ªÕÂÍ, ÒÖÔÕß ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË k-ÅÑ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ
rk ÚÂÔÕËÙÞ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÄÇÎËÚËÐÇ

t�rk�s�nk; nkÿ1�
Ykÿ1
j�1
�1� fjk�; nk � rkr

ÿ1
k ;

ÊÆÇÔß t�r�ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÆÎËÐÞ ÑÆÐÑÅÑ ÒÇÓÇ-
ÏÇÜÇÐËâ r, Â s�nk; nkÿ1� � s�cos yk� ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÖÅÎÂ yk ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏË k-ÅÑ Ë kÿ 1-ÅÑ
ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÌ. ±ÓË àÕÑÏ ÖÔÎÑÄËâ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÆÎâ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ t�r� Ë s�nk; nkÿ1� ÕÂÍÑÄÞ:�

t�r� ddr � 1 ;

G�s� 1�
� ���

p
p

G
�
s� 1

2

��ÿ1 �p
0

s�cos y� sin2s y dy � 1 :

¦ÔÎË ËÔÍÑÏÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕßWN�R� ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ
Ä (2.4), ÕÑ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË wN�R� ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÕÇÒÇÓß
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ:

wN�R� �
�
d
�
Rÿ

XN
k�1

rk

�
P1N dm1N�0� ;

ÅÆÇ ÆÎâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ

dmlm�q� �
Ym

k�l�1
s�nk; nkÿ1�

Ym
k�l

exp�iqrk�t�rk� ddrk ;

Â ÄÇÎËÚËÐÂ P1N ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (2.6). ©ÂÒËÔÞÄÂâ ×ÖÐÍÙËá
wN�R� Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ¶ÖÓßÇ Ä (2.8), ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ ÇÇ
×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

aN�q� �
�
P1N dm1N�q� ; �4:1�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ P1N ÊÂÏÇÐËÏ ÇÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ Ä
(2.15), Â ÒÎÑÕÐÑÔÕß s�nk; nkÿ1� � s�cos yk� ÓÂÊÎÑÉËÏ Ä ÓâÆ
ÒÑ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÂÏ ¤ÇÅÇÐÃÂÖàÓÂ

Cs
l �nk; nkÿ1� � Cs

l �cos yk�
Ë ÊÂÕÇÏ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÆÎâ ÐËØ ÕÇÑÓÇÏÑÌ ÔÎÑÉÇÐËâ [99]:

Cs
l �nk; nkÿ1� � ohÿ1Cs

l �1�
Xh
m�1

Sm
l �nk�Sm

l �nkÿ1�;

ÅÆÇ Sm
l �n�; m � 1; 2; . . . ; h ì ÑÓÕÑÐÑÓÏÂÎßÐÂâ ÐÂ ÇÆËÐËÚ-

ÐÑÌ ÅËÒÇÓÔ×ÇÓÇ ÔËÔÕÇÏÂ ËÊ h � 2�s� l��2s� lÿ 1�!=�2s�! l!
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ÅÂÓÏÑÐËÍ ÔÕÇÒÇÐË l. ²ÇÊÖÎß-
ÕÂÕ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË s�nk; nkÿ1� ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ Ä ÄËÆÇ
ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÓâÆÂ:

s�nk; nkÿ1� �
X
l5 0

Xh
m�1

slSm
l �nk�Sm

l �nkÿ1�; �4:2�

ÅÆÇ

sl � �4p�
sG�s�l!

G�2s� l�
�1
ÿ1

s�t�Cs
l �t��1ÿ t 2�sÿ�1=2� dt :

¥ÂÎÇÇ ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ T�q� Ë Bq�q� ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ËØ
ÏÂÕÓËÚÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ:

hlmjT�q�jl 0m0i � �slsl 0 �1=2
�
exp�iq r�t�r�Sm

l �n�Sm0
l 0 �n� ddr ;

hlmjBq�q�jl 0m0i � �slsl 0 �1=2
�
b1qS

m
l �n1�Sm0

l 0 �nq� dm1q�q�

Ë ÒÓËÏÇÏ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ s0 � o, Â S1
0�n� � 1=o1=2.

´ÑÅÆÂ ÒÇÓÄÞÇ ÚÎÇÐÞ ÓâÆÂ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÓÂÄÇÐÔÕÄ (2.15) Ë (4.2) Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (4.1),
ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ
àÕÑÅÑ ÓâÆÂ ÓÂÄÇÐ�

dm1N�q� � h01jT�q�jl1m1ihl1m1jT�q�jl2m2i . . .�
� hlNmNjT�q�j01i � h01jTN�q�j01i ;

ÊÆÇÔß ÒÑ ÆÄÂÉÆÞ ÒÑÄÕÑÓâáÜËÏÔâ ËÐÆÇÍÔÂÏ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇ-
ÄÂÇÕÔâ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ: ÒÑ lìÑÕ 0 ÆÑ1, Â ÒÑmìÑÕ 1 ÆÑ h.
±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÌ ÚÎÇÐ ÓâÆÂ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÙÇÒÑÚÍÖ ÓÂÄÇÐÔÕÄ�

bj�1k dm1N�q� � h01jTj�q�jljmji�
� hljmjjBkÿj�q�jlk�1mk�1ihlk�1mk�1jTNÿk�q�j01i �
� h01jTN�jÿk�q�Bkÿj�q�j01i ;

5*
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Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÞ ÖÚÎË ÍÑÏÏÖÕËÓÑÄÂÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ T�q� Ë
Bq�q� ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÚÎÇÐÂ ÄÞÛÇÖÒÑÏâÐÖÕÑÅÑ ÓâÆÂ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑX

14 j<k4N

�
bjk dm1N�q� �

�
X
q5 2

�Nÿ q� 1�h01jTNÿq�q�Bq�q�j01i :

±ÑÆÑÃÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÂâ
×ÑÓÏÂ ÊÂÒËÔË ÎáÃÑÅÑ ÚÎÇÐÂ ÓâÆÂ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÅÑ
×ÖÐÍÙËá aN�q�. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ×ÑÓÏÖÎÇ

aN�q� � h01jAN�q�j01i ; �4:3�
Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ AN�q� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ
ÓâÆÂ

AN�q� �
X
p5 0

X
q5 0

�Nÿ q� p�!
�Nÿ q�! p!

TNÿq�q��

�
X

. . .
X

�q1�...�qp�q�
Bq1�q� . . .Bqp�q� ; �4:4�

ÅÆÇ ÏÐÑÉËÕÇÎß �Nÿ q� p�!=�Nÿ q�! p! ÓÂÄÇÐ ÚËÔÎÖ ÔÒÑÔÑ-
ÃÑÄ ÓÂÊÏÇÜÇÐËâ p ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Bq1�q�; Bq2�q�; . . . ;Bqp�q�
(ÒÓË ÖÔÎÑÄËË q1 � q2 � . . .� qp � q) ÒÑ Nÿ q� p ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÞÏ ÏÇÔÕÂÏ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÒÓË àÕÑÏ ÔÑØÓÂÐâÎÂÔß ÒÑÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß Ä ËØ ÄÊÂËÏÐÑÏ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËË. ±ÑÔÎÇÆÐáá
ÔÖÏÏÖ Ä (4.4) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕß ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ä
ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (2.22), Í ÄËÆÖX

. . .
X

�q1�...�qp�q�
Bq1�q� . . .Bqp�q� �

1

2pi

�
G

Bp�z; q� dz

z1�q
;

ÅÆÇ B�z; q�ì ÒÓÑËÊÄÑÆâÜËÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ËÊ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

B�z; q� �
X
q5 0

zqBq�q� : �4:5�

´ÑÅÆÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ AN�r� Ä (4.4) ÒÓËÏÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÖá
×ÑÓÏÖ:

AN�q� � 1

2pi

�
G

dz

z1�q

"X
p5 0

X
q5 0

�Nÿ q� p�!
�Nÿ q�! p!

�

� ÿzT�q��NÿqBp�z; q�
#
; �4:6�

ÒÓËÚÇÏ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ p ÊÆÇÔß ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÕß
ÑÕ 0 ÆÑ1, Â ÒÑ qì ÑÕ ÿ1 ÆÑ N, ÐÇ ÑÍÂÊÞÄÂâ ÄÎËâÐËâ ÐÂ
ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ. ¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÓÑËÊÄÑÆâ-
ÜËÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ A�z; q� ÒÓË ÒÑÏÑÜË ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

A�z; q� �
X
N5 0

zNAN�q�; �4:7�

ÕÑ ËÊ (4.6) ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÂÉÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ

A�z; q� �
X1
p�0

X1
q�0

�p� q�!
p! q!

ÿ
zT�q��qBp�z; q�: �4:8�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ

�p� q�! �
X1
n�0

n!

2pi

�
G

t p�qÿnÿ1 dt

Ë ÍÑÏÏÖÕËÓÑÄÂÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ T�q� Ë B�z; q� ÏÇÉÆÖ
ÔÑÃÑÌ, ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ×ÑÓÏÖÎÖ (4.8) Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

A�z; q� �
X1
n�0

dn

�dt�n exp
h
t
ÿ
zT�q� � B�z; q��i����

t�0
:

°ÕÔáÆÂ ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓ

Aÿ1�z; q� � 1ÿ zT�q� ÿ B�z; q� �4:9�
âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÓÂÕÐÞÏ Í ÑÒÇÓÂÕÑÓÖA�z; q�. ¦ÔÎË ÑÒÓÇÆÇÎËÕß
"ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÞÌ" ÑÒÇÓÂÕÑÓ A0�z; q� ÍÂÍ

A0�z; q� �
ÿ
1ÿ zT�q��ÿ1 ;

ÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (4.9) ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

Aÿ1�z; q� � Aÿ10 �z; q� ÿ B�z; q� : �4:10�

¥ÂÎÇÇ ÖÔÕÂÐÑÄËÏ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏË B�z; q� Ë
A�z; q�, ÔÆÇÎÂÄ ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4.10) ÊÂÏÍÐÖÕÞÏ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËÔÍÑÏÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ A�z; q�. ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá
ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÏÂÕÓËÚÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓÂ Bq�q� Ë ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË (2.13) Ë (2.30). ´ÑÅÆÂ,
ÖÚËÕÞÄÂâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ

hlmjAq�q�jl 0m0i � �sl sl 0 �1=2
�
P1qS

m
l �n1�Sm0

l 0 �nq� dm1q�q� ;

ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ Ä ËÕÑÅÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

hlmjBq�q�jl 0m0i � ÿ
�
u�k�hlmjAq�qÿ j�jl 0m0i ddk

�2p�d�

�
X

. . .
X

�q1�q2�q3�q�

�
u�k�u�k0��

� hlmjAq1�qÿ j�Aq2�qÿ jÿ j0�Aq3�qÿ j0�jl 0m0i�

� ddk ddk0

�2p�2d � . . . ; �4:11�

ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (2.33). ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÕÇÒÇÓß ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ (4.11) Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (4.5) Ë ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ A�z; q� Ä (4.7), ÐÂØÑÆËÏ ËÔÍÑÏÖá
ÔÄâÊß:

B�z; q� � ÿ
�
u�k�A�z; qÿ j� ddk

�2p�d�

�
�
u�k�u�k0�A�z; qÿ j�A�z; qÿ jÿ j0��

� A�z; qÿ j0� d
dkddk0

�2p�2d � . . . �4:12�

±ÑÔÎÇÆÐââ ×ÑÓÏÖÎÂ ÒÑ ÔÄÑÇÏÖ ÄÐÇÛÐÇÏÖ ÄËÆÖ ÂÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÂ ×ÑÓÏÖÎÇ (2.34). ±ÑàÕÑÏÖ ÄÔÇ ÚÎÇÐÞ ÓâÆÂ Ä (4.12)
ÕÂÍÉÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÆËÂÅÓÂÏÏ ÐÂ
ÓËÔ. 6, Ä ÍÑÕÑÓÞØ, ÑÆÐÂÍÑ, ÔÒÎÑÛÐÞÏ ÎËÐËâÏ ÕÇÒÇÓß
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ A�z; qÿ j�.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÚÇÕ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËâÏË ÔÑÔÇÆÐËØ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÌ ÃÎÖÉÆÂáÜÇÌ ÚÂÔÕËÙÞ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÒÓÑÃÎÇÏÞ ³¢¢³. £ÞÃÓÂÄ ÒÑÆØÑÆâÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË t�r� Ë s�cos y�, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, Ä
ÒÓËÐÙËÒÇ, ÎáÃÖá ÓÇÛÇÕÑÚÐÖá ÏÑÆÇÎß ÆÎâ ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ
ÒÓÑÃÎÇÏÞ Är2.
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£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß ÄÂÉÐÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4.10) ì ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÇÅÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÅÓÖÒÒÞ ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ:

A! A0 � aA ; A0 ! A00 � aA0 ;

u! u0 � aÿ2u ;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÎÖÉËÕ ÑÔÐÑÄÑÌ ÆÎâ ²¤-ÏÇÕÑÆÂ ÓÇÛÇÐËâ àÕÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ.

©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

³ÓÇÆË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÊÆÇÔß ÏÇÕÑÆÑÄ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÓÑ-
ÃÎÇÏÞ ³¢¢³ ÒÑÆØÑÆ, ËÊÎÑÉÇÐÐÞÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 2ë4,
ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÕÑÚÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË, ÒÑÊÄÑÎâáÜÇÏ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎËÕß ËÔÍÑÏÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË WN�R�. ¿ÕÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÐÇÏÂÓÍÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ, âÄÎâÇÕÔâ
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ ÑÕÐÑÔËÕÇ-
ÎßÐÑ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ ÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÌ, ÚÕÑ ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ ÇÅÑ
ÓÇÛÇÐËâ ²¤-ÏÇÕÑÆ. ¯ÂÌÆÇÐÐÑÇ Ô ÒÑÏÑÜßá àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË WN�R�,
ÍÑÅÆÂ N!1 Ë R4 l (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÖ (3.110)), ËÏÇÇÕ ÄËÆ,
ÒÑÆÑÃÐÞÌ ÕÑÏÖ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÃÞÎ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐ ÓÂÐÇÇ, ËÔØÑÆâ
ËÊ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÂÆÂÚÂ
ÔÄÇÎÂÔß Í ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÎËÛß ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ.
²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÑÔÎÇÆÐËØ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÐÂÏ
ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ÕÇÒÇÓß ÔÕÂÎÑ âÔÐÑ, ÍÂÍ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ
ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÑÃÑÃÜÇÐÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ ¶ÎÑÓË
ÆÎâ hR2iN. ±ÓË àÕÑÏ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ nF ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË d Ä ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÇ
14 d < 4, ÆÂÇÕ ÕÑÚÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÓË d � 1, d � 2 Ë, ÄÑ
ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÑÚÇÐß ØÑÓÑÛÇÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÒÓË d � 3.
¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÆÓÖÅÑÅÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ p (ËÎË g),
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË WN�R� ÒÓË R5RF,
ÕÑ ÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ d, ÃÞÎË ÐÂÌÆÇÐÞ ÒÓË ÇÜÇ
ÑÆÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË: R4 l. £ÒÑÎÐÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÚÕÑ ÔÕÇÒÇÐÐaÂ â
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ×ÖÐÍÙËË WN�R� ÑÕ R Ä ÑÃÎÂÔÕË R0l ÔÑÄÔÇÏ
ËÐÂâ, ÚÇÏ Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ l5R5RF, Õ.Ç. ÊÐÂÚÇÐËÇ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ p, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÅÑ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (3.111), ÏÑÉÇÕ
ÑÕÎËÚÂÕßÔâ ÑÕ ÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ.

±ÓËÎÑÉÇÐËâ

I. ©ÆÇÔß ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÊÐÂÚÇÐËâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ËÊ
ÓÂÊÆÇÎÂ 3.2.

1: S1�r� �
�1
0

ÿ
1ÿ L1�rR�

�
~w3
1�0; R�R3 dR �

� 8

p6l 6z30

�1
0

�
1ÿ 2

rR
J1�rR�

�
R3

�R2 � L2�3 dR �

� 2
ÿ
p6l 6L2z30

�ÿ1ÿ
1ÿ rLK1�rL�

�
:

2: S2�r� �
�1
0

dRR3
ÿ
1ÿ L1�rR�

�
~w1�0; R��

�
�1
0

L1�Rk�M2
1�0; k�k3 dk �

�
�1
0

s�r; k�M2
1�0; k�k3 dk ;

ÅÆÇ

M1�0; k� � 2p2
�1
0

L1�kR�~w2
1�0; R�R3 dR �

� 8
ÿ
p2l 4z20

�ÿ1
K0�kL� ;

s�r; k� �
�1
0

ÿ
1ÿ L1�rR�

�
L1�kR�~w1�0; R�R3 dR �

� 4

p2l 2z0k

 �1
0

J1�kR� R2

R2 � L2
dRÿ

ÿ 2

r

�1
0

J1�rR�J1�kR� R

R2 � L2
dR

!
�

� 4

p2l 2z0k2

�
kLK1�kL� ÿ 2k

r
�

� I1�kL�K1�rL�; k < r
I1�rL�K1�kL�; r < k

� �
:

´ÑÅÆÂ

S2�r� � 256
ÿ
p6l 10L2z50

�ÿ1"�
1ÿ 2

rL
I1�rL�

�
�

�
�1
0

K2
0�t�K1�t�t2 dt�

� 2

rL

�rL
0

K2
0�t�
ÿ
I1�rL�K1�t� ÿ K1�rL�I1�t�

�
t2 dt

#
:

µÚËÕÞÄÂâ ÊÆÇÔß ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ

I1�t� � t

2
� t3

16
�O�t5�;

K0�t� � ÿ ln t�O�1�;
K1�t� � tÿ1 � 1

2
t ln t�O�t�;

ÍÑÅÆÂ t! 0, ÒÑÎÖÚËÏ Ä ËÕÑÅÇ

S2�r� � 16
ÿ
p6l 10z50

�ÿ1r2n�ln�L2
1r

2��2 ÿ 3 ln�L2
1r

2� �O�1�
o
;

ÅÆÇ L1 � CL.

II.¯ËÉÇ ÆÂÐÞ ÊÐÂÚÇÐËâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ËÊ ÓÂÊÆÇÎÂ
3.3.

1: S1�r� �
�1
0

Ls�rR�~w3
1�R�R2s�1 dR �

� G�s� 1�
"

G�s�d
�2p�s�1l 2z0

#3�
16

r

�s

�

�
�1
0

Js�rR� Rs�1

�R2 � L2�3s dR �
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� 2s�1d 3G3�s�G�s� 1�
�2p�3�s�1�G�3s�l 6z30

�
r
L

�2sÿ1
K2sÿ1�rL� :

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ

S1�0� � lim
r!0

S1�r� � 23sÿ1d 3G3�s�G�s� 1�G�2sÿ 1�
�2p�3�s�1�G�3s�l 6L2�2sÿ1�z30

:

´ÇÒÇÓß ÔÑÔÕÂÄËÏ ÓÂÊÐÑÔÕß S1�0� ÿ S1�r� Ë ÒÇÓÇÌÆÇÏ Í
ÒÓÇÆÇÎÖ ÒÓË L! 0. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÂØÑÆËÏ

lim
L!0
�S1�0� ÿ S1�r�

� �
� 21ÿsd 3G3�s�G�s� 1�G�2sÿ 1�G�2ÿ 2s�

�2p�3�s�1�G�2s�G�3s�l 6z30r2ÿ4s
:

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÏÞ ÒÓËÏÇÏ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÒÇÓÄÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (3.35). ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ e ËÏÇÇÏ�1

0

ÿ
1ÿ Ls�rR�

�
~w3
1�R�R2s�1 dR � r2ÿ2e

ÿ
2p6l 6z30e

�ÿ1
:

2: S2�r� �
�1
0

dRR2s�1Ls�rR�~w1�R��

�
�1
0

Ls�Rk�M2
1�k�k2s�1 dk �

� 2sG�s�G�s� 2�C 2
1L

2�1ÿs�ÿps�1l 10z50�ÿ1�
�
�1
0

dRLs�rR� Rs�1

�R2 � L2�s�

�
�1
0

Js�kR�K 2
1ÿs�kL�k3sÿ1 dk :

±ÑÔÎÇÆÐËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ

K 2
l �x� � 2

�1
0

K2l�2xCosh t� dt

ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ�1
0

Js�kR�K 2
1ÿs�kL�k3sÿ1 dk �

� 2

�1
0

dt

�1
0

dk k3sÿ1Js�kR�K2�1ÿs��2kLCosh t� �

� 25sÿ3G�3sÿ 1�L2�sÿ1�Rs�

�
�1
0

�Cosh t�2�sÿ1�ÿR2 � 4L2 Cosh2 t
�1ÿ3s

dt :

¥ÂÎÇÇ, ÑÃÑÊÐÂÚËÄ

S2�0� � lim
r!0

S2�r� ;

ÔÑÔÕÂÄËÏ ÓÂÊÐÑÔÕß S2�0� ÿ S2�r� Ë ÒÇÓÇÌÆÇÏ Í ÒÓÇÆÇÎÖ
ÒÓË L! 0. ´ÑÅÆÂ, ÖÚËÕÞÄÂâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

�1
0

�Cosh t�ÿe dt � ���
p
p

G
�
e
2

��
2G
�
1

2
� e
2

��ÿ1
;

ÐÂØÑÆËÏ

lim
L!0

ÿ
S2�0� ÿ S2�r�

� �
� 26sÿ4G

ÿ
e
2

�
G�s�G�s� 2�G�3sÿ 1�C 2

1

ps��1=2�G
ÿ
1
2
� e

2

�
l 10z50

�

�
�1
0

ÿ
1ÿ Ls�rR�

�
R3ÿ6s dR ;

ÅÆÇ �1
0

ÿ
1ÿ Ls�rR�

�
R3ÿ6s dR � 23ÿ6sG�s� 1�G�3ÿ 3s�

�3sÿ 2�G�4sÿ 1� r2ÿ3e :

£ ËÕÑÅÇ ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ e ÒÑÎÖÚËÏ�1
0

dRR2s�1ÿ1ÿ Ls�rR�
�

~w1�R�
�1
0

Ls�Rk�M2
1�k�k2s�1 dk �

� 128r2ÿ3e
ÿ
3p6l 10z50e

2
�ÿ1

:

3: S3�x� �
�1
0

~w3
1�x; R�R2s�1 dR �

�
�
21ÿs�s� 1�
ps�1l 2z0

�3 �1
0

�K3
s

�
x
�����������������
R2 � L2

p � R2s�1

�R2 � L2�3s dR ;

ÅÆÇ

�Ks�x� � xsKs�x�:

´ÇÒÇÓß ÔÑÔÕÂÄËÏ ÓÂÊÐÑÔÕß S3�x� ÿ S3�0� Ë ÒÇÓÇÌÆÇÏ Í
ÒÓÇÆÇÎÖ

lim
L!0

ÿ
S3�x� ÿ S3�0�

� � �21ÿs�s� 1�
ps�1l 2z0

�3
C�x�;

ÊÆÇÔß

C�x� �
�1
0

ÿ
�K3
s �xR� ÿ �K3

s �0�
�
R1ÿ4s dR :

µÚËÕÞÄÂâ ×ÑÓÏÖÎÖ

d

x dx
�Ks�x� � ÿx2�sÿ1� �K1ÿs�x�;

ËÏÇÇÏ

dC�x�
x dx

� ÿ3x4�sÿ1�
�1
0

�K1ÿs�x� �K2
s �x�x1ÿ2s dx ;

ÅÆÇ �1
0

�K1ÿs�x� �K2
s �x�x1ÿ2s dx � 2ÿ1 �K2

1ÿs�0� �Ks�0�ÿ
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ÿ2ÿ1
�1
0

�K 3
1ÿs�x�x2sÿ1 dx � 2ÿsÿ2G�s�G2�1ÿ s� ÿ Cs ;

Cs ì ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÂâ ÒÑ ÏÑÆÖÎá ÄÇÎËÚËÐÂ ÒÓË ÄÔÇØ s4 1.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË C�x� ÏÞ ËÏÇÇÏ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑ-
ÄËÇÏ C�0� � 0. ²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÏÂÎÞØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ e � 2�1ÿ s� ÇÔÕß

C�x� � ÿ3�4e2�ÿ1x2�1ÿe� :

°ÕÔáÆÂ ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ÄÇÎËÚËÐÖ

lim
L!0

ÿ
S3�0� ÿ S3�x�

� � 6
ÿ
p6l 6z30e

2
�ÿ1x2�1ÿe� ;

ÒÓËÐËÏÂÇÏÖá ÐÂÏË Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä
(3.49).

III. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ËÐÕÇÅÓÂÎ

Sn�r� �
�

~A�rÿ k�ÿKn
m=2�kL� ÿ 1

�
ddk ; �III:1�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ n ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÂÕÖÓÂÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ. °ÚÇÄËÆÐÑ,
ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËá n � 1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆËÂÅÓÂÏÏÂ �b� ÐÂ
ÓËÔ. 7, ÊÐÂÚÇÐËá n � 2 ì ÆËÂÅÓÂÏÏÂ �c�, n � 3 ì
ÆËÂÅÓÂÏÏÂ �d1� Ë Õ.Æ. ¦ÔÎË Ä ËÐÕÇÅÓÂÎÇ (III.1) ÒÇÓÇÌÕË Í
ÐÑÄÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ p � Lr, q � Lk, ÕÑ ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒË-
ÔÂÕß ÕÂÍ:

Sn�r� � Czÿ10 lÿ2u2mL2�1ÿm�ÿd�
�
�
jpÿ qjmÿ1K1ÿm�jpÿ qj�ÿKn

m=2�q� ÿ 1
�
ddq : �III:2�

¥ÂÎÇÇ, ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ

jpÿ qjmÿ1K1ÿm�jpÿ qj� � G�1ÿ m�
�
2

pq

�1ÿm
�

�
X1
m�0
�1ÿ m�m�C1ÿm

m �cos y�I1ÿm�m�p�K1ÿm�m�q�; p < q ;

ÅÆÇ C1ÿm
m �t�ì ÏÐÑÅÑÚÎÇÐ ¤ÇÅÇÐÃÂÖàÓÂ, Â y ì ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ

ÄÇÍÕÑÓÂÏË p Ë q; ÒÓËÚÇÏ, ÇÔÎË q < p, ÕÑ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË
ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÏÇÐâÕß ÏÇÔÕÂÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ p Ë q. µÚËÕÞÄÂâ
ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ Ë ÄÞÒÑÎÐââ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ
ÖÅÎÂÏ Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ (III.2), ÒÑÎÖÚËÏ

Sn�r� � Czÿ10 lÿ2u2mL2�1ÿm�ÿd p mÿ1�

�
X1
m�0
�1ÿ m� 2m�w2m

ÿ
am�p�K1ÿm�2m�p��

� bm�p�I1ÿm�2m�p�
�
; �III:3�

ÅÆÇ

w2m �
G�s� 1�G�1ÿ m�m�G�1ÿ mÿ s�m�
m!G�1� s�m�G�1ÿ m�G�1ÿ sÿ m� ;

w2m�1 � 0 ;

ÍÂÍ àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

wk � oÿ1
�
C 1ÿm

k �cos y� do �

� G�s� 1����
p
p

G
ÿ
s� 1

2

� �1
ÿ1

C 1ÿm
k �t��1ÿ t 2�sÿ1=2 dt

ÆÎâ ÄÔÇØ k5 0 Ë ÔÄÑÌÔÕÄÂ

C 1ÿm
k �ÿt� � �ÿ1�kC 1ÿm

k �t� :

¯ÂÍÑÐÇÙ,

am�p� �
�p
0

ÿKn
m=2�q� ÿ 1

�
I1ÿm�2m�q�q2s�m dq ; �III:4�

bm�p� �
�1
p

ÿKn
m=2�q� ÿ 1

�
K1ÿm�2m�q�q2s�m dq ; �III:5�

ÊÆÇÔß n > 1, ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÎÖÚÂÌ n � 1 ÃÞÎ ÖÉÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ. ¥Îâ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÂØ (III.4)
Ë (III.5), ÍÑÅÆÂ p � 0, ÒÓËÏÇÏ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÔÎÇÆÖáÜËÇ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ:

�Il�p� � pÿlIl�p� � 2ÿlGÿ1�l� 1� �O�p2� ;
�Kl�p� � plKl�p� � 2lÿ1G�l�Kl�p� ;
Kn

m=2�p� ÿ 1 � ÿKm=2�p� ÿ 1
�
Sn�p� ;

ÅÆÇ

Sn�p� � 1�Km=2�p� � K2
m=2�p� � . . .�Knÿ1

m=2 �p� : �III:6�

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ×ÖÐÍÙËË Km=2�p� Ä (3.10), ÇÇ
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÒÓË m5 1 Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ
m ln p. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (III.6) ÕÑÅÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

Sn�p� �
X
k5 0

l�n�k �ÿm ln p�k �O�p2� ; �III:7�

ÅÆÇ l�n�k ; k5 0, ì ÄÒÑÎÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ
ÖÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÓâÆÂ.

¥ÂÎÇÇ, ÄÄÇÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ

Pm�p� �
ÿ
1ÿKm=2�p�

�
pÿm ;

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ

Pm�p� � C�O�p2ÿm�; p! 0 :

°ÙÇÐÍÂ ÊÐÂÚÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (III.4) ÆÂÇÕ

am�p� � ÿ
�p
0

�I1ÿm�2m�q�Pm�q�Sn�q�q1�2s�m�2m dq �

� ÿCp4ÿ2m�2mÿ1�O�p m�� : �III:8�

°ÃÓÂÕËÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÄÞÓÂÉÇÐËá (III.5) Ë ÊÂÒËÛÇÏ ÇÅÑ Ä
ÄËÆÇ

bm�p� � ÿ
�1
p

�K1ÿm�2m�q�Pm�q�Sn�q�q1ÿ2m dq :

°ÕÔáÆÂ ËÏÇÇÏ

b0�p� � ÿ
�1
0

�K1ÿm�q�Pm�q�Sn�q�q dq�O�p2� : �III:9�
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³ÎÇÆÖáÜËÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ b1�p� ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÍÂÍ

b1�p� � ÿ
(�1

1

�
�1
p

)
�K3ÿm�q�Pm�q�Sn�q�qÿ1 dq

Ë Ä ËÐÕÇÅÓÂÎÇ ÒÑ ÑÕÓÇÊÍÖ �p; 1� ×ÖÐÍÙËá Sn�q� ÊÂÏÇÐËÏ ÇÇ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ (III.7):

�1
p

�K3ÿm�q�Pm�q�Sn�q�qÿ1 dq �

�
X
k5 0

l�n�k �ÿm�k
�1
p

�K3ÿm�q�Pm�q��ln q�kqÿ1 dq�O�1�:

´ÂÍ ÍÂÍ

�1
p

�K3ÿm�q�Pm�q��ln q�kqÿ1 dq �

� ÿ�k� 1�ÿ1 �K3ÿm�p�Pm�p��ln p�k�1ÿ

ÿ �k� 1�ÿ1
�1
p

�ln q�k�1 d� �K3ÿm�q�Pm�q�
	
;

ÅÆÇ ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ
ÓÂÊÐÑÔÕË ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÒÑ ÑÕÓÇÊÍÂÏ �0; 1� Ë �0; p� ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÑ

�1
p

�K3ÿm�q�Pm�q��ln q�kqÿ1 dq �

� ÿ 8

k� 1

ÿ
1�O�m���ln p�k�1 �O�1� :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,

b1�p� � ln p
X
k5 0

L�n�k �ÿ ln p�k �O�1� ; �III:10�

ÊÆÇÔß L�n�k ; k5 0, ì ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆÂÐ-
ÐÑÅÑ ÓâÆÂ. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÑÙÇÐËÄÂâ ÊÐÂÚÇÐËâ bm�p�, ÍÑÅÆÂ
m5 2, ÒÑÎÖÚËÏ

bm�p� � ÿC
ÿ
1�O�p m��p2ÿ2m ; �III:11�

ÅÆÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ C ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ m5 2 Ë ÑÕ n5 1. ±ÑÆÔÕÂÄËÏ
ÕÇÒÇÓß ÄÞÓÂÉÇÐËâ (III.8)ë(III.11) Ä ×ÑÓÏÖÎÖ (III.3) Ë
ÒÓËÏÇÏ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ w2m ÆÎâ ÄÔÇØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ m5 1 ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÏÐÑÉËÕÇÎß m. £ ËÕÑÅÇ ÏÞ
ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ:

Sn�0� ÿ Sn�r� � Czÿ10 lÿ2u2mL2�1ÿm�ÿd�

� �rL�2
(X

k5 0

L�n�k

�ÿm ln�rL��k�1 �O�1�
)
: �III:12�
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EXCLUDED VOLUME EFFECT IN THE STATISTICS OF A SELF-AVOIDINGWALK

V.I. Alkhimov
Moscow Pedagogical University
10a, Ulitsa Radio, 107005, Moscow, Russia
Tel. (095) 261-0948

The main results of an investigation into the self-avoiding walk problem are reviewed. Different approaches to solving this problem are
discussed brieêy. Attention is paid to asymptotical solution of the precise equation obtained for the distribution densityWn�R�, whereR
is the vector connecting the boundary points ofN-step self-avoiding walk. On the basis of the single-functional approach the problem of
the diffusion of tracers in a random-velocity éeld is discussed in the general state. Also, approximate methods allowing one to obtain
both some approximation equations and the conditions of their validity are discussed. The case of plane parallel average êow is
considered in detail and some peculiarities of statistical solutions are discussed for the simplest problem.
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