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£ÄÇÆÇÐËÇ

©ÂÆÂÚÂ Ñ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ËÏÇÇÕ ÃÑÎßÛÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ Ä àÍÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍËØ ÒÓÑÃÎÇÏÂØ ÑÍÇÂÐÑÎÑÅËË Ë ×ËÊËÍË ÂÕÏÑÔ×ÇÓÞ.
ªÊÖÚÇÐËÇ ÇÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ ÄÇÆÇÕÔâ Ô ÍÑÐÙÂ 50-Ø ÅÑÆÑÄ,
ÐÂÚËÐÂâ Ô ÒËÑÐÇÓÔÍËØ ÓÂÃÑÕ [1, 2]. £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÐÑ-
ÅËÏË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎâÏË ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍË ÒÑÎâ ÒÓËÏÇÔË ÍÂÍ Ä àÌÎÇÓÑÄÑÏ, ÕÂÍ Ë ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ
ÑÒËÔÂÐËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [3ë7]). £ÞÄÑÆ ÕÂÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÕÔâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ Ë Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ.±ÓË àÕÑÏ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎË, ÊÂÚÂÔÕÖá, ÒÑ ÔÖÕË ÆÇÎÂ ÒÑÄÕÑÓâáÕ ÆÓÖÅ
ÆÓÖÅÂ Ë ÒÑÎÖÚÂáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ ÐÂÏÐÑÅÑ ÓÂÐßÛÇ. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ, ÊÂÎÑÉÇÐ-

ÐÞÇ ÒÓË ËØ ÄÞÄÑÆÇ, ÕÂÍÉÇ ÒÑ ÔÖÕË ÆÇÎÂ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÐÇ
ÑÕÎËÚÂáÕÔâ. ­ÇÅÍÑ ÐÂÒËÔÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÒÑÎâ ÒÓËÏÇÔË Ä ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏ
ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆÎâ ÒÑÎâ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [8ë10]), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ Ä
ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÚÂÔÕËÙÞ ÄÇÆÖÕ ÔÇÃâ ÍÂÍ
ÑÃÞÚÐÞÇ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËÇ ÚÂÔÕËÙÞ. ª ÑÔÐÑÄÐÂâ ÔÎÑÉÐÑÔÕß
ÊÂÆÂÚË ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÏ ÖÚÇÕÇ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÄÓÇ-
ÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ¯ËÉÇ
ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÇÆËÐÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÆË××ÖÊËË ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ä
ÑÃÜÇÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ Ë ÑÃÔÖÆËÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ,
ÒÑÊÄÑÎâáÜËÇ ÒÑÎÖÚÂÕß ÍÂÍ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ,
ÕÂÍ Ë ÖÔÎÑÄËâ ËØ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË. ±ÑÆÓÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÔÎÖÚÂÌ ÒÎÑÔÍÑÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÕÇÚÇÐËâ Ë ÐÂ
ÒÓËÏÇÓÇ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÊÂÆÂÚË ÑÃÔÖÆËÏ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ.

1. ¶ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÂ ÒÓÑÃÎÇÏÞ

°ÔÐÑÄÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÒÓËÏÇÔË
ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ âÄÎâáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÎÇ-
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ÐÇÐËÇ (2) ì ÇÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ
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qr q�r; t�. °ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÖÓÂÄ-

ÐÇÐËÇ�
q
qt
� q
qr

U�r; t�
�
r�r; t� � k

q2

qr2
r�r; t�;

r�r; 0� � r0�r� �2�

ÆÎâ "ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ" ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË.
¹ÇÓÇÊ ÄÇÎËÚËÐÖ k ÑÃÑÊÐÂÚÇÐ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ
ÆË××ÖÊËË.

°ÕÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (1) Ë (2) ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2) ËÏÇÇÕ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÖá ×ÑÓÏÖ, Ä ÕÑ
ÄÓÇÏâ ÍÂÍ (1) ÐÇ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑ. ±ÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
V�r; t� � hU�r; t�i �U�r; t� � V�r; t� � u�r; t�� Ë Ô ×ÎÖÍÕÖË-
ÓÖáÜÇÌ ÚÂÔÕßá, ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËÇÌ ÍÑÕÑÓÑÌ hu�r; t�i � 0.

¨ËÆÍÑÔÕß ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ËÎË ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ
�HU�r; t� � 0�, Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) Ë (2)
ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÞ Ë ÄÇÎËÚËÐÂ Q � � dr q�r; t� ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ. £
ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10) Ë (2) ÕÂÍÉÇ ÕÑÉÆÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÕÑÍ ÉËÆÍÑÔÕË
ÄÔÇÅÆÂ ÔÉËÏÂÇÏ.

·ÑÕâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1), (10), (2) ÎËÐÇÌÐÞ, ÓÇÛÇÐËâ q, p Ë r
ÊÂÄËÔâÕ ÔÎÑÉÐÞÏ, ÐÇâÄÐÞÏ, ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ, ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎß-
ÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÕ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ U�r; t�, Õ.Ç.
q � q��U�; r; t�. ª ÑÔÐÑÄÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÐÂØÑÉÆÇÐËË
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÔÕÂ-
ÕËÔÕËÍË U, ÕÂÍËØ ÍÂÍ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ë Õ.Ò.

hq�r; t�i; hq�r1; t�q�r2; t�i; hq�r1; t1�q�r2; t2�i:

µÓÂÄÐÇÐËâ (1), (10) Ë (2) ÆÂáÕ àÌÎÇÓÑÄÑ ÑÒËÔÂÐËÇ
ÔËÔÕÇÏÞ. ¯ÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ËÊÖÚÂÕß ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÎËÚËÐÞ q�r; t�, ÕÂÍ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(1) ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÚÎÇÐ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
ÒÑ r (ÆË××ÖÊËÑÐÐÞÌ). °ÆÐÂÍÑ ÏÑÉÐÑ ÐÂÒËÔÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
Ä ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ·ÑÒ×Â) ÆÎâ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÂÐÂÎËÊÖ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (1), (10), (2) Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓ-
ÐÑÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ [8ì11].

£ÄÇÆÇÏ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÇ ÒÑÎÇ ~q�r; t�, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÇ
ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ�
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ÅÆÇ a�t�ì ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÅÂÖÔÔÑÄÔÍËÌ ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ U, Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

ha�t�i � 0; hai�t�aj�t0�i � 2kdijd�tÿ t0�; i; j � 1; 2; 3:

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÖÔÓÇÆÐÇÐËá (3) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÓÑÙÇÔÔÂ a, ÕÂÍ
ÚÕÑ

q�r; t� � h~q�r; t�ia : �4�

¶ÑÓÏÖÎÂ (4) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÊÂÒËÔß ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1)
Ä ÄËÆÇ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (3) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÑ

ÏÇÕÑÆÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ
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d
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~q�t� � 0; ~q�0� � q0�n�: �5�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (5) ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ n

r�t� � r�tjn�; ~q�t� � ~q�tjn�:

¿ÕÑ, ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ, ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑ ÑÒËÔÂÐËÇ. ªÔÍÎáÚÂâ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ n ËÊ ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ (5), ÒÓËØÑÆËÏ Í àÌÎÇÓÑÄÖ
ÑÒËÔÂÐËá ÒÑÎâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÒÓËÏÇÔË

n � n�tjr�; ~q�r; t� � ~q�tjn�tjr��:

¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ
ÓÇÛÇÐËâ (5) ÄÄÇÆÇÏ ×ÖÐÍÙËá

~F�r; t� � d�r�t� ÿ r�;

ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ­ËÖÄËÎÎâ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ
ÖÔÎÑÄËÇÏ [8ì10]�
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ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ a, ÆÂÇÕ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ f�r; t� � h~F�r; t�ia�
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¬ÑÐÇÚÐÑ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6) ì ÄÔÇ ÇÜÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ U. ¥ËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô (2), ÐÑ ËÏÇÇÕ "ÕÑÚÇÚÐÑÇ"
ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌ (6) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÚÂÔÕËÙ (2), ËÏÇáÜËØ Ä
ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË ÕÑÚÇÚÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ.

±ÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÂ Í àÌÎÇÓÑÄÖ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ
ÑÒËÔÂÐËá, Õ.Ç. ÑÕ (5) Í (1), ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá
âÍÑÃËÂÐÂ

j�tjn� � Det





qriqxj





; j�0jn� � 1:

°ÃÓÂÕÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ Í âÍÑÃËÂÐÖ

~r�r; t� � Jÿ1�tjn�tjr��

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ Ä àÌÎÇÓÑÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË�

q
qt
� q
qr

U�r; t�
�

~r�r; t� � ÿa�t� q
qr

~r�r; t�;
~r�r; 0� � 1; �7�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÔÎÇ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÂÐÔÂÏ-
ÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ a ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ
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(ÒÑ a) ÒÎÑÕÐÑÔÕË r�r; t� � h~r�r; t�ia�
q
qt
� q
qr

U�r; t�
�
r�r; t� � k

q2

qr2
r�r; t�: �8�

¬ÂÍ ÖÒÑÏËÐÂÎÑÔß ÓÂÐÇÇ, ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (8) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (1).

°ÔÐÑÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1), (2) ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÄÞÚËÔÎËÕß
ÔÓÇÆÐáá ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËá ÒÓËÏÇÔË hq�r; t�i ËÎË ÑÆÐÑÚÂ-
ÔÕËÚÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ f�r; t�. ¹ÕÑÃÞ ÄÞÚË-
ÔÎËÕß ÍÑÓÓÇÎâÙËË, ÄÞÔÛËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ËÎË ÆÄÖØÚÂÔÕËÚÐÞÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÒÓÑËÊÄÇÆÇ-
ÐËÇ ÒÑÎÇÌ ~G�r1; r2; t� � q�r1; t�q�r2; t�, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ�

q
qt
�U�r1; t� q

qr1
�U�r2; t� q

qr2

�
~G�r1; r2; t� �

� k
�
q2

qr21
� q2

qr22

�
~G�r1; r2; t�;

~G�r1; r2; 0� � q0�r1�q0�r2�; �9�
Ô ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇÏ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ~q�r1; t�~q�r2; t� ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3) ÒÑ ÂÐÔÂÏ-
ÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ a ÐÇ ÆÂÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9), ÕÂÍ ÍÂÍ

h~q�r1; t�~q�r2; t�ia 6� h~q�r1; t�ia h~q�r2; t�ia :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß
ÓÇÛÇÐËÇ (9) ÍÂÍ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÔÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÕß ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÇ ÒÑÎÇ q ÔËÔÕÇÏÑÌ ÚÂÔÕËÙ.
´ÑÅÆÂ k-ÚÂÔÕËÙÂ ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÕÑØÂ-
ÔÕËÚÇÔÍËÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

d

dt
r�k��t� � U�r�k��t�; t� � a�k��t�; r�k��0� � n�k�; �10�

ÅÆÇ ËÔÕÑÚÐËÍË a�k��t� ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË
ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË. £ÄÇÆÇÏ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÖá ×ÖÐÍÙËá

~f�r1; r2; t� � d�r�1��t� ÿ r1�d�r�2��t� ÿ r2�;

ÑÒËÔÞÄÂáÜÖá ÔÑÄÏÇÔÕÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ
ÆÄÖØ ÚÂÔÕËÙ. ¶ÖÐÍÙËâ f ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ­ËÖ-
ÄËÎÎâ�

q
qt
� q
qr1

U�r1; t� � q
qr2

U�r2; t�
�

~f�r1; r2; t� �

� ÿ
�
a �1��t� q

qr1
� a �2��t� q

qr2

�
~f�r1; r2; t�;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ a �k�

ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË

f�r1; r2; t� � h~f�r1; r2; t�ia �1�; a �2�

ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ�
q
qt
� q
qr1

U�r1; t� � q
qr2

U�r2; t�
�
f�r1; r2; t� �

� k
�
q2

qr21
� q2

qr22

�
f�r1; r2; t�;

f�r1; r2; t� � d�n�1��t� ÿ r1�d�n�2��t� ÿ r2�: �11�

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑ-
ÔÕË ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ Ô (9). ¥Îâ ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (11) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÆÄÖØ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ
~R�r1; r2; t� � r�r1; t�r�r2; t�, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËá ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË (2). µÓÂÄÐÇÐËÇ (11) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÎÂÅÓÂÐÉÇ-
ÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (10).

¥ÂÎßÐÇÌÛÂâ ÙÇÎß ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÖÔÓÇÆÐÇÐËË ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ
ÄÞÛÇ ÎËÐÇÌÐÞØ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (1), (2), (9)ë
(11) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ U�r; t�, ÆÎâ
ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß àÄÑÎáÙËá ÔÓÇÆÐËØ ÒÑÎÇÌ hq�r; t�iu,
ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÌ

G�r1; r2; t� � h~G�r1; r2; t�i � hq�r1; t�q�r2; t�iu

Ë Õ.Ò.

2. ´ÑÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ

µÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (1), (2) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ
ÒÑÎâ fug ÆÂÇÕ àÄÑÎáÙËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÒÑÎâ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u ÔÄâÊÂÐÑ Ô
×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÞÏ ÚÎÇÐÑÏD

u
q
qr

q
E

�12�
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ q, ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ
ÒÑÎâ u, Õ.Ç. q � q�u; . . .�. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ
àÄÑÎáÙËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÓÂÔÜÇÒËÕß ÍÑÓÓÇÎâÙËá (12). ®ÇÕÑÆÞ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÓËÓÑÆÞ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ u. £ ÔÎÖÚÂÇ ÅÂÖÔÔÑÄÂ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ¶ÖÓÖÕÙÖë¯ÑÄËÍÑÄÂ [12, 13] (ÔÏ.
ÕÂÍÉÇ [8ì10])

hui�r; t�R�u�i �
�
dr 0
�
dt 0hui�r; t�uj�r 0; t 0�i�

�
D d
duj�r 0; t 0�R�u�

E
; �13�

ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÌ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ R�u� ÑÕ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ u Ë âÄÎâáÜÇÌÔâ ÒÑ ÔÖÕË ÆÇÎÂ ×ÑÓÏÖÎÑÌ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÚÂÔÕâÏ Ä ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ [14]. ³ÎÖÚÂÌ ÐÇÅÂÖÔÔÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÔâ Ä ÓÂÃÑÕÇ [15].

±ÓËÏÇÐââ ×ÑÓÏÖÎÖ (13) Í ÍÑÓÓÇÎâÙËË (12) Ä ÖÔÓÇÆÐÇÐ-
ÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË (2), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË
ÒÓËÏÇÔË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�

q
qt
� V�r; t� q

qr

�
hq�r; t�i�

�
�t
0

dt 0
�
dr 0Bij�r; t; r 0; t 0� q

qri

D d
duj�r 0; t 0� q�r; t�

E
�

� k
q2

qr2
hq�r; t�i; �14�

ÅÆÇ Bij�r; t; r 0; t 0� � hui�r; t�uj�r 0; t 0�iìÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÎâ u. µÓÂÄÐÇÐËÇ
(14) âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÚÐÞÏÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÅÂÖÔÔÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
u Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ, ÑÆÐÂÍÑ ÑÐÑ ÐÇ ÊÂÏÍÐÖÕÑ
ËÊ-ÊÂ ÐÂÎËÚËâ Ä àÄÑÎáÙËÑÐÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÒÑÎâ ÚÎÇÐÂ ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÑ u. ±ÑÔÎÇÆÐËÌ ÚÎÇÐ dq=du ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
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ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÒÑÎÖÚÂÇÏÞÏ ÄÂÓßËÓÑÄÂ-
ÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) ÒÑ u�

q
qt
� V�r; t� q

qr
� u�r; t� q

qr

�
d

duj�r 0; t 0� q�r; t� �

� k
q2

qr2
d

duj�r 0; t 0� q�r; t�;
d

duj�r 0; t 0� q�r; t�
����
t!t 0�0

� ÿd�rÿ r 0� q
qrj

q�r; t 0�: �15�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (15), ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, âÄÎâÇÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÏ ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ ÆÎâ ËÔØÑÆ-
ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1). µÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ
(15) Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ×ÑÓÏÖÎÞ ¶ÖÓÖÕÙÖë¯ÑÄËÍÑÄÂ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÄÕÑ-
ÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ hd2q=dui duji Ë Õ.Æ. ±ÑÎÖÚÂÇÏÂâ ÔËÔÕÇÏÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÖÉÆÂÇÕÔâ Ä ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÏ ÊÂÏÞÍÂÐËË,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÐÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄËÕß ÕÑÚÐÑ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÆÇÎß-
ÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ. ®Þ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÂ ÔÎÖÚÂâ: ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇ-
ÎËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ u�r; t� Ë ÕÇÎÇÅÓÂ×-
ÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ.

2.1. ¥ÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ
±ÖÔÕß u�r; t�ì ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÒÑÎÇ Ô
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

hu�r; t�i � 0;

Bij�r; t; r 0; t 0� � hui�r; t�uj�r 0; t 0�i �

� 2Beff
ij �r; r 0; t�d�tÿ t 0�: �16�

´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ u�r; t� (16)
ÒÑÎÖÚÂÇÏ�

q
qt
� V�r; t� q

qr

�
hq�r; t�i�

� 2

�t
0

dt 0
�
dr 0Beff

ij �r; r 0; t�d�tÿ t 0��

� q
qri

D d
duj�r 0; t 0� q�r; t�

E
� k

q2

qr2
hq�r; t�i

Ë ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÄÇÎËÚËÐÖ
dq�r; t�=duj�r 0; t 0� ÒÓË t! t 0, Õ.Ç. ÚÇÓÇÊ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ
Í (15). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÏÇÇÏ�

q
qt
� V�r; t� q

qr

�
hq�r; t�iÿ

ÿ 2

�t
0

dt 0
�
dr 0Beff

ij �r; r 0; t�d�tÿ t 0��

� q
qrj

d�rÿ r 0� q
qri
hq�r; t�i � k

q2

qr2
hq�r; t�i:

£ÞÒÑÎÐââ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ t 0 Ë r 0, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�

q
qt
� V�r; t� q

qr

�
hq�r; t�i ÿ Aj�r; t� qqrj hq�r; t�i �

�
�
Beff
ij �r; r; t�

q
qrj

q
qri
� k

q2

qr2

�
hq�r; t�i;

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ

Aj�r; t� � q
qri

Beff
ij �r; r 0; t�

����
r 0�r

:

¦ÔÎË ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ u�r; t� ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑ
(ËÎË ÒÑÕÑÍ ÉËÆÍÑÔÕË U�r; t� ÐÇÔÉËÏÂÇÏ), ÕÑ ×ÖÐÍÙËâ
Aj�r; t� � 0. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Beff

ij �r; r 0; t� � Bij�rÿ r 0; t�, Ë
Beff
ij �0; t� � dijB�t�, ÅÆÇ B�t� � Nÿ1Beff

ii �0; t� Ë ÄÇÎËÚËÐÂ N
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂN � 1; 2; 3. ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ�

q
qt
� V�r; t� q

qr

�
hq�r; t�i � ÿB�t� � k

� q2
qr2
hq�r; t�i: �17�

±ÑÆÑÃÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ë ÆÎâ ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË G�r1; r2; t� � hq�r1; t�q�r2; t�iu�

q
qt
� V�r1; t� q

qr1
� V�r2; t� q

qr2

�
G�r1; r2; t��

�
�t
0

dt 0
�
dr 0
�
Bij�r1; t; r 0; t 0� q

qr1i
�

� Bij�r2; t; r 0; t 0� q
qr2i

�D d
duj�r 0; t 0� q�r1; t�q�r2; t�

E
�

� k
�
q2

qr21
� q2

qr22

�
G�r1; r2; t�;

ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ, ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ Ë ÆÇÎßÕÂ-
ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ u�r; t� ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�

q
qt
� V�r1; t� q

qr1
� V�r2; t� q

qr2

�
G�r1; r2; t� �

�
�ÿ
B�t� � k

�� q2

qr21
� q2

qr22

�
�

� 2Beff
ij �rÿ r 0; t� q

qr1i

q
qr2j

�
G�r1; r2; t�: �18�

£ ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÕÑÍÂ
V�r; t� � 0 Ë ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÂ q�r; 0� � q0, ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ
q�r; t� ÃÖÆÇÕ ÕÂÍÉÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ ÒÑÎÇÏ.
³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

G�r1; r2; t� � G�r1 ÿ r2; t�;

Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ

q
qt
G�r; t� � 2

ÿ
B�t� � k

� q2
qr2
ÿ 2Beff

ij �r; t�
q
qri

q
qrj

G�r; t�;�19�

ÅÆÇ r � r1 ÿ r2.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (17), (19) ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ

ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË ËÏÇáÕ ÄËÆ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÆÎâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÅÑ Ë ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÑÅÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ë,
ÃÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË (10) âÄÎâÇÕÔâ
ÏÂÓÍÑÄÔÍËÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ. ¥Îâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆ-
ÍÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (19) ÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÎÑÔß Ä ÓÂÃÑÕÇ [16].

2.2. ´ÇÎÇÅÓÂ×ÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ
±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ
u�r; t� � g�r; t�z�t�, ÅÆÇ g�r; t� ì ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÂâ
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×ÖÐÍÙËâ, Â z�t� ì ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ
×ÑÓÏÖÎÑÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [9, 10])

z�t� � a�ÿ1�n�0;t�:

³ÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ a ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ �a0 Ô ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕâÏË 1/2, Â ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ n�t1; t2�
ì ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ ÒÖÂÔÔÑÐÑÄÔÍËÌ ÒÑÕÑÍ ÕÑÚÇÍ ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ
ÊÐÂÚÇÐËÇÏ hn�t1; t2�i � njt2 ÿ t1j, ÑÃÎÂÆÂáÜËÌ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂÏË:

1) n�t1; t3� � n�t1; t2� � n�t2; t3� ÆÎâ ÎáÃÞØ t1 < t2 < t3;
2) n�t1; t2� Ë n�t2; t3� ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ ÆÎâ

ÎáÃÞØ t1 < t2 < t3;
3) ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÑÔÖÜÇÔÕÄÎÇÐËâ m ÔÑÃÞÕËÌ ÐÂ ËÐÕÇÓ-

ÄÂÎÇ �t1; t2�

P
ÿ
n�t1; t2� � m

� � hn�t1; t2�im
m!

exp
ÿÿhn�t1; t2�i�:

±ÓÑÙÇÔÔ z�t� ì ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ ÏÂÓÍÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ô
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ

hz�t�z�t 0�i � a20 exp�ÿ2njt1 ÿ t2j�
Ë ÓÂÆËÖÔÑÏ ÍÑÓÓÇÎâÙËË l0 � 1=2n.

¬ÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, ÖÔÓÇÆÐËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1), (2) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t�. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÏ�

q
qt
� V�r; t� q

qr

�
hq�r; t�iz � g�r; t� q

qr
hz�t�q�r; t�iz �

� k
q2

qr2
hq�r; t�iz

ËÎË�
q
qt
� V�r; t� q

qr

�
hq�r; t�iz � g�r; t� q

qr
C�r; t� �

� k
q2

qr2
hq�r; t�iz ; �20�

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÂ ÐÑÄÂâ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÂâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ

C�r; t� � hz�t�q�r; t�iz :

±ÑÔÎÇÆÐââ, ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ�

q
qt
� 2n� V�r; t� q

qr

�
C�r; t� � a20 g�r; t�

q
qr
hq�r; t�iz �

� k
q2

qr2
C�r; t�; �21�

ÍÑÕÑÓÑÇ ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÂÐÂÎÑÅÂ ×ÑÓÏÖÎÞ ¶ÖÓÖÕÙÖë¯ÑÄË-
ÍÑÄÂ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ (ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞÌ
ÔÎÖÚÂÌ). £ÞÄÑÆ (21) ÑÔÐÑÄÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ×ÑÓ-
ÏÖÎÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ ÆÎâ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ:�

d

dt
� 2n

�

z�t�Rt�z�t��

� � Dz�t� d

dt
Rt�z�t��

E
;

ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÌ ÆÎâ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t� Ô ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÞÏ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏRt�z�t��, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ ÆÎâ t4 t (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [9, 10, 17]). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÏÇÇÏ ÊÂÏÍÐÖÕÖá
ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (20), (21) ÆÎâ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ hq�r; t�i Ë ÍÑÓÓÇÎâÙËË C.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ n!1, a20 !1,
a20=2n! const ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÇÐ ÅÂÖÔÔÑ-
ÄÑÏÖ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ. ´ÂÍ ÍÂÍ Ä àÕÑÏ
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

C�r; t� � ÿa20 g�r; t�
q
qr
hq�r; t�iz

ÒÓËØÑÆËÏ Í ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ
hq�r; t�iz, ÍÑÕÑÓÑÇ ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ.

°ÒËÔÂÐÐÞÌ ÄÞÛÇ ÒÓËÇÏ ÖÆÑÃÇÐ ÆÎâ ÓÂÃÑÕÞ Ô ÕÇÎÇ-
ÅÓÂ×ÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ, ÑÆÐÂÍÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÌ ÏÇÕÑÆ Ä
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÐÑÔËÕ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ¥Îâ
ËÎÎáÔÕÓÂÙËË ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÞÄÑÆ àÕËØ ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ô
ÆÓÖÅÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ. µÔÓÇÆÐËÄ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1), ÄÑÊÄÓÂ-
ÜÂÇÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (20)�

q
qt
� V�r; t� q

qr

�
hq�r; t�iz � g�r; t� q

qr
hz�t�q�r; t�iz �

� k
q2

qr2
hq�r; t�iz :

¥Îâ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ ÍÑÓÓÇÎâÙËË hz�t�q�r; t�i ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ
ÕÇÒÇÓß ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ [9, 10]


z�t�Rt�z�t��
� �

� a20

�t
0

dt 0 exp�ÿ2n�tÿ t 0��
D d
dz�t 0�

~Rt�t 0; z�t��
E
; �22�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ

~Rt�t 0; z�t�� � Rt�z�t�y�t 0 ÿ t��

Ë ÚÇÓÇÊ

y�t� � 1; t > 0

0; t < 0

�
ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÂ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÂâ ÇÆËÐËÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ·ÇÄËÔÂÌÆÂ.
¶ÑÓÏÖÎÂ (22) ÑÚÇÐß ÃÎËÊÍÂ ÒÑ ÄÐÇÛÐÇÏÖ ÄËÆÖ Í ×ÑÓÏÖÎÇ
(13) ÆÎâ ÅÂÖÔÔÑÄÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ô àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ. ¦ÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß (22) ÔÑÆÇÓÉËÕ ÑÃÓÇÊÂÐÐÞÌ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ~Rt ÐÂ
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ �t 0; t� ÄÏÇÔÕÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ Rt�z�t�� ÄÑ ÄÔÇÏ
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË t. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

~Rt�t 0; z�t�� �
Rt�z�t��; t < t 0;

Rt�0�; t > t 0:

(

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊ (22)�
q
qt
� V�r; t� q

qr

�
hq�r; t�iz� a20 g�r; t�

q
qr

�t
0

dt 0�

� exp�ÿ2n�tÿ t 0��
D d
dz�t 0� ~q�t 0; z�t��

E
� k

q2

qr2
hq�r; t�iz :

¶ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ~q�t 0; z�t�� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (1), Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÂÏÇÐÇÐÂ ÐÂ

u�r; t� � g�r; t�z�t�y�t 0 ÿ t�:
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´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ t > t 0 ËÏÇÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�
q
qt
� V�r; t� q

qr

�
~q�r; t� � k

q2

qr2
~q�r; t� pri t > t 0 �24�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ

~q�r; t�
���
t�t 0
� q�r; t 0�: �25�

£ÂÓßËÓÖâ (24), (25) ÒÑ z�t 0�, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÒÓË t > t 0�
q
qt
� V�r; t� q

qr

�
d

dz�t 0� ~q�r; t� � k
q2

qr2
d

dz�t 0� ~q�r; t� �26�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ

d
dz�t 0� ~q�r; t�

����
t�t 0
� ÿg�r; t 0� q

qr
q�r; t 0�;

Õ.Ç. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕËÒÂ (15), ÐÑ ÃÇÊ ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÇÌ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕË. ¦ÔÎË ÄÄÇÔÕË ÕÇÒÇÓß ×ÖÐÍÙËá

C�r; t� � a20

�t
0

dt 0 exp�ÿ2n�tÿ t 0��
D d
dz�t 0� ~q�t 0; z�t��

E
;

ÕÑ, ÍÂÍ ÎÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß ËÊ (24), (25), ×ÖÐÍÙËâ C ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá (21). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË Ä ÏÑÆÇÎË ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (20), (21).

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ-
ÐÑÅÑ ÕËÒÂ u�r; t� � g�r; t�z�t�, ÅÆÇ z�t� ì ÏÂÓÍÑÄÔÍËÌ
ÅÂÖÔÔÑÄ ÒÓÑÙÇÔÔ, ËÏÇáÜËÌ ÕÇ ÉÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ a0 Ë n,
ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÄÂÓËÂÙËË dq=dz ÒÓËÐË-
ÏÂÇÕ ÄËÆ�

q
qt
� V�r; t� q

qr
� u�r; t� q

qr

�
d

dz�t 0� q�r; t� �

� k
q2

qr2
d

dz�t 0� q�r; t�:

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑØÑÉÇ ÐÂ (26), ÐÑ ËÏÇÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ
ÂÆÄÇÍÕËÄÐÞÌ ÚÎÇÐ u�r; t�q=qr Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË. °ÒÖÔÍÂâ àÕÑÕ
ÚÎÇÐ, ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÏÔâ Í ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá, ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏÖ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÕÇÎÇ-
ÅÓÂ×ÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ, ÍÂÍ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÇ ÆÎâ ÅÂÖÔÔÑÄÑÅÑ
ÏÂÓÍÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ. ¥ÓÖÅÑÌ ÒÖÕß ì ÖÄËÆÇÕß ÔÄâÊß
ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÏÂÓÍÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t�, ËÏÇáÜËÏ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÑÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá

s2 exp�ÿ2n�tÿ t 0��;

Ô ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÞÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÂÐÂÎËÊÇ ÒÓÇÆÇÎß-
ÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÔÖÏÏÞ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÞØ ÒÓÑÙÇÔ-
ÔÑÄ fzj�t�g

z�t� � lim
N!1

XN
1

zk�t�

Ô ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË [9, 10]

hzi�t�zj�t 0�i � dij
s2

N
exp
ÿÿ2njtÿ t 0j�:

3. ±ÓËÃÎËÉÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ

°ÃÔÖÆËÏ ÕÇÒÇÓß ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÂÐÂÎËÊÂ ÒÇÓÇ-
ÐÑÔÂ ÒÓËÏÇÔË ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÏÂÎÑ
ÒÑØÑÉË ÐÂ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÒÑÎâ ËÎË
ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÒÑÎâ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÕËÒÂ. ´ÂÍËÇ ÒÑÎâ ÏÑÅÖÕ
ÄÑÊÐËÍÂÕß ÕÑÎßÍÑ ÍÂÍ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÒÓÇ-
ÆÇÎÞ. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
ÕÑÚÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÆÑÎÉÐÞ ÔÄÑÆËÕßÔâ Í ÖÒÓÑÜÇÐÐÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏ ÏÑÆÇÎâÏ
ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ËÎË ÕÇÎÇ-
ÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ.

3.1. ®ÇÕÑÆ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ
±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ÒÑÎÇ u�r; t� ÃÖÆÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÒÑÎÇÏ Ô
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ Bij�r; t; r 0; t 0�. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ËÏÇÇÏ ÕÑÚÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (14), ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÄÂÓËÂ-
ÙËÑÐÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá dq=du. ±ÑÔÎÇÆÐââ ÄÇÎËÚËÐÂ ÑÒË-
ÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (15). µÔÓÇÆÐââ (15)
ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÓÖÅÑÇ ÕÑÚÐÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÇ ÄÕÑÓÖá ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá
d2q=du du Ë Õ.Æ. ¥Îâ ÊÂÏÞÍÂÐËâ ÒÑÎÖÚÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÏÇÕÑÆ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËÌ ÐÂ n-Ï ÖÓÑÄÐÇ, Õ.Ç. ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ dnq=du . . . du.
°ÃÞÚÐÑ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÊÂÏÞÍÂÐËâ ÑÔÐÑÄÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÒÓÇÆÒÑ-
ÎÑÉÇÐËË ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ u (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [8ë10, 18]), Õ.Ç. ÐÂ ÖÕÑÚÐÇÐËË ÛÂÅ ÊÂ ÛÂÅÑÏ ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË q ÑÕ u. £ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÔÎÖÚÂâØ ËÊ
×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÒÑÒÓÂÄÍÂ
ÐÂ n-Ï ÖÓÑÄÐÇ Í q�u� ÐÇ ÆÂÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÑÃÜÇÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÕÃÓÑÛÇÐÂ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÕÑÍÂ V � 0 ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÃÞÔÕÓÑÏ ÖÃÞÄÂÐËË ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Bij�r; t� ÒÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇ-
ÎËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÒÓÂÄËÎßÐÑ ÒÓÇÆÔÍÂÊÞÄÂÇÕ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÓÇÛÇÐËâ ÒÓË t!1. ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕ ÕÂÍÉÇ
ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇÏ [19].
°ÆÐÂÍÑ, ÇÔÎË ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË Bij�r; t� ËÏÇáÕ
ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË [11]), Â ÕÂÍÉÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÂÎËÚËâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÒÑÕÑÍÂ, ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ âÄÐÑ
ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ.

¥Îâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ ÙÇÎÇÌ ÚÂÔÕÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÊÂÏÍÐÖÕß
ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (15) ÐÂ ÄÕÑÓÑÏ ÛÂÅÇ, ËÔÒÑÎßÊÖâ
ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ. ·ÑÕâ ÕÂÍÂâ ÒÓÑ-
ÙÇÆÖÓÂ ÊÂÏÞÍÂÐËâ Ë ÛËÓÑÍÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ Ä ×ËÊËÍÇ
ÒÎÂÊÏÞ Ë ËÑÐÑÔ×ÇÓÞ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÊÂÆÂÚÂØ ÅÇÐÇÓÂÙËË
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞÏË ÒÑÕÑÍÂÏË ÉËÆÍÑÔÕË Ë
ÅÂÊÂ [20], ÐÇ ËÏÇÇÕÔâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕÇÎßÐÑÅÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÑÒÓÂÄÆÂÐËâ àÕÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÇ ÊÂÏÞÍÂÐËâ, Â ÕÂÍÉÇ
ÖÔÎÑÄËÌ ÇÇ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË (ÆÂÉÇ ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ n).

3.2. ±ÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
±ÖÔÕß ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË Bij�r; t; r 0; t 0�, ÍÂÍ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÓÂÊÐÑÔÕË ÄÓÇÏÇÐ tÿ t 0, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÑÐÐÞÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ t0, Õ.Ç.

B � B

�
tÿ t 0

t0

�
:

µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (14) ÔÑÆÇÓÉËÕ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ
ÒÑ t 0, ÑÔÐÑÄÐÂâ ÑÃÎÂÔÕß ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ dq=du ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ t0. ¦ÔÎË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß ËÊ ×ËÊËÚÇÔÍËØ
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ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ, ÚÕÑ ÐÂ ÕÂÍËØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÑÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞ ÆÎâ dq=du (Õ.Ç. ÒÑÔÎÇÆÐââ
ÄÇÎËÚËÐÂ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ u), ÕÑ ÏÑÉÐÑ
ÑÒÖÔÕËÕß ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜËÌ ÚÎÇÐ Ä (15). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÒËÔÂÐËÇ Ä ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ×ÑÓÏÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÐÑ
ÐÂÊÄÂÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ, ÍÂÍ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÄÞÛÇ, ÑÐÑ âÄÎâÇÕÔâ
ÕÑÚÐÞÏ ÑÒËÔÂÐËÇÏ ÆÎâ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ. ´ÇÒÇÓß
ËÏÇÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÆÄÖØ ÔÓÇÆÐËØ
ÄÇÎËÚËÐ hq�r 0; t�i Ë hdq=dui,�

q
qt
� V�r; t� q

qr

�
hq�r; t�i �

�t
0

dt 0
�
dr 0Bij�r; t; r 0; t 0��

� q
qri

D d
duj�r 0; t 0� q�r; t�

E
� k

q2

qr2
hq�r; t�i;

�
q
qt
� V�r; t� q

qr

�D d
duj�r 0; t 0� q�r; t�

E
�

� k
q2

qr2

D d
duj�r 0; t 0� q�r; t�

E
;

D d
duj�r 0; t 0� q�r; t�

E����
t!t 0
� ÿd�rÿ r 0� q

qrj
hq�r; t 0�i: �27�

£ÞÛÇ ÃÞÎÑ ÔÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ, ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ËÔØÑÆÐÑÌ ÊÂÆÂÚË (1) ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÍÑÓÑÔÕË. °ÕÏÇÕËÏ Ä àÕÑÌ ÔÄâÊË, ÚÕÑ
ÔËÔÕÇÏÂ (27) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÔËÔÕÇÏÇ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÃÑÕÇ
[21] ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÆÓÖÅÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ. ¥ÓÖÅÑÇ
ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (27) Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËË
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÕÑÍÂ Ë ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ ÆË××ÖÊËË [6]. ³ËÔÕÇÏÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (27), ÑÆÐÂÍÑ, ÔÎËÛÍÑÏ ÔÎÑÉÐÂ ÆÎâ ÐÇÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ Ë ÐÖÉÆÂÇÕÔâ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛËØ ÖÒÓÑÜÇ-
ÐËâØ.

3.3. ¥Ë××ÖÊËÑÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ
³ÆÇÎÂÇÏ ÕÇÒÇÓß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÒÓÇÆÒÑÎÑ-
ÉËÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ t0
ÄÎËâÐËÇ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË u ÐÂ ÆËÐÂÏËÍÖ q ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ,
ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ ÐÂ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß q ÑÕ u. ¯Â
ÕÂÍËØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ ÆËÐÂÏËÍÂ ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÂ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ�

q
qt
� V�r; t� q

qr

�
q�r; t� � k

q2

qr2
q�r; t�;

q�r; t�
���
t!t 0
� q�r; t 0�:

¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÄÇÎËÚËÐÂÏË q�r; t� Ë q�r; t 0�, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ËÔÍÎáÚËÕß ÄÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÊ (27). ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
ÒÑ t ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË hq�r; t�i. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÃÑÎßÛËØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ ÄÓÇÏÇÐË, Â ËÏÇÐÐÑ, ÆÎâ t4 t0
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÒÑÎâ q�r; t� ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÑÆÑÃÐÞÏ ÏÂÓÍÑÄ-
ÔÍÑÏÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÒÑÎá ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË t, ÚÕÑ Ë ÑÒÓÂÄÆÞÄÂÇÕ
ÐÂÊÄÂÐËÇ àÕÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÍÂÍ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆË××Ö-
ÊËÑÐÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ)
[22].

4. ³ÎÖÚÂÌ ÒÎÑÔÍÑ-ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÓÂÊÄËÕÑÅÑ ÄÞÛÇ ×ÑÓÏÂ-
ÎËÊÏÂ ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑ-ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ
ÉËÆÍÑÔÕË ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕË

V�r; t� � u�y�l ;

ÅÆÇ r � �x; y�, l � �1; 0�. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1)
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä ÄËÆÇ�

q
qt
� u�y� q

qx
� u�r; t� q

qr

�
q�r; t� � k

q2

qr2
q�r; t� �28�

Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
"ÚÂÔÕËÙÞ" ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

d

dt
x�t� � u�y� � u1�r; t� � a1�t�;

d

dt
y�t� � �u2�r; t� � a2�t�; �29�

ÅÆÇ a1�t� Ë a2�t� ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ "ÃÇÎÑÅÑ ÛÖÏÂ".

³ÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ u�r; t� ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÞÏ
ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ, ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ

Bij�rÿ r 0; tÿ t 0� � hui�r; t�uj�r 0; t�i;

ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÑÌ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË: ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ
s2u � Bii�0; 0� Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐÞÏË ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÑÐÐÞÏË ÓÂÆËÖÔÂÏË l0 Ë t0. £ÄÇÆÇÏ ÄÏÇÔÕÑ Bij ÇÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß Eij�k; t�
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÇ

Bij�r; t� �
�
dkEij�k; t� exp�ikr�:

¥Îâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ "ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË"

Eij�k; t� � E�k; t��dij ÿ ki kjk
ÿ2� �30�

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

Bij�r; t� �
�
dkE�k; t��dij ÿ ki kjk

ÿ2� exp�ikr�;

Â ÆËÔÒÇÓÔËâ ÒÑÎâ u�r; t� ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ

s2u � 2p
�1
0

dk kE�k; 0�; Bij�0; t� � p
�1
0

dk kE�k; t�dij : �31�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (28) Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ "ÕÑÚÇÚÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá"

q�r; 0� � d�rÿ r0�: �32�
£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (28) ÃÖÆÇÕ ×ÖÐÍÙËÇÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ r0, Õ.Ç. q�r; t� � q�r; tjr0�, Â Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑËÊ-
ÄÑÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓËÏÇÔË

q�r; 0� � q0�r�

µ¶¯, Õ. 164, å 5

´. 164. å 5] ³´¡´ª³´ª¹¦³¬°¦ °±ª³¡¯ª¦ ¥ª¶¶µ©ªª ±¡³³ª£¯°« ±²ª®¦³ª 537



ÓÇÛÇÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÄÇÓÕÍÑÌ

q�r; t� �
�
dr0q�r; tjr0�q0�r0�:

£ ÔËÎÖ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ (32), ÍÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß
ÄÞÛÇ, ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË (28) ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
hq�r; tjr0�i ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô "ÑÆÐÑÚÂÔÕËÚÐÑÌ" ÒÎÑÕÐÑÔÕßá
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÚÂÔÕËÙÞ
(29), Â ÄÇÎËÚËÐÂ hq�r1; tjr�1�0 �q�r2; tjr�2�0 �i ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
"ÆÄÖØÚÂÔÕËÚÐÑÌ" ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ.

ªÕÂÍ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÊÂÆÂÚÖ (28), (32). ªÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÔÓÇÆÐââ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ ÒÓËÏÇÔË hq�r; t�i. µÔÓÇÆÐââ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (28) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ
u, ËÏÇÇÏ�

q
qt
� u�y� q

qx

�
hq�r; t�i �

�t
0

dt 0
�
dr 0Bij�rÿ r 0; tÿ t 0��

� q
qri

D d
duj�r 0; t 0� q�r; t�

E
� k

q2

qr2
hq�r; t�i: �33�

¥Îâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ dq�r; t�=duj�r 0; t 0�
ËÏÇÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�

q
qt
� u�y� q

qx
� u�r; t� q

qr

�
d

duj�r 0; t 0� q�r; t��

� d�rÿ r 0�d�tÿ t 0� q
qrj

q�r; t 0� �

� k
q2

qr2
d

duj�r 0; t 0� q�r; t�;

d
duj�r 0; t 0� q�r; t�

����
t�0
� 0;

d
duj�r 0; t 0� q�r; t�

����
t!t 0�0

� ÿd�rÿ r 0� q
qrj

q�r; t 0� �34�

ËÎË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ�
q
qt
� u�y� q

qx
� u�r; t� q

qr

�
d

duj�r 0; t 0� q�r; t� �

� k
q2

qr2
d

duj�r 0; t 0� q�r; t� �t > t 0�;

d
duj�r 0; t 0� q�r; t�

����
t�t 0
� ÿd�rÿ r 0� q

qrj
q�r; t 0�: �35�

°ÃÞÚÐÑ Ä ÅÇÑ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚÂØ ÄÇÎËÚËÐÂ k ì
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ ÆË××ÖÊËË ì ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÏÂÎÂ. ª ÚÎÇÐ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÌ k, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒÖÜÇÐ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (34), (35) (ÄÑ ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ
ÒÓÇÆÇÎ k! 0), Õ.Ç. ÆÎâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�

q
qt
� u�y� q

qx
� u�r; t� q

qr

�
d

duj�r 0; t 0� q�r; t� � 0 �t > t 0�;

d
duj�r 0; t 0� q�r; t�

����
t�t 0
� ÿd�rÿ r 0� q

qrj
q�r; t 0�: �36�

°ÆÐÂÍÑ ÏÑÉÐÑ ÔÑØÓÂÐËÕß ÚÎÇÐ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÌ k Ä ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË (33), ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÔÎÖÚÂâØ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÓÇÅÖÎâÓËÊËÓÖáÜËÏ ×ÂÍÕÑÓÑÏ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ.
1. £ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌ-

ÐÑÅÑ ÒÑÎâ u�r; t� ÄÇÎËÚËÐÂ dq=duj, ÄØÑÆâÜÂâ Ä (33),
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ (36) ÆÎâ t 0 � t, Õ.Ç.
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

d
duj�r 0; t 0� q�r; t� � ÿd�rÿ r 0� q

qrj
q�r; t� �37�

Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (33) ÆÎâ t4 t0, ÅÆÇ t0 ì ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÓÂÆËÖÔ
ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑÎâ u, ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�

q
qt
� u�y� q

qx

�
hq�r; t�i �

�t
0

dt 0Bij�0; t 0� qqri
q
qrj
hq�r; t�i�

� k
q2

qr2
hq�r; t�i;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä ÄËÆÇ�
q
qt
� u�y� q

qx

�
hq�r; t�i � D

q2

qr2
hq�r; t�i; �38�

ÅÆÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (31), ÄÇÎËÚËÐÂ

D � k�DT; �39�
Ë

DT � p
�1
0

dt

�1
0

dk kE�k; t�

ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ "ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ" ÆË××ÖÊËË.
µÓÂÄÐÇÐËÇ (39) ÕÇÒÇÓß ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÎÂÅÓÂÐÉÇ-
ÄÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÚÂÔÕËÙÞ (29).

2. £ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ËÏÇÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�

q
qt
� u�y�l q

qr

�D d
duj�r 0; t 0� q�r; t�

E
� 0 �t > t 0�;

D d
duj�r 0; t 0� q�r; t�

E����
t�t 0
� ÿd�rÿ r 0� q

qrj
hq�r; t 0�i: �40�

£ àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ËÏÇÇÏ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ (33) Ë (40) ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË. ªÊ (40)
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÄÇÎËÚËÐÂÏË
hdq=dui Ë hqi Ä ÄËÆÇD d

duj�r 0; t 0� q�r; t�
E
� ÿ exp

�
ÿ�tÿ t 0�u�y�l q

qr

�
�

� d�rÿ r 0� q
qrj
hq�r; t 0�i: �41�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (41) Ä (33), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÐÕÇÅÓÑ-ÆË××ÇÓÇÐÙËÂ-
ÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ hq�r; t�i�

q
qt
� u�y� q

qx

�
hq�r; t�i � k

q2

qr2
hq�r; t�i�

�
�t
0

dt 0
�
dr 0Bij�rÿ r 0; tÿ t 0��
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� q
qri

exp

�
ÿ�tÿ t 0�u�y�l q

qr

�
d�rÿ r 0� q

qrj
hq�r; t 0�i;

�42�
ÍÑÕÑÓÑÇ, ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÔÕß ÒÑÎâ u,
ÒÑÔÎÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ r 0, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä
ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÏ ÄËÆÇ�

q
qt
� u�y� q

qx

�
hq�r; t�i � k

q2

qr2
hq�r; t�i�

� q
qri

�t
0

dtBij�tu�y�l; t��

� exp

�
ÿtu�y�l q

qr

�
q
qrj
hq�r; tÿ t�i: �43�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä (43)

exp

�
ÿtu�y�l q

qr

�
q
qrj
hq�r; tÿ t�i �

�
�

q
qrj
� du�y�

dy
dj2 l

q
qr

�
hq�rÿ tu�y�l; tÿ t�i:

3. £ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÄÇÎËÚËÐÂ hq�r; t 0�i Ä
ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (42) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ËÊ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂ-
ÎßÐÑÌ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (28) Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ ÚÎÇÐÂ Ë ÚÎÇÐÂ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ k�

q
qt
� u�y�l q

qr

�
q�r; t� � 0;

q�r; t�
���
t�t 0
� q�r; t 0�

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

hq�r; t�i � exp

�
ÿ�tÿ t 0�u�y�l q

qr

�
hq�r; t 0�i

ËÎË

hq�r; t 0�i � exp

�
�tÿ t 0�u�y�l q

qr

�
hq�r; t�i: �44�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (44) Ä (43), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË�

q
qt
� u�y� q

qx

�
hq�r; t�i � k

q2

qr2
hq�r; t�i�

� q
qri

�t
0

dtBij�tu�y�l; t� exp
�
ÿtu�y�l q

qr

�
�

� q
qrj

exp

�
tu�y�l q

qr

�
hq�r; tÿ t�i;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÇÓÇÒËÔÂÐÑ Ä ÄËÆÇ�
q
qt
� u�y� q

qx

�
hq�r; t�i � k

q2

qr2
hq�r; t�i�

� q
qri

�t
0

dt
�
D
�1�
ij �r; t�

q
qrj
�D

�2�
i2 �r; t�

q
qx

�
hq�r; tÿ t�i:

�45�

©ÆÇÔß ÄÇÎËÚËÐÞ

D
�1�
ij �r; t� � Bij�tu�y�l; t�;

D
�2�
i2 �r; t� � tBi2�tu�y�l; t� du�y�

dy

ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË. µÓÂÄÐÇÐËÇ (45) ÒÓÂÄËÎßÐÑ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆËÐÂÏËÍÖ ÄÇÎËÚËÐÞ hq�r; t�i ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÄÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ t4 t0, ÅÆÇ t0 ì ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÌ
ÓÂÆËÖÔ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ u�r; t�. °ÆÐÂÍÑ Ä
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (29) ÆÎâ
ÚÂÔÕËÙÞ ÐÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÏÂÓÍÑÄÔÍËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ. ¦ÔÎË ÖÒÓÑ-
ÔÕËÕß ÊÂÆÂÚÖ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂ ÄÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ t4 t0, ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÊÂÏÇÐËÕß ÄÇÓØÐËÇ
ÒÓÇÆÇÎÞ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎÂØ (45) ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß, Ë ÕÑÅÆÂ ÐÂ
àÕËØ ÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (29)
ÃÖÆÖÕ ÏÂÓÍÑÄÔÍËÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ.

£ÞÛÇ ÃÞÎË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ
ÑÒËÔÂÐËâ ÆË××ÖÊËË ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÓÇÆÐÇÏ ÒÎÑ-
ÔÍÑ-ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÏ ÒÑÕÑÍÇ ÉËÆÍÑÔÕË. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÔÎÑÉÐÞ. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ËØ ÐÇÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑ ÓÇÛËÕß ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË. °ÆÐÂÍÑ Ä ÅÇÑ×ËÊËÚÇÔÍËØ
ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ ËÏÇÇÕÔâ ÓâÆ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÊÂÆÂÚ, ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÜËØ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ Ë ÆÑÒÖÔÍÂáÜËØ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÎÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ. ³ÓÇÆË àÕËØ ÊÂÆÂÚ ÑÕÏÇÕËÏ
ÔÎÇÆÖáÜËÇ:

1) u�y� � byì ÎËÐÇÌÐÞÌ ÔÆÄËÅÑÄÑÌ ÒÑÕÑÍ,
2) u�y� � u0y�yÿ y0� ÿ u0y�y0 ÿ y� ì ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÞÌ

ÓÂÊÓÞÄ,
3) u�y� � u0 sin�by�ì ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÇ ÕÇÚÇÐËÇ,
4) u�y� � ~u�y�y�y0 ÿ jyj� ë- ÔÕÓÖÌÐÞÌ ÒÑÕÑÍ.

°ÔÕÂÄÎâÇÏ Ä ÔÕÑÓÑÐÇ ÄÑÒÓÑÔ ÑÃ ËØ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [11, 23, 24]).

£ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÔÎÖÚÂâØ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (38) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÎÇÅÍÑ
ÓÇÛÇÐÑ ÆÎâ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ hq�r; 0�i �
� d�rÿ r0� Ë ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (29),
ÍÑÕÑÓÂâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

d

dt
x�t� � u�y� � ~a1�t�;

d

dt
y�t� � ~a2�t�; �290�

ÅÆÇ ~ai�t�ì ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ "ÃÇÎÑÅÑ
ÛÖÏÂ" Ô ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË

h~ai�t�~aj�t 0�i � 2D1=2d�tÿ t 0�:

­ÇÅÍÑ ÐÂÒËÔÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ (29 0)

y�t� � y0 � w2�t�;

x�t� � x0 � w1�t� �
�t
0

dt u
ÿ
y0 � w2�t�

�
; �46�

ÅÆÇ

wi�t� �
�t
0

dt ~ai�t�

ìÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÄËÐÇÓÑÄÔÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ô ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË

hwi�t�i � 0; hwi�t�wj�t 0�i � 2Ddij minft; t 0g:

12*
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ªÊ (46) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ y�t� ËÏÇÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÖ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

hy�t�i � y0; hy2�t�i � y20 � 2Dt;

ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÃÞÚÐÑÏÖ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÏÖ ÆÄËÉÇÐËá Ô
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÆË××ÖÊËË D.

´ÇÒÇÓß ËÊ (46) ÎÇÅÍÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÎáÃÞÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË hxn�t�i Ë ÍÑÓÓÇÎâÙËË hxn�t�ym�t�i ÆÎâ ÎÂÅÓÂÐÉÇ-
ÄÞØ ÚÂÔÕËÙ. ³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ àÌÎÇÓÑÄÂ ÑÒËÔÂÐËâ ÆÎâ
ÔÓÇÆÐÇÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË, àÕË ÄÇÎËÚËÐÞ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕ
ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËÇ "ÑÃÎÂÍÂ" ÒÓËÏÇÔË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË hq�r; t�i Ë ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÞ, ÍÂÍ àÕÑ ÖÍÂÊÞÄÂ-
ÎÑÔß ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ ÄÞÛÇ. ´ÂÍ, ÄÇÎËÚËÐÂ

hr�t�i � 1

Q

�
dr rhq�r; t�i

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ "ÙÇÐÕÓÂ ÕâÉÇÔÕË" ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË
ÑÃÎÂÍÂ ÒÓËÏÇÔË, Â ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ, ÍÂÍ ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ,

hri�t�rj�t�i � 1

Q

�
dr rirjhq�r; t�i

ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËá àÕÑÅÑ ÑÃÎÂÍÂ.
´ÂÍ, Ä ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÒÓËÏÇÓÇ ÔÆÄËÅÑÄÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ

ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (46) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÌ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË [25, 26]

hx�t�i � by0t� x0; hy�t�i � y0;

s2xx � 2Dt

�
1� bt� 1

3
b2t2

�
;

s2yy � 2Dt; s2xy � 2Dt�1� bt�; �460�
ÅÆÇ

s2xx � h�xÿ hxi�2i; s2yy � h�yÿ hyi�2i;
s2xy � hxyi ÿ hxihyi:

²ÇÛÇÐËÇ (460) ÕÂÍÉÇ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ
ÔÆÄËÅÂ �b � 0� Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÃÞÚÐÑÏÖ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÏÖ
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÏÖ ÆÄËÉÇÐËá Ä �x; y�-ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ô ÕÖÓÃÖÎÇÐÕ-
ÐÞÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÆË××ÖÊËË.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ ËÏÇÇÏ

hy�t�i � y0;

hx�t�i � x0 � u0
b2D

sin�by0� �
�
1ÿ exp�ÿb2Dt�� �4600�

Ë ÒÓË ÖÔÎÑÄËË t4 1=Db2

hx�t�it!1 � x0 � u0
b2D

sin�by0�;

Õ.Ç. ÚÂÔÕËÙÂ Ä ÔÓÇÆÐÇÏ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÚÂÔÕË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ë ÍÑÓÓÇÎâÙËâ x�t� Ë y�t�
ÕÂÍÉÇ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË

h�x�t� ÿ x0��y�t� ÿ y0�it!1 � x0 � 4u0
b3D

cos�by0�:

°ÆÐÂÍÑ Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÄÇÎËÚËÐÂ x�t� ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ, ÍÂÍ
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÂâ ÚÂÔÕËÙÂ Ô ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ
ÆË××ÖÊËË D, Õ.Ç. s2

xx � 2Dt.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇ ÒÑÕÇÓË ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÕÇÚÇÐËâ
¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ ÍÄÂÊËÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÌ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË �x; y� ÒÑÕÑÍ. ¥Ë××ÖÊËâ ÒÓËÏÇÔË Ä ÒÑÕÑÍÇ
ÕÂÍÑÅÑ ÕËÒÂ Ô V � �B cos y; A sin x� ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß Ä
ÓÂÃÑÕÇ [27].

5. °ÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÖÄËÆÇÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ
ÓÇÛÇÐËÌ, ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ÊÂÆÂÚË
ì ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÆÐÑÏÇÓÐÖá ÊÂÆÂÚÖ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÔÓÇÆ-
ÐÇÅÑ ÒÑÕÑÍÂ Ë ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÏÑÎÇÍÖÎâÓ-
ÐÑÌ ÆË××ÖÊËË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ�

q
qt
� u�x; t� q

qx

�
q�x; t� � 0; q�x; 0� � q0�x�; �47��

q
qt
� q
qx

u�x; t�
�
r�x; t� � 0; r�x; 0� � r0�x� �48�

ÄÏÇÔÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (1), (2).
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÑÆÐÑÏÇÓÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÄÔÇÅÆÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ

ÒÑÕÑÍ ÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË, Â ÄÇÎËÚËÐÂ

p�x; t� � q
qx

q�x; t�;
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÂâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂ-
ÙËË ÒÓËÏÇÔË, ÕÂÍÉÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (48).

²ÇÛÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (47) ÏÇÕÑÆÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ, ËÏÇÇÏ
ÄÏÇÔÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (5) ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ

d

dt
x�tjx� � u�x�tjx�; t�; x�0jx� � x;

d

dt
q�tjx� � 0; q�0jx� � q0�x�: �49�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, q�tjx� � q0�x�. ¬ÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß ÄÞÛÇ,
ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÂâ ÄÇÎËÚËÐÑÌ j�tjx� �
� jqx�tjx�=qxj, ËÅÓÂÇÕ ÃÑÎßÛÖá ÓÑÎß ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Í
àÌÎÇÓÑÄÔÍÑÏÖ ÑÒËÔÂÐËá. °ÐÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËá, ÄÞÕÇÍÂáÜÇÏÖ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (49)

d

dt
j�tjx� � qu�x; t�

qx
j�tjx�; j�0jx� � 1: �50�

¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ x�tjx� Ë j�tjx�,
ÍÂÍ ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÐÂÆÑ ÄÄÇÔÕË ×ÖÐÍ-
ÙËá

Ft�x; jjx� � d�x�tjx� ÿ x�d�j�tjx� ÿ j�;

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÖá ÖÓÂÄÐÇÐËá ­ËÖÄËÎÎâ

q
qt
Ft�x; jjx� � ÿ

�
q
qx

u�x; t� � q
qj

j
qu�x; t�

qx

�
Ft�x; jjx�;

F0�x; jjx� � d�xÿ x�d�jÿ 1�: �51�

¥ÂÎÇÇ, ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ
u�x; t� ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ Ä ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ
ÒÑÎÇÏ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

hu�x; t�i � 0;

B�xÿ x 0; tÿ t 0� � hu�x; t�u�x 0; t 0�i:
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£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÏDqu�x; t�
qx

u�x; t�
E
� q

qx
B�xÿ x 0; tÿ t 0�

����
x 0�x
� 0: �52�

°ÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÕÂÍÉÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ
ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÎÇÏ u�x; t�,
ÍÑÅÆÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ B�x; t� ÂÒÒÓÑÍÔËÏË-
ÓÖÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

B�x; t� � 2B eff�x�d�t�; 2B eff�x� �
�1
ÿ1

dtB�x; t�: �53�

µÔÓÇÆÐââ ÕÇÒÇÓß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (51) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËÌ ÒÑÎâ u�x; t� Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ ¶ÖÓÖÕÙÖë¯ÑÄË-
ÍÑÄÂ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÔÏÇÜÇÐËÌ "ÚÂÔÕËÙÞ" Ë ÇÇ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË
Pt�x; jjx� � hFt�x; jjx�i

q
qt
Pt�x; jjx� �

�
�
dx 0
�

q
qx

B eff�xÿ x 0� � q
qj

j
qB eff�xÿ x 0�

qx

�
�

�
D d
du�x 0; t�Ft�x; jjx�

E
:

µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ

d
du�x 0; t�Ft�x; jjx� �

� ÿ
�

q
qx

d�xÿ x 0� � q
qj

j
qd�xÿ x 0�

qx

�
Ft�x; jjx�;

Â ÕÂÍÉÇ, ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ (52), ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂë±ÎÂÐÍÂ

q
qt
Pt�x; jjx� � D1

q2

qx2
Pt�x; jjx��

�D2

�
q
qj

j� q
qj

j
q
qj

j

�
Pt�x; jjx�;

P0�x; jjx� � d�xÿ x�d�jÿ 1�;

ËÎË Ä ÄËÆÇ

q
qt
Pt�x; jjx� � D1

q2

qx2
Pt�x; jjx� �D2

q
qj

q
qj

j 2Pt�x; jjx�;
P0�x; jjx� � d�xÿ x�d�jÿ 1�; �54�

ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Di ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÂÏË

D1 � B eff�0�; D2 � ÿ q2

qx2
B eff�x�

����
x�0

: �55�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËâ ÄÏÇÔÕÑ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËá (54), ÐÑ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂÏË ÆË××ÖÊËË, ÊÂÄËÔâÜËÏË ÕÇÒÇÓß ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË

D1�t� �
�t
0

dtB�0; t�; D2�t� � ÿ
�t
0

dt
q2

qx2
B�x; t�

����
x�0

:

±ÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ t4 t0, ÅÆÇ t0 ì ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÓÂÆËÖÔ
ÍÑÓÓÇÎâÙËË, ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä (55).

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (54) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆË××ÖÊËâ "ÚÂÔÕËÙÞ"
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏÂ ÑÕ ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË Ë
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ô
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

hx�tjx�i � x; s2x�t� �

�x�tjx� ÿ hx�tjx�i�2� � 2D1t ;

Õ.Ç. ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÃÞÚÐÑÏÖ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÏÖ ÆÄËÉÇÐËá.
¹ÕÑ ÉÇ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÓÂÔØÑ-
ÆËÏÑÔÕË, ÕÑ ÑÐÑ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ Ë ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË Ä
ÄËÆÇ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÏ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ x [28]

j�t� � j�tjx� � exp�ÿD2t� w�t��; �56�

ÅÆÇ w�t� ÇÔÕß ÄËÐÇÓÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

hw�t�i � 0; hw2�t�i � 2D2t :

ªÊ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ (56), ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (54),
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

h j�t�i � 1; h j n�t�i � exp�D2n�nÿ 1�t�; �57�
Õ.Ç. ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË ÒÑÔÕÑâÐÐÑ, Â ÄÞÔÛËÇ
ÏÑÏÇÐÕÞ, ÐÂÚËÐÂâ ÔÑ ÄÕÑÓÑÅÑ, àÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÕ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ Í ÓÂÔ-
ØÑÆËÏÑÔÕË ~r�t� � 1=j�t�, ËÏÇáÜÇÌ ÔÏÞÔÎ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÚÂÔÕËÙÞ Ë ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÌ Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÑÒËÔÂÐËË
ÖÓÂÄÐÇÐËá

d

dt
~r�t� � ÿ qu�x; t�

qx
~r�t�; ~r�0� � 1;

ÕÂÍÉÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâáÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

h~rn�t�i � exp�D2n�n� 1�t�: �58�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÓÇÆÐââ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË,
ÕÂÍÉÇ ÍÂÍ Ë ÇÇ ÄÞÔÛËÇÏÑÏÇÐÕÞ, àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÕÖÕ
ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.

±ÂÓÂÆÑÍÔÂÎßÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÚÂÔÕËÙÞ, ÊÂÍÎáÚÂá-
ÜÇÇÔâ Ä ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÏ ÓÑÔÕÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË
ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ [29]. ´ÂÍ,
ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË j�t�
âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂáÜÂâ ÍÓËÄÂâ

j�t� � exp�ÿD2t�;
Ë ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÏÂÉÑÓÂÐÕÐÞÇ ÑÙÇÐÍË ÆÎâ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ j�t�. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá
p � 1=2

j�t� < 4 exp

�
ÿ 1

2
D2t

�
ÐÂ ÎáÃÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÆÎâ
ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÇÇÏ ÕËÒËÚÐÖá ÓÇÂÎËÊÂÙËá Ë
ÏÂÉÑÓÂÐÕÐÖá ÑÙÇÐÍÖ ÔÐËÊÖ ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÄËÆÂ

~r�t� � exp�D2t�; ~r�t� > 1

4
exp

�
1

2
D2t

�
:
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±ÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÑÙÇÐÍË ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ j�t� Ë ~r�t� ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÄÞÃÓÑÔÂÏË
ËØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕËÒËÚÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ Ë ÒÓË
àÕÑÏ ÚÂÔÕËÙÞ ÔÉËÏÂáÕÔâ, ÑÃÓÂÊÖâ ÍÎÂÔÕÇÓÞ, ÓÂÔÒÑÎÑ-
ÉÇÐÐÞÇ Ä ÃÑÎßÛÇÌ ÔÕÇÒÇÐË ÓÂÊÓÇÉÇÐÐÞØ ÊÑÐÂØ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß àÌÎÇÓÑÄÑ ÑÒËÔÂÐËÇ ÐÂÛÇÌ ÊÂÆÂÚË.
£ÄÇÆÇÏ ×ÖÐÍÙËË

Ft;x�q� � d�q�x; t� ÿ q�; Ft;x�r� � d�r�x; t� ÿ r�;

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ­ËÖÄËÎÎâ�
q
qt
� u�x; t� q

qx

�
Ft;x�q� � 0;

F0;x�q� � d�q0�x� ÿ q�;�
q
qt
� u�x; t� q

qx

�
Ft;x�r� � q

qr
r
qu�x; t�

qx
Ft;x�r�;

F0;x�r� � d�r0�x� ÿ r�: �59�

µÔÓÇÆÐââ ÕÇÒÇÓß (59) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ
u�x; t�, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
Pt;x�q� � hFt;x�q�i, Pt;x�r� � hFt;x�r�i ÖÓÂÄÐÇÐËâ

q
qt
Pt;x�q� � D1

q2

qx2
Pt;x�q�;

P0;x�q� � d�q0�x� ÿ q�; �60�
q
qt
Pt;x�r� � D1

q2

qx2
Pt;x�r� �D2

q
qr

q
qr

r2Pt;x�r�;
P0;x�r� � d�r0�x� ÿ r�: �61�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (60) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÆË××ÖÊËË ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. £ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ q0�x� � q0ÿ
const ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ x Ë
Pt�q� � d�qÿ q0�.

£ ÔÎÖÚÂâØ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÆÎâ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË (61) r0�x� � r0 ÿ const. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ ÕÂÍÉÇ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ x, Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (61) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ

q
qt
Pt�r� � �D2

q
qr

q
qr

r2Pt�r�;
P0�r� � d�r0 ÿ r�: �62�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (62) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË
ÐÑÓÏÂÎßÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá Ë ÒÓË àÕÑÏ

hr�x; t�i � r0; hrn�x; t�i � rn0 exp�D2n�nÿ 1�t�: �63�

³ÎÇÆÔÕÄËÇÏ (62), (63) âÄÎâÇÕÔâ ÕËÒËÚÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÒÑÎâ
r�x; t� Ä ÎáÃÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ

r�x; t� � r0 exp�ÿD2t�

Ë ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ àÌÎÇÓÑÄÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÊÂ
ÔÚÇÕ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ,
ÚÕÑ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ ÍÎÂÔÕÇÓÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ.

¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ
ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÒÓËÏÇÔË

p�x; t� � q
qx

q�x; t�

ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÏ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÄÏÇÔÕÐÂâ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÎËÚËÐ q�x; t� Ë p�x; t� ÿ Pt;x�q; p� �
� hd�q�x; t� ÿ q�d�p�x; t� ÿ p�i ÕÂÍÉÇ ÃÖÆÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (61), Õ.Ç. ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

q
qt
Pt;x�q; p� � D1

q2

qx2
Pt;x�q; p� �D2

q
qp

q
qp

p2Pt;x�q; p�;

P0;x�q; p� � d�q0�x� ÿ q�d
�

q
qx

q0�x� ÿ p

�
; �64�

ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÑÄÏÇÔÕÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË

hqn�x; t�pm�x; t�i � exp�D2m�mÿ 1�t�

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÕÂÕËÔÕËÍÂ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÄ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË
ÒÓËÏÇÔË ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÄÞÃÓÑÔÂÏË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËÇÌ Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ.

ªÊ ËÊÎÑÉÇÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ âÔÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÆÇÕÂÎß-
ÐÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÆË××ÖÊËË ÒÓËÏÇÔË ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÑÅÓÂÐË-
ÚËÄÂÕßÔâ ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
ÒÓËÏÇÔË Ë ÇÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ËÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë
ÄÓÇÏÇÐË, Â ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÊÖÚÂÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÌ
ÊÂÆÂÚË, ÍÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, àÕÑÏÖ ÒÓÇÒâÕÔÕÄÖÇÕ ÚÎÇÐ,
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÌ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ ÆË××ÖÊËÇÌ, Ë ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÓÂÊÄËÄÂáÕÔâ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [30ë32].

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚË,
ÕÑ Ô ÖÚÇÕÑÏ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ ÆË××ÖÊËË ÄÏÇÔÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(47) ËÏÇÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�

q
qt
� u�x; t� q

qx

�
q�x; t� � k

q2

qx2
q�x; t�;

q�x; 0� � q0�x� �65�

Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ
ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÒÓËÏÇÔË�

q
qt
� q
qx

u�x; t�
�
p�x; t� � k

q2

qx2
p�x; t�;

p�x; 0� � q
qx

q0�x�: �66�

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÄÞÛÇ ÔÍÂÊÂÐÐÑÏÖ, ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÒÂÔ-
ÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ ÆË××ÖÊËË
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÔÒÂÆÂÐËÇÏ ÄÑ ÄÓÇ-
ÏÇÐË Ä ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ
ÆÖÏÂÕß, ÚÕÑ ÖÚÇÕ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÚÎÇÐÂ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË
(66) ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐ. °ÒÖÔÍÂâ àÕÑÕ ÚÎÇÐ, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í
ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ�

q
qt
� u�x; t� q

qx

�
q�x; t� � k

q
qx

p�x; t�;
q�x; 0� � q0�x�;�
q
qt
� u�x; t� q

qx

�
p�x; t� � ÿp�x; t� q

qx
u�x; t�;

p�x; 0� � q
qx

q0�x�; �67�
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Õ.Ç. Ä ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ q�x; t� ÆÑÃÂÄÎâÇÕÔâ Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÄÇÎËÚËÐÂ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÂâ ÊÂÏÍÐÖÕÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË àÕÑÏ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÞ
q�x; t� Ë p�x; t� ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÔÄâÊÂÐÞ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ×ÖÐÍÙËá

Ft;x�q; p� � d�q�x; t� ÿ q�d�p�x; t� ÿ p�:

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÇÇ ÒÑ x, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

q
qx

Ft;x�q; p� � ÿp q
qq

Ft;x�q; p�ÿ

ÿ q
qp

qp�x; t�
qx

Ft;x�q; p�: �68�

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÕÇÒÇÓß Ft;x�q; p� ÒÑ t, ÒÑÎÖÚÂÇÏ�
q
qt
� u�x; t� q

qx

�
Ft;x�q; p� � qu�x; t�

qx
q
qp

Ft;x�q; p�ÿ

ÿ k
q
qq

qp�x; t�
qx

Ft;x�q; p�: �69�

µÔÓÇÆÐââ (68), (69) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÑÎâ u�x; t�, ÆÎâ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
Pt;x�q; p� � hFt;x�q; p�i ËÏÇÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

q
qx

Pt;x�q; p� � ÿp q
qq

Pt;x�q; p� ÿ q
qp

Ct;x�q; p�;
q
qt
Pt;x�q; p� � D1

q2

qx2
Pt;x�q; p� �D2

q
qp

q
qp

p2Pt;x�q; p�ÿ

ÿ k
q
qq

Ct;x�q; p�;

ÅÆÇ

Ct;x�q; p� �
Dqp�x; t�

qx
Ft;x�q; p�

E
:

°ÕÍÖÆÂ, ÒÑÔÎÇ ËÔÍÎáÚÇÐËâ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
Ct;x�q; p�, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÄËÆÂ

q
qt

q
qp

Pt;x�q; p� � D1
q2

qx2
q
qp

Pt;x�q; p��

�D2
q
qp

q
qp

q
qp

p2Pt;x�q; p��

� k
q
qq

q
qx

Pt;x�q; p� � kp
q2

qq2
Pt;x�q; p�: �70�

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÖÏÐÑÉÂâ (70) ÐÂ p Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ p,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÍÑÐ-
ÙÇÐÕÓÂÙËË ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË

q
qt
Pt;x�q� � D1

q2

qx2
Pt;x�q� ÿ k

q
qq

q
qx
hpjqi ÿ k

q2

qq2
hp2jqi;

ÅÆÇ

hpn�x; t�jqi �
�1
ÿ1

dp pnPt;x�q; p�:

µÓÂÄÐÇÐËÇ (70) Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÇÜÇ ÐÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÑ.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÊ (70) ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÊÂÏÍÐÖÕÂâ ÔËÔÕÇÏÂ

ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÄËÆÂ
hpn�x; t�qm�x; t�i, ÔÑÆÇÓÉÂÜÂâ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÄÇÎË-

ÚËÐÞ hpl�x; t�i, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÇ ÊÂÏÍÐÖÕÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕËÒÂ (62).

©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ÞÛÇ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÒÑÆÓÑÃÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎËÔß ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÑÒË-
ÔÂÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÒÑÎâ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ
ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÊÂÆÂÚË ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÑÄÂÐÞ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ. ªÊÎÑÉÇÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÃÂÊËÓÖÇÕÔâ ÐÂ ÖÔÎÑÄËË ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË
ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, Â
ÖÔÎÑÄËâÏË ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÆÂÐÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ âÄÎâáÕÔâ ÕÇ
ËÎË ËÐÞÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ
(ÓÂÊÐÞÇ ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ). ¥Îâ ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ (ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ) ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇ
ÒÓËÏÇÐËÏÞ. ¿ÕÑ ÔÎÖÚÂÌ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ËÊÖÚÇÐ.
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STATISTICAL DESCRIPTION OF THE DIFFUSION OF TRACERS IN A RANDOM VELOCITY FIELD
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A single functional approach is used to treat the problem of the diffusion of tracers in a random velocity éeld posed in a general form.
Approximate methods leading to various approximations and the conditions of their validity are discussed. Plane parallel average êow
is considered in detail and some features of statistical solutions for the simplest case of it are discussed.
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