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ÓÂÔÒÎÞÄÂáÜËÇÔâ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÒÂÍÇÕÞ. £ ÑÔÐÑÄÇ àÕÑÅÑ
ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËâ ÎÇÉËÕ ÒÓËÐÙËÒ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËË, ØÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÞÌ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÞØ ÔËÔÕÇÏ. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ÔËÎßÐÑÏ ÄÑÊÆÇÌ-
ÔÕÄËË ÐÂ ÔËÔÕÇÏÖ ËÎË ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞØ à××ÇÍÕÂØ ÔÂÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ àÕÑÕ ÒÓËÐÙËÒ ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ ÄÄËÆÖ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÆÂÎßÐÇÌ-
ÛÂâ àÄÑÎáÙËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÑÆÚËÐÇÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÊÂÍÑÐÂÏ. ±ÓË àÕÑÏ ÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÑÃÝÇÍÕÞ,
ÑÃÎÂÆÂáÜËÇ ÓâÆÑÏ ÐÇÑÃÞÚÐÞØ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÌ ×ËÊËÍË
ÔÄÑÌÔÕÄ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÖÆËÄËÕÇÎßÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá.
ªÊÖÚÇÐËÇ ÕÂÍËØ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ Ë ÔÕÂÎÑ ÒÓÇÆ-
ÏÇÕÑÏ ×ËÊËÍË ÔÑÎËÕÑÐÑÄ.

£ ÔÄâÊË Ô ÃÖÓÐÞÏ ÓÂÊÄËÕËÇÏ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÌ ÕÇÏÂÕËÍË Ô
ÍÑÐÙÂ 60-Ø ÅÑÆÑÄ ÐÂ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐÑÄÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÃÞÎÂ
ÄÑÊÓÑÉÆÇÐÂ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÑÒËÔÂÐËâ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓ (ÄËØÓÇÌ, ÆÇ×ÇÍÕÑÄ, ÕÇÍÔÕÖÓ Ë Õ.Æ.), Â ÕÂÍÉÇ ÚÂÔÕËÙ
ÍÂÍ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ Ä ×ËÊËÍÇ ÍÑÐÆÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÞØ
ÔÓÇÆ, Ä ÂÔÕÓÑ×ËÊËÍÇ Ë ÍÑÔÏÑÎÑÅËË, Ä ×ËÊËÍÇ àÎÇÏÇÐÕÂÓ-
ÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ë âÆÓÂ. ±Ñ ÄÓÇÏÇÐË àÕÑ ÔÑÄÒÂÎÑ Ô àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÂÎßÐÞÏ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐËÇÏ ÐÂÎËÚËâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ö
ÔËÎßÐÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÚÂÔÕËÙ: Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ
². ·Ñ×ÛÕÂÆÕÇÓÂ (1956) ÒÑ ÖÒÓÖÅÑÏÖ ÓÂÔÔÇâÐËá àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÑÄ ÐÂ ÒÓÑÕÑÐÂØ ÃÞÎÑ ÐÂÌÆÇÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ Ä ÒÓÑÕÑÐÇ; Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ¦. ¢ÎÖÏÂ
Ë ÆÓ. (1969) ÒÑ ÅÎÖÃÑÍÑÐÇÖÒÓÖÅÑÏÖ ÓÂÔÔÇâÐËá àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ ÐÂ ÐÖÍÎÑÐÂØ ÃÞÎÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ âÄÎÇÐËÇ ÔÍÇÌÎËÐÅÂ
ì ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÔÇÚÇÐËâ ÓÂÔÔÇâÐËâ.
±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ ÎÇÅÎÑ Ä ÑÔÐÑÄÖ ÔÑÊÆÂÐÐÑÌ ².
¶ÇÌÐÏÂÐÑÏ ÒÂÓÕÑÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË, ÒÑÊÄÑÎËÄÛÇÌ ÒÑÐâÕß,
ÒÑÚÇÏÖ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÖÒÓÖÅÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÖÍÎÑÐÞ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞÇ ÑÃÝÇÍÕÞ, Â ÆÎâ ÅÎÖÃÑÍÑÐÇÖ-
ÒÓÖÅÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ àÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÐÇ ÅÑÆËÕÔâ, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÐÇÖÒÓÖÅËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ ÓÂÔÔÇâÐËá ÐÂ ÕÑÚÇÚÐÑÏ
(ÃÇÔÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÏ) ÑÃÝÇÍÕÇ [1]. £ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÕÇÑÓËâØ
ì Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ØÓÑÏÑÆËÐÂÏËÍÇ, àÎÇÍÕÓÑÔÎÂÃÑÌ Ë ÔÕÂÐ-
ÆÂÓÕÐÑÌ ÏÑÆÇÎâØ ì Ä ÓÑÎË ÒÂÓÕÑÐÑÄ ÄÞÔÕÖÒÂáÕ
ÍÄÂÓÍË, Õ.Ç. ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ Ñ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ
ÚÂÔÕËÙ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÔÑÔÕÂÄÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ,
ÅÆÇ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞÇ ÚÂÔÕËÙÞ ÍÑÐÔÕÓÖËÓÖáÕÔâ ËÊ ÕÑÚÇÚ-
ÐÞØ. ³ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÒÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ ÕÓÖÆÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄËÕß ÔÇÃÇ ÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ ÊÂÄÇÓÛÇÐËÇ ÕÂÍÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ; Ô
ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÐÂÎËÚËÇ ÃÇÔÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ä
ÏÑÆÇÎË ÄÇÆÇÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÂ
ÍÂÉÆÑÏ ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÖÓÑÄÐÇ ÕÓÇÃÖáÕ ÄÔÇ ÃÑÎÇÇ ËÊÑ-
ÃÓÇÕÂÕÇÎßÐÑÌ ÔØÇÏÞ ÆÎâ ËØ ÖÔÕÓÂÐÇÐËâ.

£ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÊÂÔÎÖÉËÄÂáÕ ÄÐËÏÂÐËâ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄ-
ÐÞÇ ÒÑÆØÑÆÞ Í ÑÒËÔÂÐËá ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÚÂÔÕËÙ Ë ÒÓÑÕâÉÇÐ-
ÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ, Õ.Ç. ÄÐÇ ÓÂÏÑÍ ÔÑÔÕÂÄÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ.
µÏÇÔÕÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÑËÔÍ ÒÑÆÑÃÐÑÌ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÞ
âÄÎâÇÕÔâ Ä ÍÂÍÑÌ-ÕÑ ÏÇÓÇ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÞÏ Ä ÓÂÊÄËÕËË
×ËÊËÚÇÔÍËØ ËÆÇÌ. ±ÓËÏÇÓÐÑ ÕÂÍËÏË ÉÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâÏË
ÓÖÍÑÄÑÆÔÕÄÑÄÂÎÔâ ÎÑÓÆ ¬ÇÎßÄËÐ (µ. ´ÑÏÔÑÐ) Ä ÍÑÐÙÇ
ÒÓÑÛÎÑÅÑ ÄÇÍÂ, ÒÓÇÆÎÑÉËÄÛËÌ ÄÏÇÔÕÑ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÂÕÑÏÑÄ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß "ÄËØÓÇÄÞÇ ÂÕÑÏÞ" ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÒÓÑÕâÉÇÐ-
ÐÑÔÕË. ¢ÎËÊÍËÇ ÔÖÉÆÇÐËâ ÄÞÔÍÂÊÞÄÂÎËÔß °. ·ÇÄËÔÂÌÆÑÏ,
¥É.¥É. ´ÑÏÔÑÐÑÏ Ë ¤. ®Ë. ©ÂÕÇÏ àÕË ËÆÇË Ä ÃÑÎÇÇ
ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÃÞÎË Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÞ ¡. ¿ÌÐÛÕÇÌ-
ÐÑÏ, ÒÓÇÆÎÑÉËÄÛËÏ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÚÂÔÕËÙÞ ÓÇÅÖÎâÓÐÞÏË
ÓÇÛÇÐËâÏË ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÑÎâ ÍÂÍ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ
"ÒÑÎÇÄÞÇ ÔÅÖÔÕÍË" (bunched éeld), ÊÂÐËÏÂáÜËÇ
"...ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÖá ÑÃÎÂÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß ÒÑÎâ ËÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË ÑÔÑÃÇÐÐÑ
ÄÇÎËÍË ..." [2, Ô. 725].

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ Ñ ÚÂÔÕËÙÇ ÍÂÍ Ñ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÏ Ä
ÏÂÎÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÓÇÅÖÎâÓÐÑÏ ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ

ÒÑÎÇ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ Ë ÆÓÖÅËÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË
ÄÔÕÓÇÚÂÎËÔß Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÒÑÆ ÓÂÊÐÞÏË ËÏÇÐÂÏË:
ÚÂÔÕËÙÇÒÑÆÑÃÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ (particle-like solutions) Ö ¯.
²ÑÊÇÐÂ, ². ¶ËÐÍÇÎßÛÕÇÌÐÂ Ë Á.±. ´ÇÓÎÇÙÍÑÅÑ; "ÅÑÓÃÞ"
(le champ aÂ bosse) Ö . ÆÇ ¢ÓÑÌÎâ; "ÍËÐÍË" (kinks) Ö ¥.
¶ËÐÍÇÎßÛÕÇÌÐÂ; "ÍÑÏÍË" (lumps) Ö ³. ¬ÑÖÎÏÇÐÂ Ë ÆÓ.
¬ÑÐÙÇÒÙËá ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐÂ Ô ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ, ÄÑÊÐËÍÛÖá Ä ÍÑÐÙÇ 50-Ø
ÅÑÆÑÄ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ´.·.². ³ÍËÓÏÂ (ÔÏ. [3] Ë ÙËÕËÓÖÇÏÞÇ
ÑÓËÅËÐÂÎßÐÞÇ ÓÂÃÑÕÞ), ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÖÆÂÚ-
ÐÑÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÄÔÇØ ÒÓÇÆÛÇÔÕÄÖáÜËØ ÒÑÐâÕËÌ. °ÕÏÇ-
ÕËÏ ÕÂÍÉÇ ÍÓÂÔËÄÖá (ÐÇÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÖá) ÍÑÐÙÇÒÙËá
´.¥. Ë [4], ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÑ ÑÃÝÇÆËÐâáÜÖá ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐ-
ÐÞÇ ÒÑÆØÑÆÞ Ä ÑÒËÔÂÐËË ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÚÂÔÕËÙ. £ ÑÔÐÑÄÖ
ÍÑÐÙÇÒÙËË ÒÑÎÑÉÇÐ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÏÇØÂÐËÊÏ ÖÆÇÓÉÂÐËâ
ÍÄÂÓÍÑÄ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËÇ Ô
ÍÄÂÓÍÂÏË ÃÑÊÑÐÞ ÊÂ ÔÚÇÕ ÔËÎßÐÑÅÑ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÑÊ-
ÆÂáÕ ÆÎâ ÍÄÂÓÍÑÄ ÖÆÇÓÉËÄÂáÜËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÕËÒÂ
ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ÏÇÛÍÂ. £ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ àÕÂ ÍÑÐÙÇÒÙËâ
ÓÂÊÄËÄÂÇÕÔâ Ä ÓÂÏÍÂØ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÅËÃÓËÆÐÞØ
ÏÑÆÇÎÇÌ ÏÇÛÍÑÄ, ÅÆÇ ÐÂÓÖÉÐÞÌ ÔÑÎËÕÑÐ (ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ,
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ Ë ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜËÌ ÒÓÂÄËÎßÐÖá ÔÒÇÍÕ-
ÓÑÔÍÑÒËá) ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÆÎâ ÊÂÒËÓÂÐËâ ÍÄÂÓÍÑÄ ÄÐÖÕÓË
ÏÇÛÍÂ. £ ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÏÑÏ ÑÃÊÑÓÇ ËÊÎÂÅÂÇÕÔâ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÄÑÒÓÑÔÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÎÑÍÂÎËÊÑ-
ÄÂÐÐÞØ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÚÂÔÕËÙ
ÍÂÍ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÍÂÍ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇ-
ÏÞØ, ÕÂÍ Ë ÐÇËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ. ±ÓË
àÕÑÏ ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÎËÔß ÎËÛß ÄÑÒÓÑÔÂÏË ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ
ÓÇÛÇÐËÌ ÆÎâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ Ë ËÊÖÚÇÐËÇÏ
ÒÓÑÃÎÇÏ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÐÇËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÏÑÆÇÎâØ,
ÆÑÒÖÔÍÂáÜËØ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞÇ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÞ. £ÑÒÓÑÔÞ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ Ë ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÕÑÒÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍË ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞØ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ
ÃÖÆÖÕ ËÊÎÑÉÇÐÞ Ä ÑÕÆÇÎßÐÑÌ ÒÖÃÎËÍÂÙËË.

ª¯´¦¤²ª²µ¦®½¦ ®°¥¦ª (ÚÂÔÕß I)

ªÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÏ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÔËÔÕÇÏÂÏ ÒÑÔÄâÜÇÐÞ
ÆÇÔâÕÍË ÔÑÆÇÓÉÂÕÇÎßÐÞØ ÏÑÐÑÅÓÂ×ËÌ Ë ÑÃÊÑÓÑÄ [5 ì
15], ÒÑàÕÑÏÖ ÊÆÇÔß ÏÞ ÄÑÎßÐÞ ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÖÒÑÏËÐÂ-
ÐËÇÏ ÎËÛß ÐÇÍÑÕÑÓÞØ (ÐÂËÃÑÎÇÇ ÄÂÉÐÞØ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌ-
ÛÇÅÑ ËÊÎÑÉÇÐËâ) ÂÔÒÇÍÕÑÄ àÕÑÌ ÕÇÑÓËË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÔËÔÕÇÏ (ÓÂÄÐÑ ÍÂÍ Ë ÔÑÎËÕÑ-
ÐÑÄ) Ä ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜÇÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ËÏÇáÕÔâ ÓÂÊÐÑÚÕÇÐËâ,
ÕÑ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÔÚËÕÂÇÏ:

1. ªÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ ì ÔËÔÕÇÏÖ, ÆÑÒÖÔÍÂá-
ÜÖá ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÂÍÔÂ (ËÎË, Ä ÃÑÎÇÇ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÏ
ÔÏÞÔÎÇ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÐÖÎÇÄÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ), Ö ÍÑÕÑÓÑÌ
ËÏÇÇÕÔâ ÔÚÇÕÐÑÇ ÚËÔÎÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ Ë ÆÎâ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÆËÐÂÏËÍË ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓËÏÇÐËÏÞ ÏÇÕÑÆ
ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÓÂÔÔÇâÐËâ, ÊÂÆÂÚÂ ²ËÏÂÐÂ, �q-ÒÓÑÃÎÇÏÂ,
ÏÇÕÑÆ ÍÑÐÇÚÐÑ-ÊÑÐÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, Õ. Ç. ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂ
ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ S-ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕß; ÔáÆÂ ÉÇ ÑÕÐÑÔâÕÔâ
Ë ÔËÔÕÇÏÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÞ
ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÊÂÏÇÐÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÎËÃÑ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ
ÂÐÊÂÙÂ (³-ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕß);

2. £ÒÑÎÐÇ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ ì ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÖ
ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÖá ÔËÔÕÇÏÖ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÇ ÆÇÌÔÕÄËÇìÖÅÑÎ Ë ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÚÇÓÇÊ ÐËØ ÅÂÏËÎß-
ÕÑÐËÂÐ ÔËÔÕÇÏÞ.

±ÓËÄÇÆÇÏ ÃÇÊ ÑÔÑÃÞØ ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÉÐÑ
ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß ÒÑ [9, 14], ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇ-
ÏÞØ ÔËÔÕÇÏ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐ-
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ÅÇÓÂ1 (¯µº) Ô ÆÄÑâÍÑÌ ÙÇÎßá ì ÆÎâ ÆÇ×ËÐËÙËË
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÌ ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËË Ë ÆÎâ ÐÂÒÑÏËÐÂÐËâ ÚËÕÂ-
ÕÇÎá ÓâÆÂ ×ÂÍÕÑÄ ÒÑ ¯µº, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓËÅÑÆâÕÔâ Ä
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ËÊÎÑÉÇÐËË. ¥ËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ, ÔÄâÊÂÐ-
ÐÂâ Ô ¯µº

iqtc� q2xc� 2gjcj2c � 0; �2:1�

ÅÆÇ c�x; t� ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÊÐÂÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í
ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÞÏ ÔËÔÕÇÏÂÏ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÐÂÃÑÓÑÏ
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍË ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ c; �c, ÅÆÇ ÚÇÓÕÂ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÇ ÔÑÒÓâÉÇÐËÇ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÆÎâ
ÔËÔÕÇÏÞ (2.1) ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ ÐÂ ÍÑÐÕËÐÖÂÎß-
ÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ

fc; �cg � id�xÿ y�; �2:2�

Ë ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ

H �
�1
ÿ1

dx �qx�c � qxc� ÿ g��cc�2
h i

; �2:3�

ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ

qtc � fH;cg � ÿi dH
d�c

;

qt�c � fH; �cg � i
dH
dc

: �2:4�

£ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕË ×ÂÍÕÞ (2.2) ì (2.4) Ë ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂáÕ
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÐÑÔÕß ÔËÔÕÇÏÞ (2.1) Í ÍÎÂÔÔÖ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÞØ.
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ,
ÍÂÍ ÕÂÍÑÄÑÌ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÍÂÊÂÕß ÕÂÍÉÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ,
ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ËÊÎÑÉÇÐËË ÃÖÆÖÕ, Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ,
ÑÕÐÑÔËÕßÔâ Í ÃÞÔÕÓÑÖÃÞÄÂáÜÇÏÖ ÔÎÖÚÂá, Õ.Ç.

c�x; t� ! 0 pri jxj ! 1: �2:5�

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, c�x; t� ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÓÖÇÏÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ, ÖÃÞÄÂáÜÇÌ ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÄÏÇÔÕÇ ÔÑ ÔÄÑËÏË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ÃÞÔÕÓÇÇ
ÎáÃÑÌ ÔÕÇÒÇÐË jxjÿ1.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ ÖÔÎÑÄËÇ
ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÔÕË ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÎËÐÇÌÐÞØ ÏÂÕÓËÚÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

qty � A0�x; t; l�y;
qxy � A1�x; t; l�y �2:6�

ÐÂ ÄÇÍÕÑÓ-×ÖÐÍÙËá

y � y1
y2

� �
;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ (2.6) ÒÓËÓÂÄÐËÄÂÐËÇÏ ÒÇÓÇÍÓÇÔÕ-
ÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ qtqxy � qxqty. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÏÇÇÏ

ÖÔÎÑÄËÇ ÐÖÎÇÄÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ2

qtA1 ÿ qxA0 � �A1;A0� � 0 �2:7�

ì ÑÆÐÑ ËÊ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÏÇÕÑÆÂ
ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ 2� 2-ÏÂÕÓËÙÞ A0;A1 Ä
(2.6) ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
l ì ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÊÂÆÂÚË, Ë ÖÔÎÑÄËÇ (2.7)
ÆÑÎÉÐÑ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÒÓË ÄÔÇØ l. ÁÄÐÞÌ ÄËÆ ÏÂÕÓËÙ
A0;A1 ÆÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË

A1 � ÿils3 � P; s3 � 1 0
0 ÿ1

� �
;

P � i
0 �c
c 0

� �
;

A0 � Bÿ 2lP� 2il2s3;

B � ÿijcj2 qx�c

ÿqxc ijcj2
 !

: �2:8�

ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ, ÆÑÒÖÔÍÂáÜÂâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
ÐÖÎÇÄÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ (ÐÑ ÔÚÇÕÐÞÏ!)
ÐÂÃÑÓÑÏ ÂÆÆËÕËÄÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ (ÊÂÍÑÐÑÄ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ), Â ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ (ËÊÑÕÑÒËÚÇÔÍËØ)
ÔËÏÏÇÕÓËÌ ì ÔÇÓËÇÌ ÕÂÍËØ ÐÂÃÑÓÑÄ. ¶ÑÓÏÂÎßÐÑ ÕÂÍËÇ
ÊÂÍÑÐÞÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÞÄÂÕß Ä ÄËÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ-
ÔÕË

_rn � qxjn � 0; n � 1; 2; :::; �2:9�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÞ rn Ë jn, ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÞÇ Ä ÄËÆÇ ÒÑÎËÐÑÏÑÄ
ÑÕ ÒÑÎÇÌ Ë ËØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, ÂÔÔÑÙËË-
ÓÖáÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ô "ÒÎÑÕÐÑÔÕâÏË" Ë "ÕÑÍÂÏË"
ÔËÔÕÇÏÞ3. ªÐÕÇÅÓËÓÖâ (2.9) ÒÑ x, ÒÑÎÖÚËÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ
ÆÄËÉÇÐËâ

In �
��1
ÿ1

rn�x; t�dx; jn ! 0 pri jxj ! 1: �2:10�

¦ÔÎË ËÐÕÇÅÓÂÎÞ In ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ËÐÄÑÎáÙËË Ä ÑÕÐÑÛÇÐËË
ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ (2.2) Ë ÖÆÂÇÕÔâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ
ÄÄÇÔÕË ÖÅÎÑÄÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ, ÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ ÃÖÆÇÕ ÄÒÑÎÐÇ
ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÌ, Â ÔÂÏË ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ËÊ (2.10) ÃÖÆÖÕ ËÅÓÂÕß
ÓÑÎß ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÆÇÌÔÕÄËâ.

£ ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ ÖÆÂÇÕÔâ ÓÇÛËÕß ÑÃÓÂÕÐÖá ÊÂÆÂÚÖ
ÓÂÔÔÇâÐËâ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L � is3�qx � ils3 ÿ A1�, Õ.Ç. ÒÑ
ÆÂÐÐÞÏ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÂÌÕË Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÓÑÎß
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÅÓÂÇÕ ËÔÍÑÏÂâ ×ÖÐÍÙËâ c�x; t�. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ,
ÚÕÑ ÆÎâ ÕÂÍËØ ÔËÕÖÂÙËÌÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÂ ÊÂÆÂÚÂ¬ÑÛË,
Õ.Ç. ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÃÖÆÇÕ ÒÑÎÐÑÔÕßá
ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÞÏ. ÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÓÇÅÖÎâÓÐÞÇ
ÓÇÛÇÐËâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÔËÔÕÇÏ (ÇÔÎË ÕÂÍËÇ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÖáÕ) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ ÚÂÔÕË ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ L Ë ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ÔÑÎËÕÑÐÂÏË. ¥Îâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ
ÔËÔÕÇÏ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐ ÕÂÍÉÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ÏÇÕÑÆ ÑÃÓÂÕÐÑÌ
ÊÂÆÂÚË ÓÂÔÔÇâÐËâ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËÌ ÐÂØÑÆËÕß ÔÒÇÍÕÓ ÍÂÍ
ÑÔÐÑÄÐÞØ, ÕÂÍ Ë ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ [17, 18].

2¯ÂÊÄÂÐËÇ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ (2.6) Ë
ÖÔÎÑÄËâ (2.7) Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÓÂÔÔÎÑÇÐÐÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄ (ÔÏ. [9]).
3´ÂÍËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÎÑÍÂÎßÐÞÏ. ²âÆ ÏÑÆÇÎÇÌ ÒÑÏËÏÑ
ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÊÂÍÑÐÑÄ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÕÂÍÉÇ Ë ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÏË,
Õ.Ç. ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏË ÒÑ x, ÒÎÑÕÐÑÔÕâÏË.

1°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÄÑËÏ ÐÂÊÄÂÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1), ÐÇ ÔÄâÊÂÐÐÑÇ
×ËÊËÚÇÔÍË Ô (ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÎËÐÇÌÐÑÌ!) ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÑÌ, ÑÃâ-
ÊÂÐÑ ÕÑÏÖ Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÏÖ ×ÂÍÕÖ, ÚÕÑ Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ g � 0 ÑÐÑ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ.

1*
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´ÂÍÑÄÞ Ä ÔÂÏÞØ ÑÃÜËØ ÚÇÓÕÂØ ÐÞÐÇÛÐËÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ-
ÔÕË Ä ÑÒËÔÂÐËË ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÍÂÍ ÔÑÎËÕÑ-
ÐÑÄ Ä ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÏÑÆÇÎâØ. ³ÓÂÊÖ ÑÅÑÄÑÓËÏÔâ, ÚÕÑ
ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÇ ÖÔËÎËâ, ÒÓÇÆÒÓËÐâÕÞÇ Ä
ÓÂÊÄËÕËÇ àÕÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÂâ ÔØÇÏÂ ÒÑÔÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÎËÛß Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÄÒÑÎÐÇ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ (1+1)-ÏÇÓÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÕËÒÂ
¬ÑÓÕÇÄÇÅÂìÆÇ ¶ÓËÔÂ (¬Æ¶), ¯µº, ÔËÐÖÔ-¤ÑÓÆÑÐÂ Ë
Õ.Æ. ¥ÂÐÐÑÇ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÔÖÉÂÇÕ Ô×ÇÓÖ
ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ Ë Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ
ËÐËÙËËÓÖÇÕ ÂÍÕËÄÐÞÌ ÒÑËÔÍ ËÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ, ÒÓËÅÑÆÐÞØ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ. ³ÓÇÆË ÐËØ ÖÍÂÉÇÏ ÏÇÕÑÆÞ
ÊÂÆÂÚË ²ËÏÂÐÂ [5, 6] Ë ÍÑÐÇÚÐÑ-ÊÑÐÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ
[5, 8, 19], ÏÇÕÑÆ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ¥ÂÓÃÖ [20] Ë ÓÂÊÐÑ-
ÑÃÓÂÊÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÕÇÑÓÇÕËÍÑ-ÅÓÖÒÒÑÄÑÅÑ Ë ÂÎÅÇÃÓÑ-ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ [8, 15, 21]. ¯ËÉÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÎËÛß ÑÆÐÖ ËÊ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕÇÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÏÇÕÑÆÑÄ
ËÊÖÚÇÐËâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÔËÔÕÇÏ ÐÂ ÏÐÑÅÑÏÇÓËÇ, ËÊÃÓÂÄ
Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÑÕÒÓÂÄÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ.

2. ®ÐÑÅÑÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÕËÒÂ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ

¯ÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (¯µº) âÄÎâÇÕÔâ
ÑÆÐËÏ ËÊ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÏ àÄÑÎáÙËá
ÎáÃÑÌ ÔÎÂÃÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ, ÔËÎßÐÑ ÆËÔÒÇÓÅËÓÖáÜÇÌ
ÍÄÂÊËÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ¯µº
ÖÒÓÂÄÎâÇÕ àÄÑÎáÙËÇÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÅÎÖ-
ÃÑÍËØ ÄÑÆÂØ, ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ
Ë ÔÄÇÕÑÄÑÎÑÍÐÂØ, ÎàÐÅÏáÓÑÄÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÒÎÂÊÏÇ, ÕÇÒ-
ÎÑÄÞØ ÄÑÎÐ Ä ÕÄÇÓÆÞØ ÕÇÎÂØ, ÔÎÂÃÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔÒËÐÑ-
ÄÞØ ÄÑÎÐ Ä ÏÂÅÐÇÕËÍÂØ Ë Õ.Æ. ±Ñ ÙÇÎÑÏÖ ÓâÆÖ ÒÓËÚËÐ,
ÚÂÔÕß ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÂ Ä [9, 11, 14], ¯µº ÏÑÉÐÑ
ÔÚËÕÂÕß ÄÞÆÇÎÇÐÐÞÏ ÔÓÇÆË ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ.
¶ÑÓÏÂÎßÐÑ, ÖÉÇ ÕÑ, ÚÕÑ c�x; t� Ä (2.1) âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÑÌ, Â ÐÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ (ÍÂÍ Ä ¬Æ¶ ËÎË ÔËÐÖÔ-
¤ÑÓÆÑÐÇ) ×ÖÐÍÙËÇÌ, ÄÞÆÇÎâÇÕ ¯µº ÔÓÇÆË ËÐÕÇÅÓËÓÖÇ-
ÏÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÔÕß ¯µº
ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÏ ÄËÆÑÏ ÇÅÑ ÆËÔÒÇÓÔËË, ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÜËÏ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ Ô ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÐÇÓÇÎâÕË-
ÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÆÎâ ÔËÎßÐÑ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÂ, ¯µº ÆÂÇÕ
ÒÓÂÄËÎßÐÑÇ (ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ¯.¯. ¢ÑÅÑÎáÃÑÄÞÏ)
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ. °ÆÐËÏ ËÊ
ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓËÄÎÇÍÂÕÇÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ¯µº âÄÎâÇÕÔâ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÐÂ ÇÅÑ ÑÔÐÑÄÇ ÑÒËÔÞÄÂÕß àÄÑÎáÙËá
ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÐÇÔÖÜËØ ÄÑÎÐ Ä ÔÓÇÆÇ Ô
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ¯µº ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÓÇÂÃËÎËÕËÓÑÄÂÕß ËÆÇá . ÆÇ ¢ÓÑÌÎâ Ñ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËË ÚÂÔÕËÙ Ä ÄËÆÇ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÂÍÇÕÑÄ, ÍÑÕÑÓÖá ÐÇ
ÖÆÂÎÑÔß ÓÇÂÎËÊÑÄÂÕß Ä ÎËÐÇÌÐÞØ ÕÇÑÓËâØ, ÅÆÇ Ä ÔËÎÖ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÕÂÍËÇ ÒÂÍÇÕÞ ÓÂÔÒÎÞÄÂáÕÔâ.

2.1. ¯ÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ë ÔÑÎËÕÑÐÞ
ÑÅËÃÂáÜÇÌ
¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ,¯µºÄÑÊÐËÍÂáÕ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
âÄÎÇÐËÌ Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔËÕÖÂÙËâØ, ÅÆÇ ÆÑÒÖÔÕË-
ÏÞÏË ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÄËÆÇ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ
ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÂÍÇÕÑÄ ÄËÆÂ

c�x; t� � A exp i�kxÿ o�k�t�� �; �2:1:1�

Ô ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ A. ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÔÓÇÆÞ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÑÃÓÂÕÐÑÏÖ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËá ÐÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ Ä
(2.1.1), Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÑÅËÃÂáÜÂâ ÄÑÎÐÞ ÏÇÆÎÇÐÐÑ (ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÐÇÔÖÜÇÌ ÄÑÎÐÑÌ) ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÍÂÍ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ, ÕÂÍ Ë ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, Õ.Ç. ÏÑÆÖÎËÓÖÇÕ ÃÞÔÕÓÖá
(ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÖá) ÐÇÔÖÜÖá ÄÑÎÐÖ. ¬ÎáÚÇÄÂâ ËÆÇâ
ÄÞÄÑÆÂ ¯µº ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÑÕÞÔÍÂÐËË ÔÎÂÃÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ4, ÍÑÕÑÓÞÇ, Ä
ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÚËÔÕÑ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ, ÏÑÅÖÕ ÖÚËÕÞÄÂÕß
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ. °ÃÞÚÐÑ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂáÕÔâ
ÐÂ ÆÄÖØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÂØ ÊÂÆÂÚË:

o � o�k; jAj2�; k 2 R; ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ, (2.1.2Â)

ËÎË

k � k�o; jAj2�; o 2 R; ÍÓÂÇÄÂâ ÊÂÆÂÚÂ. (2.1.2Ã)

²ÂÊÎÂÅÂâ (2.1.2) Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ
o0; k0, ËÏÇÇÏ

o � o0 � qo
qk

���
0
�kÿ k0� � 1

2

q2o
qk2

���
0
�kÿ k0�2�

� qo

qjAj2
���
0
jAj2 � :::;

ËÎË

k � k0 � qk
qo

���
0
�oÿ o0� � 1

2

q2k
qo2

���
0
�oÿ o0�2�

� qk

qjAj2
���
0
jAj2 � :::

£ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÑÄ ÆÎâ ÄÑÎÐ (2.1.1) ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÑ ÄÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÏÄËÆÇ Ä ÔËÎÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ

oÿ o0 ! i
q
qt
;

kÿ k0 ! ÿi qqx ;

�kÿ k0�2 ! ÿ q2

qx2
;

Õ.Ç. Ä ÄËÆÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ¯µº, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÐÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ
A: �

i
q
qt
� qo

qk

���
0

q
qx

� �
� 1

2

q2o
qk2

���
0

q2

qx2
ÿ

ÿ qo

qjAj2
���
0
jAj2

�
A � 0 �2:1:3a�

ËÎË�
i

q
qx
� qk
qo

���
0

q
qt

� �
ÿ 1

2

q2k
qo2

���
0

q2

qt2
�

� qk

qjAj2
���
0
jAj2

�
A � 0: �2:1:3b�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1.3Â) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ àÄÑÎáÙËá ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË
ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÖÊÍÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÐÇÔÖÜËØ ÄÑÎÐ Ô ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎß-

4¶ËÊËÚÇÔÍË àÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÑÏÖ, ÚÕÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß
ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÔÓÇÆÞ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ ËÎË ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑ-
ÐËÙÂÇÏÑÔÕß ÒÎÂÊÏÞ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÍÂÍ ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ.
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ÐÞÏË k, Â ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÌ ÒÓËÏËÕËÄÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÇÅÑ ÄÞÄÑÆÂ
ÐÂØÑÆËÕ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ Ä ÏÇÕÑÆÇ ÏÐÑÅÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ (ÆÄÖØ-
ÄÓÇÏÇÐÐÞØ) ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ, ÅÆÇ ÐÂÓâÆÖ Ô "ÃÞÔÕÓÞÏË" ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÏË x; t ÆÎâ ÐÇÔÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ, ÄÄÑÆËÕÔâ ÐÂÃÑÓ
"ÏÇÆÎÇÐÐÞØ" ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Xn � Enx;Tn � Ent �E5 1� ÆÎâ
ÑÒËÔÂÐËâ ÆÄËÉÇÐËÌ ÑÅËÃÂáÜÇÌ (ÔÏ. ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ËÊÎÑÉÇ-
ÐËÇ ÏÇÕÑÆÂ ÏÐÑÅÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ Ë ÔÔÞÎÍË Ä
[11], ÅÎ. 8). µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1.3Ã) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËÇ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (Í ÒÓËÏÇÓÖ, Ä ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ) ÖÊÍÑÅÑ
ÒÂÍÇÕÂ ÄÑÎÐ Ô ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÐÇÔÖÜÇÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ o � o0 2 R.

µÓÂÄÐÇÐËâ ÕËÒÂ (2.1), (2.1.3), ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÕÂÍÉÇ
ÔÍÂÎâÓÐÞÏË ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏËºÓÈÆËÐÅÇÓÂ, ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÏÑÆÇÎË ÆÎâ
ÑÒËÔÂÐËâ ÔÎÂÃÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÒÂÍÇÕÑÄ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÏÑÆÇÎß ÔÂÏÑÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ
ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ (ÏÂÅÐÑÐÑÄ) Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÇ, ÄÑÊÃÖÉÆÇ-
ÐËÌ Ä ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ, ÎàÐÅÏáÓÑÄÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä
ÒÎÂÊÏÇ, ÒÂÓÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÃÑÊÇ-
ÅÂÊÂ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ Ë Õ.Æ. ¥ÇÕÂÎßÐÞÌ ÄÞÄÑÆ
¯µº Ë ÑÒËÔÂÐËÇ ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä
[11, 14].

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ (2.1) âÄÎâÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ,
ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÄÑÎÐÑ-
ÄÞØ ÒÂÍÇÕÑÄ c�x; t� Ô ÄÑÎÐÂÏË ÐËÊÍÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ U�x; t�. £
ÕÂÍËØ ÔËÕÖÂÙËâØ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ c�x; t� ÒÑÆÚË-
ÐâÇÕÔâ, ÍÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, ÔÍÂÎâÓÐÑÏÖ ¯µº

iqtc� q2xc�Uc� gjcj2c � 0; �2:1:4�

ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÏÖ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÄÑÎÐÖ ÐËÊÍÑÌ
ÚÂÔÕÑÕÞ U�x; t�, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÖá ÑÆÐËÏ ËÊ ÔÎÇÆÖáÜËØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÔÕË:

&U � ÿq2x�jcj2� (©ÂØÂÓÑÄ, 1972), (2.1.4a)

qtU� qx�Uÿ jcj2� � 0

(ÁÆÉËÏÂì°ÌÍÂÄÂ, 1976), �2:1:4�

�qt � aq3x�U� qx�bU2 ÿ jcj2 �U� � 0

(¯ËÛËÍÂÄÂ Ë ÆÓ., 1974), �2:1:4�

(&�aq4x�U� q2x�bU2 � jcj2� � 0

(®ÂØÂÐßÍÑÄ, 1974). �2:1:4�

³ÓÇÆË ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ Ä ÆÄÖØ ÔÎÖÚÂâØ (2.1.4Â,Ã)
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ ÎËÐÇÌÐÞ,
ÐÑ ÎËÛß ÄÕÑÓÑÇ ËÊ ÐËØ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÏ
(ÒÓË g � 0). °ÔÕÂÄÛËÇÔâ ÆÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞ. ªÐÕÇ-
ÅÓËÓÖÇÏÑÔÕß (2.1.4Å) ÒÓË ÒÑÆØÑÆâÜÇÏ ÄÞÃÑÓÇ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÄ a Ë b ÃÞÎÂ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÂ ª.®. ¬ÓËÚÇÄÇÓÑÏ [22]; Ä ÔÄÑá
ÑÚÇÓÇÆß, ÐÇËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕß ÔËÔÕÇÏÞ ÆÎâ (2.1.4Ä) ÆÑÍÂ-
ÊÂÐÂ ¦.³. ¢ÇÐËÎÑÄÞÏ Ë ³.±. ¢ÖÓÙÇÄÞÏ [23]. ³ËÔÕÇÏÞ
(2.1.4ÂìÅ) ÒÓË g � 0 ÄÔÕÓÇÚÂáÕÔâ Ä ×ËÊËÍÇ ÒÎÂÊÏÞ, ÅÆÇ ÐÂ
ËØ ÑÔÐÑÄÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÎàÐÅÏáÓÑÄÔÍËØ Ë
ËÑÐÐÑ-ÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË g 6� 0 ÑÐË
ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÒËÐÑÄÞØ
ÄÑÎÐ Ô ×ÑÐÑÐÂÏË Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂØ [24], ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ àÍÔËÕÑÐÑÄ Ô ×ÑÐÑÐÂÏË Ä ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎ-
ÎÂØ [25] Ë Õ.Æ.

¥ÓÖÅÑÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ¯µº (2.1) ÔÄâÊÂÐÑ Ô
ÒÇÓÇØÑÆÑÏ Í ÇÅÑ ÄÇÍÕÑÓÐÑÏÖ ÄÂÓËÂÐÕÖ ÒÑ ÔØÇÏÇ

c! �c1;c2; :::;cn�tr Ô ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÊÂÏÇÐÑÌ jcj2 Ä (2.1)
ÐÂ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ

�c;c� �def
Xn
i; j�1

gijcicj;

ÅÆÇ gij ì ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ËÔÔÎÇÆÖÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË [37]. ¯ÂÍÎÂ-
ÆÞÄÂâ ÖÔÎÑÄËÇ àÓÏËÕÑÄÑÔÕË ÐÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÔËÔÕÇÏÞ,
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÐÇÍÑÏÒÂÍÕÐÞÏ ÅÓÖÒÒÂÏ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËË U�p; q�. ¶ËÊËÚÇÔÍËÇ ÏÑÆÇÎË ÕÂÍÑÅÑ ÕËÒÂ ËÔÒÑÎß-
ÊÖáÕÔâ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÆËÐÂÏËÍË ÅÂÊÂ ËÊ ÃÑÊÑÐÑÄ Ô
ÄÐÖÕÓÇÐÐËÏË ÍÄÂÊËÔÒËÐÑÄÞÏË (ËÎË "ÙÄÇÕÐÞÏË") ÔÕÇÒÇ-
ÐâÏË ÔÄÑÃÑÆÞ ËÎË ÔÏÇÔË ÃÑÊÇ-ÅÂÊÑÄ (×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËâ
ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË ÒÓË T 6� 0), Â ÕÂÍÉÇ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ Ä ÒÎÂÊÏÇ ÒÎÑÔÍËØ ÄÑÎÐ ÄÞÔÑÍÑÌ
ÚÂÔÕÑÕÞ Ô ÍÓÖÅÑÄÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ Ë ÔÒËÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ Ä
ÏÐÑÅÑÔÎÑÌÐÞØ ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂØ (ÔÏ. ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕË Ë
ÔÔÞÎÍË Ä [14], ÅÎ.2). ªÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÔËÔÕÇÏ
Ô ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ¯µº ÃÞÎÂ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [26, 35].
¯ÂÍÑÐÇÙ, ÍÑÏÃËÐËÓÖâ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÑÃÑÃÜÇÐËâ, ÒÑÎÖ-
ÚÂáÕ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ¯µº

iqtc� q2xxc�Uc� g�cc�c � 0 �2:1:5�

Ô ÔÂÏÑÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ (ÐËÊÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÌ
ÏÑÆÑÌ), ÒÑÆÚËÐâáÜËÏÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÆÐÑÏÖ ËÊ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ (2.1.4 aìÅ).

¸ÇÎÞÌ ÓâÆ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÔÄâÊÂÐ Ô ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏ
ÆÇÓËÄÂÕËÄÐÞÏ ¯µº (Õ.Ç. ¯µº Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ, ÄÍÎá-
ÚÂáÜËÏ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá)�

ÿ iqt � q2x � iU�x; t�qx
�
c�x; t; k� � 0; �2:1:6�

ÄÞÊÄÂÄÛËÏ ÒÑÄÞÛÇÐÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ Ä ÔÄâÊË Ô ËÊÖÚÇÐËÇÏ
(2+1)-ÏÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÕËÒÂ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ¬ÂÆÑÏÙÇÄÂì±ÇÕÄËÂÛÄËÎË Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ ªÛËÏÑÓË
[27].

±ÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐÞÏ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÄÔÇØ
ÄÞÛÇÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÐÞØ ÄÂÓËÂÐÕÑÄ ¯µº ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÖÐË-
ÄÇÓÔÂÎßÐÞÌ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÌ ÏÇÕÑÆ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÕÑÚÐÞØ
ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ, ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ Ä [12] (ÔÏ.
ÕÂÍÉÇ [14], ÅÎ. 8).

2.2. ¡ÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÌ ÏÇÕÑÆ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÕÑÚÐÞØ
ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÕËÒÂ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ
(D = 1)
±Ñ ÔÖÕË ËÊÎÂÅÂÇÏÞÌ ÏÇÕÑÆ âÄÎâÇÕÔâ ÚÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ
ÑÃÜÇÌ ÂÎÅÇÃÓÑ-ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÔØÇÏÞ ÍÑÐÇÚÐÑ-ÊÑÐÐÑÅÑ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, ÑÒËÔÂÐÐÑÌ Ä [5]. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕ-
ÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË, ÅÆÇ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÖÇ-
ÏÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ
ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÂâ ÎËÐÇÌÐÂâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ, Ä ÒÓÇÆ-
ÎÑÉÇÐÐÑÌ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËË ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÖá ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎß-
ÐÖá ÓÑÎß ËÅÓÂÇÕ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ô
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ U�x; t�, ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË:

iqt � q2x �U�x; t�c�x; t; k� � 0: �2:2:1�

©ÂÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ËÊÎÂÅÂÇÏÞÌ ÏÇÕÑÆ à××ÇÍÕËÄÐÑ
ÓÂÃÑÕÂÇÕ Ë Ä ÕÇØ ÔÎÖÚÂâØ, ÅÆÇ ÏÇÕÑÆ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÞÏ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, àÕÑ ËÏÇÇÕ
ÏÇÔÕÑ ÆÎâ ÏÑÆÇÎÇÌ ÃÑÊÇ-ÅÂÊÑÄ Ô ÐÇÍÑÏÒÂÍÕÐÞÏË ÅÓÖÒ-
ÒÂÏË ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ ÔËÏÏÇÕÓËÌ, ÆÎâ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÏÑÆÇÎË
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ÂÐÆÂÖìË×ÛËÙÂ Ô ÅÓÖÒÒÑÌ SU�1; 1�, ÆÎâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
s-ÏÑÆÇÎÇÌ Ë Ä ÆÓÖÅËØ ÔÎÖÚÂâØ (ÔÏ. [14], Ú. III). £
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ËÊÎÑÉÇÐËË ÄÞÆÇÎâáÕÔâ ÆÄÂ ÖÓÑÄÐâ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐËâ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ì ÎËÐÇÌÐÞÌ Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ.

¯Â ÎËÐÇÌÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÒÑ ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÏ
ÆÂÐÐÞÏ (³¥) ÏÞ ÐÂØÑÆËÏ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÌ ÍÎÂÔÔ ÎÑÍÂÎËÊÑ-
ÄÂÐÐÞØ ÃÇÊÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞØ (ÃÂÓÅÏÂÐÑÄÔÍËØ) ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ
U�x; t� Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ c�x; t; k�.
³ÒÇÍÕÓÂÎßÐÞe ÆÂÐÐÞe ÔÑÔÕÑâÕ ËÊ ÐÂÃÑÓÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ
ÚËÔÇÎ ki; i � 1;N, Ë ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
N�N-ÏÂÕÓËÙÞ cij, Õ.Ç. ×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÆÂáÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇÍÑ-
ÕÑÓÑÌ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÌ ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË. ¥ÂÎÇÇ ÄÞÄÑÆâÕÔâ
ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ki Ë cij, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜËÇ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕß Ë
ÓÇÅÖÎâÓÐÑÔÕß ÍÂÍ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ U�x; t�, ÕÂÍ Ë ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ c�x; t; k�. °ÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ
ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÔÕß ÓÇÛÇÐËÌ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÐÂÃÑÓÖ ³¥ Ë
ÒÓËÄÑÆâÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ä ÄËÆÇ
ÒÑÎËÐÑÏÑÄ Ë ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ªÊÖÚÇÐËÇ ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÓÇÛÇÐËÌ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂØÑÆËÕß âÄÐÞÌ
ÄËÆ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ("ÍËÓÒËÚËÍÑÄ"), ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ
ÍÑÐÔÕÓÖËÓÖáÕÔâ ËÔÍÑÏÞÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ Ë ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË.

¯Â ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÐÂØÑÆâÕÔâ ÖÔÎÑÄËâ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂ-
ÔÑÄÂÐÐÑÔÕË, ÔÄâÊÞÄÂáÜËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏË
×ÖÐÍÙËâÏË Ë ËØ ÄÞÚÇÕÂÏË. ±ÓË àÕÑÏ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÃÑÓ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ, ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÏÞØ
ÐÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÄÞÓÂ-
ÉÂáÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÒÓâÏÑÌ ÔÖÏÏÞ ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÓÂÐÇÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓ-
ÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ.

2.2.1. ËÐÇÌÐÞÌ ÖÓÑÄÇÐß
±ÑÕÇÐÙËÂÎ U�x; t� ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐ-
ÅÇÓÂ ÒÓËÐâÕÑ ÐÂÊÞÄÂÕß ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÏ (ÔÄâÊÂÐÐÞÏ Ô
ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÌ ÍÓËÄÑÌ) Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ,
ÇÔÎË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.2.1) ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ ÒÎÑÔÍÑ-
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÂÐÊÂÙÂ:

c�x; t; k� � PN�x; t; k� exp�ik�x� kt�� �
� ÿkN � aNÿ1�x; t�kNÿ1 � :::
:::� a0�x; t�

�
exp�ik�x� kt��: �2:2:2�

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËË ÄÄÇÆÇÏ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÚËÔÎÂ k1; :::; kM Ô ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÏÐËÏÑÌ
ÚÂÔÕßá Ë ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÏÂÕÓËÙÖ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
aij; i � 1;N; j � 1;M. ¥Îâ ÎáÃÑÅÑ ÐÂÃÑÓÂ ÄÄÇÆÇÐÐÞØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÏÑÉÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ×ÖÐÍÙËá
c�x; t; k� ÄËÆÂ (2.2.2) ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÐÂÎÑÉÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ
ÎËÐÇÌÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ

XM
j�1

aijc�x; t; k�
���
k�kj
� 0; i � 1;N: �2:2:3�

µÔÎÑÄËâ (2.2.3), ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÔÑÃÑÌ ÔËÔÕÇÏÖN ÎËÐÇÌ-
ÐÞØ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÓÂÊÓÇÛËÏÞ,
ÇÔÎË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
A�x; t� � �aij� ÃÖÆÇÕ ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÌ, Õ.Ç. ÇÔÎË
rank �aij� � N. ±ÑËÔÍ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U�x; t� ÑÔÐÑÄÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ
ÆÑÍÂÊÂÐÐÑÌ Ä [12] ÕÇÑÓÇÏÇ:

´ Ç Ñ Ó Ç Ï Â 2.1. ¦ÔÎË ÏÂÕÓËÙÂ A�x; t� ÔËÔÕÇÏÞ (2.2.3)
ÐÇÔËÐÅÖÎâÓÐÑ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÂ (ÒÑ x; t), ÕÑ ×ÖÐÍÙËâ
c�x; t; k� ÄËÆÂ (2.2.2) ÒÓË ÖÔÎÑÄËË (2.2.3) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ
ÖÓÂÄÐÇÐËá (2.2.1) Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ

U�x; t� � 2iqxaNÿ1�x; t� � 2q2x ln detA�x; t�: �2:2:4�

£ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞU�x; t�, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÐÂÃÑÓÂÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ki Ë �aij�, ÃÖÆÖÕ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË ÏÇÓÑÏÑÓ×ÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÑÕ �x; t�. ¥Îâ
ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ Ë ÓÇÅÖÎâÓÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ, ÍÂÍ
×ÖÐÍÙËÌ ÑÕ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ x; t, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÐÂÎÑÉËÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ÄÞÃÑÓ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ.
±ÑÎÑÉËÏ M � 2N Ë ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÓÂÊÆÇÎÇ-
ÐËÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ k1; :::; k2N ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ
ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÇ ÒÂÓÞ ÕËÒÂ kN�i � �ki; i � 1;N: ¢ÇÊ ÒÑÕÇÓË
ÑÃÜÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÏËÐÑÓ ÏÂÕÓËÙÞ �bij� � �acij�,
ÔÑÔÕÑâÜÇÌ ËÊ ÔÕÑÎÃÙÑÄ Ô ÐÑÏÇÓÂÏË j � N� 1; :::; 2N,
ÃÖÆÇÕ ÐÇÔËÐÅÖÎâÓÐÞÏ (Ä ÔÂÏÑÏ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÂÍÑÌ
ÏËÐÑÓ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÇ). ´ÑÅÆÂ
ÖÔÎÑÄËâ (2.2.3) ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÄËÆ

c��ki� � ÿ
XN
j�1

bijc�kj�; i � 1;N; �2:2:5�

ÅÆÇ bij ìÒÑÔÕÑâÐÐÂâN�N-ÏÂÕÓËÙÂ.¡ÐÊÂÙ (2.2.2) ÊÂÆÂÇÕ
ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¯µº
(2.2.1) Ë Ä ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕË Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ (2.2.5) ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÌ-
ÍÇÓÂì¡ØËÇÊÇÓÂ [5].

¥ÑÒÖÔÕËÏÑ Ë ÆÓÖÅÑÇ ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÑÇ, ËÎË ÒÑÎáÔÐÑÇ,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.2.1) Ä ÄËÆÇ

C�x; t; k� � c�x; t; k�QN
i�1�kÿ ki�

�

� 1�
XN
j�1

rj�x; t�
kÿ kj

 !
exp�ik�x� kt��: �2:2:6�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÔÎÑÄËÇ (2.2.5) ÒÇÓÇÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

C�x; t; �ki� � ÿ
XN
j�1

cijCj�x; t�; �2:2:7�

ÅÆÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ

Cj�x; t� � resk�kjC�x; t; k� � lim
k!kj
��kÿ kj�C�x; t; k��

�2:2:8�
Ë ÄÄÇÆÇÐÂ ÏÂÕÓËÙÂ

cij � bij
R0�kj�
R��kj� ; R0 � d

dk
R�k�; �2:2:9�

ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ×ÖÐÍÙËË

R�k� �
YN
j�1
�kÿ kj�:

´ Ç Ñ Ó Ç Ï Â 2.2. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ U�x; t�
¯µº (2.2.1) ÄÞÓÂÉÂÎÔâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÐÇÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ x; t, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÔÎÇÆÖáÜËØ ÖÔÎÑÄËÌ: 1) ÏÂÕÓËÙÂ cij Ä (2.2.9)
ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÂÐÕËàÓÏËÕÑÄÑÌ: �cij� � ÿ�cij�y; 2) Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑ-
ÉÇÐËË, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ki ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ ÖÔÎÑÄËâ:
Im ki > 0 ÒÓË i � 1; p Ë Im kj < 0 ÒÓË j � p� 1;N, àÓÏË-
ÕÑÄÂ ÏÂÕÓËÙÂ iÿ1�cij� ÆÎâ i; j � 1; p ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ iÿ1�cij� ÆÎâ
i; j � p� 1;N ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ
ÏÂÕÓËÙÇÌ.
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¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ àÕÑÅÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ÆÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [12].
±ÓÂÍÕËÚÇÔÍË Ä ÖÔÎÑÄËâØ ÕÇÑÓÇÏÞ 2.2 ÔÑÆÇÓÉÂÕÔâ ÒÇÓÄÞÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÎáÔÑÄ ki
ËÔÍÑÏÑÌ ×ÖÐÍÙËË, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÄËÆÑÏ ÏÂÕÓËÙÞ cij ËÊ
(2.2.9).

±ÇÓÇÚËÔÎËÏ ÕÇÒÇÓß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ
ÓÇÛÇÐËÌ.

1. £ Þ Ó Ñ É Æ Ç Ð Ð Ñ Ô Õ ß. £ ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËË (2.2.2) ÍÂÍ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ c�x; t; k�, ÕÂÍ Ë
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ U�x; t� âÄÎâáÕÔâ 2N-ÍÓÂÕÐÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏË Ä
ÑÕÐÑÛÇÐËË ÐÂÃÑÓÑÄ ³¥. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ Ä ÒÑÎáÔÐÑÏ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË (2.2.6) ÎËÛß ÒÑÕÇÐÙËÂÎ U�x; t� ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ 2N-ÍÓÂÕÐÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ, Õ.Ç. ÆÎâ 2N ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÐÂÃÑÓÑÄ ³¥ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ ÉÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ U�x; t�.

µÍÂÉÇÏ âÄÐÞÌ ÄËÆ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÏÇÉÆÖ ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÏË ÐÂÃÑÓÂÏË ³¥. ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÏÂÕÓËÙÖ bij Ä
ÃÎÑÚÐÑÌ ×ÑÓÏÇ:

�bij� � a� b
g aÿ

� �
; �2:2:10�

ÅÆÇ ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÇ ÏÂÕÓËÙÞ a� Ë aÿ ÃÖÆÖÕ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ,
p� p- Ë �Nÿ p� � �Nÿ p�-ÏÂÕÓËÙÂÏË (ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ
Im ki > 0 ÒÓË i � 1; p Ë Im kj < 0 ÒÓË j � p� 1;N) Ë
det aÿ 6� 0. ´ÑÅÆÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ
ÐÂÃÑÓÂ ³¥ Í ÆÓÖÅÑÏÖ fki; bijg�)fk0i; b0ijg ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ
Ä ÄËÆÇ

k0i � ki pri i � 1; p;

� �ki pri i � p� 1;N; �2:2:11�
Ë

�b0 ij� � a� ÿ baÿ1ÿ g ÿbaÿ1ÿ
aÿ1ÿ g aÿ1ÿ

8>>: 9>>;: �2:2:12�

2. ¡ Ô Ë Ï Ò Õ Ñ Õ Ë Ú Ç Ô Í Ñ Ç Ò Ñ Ä Ç Æ Ç Ð Ë Ç. ¢ÖÆÇÏ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÓÇÛÇÐËÌ ÒÑ x Ë t
ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ N.

Â) £ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË N � 1; k � a� ib ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ U�x; t� ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÔÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
(ÔÏ. ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ [14], ÅÎ. 8):

U�x; t� � ÿ2b2coshÿ2�b�xÿ x0 � 2at��; �2:2:13�
Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

C �
"
1� ib

kÿ k

�
1� tanh b�xÿ x0 � 2at�� �

�#
�

� exp�ik�x� kt��; �2:2:14�
ÅÆÇ ÒÓËÐâÕÑ, ÚÕÑ

2ibc � ÿe2bx0 :
±ÓË N > 1 ÆÎâ ÄÔÇØ ki, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ Im ki > 0 Ë
Re ki 6� Re kj ÒÓË i 6� j, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÒÓâÏÖá ÔÖÏÏÖ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÑÄ (2.2.13). ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÒÓË N � 1
ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÞÇ
àÎÇÏÇÐÕÞ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÆÎâ N > 1. £
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÕÂÍËÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÍËÓÒËÚË-
ÍÂÏË5.

Ã) ¥ÓÖÅËÏ ÕËÒÑÏ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÞØ
àÎÇÏÇÐÕÑÄ, ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÕÓÑâÕÔâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ¯µº ÆÎâ

ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞØ ÔËÔÕÇÏ, âÄÎâáÕÔâ ÃÓËÊÇÓÞ, ËÎË ÔÕÓÖÐÐÞÇ
ÓÇÛÇÐËâ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ ÒÓË N > 1; Re ki � Re kj, ÍÂÍ
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ËÎË ÍÄÂÊËÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÓÇÛÇ-
ÐËâ [29].

Ä) ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÇÜÇ ÑÆËÐ ÕËÒ ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÞØ àÎÇÏÇÐ-
ÕÑÄ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ¯µº, ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ ÃËÑÐÂÏË. ¿ÕÑÕ
ÕËÒ ÓÇÛÇÐËÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÏÂÕÓËÙÂÏË �cij� ÂÐÕËÆËÂÅÑÐÂ-
ÎßÐÑÅÑ ÄËÆÂ; ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ N � 2 ËÏÇÇÏ

�cij� � 0 c
ÿ�c 0

� �
: �2:2:15�

£ÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÒÓËÄÇ-
ÆÇÐÂ Ä [33, 36]:

C �
�
1� c3 cos�qx� Ot� y3� � c4e

bx

c2cosh�bx� y2� � c1 cos�qx� Ot� y1�
�
�

� exp�ik�x� k 0t��; �2:2:16�
ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ

c1 � ÿ
��� c

~k12

���; ey2 �
��� ~k12
ck12

���� 1

~k11~k22

�1=2

;

c2 �
��� ck12

~k12

���� 1

~k11~k22

�1=2

; e2iy1 � c~k12
�c�~k12

;

c3 � ÿjcj
�
ÿ 1

�kÿ k1��kÿ k2�
�1=2

; e2iy3 � ÿ c�kÿ k2�
�c�kÿ k1� ;

c4 � ÿ 1

2

�
�k21

�kÿ k1�~k12~k22
� �k12
�kÿ k2�~k21~k11

�
:

²ÇÛÇÐËÇ (2.2.16) ÊÂÆÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË:

kj � aj � ibj; q � a2 ÿ a1; O � oÿ qu;

k 0 � kÿ u; b � b1 � b2; x � x� ut;

o � a22 ÿ a21 � b21 ÿ b22; u � 2
a1b1 � a2b2
b1 � b2

;

~kij � �ki ÿ kj; kij � ki ÿ kj:

©ÆÇÔß ai ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÑÔÕÂÄ-
ÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÃËÑÐÂ, Â bi ì ÍÂÍ ËØ "ÏÂÔÔÞ".

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÃËÑÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ (2.2.16), ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë
ÃÓËÊÇÓÞ, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÞ ËÊ ÆÄÖØ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ "ÍËÓÒËÚË-
ÍÑÄ", Ë ÑÃÂ ÕËÒÂ ÓÇÛÇÐËâ âÄÎâáÕÔâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË (ËÎË
ÍÄÂÊËÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË) ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ×ÖÐÍÙËâÏË. £ÏÇÔÕÇ Ô
ÕÇÏ àÕË ÓÇÛÇÐËâ ËÏÇáÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÐÖá ÒÓËÓÑÆÖ Ô
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ËØ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË, ÚÕÑ Ë ÃÖÆÇÕ
âÄÐÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ.
©ÆÇÔß ÎËÛß ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÃÓËÊÇÓÞ ÏÑÉÐÑ ÎÇÅÍÑ ÓÂÊÃËÕß
ÐÂ ÔÑÔÕÂÄÐÞÇ ÚÂÔÕË, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÆÎâ ÃËÑÐÑÄ ÕÂÍÑÌ ÒÓÑÙÇÔÔ
ÐÇÄÑÊÏÑÉÇÐ. ³ÑÔÕÂÄÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÃËÑÐÑÄ ÄÇÆÖÕ ÔÇÃâ,
Ä àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÒÑÆÑÃÐÑ ÍÄÂÓÍÂÏ Ä ÏÇÊÑÐÇ. ¯Â àÕÑÏ
ÑÔÐÑÄÂÐËË ÏÑÉÐÑ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÐÂÎËÚËË ÕÓÇØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÕËÒÑÄ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ: "ÍËÓÒËÚËÍÑÄ", ÃÓËÊÇÓÑÄ Ë
ÃËÑÐÑÄ6, Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ¯µº ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÕß Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÔËÏÄÑÎËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ:

U�x; t�t!1 �
P

"ÍËÓÒËÚËÍË" �P ÃÓËÊÇÓÞ+

�P ÃËÑÐÞ�:::

5£ ÂÐÅÎÑâÊÞÚÐÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ àÕË àÎÇÏÇÐÕÞ ÐÂÊÞÄÂáÕ ËÐÑÅÆÂ "soli-
bricks".

6±ÓË àÕÑÏ ÐÇ ÑÕÓËÙÂÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ Ë ËÐÞØ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ÇÆËÐËÙ.
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±ÓËÄÇÆÇÐÐÖá ÔØÇÏÖ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÔÑÎËÕÑÐÑÒÑÆÑÃÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ (2 + 1)-ÏÇÓ-
ÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¬ÂÆÑÏÙÇÄÂì±ÇÕÄËÂÛÄËÎË (¬±) Ë
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ÇÌÄËì³ÕáÂÓÕÔÑÐÂ (¥³-I). ¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ,
Ä [31, 32] ÒÑÒÞÕÍË ÑÕÞÔÍÂÐËâ ÕÂÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ ÒÓËÄÇÎË Í
ÑÃÐÂÓÖÉÇÐËá ÆÓÑÏËÑÐÑÄ. ªÊÎÑÉÇÐÐÂâ ÄÞÛÇ ÔØÇÏÂ
ÃÞÎÂ ÒÓËÏÇÐÇÐÂ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¥³-I Ä ÓÂÃÑÕÇ [33]. £
àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÖá ÔØÇÏÖ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÍÂÍ ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ
ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ (2+1)-ÏÇÓÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ¬± Ë
¥³-I. °ÐÂ ÕÂÍÉÇ ÎÇÅÍÑ ÑÃÑÃÜÂÇÕÔâ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÓÇÎâÕË-
ÄËÔÕÔÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÆËÓÂÍÑÄÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË
£ÂÍÔÂìÂÓÍËÐÂ Ë ´ËÓÓËÐÅÂ [41]. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß
ÏÑÆË×ËÍÂÙËá ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÌ ÔØÇÏÞ ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
ÆÇÓËÄÂÕËÄÐÑÅÑ ¯µº (¥¯µº) (2.1.6).

Â) ²ÇÛÇÐËâ ÆÇÓËÄÂÕËÄÐÑÅÑ ¯µº. ¯ËÉÇ ÏÞ, Ä ÑÔÐÑÄ-
ÐÑÏ, ÔÎÇÆÖÇÏ ÓÂÃÑÕÂÏ [33, 39]. ¢ÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.1.6) Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÊÐÂÍÑÏ ÒÇÓÇÆ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÑÏ, Õ.Ç.ÿÿ iqt � q2x � iU�x; t�qx

�
c�x; t; k� � 0: �2:2:17�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÎÑÔÍÑÄÑÎÐÑÄÑÌ ÂÐÊÂÙ ÄÞÃËÓÂÇÏ Ä
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÑÕÎËÚÐÑÏ ÑÕ (2.2.2) ÄËÆÇ

c�x; t; k� � QN�x; t; k� exp �ik�x� kt��; �2:2:18�

ÅÆÇ

QN � aN�x; t�kN � aNÿ1�x; t�kNÿ1 � :::
:::� a1�x; t�k� 1: �2:2:19�

¥ÑÑÒÓÇÆÇÎââ, ÍÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, ÒÑÎÑÉÇÐËÇ N ÒÑÎáÔÑÄ ki ÐÂ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, Â ÕÂÍÉÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá N�N-
ÏÂÕÓËÙÖ bij, ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕË ÕÇÑ-
ÓÇÏÞ 2.1 Ô ÕÑÌ ÎËÛß ÓÂÊÐËÙÇÌ, ÚÕÑ ÕÇÒÇÓß

U�x; t� � 2iqx ln aN�x; t�: �2:2:20�

±ÑÎáÔÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÊÂÒËÛÇÏ Ä
ÄËÆÇ

Ĉ�x; t; k� �
 
aN �

XN
j�1

r̂j�x; t�
kÿ kj

!
exp�ik�x� kt�� �

� c�x; t; k�QN
j�1�kÿ kj�

; �2:2:21�

ÕÂÍ ÚÕÑ ÏÞ ËÏÇÇÏ N� 1 ÐÇËÊÄÇÔÕÐÖá ×ÖÐÍÙËá
a0; a1; :::; aN (ËÎË aN Ë N ×ÖÐÍÙËÌ r̂j) Ë N ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.2.5) (ËÎË (2.2.7)).

´ Ç Ñ Ó Ç Ï Â 2.3. ±ÑÕÇÐÙËÂÎ U�x; t� ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.2.17)
âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÐÇÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÒÓÑËÊÄÑ-
ÎßÐÞØ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ x Ë t ÒÓË ÖÔÎÑÄËË
(2.2.26).

¥ Ñ Í Â Ê Â Õ Ç Î ß Ô Õ Ä Ñ. °ÒÓÇÆÇÎËÏ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ
ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓË k � 0 ÍÂÍ

QN�x; t; k � 0�QN
j�1 kj

� aN ÿ
XN
j�1

r̂j
kj
� 1: �2:2:22�

´ÇÒÇÓß ÏÞ ËÏÇÇÏ ÒÑÎÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ aN; r̂j

aN � 1�
XN
j�1

r̂j
kj
; �2:2:23�

C�x; t; �ki� � ÿ
XN
j�1

cijCj�x; t�: �2:2:24�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÏÇÓÑÏÑÓ×ÐÖá ×ÖÐÍÙËá

O � C��x; t; �k�C�x; t; k�=k �2:2:25�

Ë, ÒÓËÏÇÐââ Í ÐÇÌ ÕÇÑÓÇÏÖ Ñ ÄÞÚÇÕÂØ, ÒÑÎÖÚËÏ

1ÿ jaNj2 ÿ
X
i; j

�cij
kj
� cij

�kj

� �
� 0;

ÑÕÍÖÆÂ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË

cij � �kj
kj

�cij � 0; �2:2:26�

ËÏÇÇÏ

jaNj2 � 1; �2:2:27�

ÚÕÑ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÔÕß Ë ÐÇÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕß
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U�x; t� ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ x
Ë t. &

¥Îâ ÔÎÖÚÂâ N � 1 ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (2.2.5) ÐÂØÑÆËÏ

a � ÿ 1

k

� �
1� b exp�i�yÿ �y��

1� b�k=�k� exp�i�yÿ �y�� : �2:2:28�

±ÑÕÇÐÙËÂÎU ÃÖÆÇÕ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË,
ÚÕÑ jaj � const, ËÎË, ÄÔÒÑÏËÐÂâ, ÚÕÑ k � a� ib;
b � b1 � ib2, ÒÇÓÇÒËÛÇÏ àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ Ä àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÏ
ÄËÆÇ

bk � bk; ili b1b� b2a � 0: �2:2:29�
¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ (2.2.28) Ô ÖÚÇÕÑÏ (2.2.29), ÐÂØÑÆËÏ

U � 8b2 sgn b2
2b cosh Zÿ a�2ÿ �a=b�eÿ2Z� ; jb2j � eÿ2bx0

�2:2:30�

ËÎË ÆÎâ b1; a 6� 0

U � 8jajb2 sgn a
4a2cosh2Z� b2eÿ2Z

; b1 � eÿ2bx0 > 0;

�2:2:31a�

U � ÿ 8jajb2sgnb
4a2sinh2Z� b2eÿ2Z

; b1 � ÿeÿ2bx0 < 0;

�2:2:31b�

ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÆÎâ a � b1 � 0

U � 4b sgn b2
cosh 2b�x� x0� ; jb2j � eÿ2bx0 ; �2:2:31w�

ÅÆÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ

Z � b�x� 2at� x0�: �2:2:32�
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£ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ

C � 1ÿ kf1� b exp�ÿ2�Zÿ bx0��g
�kf1� �b exp�ÿ2�Zÿ bx0��g

� �
exp�ik�x� kt��

�2:2:33�

ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ k � �k ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

C � 2i
b1

1=2beiy

2a cosh Z� ibeÿZ
; y � iax� i�a2 ÿ b2�t:

�2:2:34�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ
ÏÐÑÉËÕÇÎâ) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ Ë ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ k � k. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2.2.33), ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ ÒâÕË ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ �a; b; b1; k1; k2�, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÃÜÖá
×ÑÓÏÖÎÖ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÆÇÓËÄÂÕËÄÐÑÅÑ ¯µº
ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÏ ÚËÔÎÇ k.

Ã) ²ÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ªÛËÏÑÓË-II. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÛÇ-
ÐËâ ¥¯µº ÒÑÊÄÑÎâáÕ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÂØÑÆËÕß ÔÑÎËÕÑÐÞ
Ä (2+ 1)-ÏÇÓÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ªÛËÏÑÓË-II, ÑÒËÔÂÐÐÑÌ Ä [27], Ô
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÄËÆÂ

qtS�x; y; t� � S ^ �q2xS� q2yS� � qxf � qyS�
� qyf � qxS � 0; �2:2:35a�

q2xfÿ q2yf� 2S�qxS ^ q2yS� � 0; �2:2:35b�

ÅÆÇ S � �Sx;Sy;Sz� ì ÄÇÍÕÑÓ ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÆÎËÐÞ S2 � 1 Ë
f�x; t�ìÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ. ±ÇÓÇØÑÆâ Í ÍÑÐÖÔÐÞÏ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ x � �1=2��x� y�; Z � �1=2��xÿ y�, ÓÇÛÇÐËÇ
ÔËÔÕÇÏÞ (2.2.35) ÏÑÉÐÑ ÔÄÇÔÕË, ÔÎÇÆÖâ ÓÂÃÑÕÂÏ [34], Í
ÓÇÛÇÐËá ÎËÐÇÌÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

iqtX�x; t� � 1

2
q2xX� iU2�x; t�qxX � 0; �2:2:36a�

iqtY�Z; t� � 1

2
q2ZYÿ iU1�Z; t�qZY � 0 �2:2:36b�

Ô ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂÏËUi � �Ui. ²ÇÛÇÐËâ ÕËÒÂ
(2.2.33), ÑÕÐÑÔâÜËÇÔâ Í ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ (×ÂÍÕÑÓËÊÑÄÂÐ-
ÐÞÏ) ³¥, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË [34] ÄÞÒËÔÞ-
ÄÂáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

Sx � iSy � S� � 2XY

j1ÿ ABj2 �1�
�AB�; �2:2:37a�

Sÿ � �S�;

S3 � ÿ 1� 2
�A� �A��B� �B�
j1ÿ ABj2

" #
; �2:2:37b�

f�x; Z; t� � 2
�
i ln det4� qÿ1x U2�x; t� � qÿ1Z U1�Z; t�

�
;

�2:2:37w�
ÅÆÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ

A �
�Z
ÿ1

dy �Y�y; t�qyY�y; t�; �2:2:38a�

B � ÿ
�x
ÿ1

dxX�x; t�qx �X�x; t�; �2:2:38b�

4 � 1ÿ �AB

1� AB
: �2:2:38w�

ªÊ ÔËÔÕÇÏÞ (2.2.36) ÎÇÅÍÑ ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ

Y�y; t� � �X�y;ÿt�:

²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÆÂÎÇÇ ÔÎÖÚÂÌ b1 > 0; k � k, ÒÓËØÑÆËÏ Í
ÓÇÛÇÐËâÏ

X�x; t� � expfi�a1x� �b21 ÿ a21��g
2a1 cosh z1 � ib1eÿz1

; �2:2:39a�

z1 � b1�xÿ 2a1t� x0�;

Y�y; t� � �X�y;ÿt� � expfÿi�a2yÿ �b22 ÿ a22��g
2a2 cosh z2 ÿ ib2eÿz2

; �2:2:39b�

z2 � b2�y� 2a2t� y0�
Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Í ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ

A � 1

2

1ÿ i�a2=b2��1� e2z2�
4a22cosh

2z2 � b22eÿ2z2
; �2:2:40a�

B � ÿ 1

2

1ÿ i�a1=b1��1� e2z1�
4a21cosh

2z1 � b21eÿ2z1
: �2:2:40b�

²ÇÛÇÐËâ (2.2.37) ì (2.2.40) ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÔÑÎËÕÑÐ, ÆÄËÉÖ-
ÜËÌÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá u � 2�a1 ÿ a2�. ±ÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÓÇÛÇÐËÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÒÑÍÑâÜÇÏÖÔâ
ÔÑÎËÕÑÐÖ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÇÓÇÌÕË Ä ÆÄËÉÖÜÖáÔâ ÔËÔÕÇÏÖ
ÑÕÔÚÇÕÂ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐËÇ ÆÄÖØÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÓÇÛÇ-
ÐËÌ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ (2.2.26) Ë (2.2.27) ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÑÔÑÃÑÅÑ
ÕÓÖÆÂ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ C ÃÖÆÇÕ ÎËÛß ÔÎÇÅÍÂ
ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (2.2.16).

2.2.2.¯ÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÖÓÑÄÇÐß
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ Ä ÔÄÇÕÇ
ÓÂÃÑÕÞ [12], ÅÆÇ ÒÑÆÚÇÓÍËÄÂÎÂÔß ÑÔÐÑÄÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ
ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÅÑ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ
ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ. ¿ÕÂ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä
ÑÕÞÔÍÂÐËË ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ U�x; t� Ë ÄÑÎÐÑÄÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌc�x; t; k� (ÎËÃÑ ÇÇ ÄÞÚÇÕÂÏËCi�x; t�). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÒÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÓÇÛÇÐËÌ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ Ô ÏÇÓÑÏÑÓ×-
ÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË, ÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ËÔÒÑ-
ÎßÊÑÄÂÐËÇ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÕÇÑÓÇÏÞ Ñ
ÄÞÚÇÕÂØ. ªÊ àÕËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÖÆÂÇÕÔâ ÖÍÂÊÂÕß ÄËÆ
ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË E�k�, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÌ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂØÑÆËÕß ÖÔÎÑÄËâ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÔÕË
ÒÖÕÇÏ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÄÞÚÇÕÑÄ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË

O � E�k�c�x; t; �k�c�x; t; k�: �2:2:41�

µ¶¯, Õ. 164, å 2
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£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄÞÃËÓÂâ E�k� Ä ÄËÆÇ ÒÑÎËÐÑÏÑÄ
1� E1 � k;

2� E2 � k2 � ak;

3� E3 � k3 � 2bk2 � 2dk; �2:2:42�
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ ÏÇÉÆÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ U�x; t� Ë
ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ c�x; t; k�:

1� U � ÿ2F�x; t�;
2� qtU� aqxU � 2qxF�x; t�;
3� �q2t ÿ

1

3
q4x�U� 2q2xU

2 � 8

3
�bq2xt � dq2x�U �

� ÿ 8

3
q2xF�x; t�;

�2:2:43�
ÅÆÇ ÚÇÓÇÊ F�x; t� ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÂ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÂâ ×ÑÓÏÂ

F�x; t� �
XN
i; j�1

�CiEijCj �2:2:44�

Ô àÓÏËÕÑÄÑÌ ÏÂÕÓËÙÇÌ

Eij �
ÿ
E��kj� ÿ E�kj�

�
cij: �2:2:45�

®ÂÕÓËÙÂ (2.2.45) Ë ÐÂÃÑÓ ÒÑÎáÔÑÄ ki ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕ ÓÇÛÇÐËâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâÿ

iqt � q2x �U�x; t��Ci�x; t� � 0 �2:2:46�

c ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÔÕË ËÊ
(2.2.43). ¯ÇÎËÐÇÌÐÞÏË ÒÑÎÇÄÞÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË (2.2.46) âÄÎâáÕÔâ ÄÞÚÇÕÞ Ci ÄÑÎÐÑÄÞØ
×ÖÐÍÙËÌ c�x; t; k� c "ÒÓÂÄËÎßÐÞÏ" ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏ
ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË
x! �1 ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÐÂÃÑÓÑÄ ³¥ (ÔÏ. ÕÇÑÓÇÏÖ
2.2). £ ÕÂÍËØ ÔÎÖÚÂâØ

Ci�x! �1� ! 0; �2:2:47�

Ë ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÊÂÆÂÚÂÏ Ô ÕÓËÄËÂÎßÐÞÏË
ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË (´¤µ). ¥Îâ ÆÓÖÅËØ ÐÂÃÑÓÑÄ ³¥
ÄÞÚÇÕÞ Ci ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÅÑ
(ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ) ÓÑÔÕÂ Ë ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ËÐÕÇÓÇÔÂ Ä
ÒÓËÎÑÉÇÐËË Í ×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÊÂÆÂÚÂÏ (ÄÑ ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ,
ÆÎâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔËÔÕÇÏ).

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ Ä ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÏÑÉÐÑ
ÃÞÎÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ë ÊÂÆÂÚË Ô ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏË, ËÎË,
ÍÂÍ ËØ ÇÜÇ ÐÂÊÞÄÂáÕ, ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÐÞÏË ÅÓÂÐËÚÐÞÏË
ÖÔÎÑÄËâÏË (¬¤µ),

jFi�t; x! �1�j ! const; �2:2:48�

cÎÇÆÖÇÕ ÄÏÇÔÕÑ ×ÖÐÍÙËÌ (2.2.42) ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ×ÖÐÍÙËË
E � ~E ÄËÆÂ

~E �
Xn
i�1

eib2i
kÿ ki

� Ej; j � 1; 2; 3; �2:2:49�

ÅÆÇ ei � �1; bi Ë ki ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ
ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ. £ÞÚËÔÎââ ÄÞÚÇÕÞ ×ÖÐÍÙËË O, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ
Ä (2.2.41), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÐÑÄß ÖÔÎÑÄËâ (2.2.43), ÅÆÇ ÕÇÒÇÓß
ÄÏÇÔÕÑ F�x; t� ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß

~F�x; t� �
XN
i; j�1

�CiEijCj �
Xn
m�1

em�jFmj2 ÿ b2m� �2:2:50�

Ô ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË ÒÑÎâÏË

Fi�x; t� � bic�x; t; k � ki�; �2:2:51�
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËÏË ÔÑÃÑÌ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË Ä ×ËÍÔËÓÑ-
ÄÂÐÐÞØ ÕÑÚÍÂØ k � ki. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÒÓË x! �1 ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ
c�t; kix! �1� � 1, ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÚÇÅÑ âÄÎâáÕÔâ ¬¤µ
(2.2.48) ÆÎâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ Fi�x; t�.

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß �n�m�-ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÐÑÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ

j �

C1

:::
Cn

F1

:::
Fm

8>>>>>>>>>>>>>>>:

9>>>>>>>>>>>>>>>;
; �2:2:52�

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËáÿ
iqt � q2x �U�x; t��j�x; t� � 0 �2:2:53�

c ÖÔÎÑÄËâÏË ÔÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÔÕË ÄËÆÂ (2.2.43) Ë (2.2.50).
±ÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÚËÔÕÑ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÍÄÂ-
ÆÓÂÕËÚÐÂâ ×ÑÓÏÂ F�x; t� �PN

i; j
�CiEijCj ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß

ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ "ÍËÓÒËÚËÍÂ"
Ci. ¥ÂÐÐÑÇ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎß-
ÐÞÇ (ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ) ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ÄÞÃÑÓ ³¥, Â ÕÑÚÐÇÇ, ÐÂ
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÎáÔÑÄ. ±ÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÏ àÕÑ ÐÂ ÒÓË-
ÏÇÓÇ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ¯µº [40]�

iqt � q2x � e�jFj2 ÿ b2��F�x; t� � 0; �2:2:54�

ÒÓË N � 1 Ë ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ (2.2.48).
ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (2.2.45) ÆÎâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÐÂØÑÆËÏ

~E��k1� ÿ ~E�k1� � 0; �2:2:55�

ËÎË Ä ÃÑÎÇÇ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏ ÄËÆÇ

��k1 ÿ k1�
 
e

b2

jk1 ÿ k1j2
ÿ 1

!
� 0: �2:2:56�

ªÊ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÎÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

e
b2

jk1 ÿ k1j2
� 1 �2:2:57�

ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÆÎâ e � 1, Õ.Ç. ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ
¯µº Ô ÑÕÕÂÎÍËÄÂáÜËÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ, ÒÓË àÕÑÏ ÆÑÒÖ-
ÔÕËÏÞÇ ÒÑÎáÔÂ ÃÖÆÖÕ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÐÂ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË
jk1 ÿ k1j2 � b2. ¥Îâ ¯µº Ô ÒÓËÕâÅËÄÂáÜËÏ ÒÑÕÇÐÙËÂ-
ÎÑÏ e � ÿ1 ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÑÆÐÑÒÑÎáÔÐÞÇ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÐÞÇ
ÓÇÛÇÐËâ.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÆÓÖÅÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÖØÒÑÎáÔ-
ÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÑÕÐÑÔâÜÇÇÔâ Í ÕËÒÖ ÃËÑÐÐÞØ (2.2.16). £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÄÏÇÔÕÑ (2.2.56) ËÏÇÇÏ

~E��k1� ÿ ~E�k2� � 0;

ili

��k1 ÿ k2� e
b2

��k1 ÿ k1��k2 ÿ k1� ÿ 1

� �
� 0: �2:2:58�

130 £.¤. ®¡·¡¯¾¬°£, À.±. ²½¢¡¬°£, £.ª. ³¡¯À¬ [µ¶¯. 1994



±ÇÓÄÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ �k1 � k2 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ
ÃÓËÊÇÓÐÞÏ (ÔÕÓÖÐÐÞÏ) ÓÇÛÇÐËÇÏ ©ÂØÂÓÑÄÂìºÂÃÂÕÂ
[29], ÒÑàÕÑÏÖ ÔÓÂÊÖ ÒÇÓÇØÑÆËÏ ÍÑ ÄÕÑÓÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá

k2 � k1 � e
b2

jk1 ÿ k1j2
�k1 ÿ k1�: �2:2:59�

ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (2.2.59) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ
Im k2 � Im k1 < 0, ÕÓÇÃÖÇÏÑÇ ÆÎâ ÐÇÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË ÓÇÛÇ-
ÐËâ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÕÇÑÓÇÏÑÌ 2.2, ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÆÎâ e < 0,
Õ.Ç. ÆÑÒÖÔÍÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Ä ÓÂÏÍÂØ¯µºÔÒÓËÕâÅËÄÂáÜËÏ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ.

£ ËÕÑÅÇ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ:
µ Õ Ä Ç Ó É Æ Ç Ð Ë Ç 2.1. ¥Îâ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÐÞÏË

ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÂÐÊÂÙÇ
ÑÆÐÑÒÑÎáÔÐÞÇ (ÍËÐÍÑÄÞÇ) ÓÇÛÇÐËâ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÆÎâ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ ÑÕÕÂÎÍËÄÂáÜÇÅÑ ÕËÒÂ Ë ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ
Ä ËÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÆÄÖØÒÑÎáÔÐÞÇ (ÃËÑÐ-
ÐÞÇ) ÓÇÛÇÐËâ ÄÑÊÐËÍÂáÕ Ä ÔÎÖÚÂÇ ¯µº Ô ÒÓËÕâÅËÄÂá-
ÜËÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ÍÂÍ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÄÑÊ-
ÃÖÉÆÇÐËâ, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ ËÊ ÐÇÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ (ÕËÒÂ ÍÄÂÓ-
ÍÑÄ) "ÍËÓÒËÚËÍÑÄ". &

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÌ ÄÞÛÇ ÏÇÕÑÆ ÒÓËÏÇÐËÏ
ÕÂÍÉÇ Í ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÄÇÓÔËâÏ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ [12, 26], Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ô ÐÇÆËÂÅÑÐÂ-
ÎßÐÞÏË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂÏË [37]. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÒÓÑ-
ÔÕÂâ ÔËÔÕÇÏÂ:

iqtfi � q2xfi �U�x; t�fi � 0; i � 1; 2; �2:2:60�

U � �f1f2 � f1
�f2; �2:2:61�

ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÓÇÛÇÐËÇÏ [40]

fi �
Aie

i#1 coshY1 � Bie
i#2 coshY2

C1 cosh Z� � C2 cosh Zÿ � C3 cos�#� o0� ; �2:2:62�

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ

Yi � bi�x� uit� � bi; #i � qix� oit;

Z� � b��x� u�t� � hi; i � 1; 2;

Ë ÐÂÎÑÉÇÐÞ ´¤µ ÄËÆÂ

f1

f2

8>: 9>;
x!�1

� 0
0

8>: 9>;; �2:2:63�

ÒÓË àÕÑÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ Ä (2.2.62) ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÕÇÏ, ÚÕÑ
ÃÞÎË Ä (2.2.16). µÓÂÄÐÇÐËâ ÕËÒÂ (2.2.60) Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ
(2.2.61) ËÎË

U� � jf1j2 � jf2j2

ÄÔÕÓÇÚÂáÕÔâ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ (ÎÂÊÇÓÐÞÇ ÒÖÚÍË Ä
ÔÄÇÕÑÄÑÆÂØ), Â ÕÂÍÉÇ (ÆÎâ Uÿ�x; t�) ÒÓË ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÔÄÇÓØÕÇÍÖÚÇÔÕË ÒÓË T 6� 0. £ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ËÊ ÆÄÖØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕì ÒÓÑÔÕÑÌ Ë ÔÄÇÓØÕÇÍÖÚÇÌ, ÒÓËÚÇÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇ ËØ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ [38].
¯ÂÌÆÇÐÐÞÇ ÆÄÖØÒÑÎáÔÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ
ÐÑÄÑÏÖ ÕËÒÖ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ Ä ÕÂÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ì ÆÄÑÌÐÞÏ ÄËØÓâÏ (Ô ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ÊÂÓâÆÑÏ
Q � 2 ËÎË Q � 0).

2.3. ®ÐÑÅÑÏÇÓÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ë ËØ ÔÄâÊß
Ô ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÕËÒÂ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ
¦ÜÇ ÑÆÐËÏ ÍÂÚÇÔÕÄÑÏ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈ-
ÆËÐÅÇÓÂ, ÍÂÍ ÃÞÎÑ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [42],
âÄÎâÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÇÅÑ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ
ÑÃÑÃÜÇÐËÌ, ÆÑÒÖÔÍÂáÜËØ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ
ÓÇÛÇÐËâ. ³ÖÕß ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÅÑ ÂÎÅÑÓËÕÏÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ
ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐ-
ÅÇÓÂ ÕËÒÂ (2.2.1) Ä N� 1 ËÊÏÇÓÇÐËâØÿ

iqt �4�U�x; t��c�x; t� � 0; x � �x1; :::; xN� 2 RN;

�2:3:1�

ÅÆÇ4ìN-ÏÇÓÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÂÒÎÂÔÂ. ²ÇÛÇÐËâ ËÜÖÕÔâ Ä
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏ ÄËÆÇ

c�x; t� � A�x; t� expÿij�x; t��; �2:3:2�

ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

qtA� 2~Hj �~HA� A4 j � 0; �2:3:3a�

4A� Uÿ qtjÿ~Hj �~Hj
� �

A � 0 �2:3:3b�

Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË Ñ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÔÕË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U�x; t�.
©ÂÏÇÚÂâ, ÚÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ U�x; t� ÐÇ ÄØÑÆËÕ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(2.3.3Â), ÎÇÅÍÑ ÑÃÐÂÓÖÉËÕß, ÚÕÑ Ä ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ

F � j; R � A=F�w� �2:3:4�

ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎeÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
F�w� > 0 ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá

qtR� 2~Hj �~HR� R4 j � 0; �2:3:5a�

ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÏÖ (2.3.3Â), ÇÔÎË ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
w � w�x; t� âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
1-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

qtw� 2~Hj �~Hw � 0: �2:3:6�

±Ñ ÎáÃÑÏÖ ËÊ ÓÇÛÇÐËÌ w � w�x; t� ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.3.6)
×ÖÐÍÙËâ R�x; t� ÐÂØÑÆËÕÔâ ËÊ (2.3.4) Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ

4R� Vÿ qtFÿ~HF �~HF
� �

R � 0; �2:3:5b�

ÅÆÇ ÐÑÄÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ V�x; t� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

V � U�4 lnF�w� �~H lnF�w� �~H ln
ÿ
A2=F�w��: �2:3:7�

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.3.5) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÐÑÄÂâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ
ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ

C�x; t� � R�x; t� exp iF�x; t�� �

ÃÖÆÇÕ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÖÓÂÄÐÇÐËá

iqtC�x; t� � 4C�x; t� � V�x; t�C�x; t� � 0 �2:3:8�

Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ (2.3.7).
¯Â ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÛÂÅÇ ÂÎÅÑÓËÕÏÂ ÔÕÓÑËÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇ

ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.3.6) ÆÎâ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
w � w�x; t�. ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÄÄÑÆâÕÔâ ÖÔÎÑÄËâ ÓÂÊÆÇÎÇÐËâ
ÓÇÛÇÐËÌ c�x; t� ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.3.1) ÄËÆÂ

2*

´. 164. å2] °¬¡ª©°£¡¯¯½¦ ¯¦´°±°°¤ª¹¦³¬ª¦ ³´²µ¬´µ²½ 131



U�x; t� � U1�x1; t� � :::�UN�xN; t�; �2:3:9a�

c�x; t� � c1�x1; t� � :::� cN�xN; t�; �2:3:9b�

ÑÕÍÖÆÂ ËÊ (2.3.2) ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÊÆÇÎÇÐËÇ ÆÎâ ×ÂÊÞ Ë ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË

j�x; t� � j1�x1; t� � :::� jN�xN; t�; �2:3:10a�

A�x; t� � A1�x1; t� :::AN�xN; t�; �2:3:10b�
ÅÆÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

cn�xn; t� � An�xn; t� exp ijn�xn; t�� �; n � 1;N:

�2:3:11�

±ÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.3.6) Ä ×ÂÍÕÑÓËÊÑÄÂÐÐÑÏ ÄËÆÇ

w�x; t� � w1�x1; t�:::wN�xN; t�; �2:3:12�

ÍÂÉÆÞÌ ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÆÑÎÉÇÐ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß
(1+1)-ÏÇÓÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá

qtwn � 2qxnjnqxnwn � 0; n � 1;N: �2:3:13�

£ÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË ÆÎâ ÊÂÍÑÐÑÄ ÔÑØÓÂÐÇ-
ÐËâ ÄËÆÂ

qtA2
n � 2qxn�qxnjnA

2
n� � 0; n � 1;N; �2:3:14�

ÎÇÅÍÑ ÄÞÒËÔÂÕß ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.3.13)

wn�xn; t� � cn �
�xn
�xn

dxA2
n�x; t�ÿ

ÿ 2

�t
t0

dt qxnj
2
n��xn; t�A2

n��xn; t�; �2:3:15�

ÅÆÇ cn; �xn; t0 ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ.
³ÎÇÆÖáÜÇÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ qxnwn � A2

n,
ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÊ (2.3.12), (2.3.10Ã) Ë (2.3.4)
ÄÞÄÑÆËÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

qx1:::xnw � F 2�w�jCj2: �2:3:16�

¥ÂÎÇÇ, ÔÎÇÆÖâ ÓÂÃÑÕÇ [43], ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÒÑÐâÕËÇ AC-
ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË (Almost C-integrability).

° Ò Ó Ç Æ Ç Î Ç Ð Ë Ç 2.1. ¯ÇÎËÐÇÌÐÞÇ àÄÑÎáÙËÑÐÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (ËÎË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ) ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ AC-
ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÏË, ÇÔÎË ÑÐË ÑÃÎÂÆÂáÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ ÐÂÃÑ-
ÓÑÏ ÏÐÑÅÑÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÒÖÕÇÏ ÊÂÏÇÐÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ËÊ ÓÇÛÇÐËÌ ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ.

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Í AC-ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÏ ÑÕÐÑÔËÕÔâ ËÊÄÇÔÕ-
ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¥ÇÌÄËì³ÕáÂÓÕÔÑÐÂ (¥³-I) [28], ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÜÇÇ ÍÄÂÊËÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÒÂÍÇÕÞ ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÉËÆÍÑÔÕË ÐÇÃÑÎßÛÑÌ ÅÎÖÃËÐÞ:

iqtC�x; t� � 4C�x; t� � V�x; t�C�x; t� � 0; x 2 R2;

�2:3:17a�

qx1x2V�x; t� � 2E4 jCj2; �2:3:17b�

ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ËÊÎÂÅÂÇÏÑÌ ÊÆÇÔß ÔØÇÏÇ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÔÎÖÚÂáN � 2.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÞÃÑÓ F�w� � 1� Ew Ä (2.3.16), c
ÖÚÇÕÑÏ ÖÔÎÑÄËÌ ÓÂÊÆÇÎÇÐËâ (2.3.12) Ë ÄËÆÂ ÓÇÛÇÐËÌ
(2.3.15) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.3.16), ÒÓËÄÑÆËÕ
Í ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ

V � U1�x1; t� �U2�x2; t� � 24 ln�1� Ew�; �2:3:18�

ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÏÖ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ (2.3.17Ã). ªÊÄÇÔÕÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ [30, 31] ÔÑÔÕÑËÕ Ä
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥³-I
ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÒÓË ÄÞÃÑÓÇ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ U1�x1; t� Ë U2�x2; t� Ä
(2.3.18) ÒÑÆØÑÆâÜËØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÐÇÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ

iqtc�4c� U1�x1; t� �U2�x2; t�� �c � 0;

c � c�x; t�; x 2 R2; �2:3:19�

ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏ ÒÓÇÆÇÎÑÏ ¥³-I ÒÓË E! 0.
°ÕÔáÆÂ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ (1+1)-
ÏÇÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÔÑÎËÕÑÐÞ ¥³-I ÆÂÉÇ Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ
ÒÓË E! 0 ÑÔÕÂáÕÔâ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÏË ÑÃÝÇÍÕÂÏË,
ÒÓÂÄÆÂ, ÄÇÆÖÜËÏË ÔÇÃâ ÍÂÍ ÔÄÑÃÑÆÐÞÇ ÚÂÔÕËÙÞ, Â ÒÓËÔÖÕ-
ÔÕÄËÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÒÓË E 6� 0 ÄÇÆÇÕ Í
ÄÍÎáÚÇÐËá ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ
ÐËÏË. ¥ÇÕÂÎßÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ
¥³-I ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÒÓÑÄÇÆÇÐÐÞØ ÚËÔÎÇÐÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ
ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä ÓÂÃÑÕÇ [44].

©ÂÄÇÓÛÂâ ËÊÎÑÉÇÐËÇ ÔØÇÏÞ ¥ÇÅÂÔÒÇÓËÔÂ ÆÎâ ÑÃÜÇÅÑ
�N� 1�-ÏÇÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ, ÄÞÒËÛÇÏ ÑÃÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÐÑÄÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ

V � U1 � :::�UN �4 lnF�w��
�~H lnF�w� �~H ln

ÿ
F�w�jCj2�; �2:3:20�

ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.3.8) Ë (2.3.16) ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ×ÖÐÍÙËÌ C�x; t� Ë w ÃÖÆÇÕ A³-ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÌ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÊÂÏÇÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÄËÆÂ

C�x; t� � c�x; t�
F�w� �2:3:21�

Çe ÓÇÛÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÞ ËÊ ÓÇÛÇÐËÌ (2.3.9Ã)
ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.3.1) Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ (2.3.9Â).

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÂâ ÔØÇÏÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÓÂÔÛËÓâÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ
ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐÞ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÓÇÂÎßÐÞØ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ.
´ÇÏÐÇÏÇÐÇÇ ÐÂÒÓÂÍÕËÍÇ ÚÂÜÇÒÓËØÑÆËÕÔâ ÔÕÂÎÍËÄÂÕßÔâ Ô
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕßá ËÊÖÚÇÐËâ ÏÑÆÇÎÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÑÊÐËÍÂáÕ
ËÊ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ Ë ÍÑÕÑÓÞÇ Ä
ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ Í ÍÎÂÔÔÖ ÐÇËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞØ.

µ³´°«¹ª£½¦ ³´²µ¬´µ²½
£ ¯¦ª¯´¦¤²ª²µ¦®½· ®°¥¦Á· (ÚÂÔÕß II)

ºËÓÑÍÑÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä ÔÑÄÓÇ-
ÏÇÐÐÑÌ ×ËÊËÍÇ ÄÞâÄËÎÑ ÄÂÉÐÖá ÑÕÎËÚËÕÇÎßÐÖá ÚÇÓÕÖ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ: ÒÓË ÔËÎßÐÑÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇ-
ÐËË ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÐÇÌ ÏÑÅÖÕ
ÄÑÊÐËÍÂÕß ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ì
ÔÑÎËÕÑÐÞ. £ ÒÓÑÙÇÔÔÇ àÄÑÎáÙËË ÔËÔÕÇÏÞ ËÏÇÐÐÑ àÕË
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÄÞÉËÄÂáÕ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÅÎÂÄ-
ÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÆËÐÂÏËÍË (ÔÏ. [13 ì 45]).
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3. ±ÓâÏÑÌ ÏÇÕÑÆ ¡.®. âÒÖÐÑÄÂ Ä ÕÇÑÓËË
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÑÎËÕÑÐÑÄ

°ÆÐÑÌ ËÊ ÄÂÉÐÇÌÛËØ ÊÂÆÂÚ ÕÇÑÓËË ÔÑÎËÕÑÐÑÄ âÄÎâÇÕÔâ
ËÊÖÚÇÐËÇ ËØ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. °ÃÞÚÐÑ ÐÂ ÒÓÂÍÕËÍÇ ÑÅÓÂÐË-
ÚËÄÂáÕÔâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÏÂÎÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ,
Õ.Ç. ÎËÐÇÂÓËÊÖáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ. °ÆÐÂÍÑ ÕÂÍÑÌ
ÒÑÆØÑÆ ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÓÂÄËÎßÐÑÏÖ ÑÕÄÇÕÖ, ÍÂÍ
ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ A.®. âÒÖÐÑÄÞÏ [46], ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÄÛËÏ
ÔÕÓÑÅËÌ ÏÇÕÑÆ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ì ÕÂÍ ÐÂÊÞ-
ÄÂÇÏÞÌ ÒÓâÏÑÌ ÏÇÕÑÆ. ³ÖÕß àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÔÑÔÕÑËÕ Ä
ÒÑÆÃÑÓÇ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÒÑ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ÍÑÕÑÓÞØ
ÏÑÉÐÑ ÔÖÆËÕß Ñ ØÂÓÂÍÕÇÓÇ àÄÑÎáÙËË ÔËÔÕÇÏÞ. £ ÒÓËÏÇ-
ÐÇÐËË Í ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ (Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÑÎÇÄÞÏ) ÔËÔÕÇ-
ÏÂÏ àÕÑÕ ÏÇÕÑÆ ÓÂÊÄËÄÂÎÔâ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [47ì 49]. ªÊÄÇÔÕÐÑ
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÏÇÕÑÆÂ âÒÖÐÑÄÂ Ä
ÕÇÑÓËË ÔÑÎËÕÑÐÑÄ: ÏÇÕÑÆ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÑÙÇÐÑÍ ©ÂØÂ-
ÓÑÄÂì¬ÖÊÐÇÙÑÄÂ [50], àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌÏÇÕÑÆ¡ÓÐÑÎßÆÂ [51,
52], ÏÇÕÑÆ ºÂÕÂØÂìºÕÓÂÖÔÂ [53], ÏÇÕÑÆ ¢ÇÐÆÉÂÏËÐÂ
[54] Ë ÆÓ.

¯ÂÛÂ ÙÇÎß ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÒÓËÏÇÐÇÐËË ÏÇÕÑÆÂ âÒÖÐÑÄÂ Í
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ä ÓâÆÇ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍËØ ÒÑÎÇÄÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ. ®Þ ÐÂÚÐÇÏ Ô ÂÐÂÎËÊÂ ÒÑÐâÕËâ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÑÃÜÇÌ ÕÇÑÓËË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ, Â
ÊÂÕÇÏ ÑÒËÛÇÏ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÇÅÑ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ Ä ×ËÊËÍÇ
ÔÑÎËÕÑÐÑÄ.

3.1. °ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ë ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÕÇÑÓÇÏÞ
ÒÓâÏÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ
µÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐËÏ ËÊ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÄÂÉÐÞØ
ÒÑÐâÕËÌ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ ÒÓË ËÊÖÚÇÐËË ÓÇÂÎßÐÞØ ÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ. ¬ÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÐÂ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇÏ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ËÊÖÚÂÇÏÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÑ ÑÕÐÑ-
ÛÇÐËá Í ÍÂÍËÏ-ÎËÃÑ ÇÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâÏ, ÒÓËÓÑÆÂ ÍÑÕÑÓÞØ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑÌ. £ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÕËÒÂ àÕËØ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÓÂÊÎËÚÂáÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÄËÆÑÄ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË.
®Þ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ
ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, Õ.Ç. ÓÇÅÖÎâÓÐÞØ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐ-
ÐÞØ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË D � 2 ÓÇÛÇÐËÌ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ±ÖÔÕß f�t; x� ì ÏÐÑÅÑÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÂâ
ÒÑÎÇÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËâÏË Ä Rn, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÂâ
ÍÂÍ àÎÇÏÇÐÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÃÂÐÂØÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ B Ë
ÒÑÆÚËÐâáÜÂâÔâ àÄÑÎáÙËÑÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÕËÒÂ

qtf � F̂�f�; �3:1:1�

ÅÆÇ ÒÑÆ F̂ ÒÑÐËÏÂÇÕÔâ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ.
¢ÖÆÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ
ÖÔÎÑÄËâØ ÕËÒÂ ft�0 � f0�x� ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.1.1) ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ

f�t; x� � Ŝt�f0�; �3:1:2�
ÅÆÇ Ŝt ì àÄÑÎáÙËÑÐÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Ô ÒÑÎÖÅÓÖÒÒÑÄÞÏË
ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË, Õ.Ç.

Ŝt1 Ŝt2 �f0�
� � � Ŝt1�t2 �f0�; ti � 0: �3:1:3�

±ÑÐâÕËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ f � u � u�t; x� ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÍÑÓÓÇÍÕÐÑÔÕßá
ÊÂÆÂÚË ¬ÑÛË ÒÑ AÆÂÏÂÓÖ. ¹ÕÑÃÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÆÂÐÐÑÇ
ÒÑÐâÕËÇ, ÄÄÇÆÇÏ ÆÄÇ ÏÇÕÓËÍË (ÏÇÓÞ) Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
×ÖÐÍÙËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÒÑÎâ

x�t; x� � f�t; x� ÿ u�t; x�: �3:1:4�

ªÏÇÐÐÑ, ÒÖÔÕß ÏÇÕÓËÍÂ r0�x0� ÊÂÆÂÇÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ x0, Â ÏÇÕÓËÍÂ r�x�
ì Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÕÇÍÖÜËØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ7 x. £ ÑÃÞÚÐÞØ
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâØ

r0�x0� � r�x�; �3:1:5�

Õ.Ç. ÏÇÕÓËÍÂ r0�x0� ÉÇÔÕÚÇ (ÔËÎßÐÇÇ), ÚÇÏ ÏÇÕÓËÍÂ r�x�.
° Ò Ó Ç Æ Ç Î Ç Ð Ë Ç 3.1. ©ÂÆÂÚÂ ¬ÑÛË ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

(3.1.1) ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÍÑÓÓÇÍÕÐÑÌ ÒÑ ¡ÆÂÏÂÓÖ, ÇÔÎË
8t 2 �0;T�; T <1, ËÊ r0�x0� ! 0 ÔÎÇÆÖÇÕ r�x� ! 0.

¥ÂÐÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÏ ØÑÓÑÛÑ
ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ AÆÂÏÂÓÂ.

± Ó Ë Ï Ç Ó 3.1. ¯ÇÍÑÓÓÇÍÕÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ ¬ÑÛË ÆÎâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ

q2tf�t; x� � q2xf�t; x� � 0; t � 0; x 2 �ÿp=2; p=2�:
�3:1:6�

©ÂÆÂÆËÏ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ Ë ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËâ:

f�t; x � �p=2� � f�t � 0; x� � 0;

qtf
��
t�0 � eÿ

��
n
p

cos nx; n � 2k� 1:

´ÑÅÆÂ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ¬ÑÛË ÆÎâ (3.1.6) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

f�t; x� � 1

n
eÿ
��
n
p

cos nx � sinh nt: �3:1:7�

£ÞÃÑÓ ÆÄÖØ ÔÑÄÒÂÆÂáÜËØ ÏÇÕÓËÍ
r � r0 � supx�jxj � jqtxj� ÄÇÆÇÕ ÒÓË n!1 Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ
ÏÇÕÓËÍÂ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ

r0�f0� � sup
x

eÿ
��
n
p
j cos nxj

� �
� eÿ

��
n
p
! 0

Ë Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (3.1.7), 8t > 0; n!1, ËÏÇÇÏ

r�f� � sup
x

1

n
eÿ
��
n
p
j cos nxj�sinh nt� n cosh nt�

� �
!1:

° Ò Ó Ç Æ Ç Î Ç Ð Ë Ç 3.2. ³ÑÎËÕÑÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ u�t; x�
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ Ä ÔÏÞÔÎÇ âÒÖÐÑÄÂ ÒÑ ÏÇÕÓËÍÂÏ
r0; r, ÇÔÎË 8E > 0 9 d�E� > 0 ÕÂÍÑÇ, ÚÕÑ ËÊ r0�x0� < d
ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ r�x� < E; 8t > 0.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÑÓÓÇÍÕÐÑÔÕß ÊÂÆÂÚË ¬ÑÛË ÒÑ
¡ÆÂÏÂÓÖ ì àÕÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÐÂ ÍÑÐÇÚÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
ÄÓÇÏÇÐË T.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÔÎÖÚÂâØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÄÄÑÆËÕÔâ Ä
ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.1.1), Õ.Ç. ÒÑÎÂÅÂáÕ

qtfÿ F̂�f� � f̂�f�: �3:1:8�

¦ÔÎË ÊÂÆÂÕß ÏÇÕÓËÍÖ rf ÆÎâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ f̂�f�, Õ.Ç.
rf � rf

�
f̂�f��, ÕÑ ÓÂÊÖÏÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ

° Ò Ó Ç Æ Ç Î Ç Ð Ë Ç 3.3. ²ÇÛÇÐËÇ u�t; x� ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(3.1.8) ÖÔÕÑÌÚËÄÑ ÒÑ ÏÇÕÓËÍÂÏ r0; r; rf ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑ
ÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâØ f̂�f�, ÇÔÎË 8E > 0; 9 d1�E� > 0;
d2�E� > 0 ÕÂÍËÇ, ÚÕÑ ËÊ r0�x0� < d1 Ë rf

�
f̂�f�� < d2 ÄÞÕÇÍÂÇÕ

ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ r�x� < E; 8t > 0.
³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ Ë ÃÑÎÇÇ ÅÓÖÃÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË

ì ÒÑ ÂÅÓÂÐÉÖ.

7±ÑÕÓÇÃÐÑÔÕß Ä ÆÄÖØ ÏÇÕÓËÍÂØ ÆÎâ ÍÑÓÓÇÍÕÐÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍË ÊÂÆÂÚË
ÑÃ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÃÖÆÇÕ ÒÑâÔÐÇÐÂ ÐÂ
ÒÓËÏÇÓÇ 3.3.
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° Ò Ó Ç Æ Ç Î Ç Ð Ë Ç 3.4. ²ÇÛÇÐËÇ u�t; x� ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(3.1.1) ÖÔÕÑÌÚËÄÑ ÒÑ ÂÅÓÂÐÉÖ, ÇÔÎË 9d > 0 ÕÂÍÑÇ, ÚÕÑ
r�x� <1; 8t > 0 ÒÓË r0�x0� < d:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑ ÂÅÓÂÐÉÖ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÑÅÓÂÐËÚÇÐ-
ÐÑÔÕË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ä ÎáÃÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË. ±ÓËÏÇ-
ÐâÇÕÔâ Ë ÃÑÎÇÇ ÕÑÐÍÑÇ ÒÑÐâÕËÇ ì ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÂâ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß.

° Ò Ó Ç Æ Ç Î Ç Ð Ë Ç 3.5. ²ÇÛÇÐËÇ u�t; x� ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍË ÖÔÕÑÌÚËÄÑ ÒÑ âÒÖÐÑÄÖ, ÇÔÎË ÑÐÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÑ (ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ 3.2) Ë r�x� ! 0 ÒÓË t!1.

°ÆÐÂÍÑ Ä ×ËÊËÍÇ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ÒÓËØÑÆËÕÔâ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ,
ËÏÇÕß ÆÇÎÑ ÐÇ Ô ÑÆÐËÏ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ u�t; x�, Â Ô
ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ËØ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏU � fug, ÊÂÆÂÄÂÇÏÞÏ ÑÃÞÚÐÑ
ÐÇÍÑÕÑÓÞÏË ÅÓÖÒÒÑÄÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË a, Õ.Ç.

U � T̂g�a�u
��g 2 G

� 	
; �3:1:9�

ÅÆÇ G ì ÅÓÖÒÒÂ ÔËÏÏÇÕÓËË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. £
ÕÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÌ, Â
ÕÇÍÖÜÂâ ÏÇÕÓËÍÂ ÒÑÐËÏÂÇÕÔâ ÖÉÇ ÍÂÍ infu2U r�fÿ u�, Õ.Ç.
ÍÂÍ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÑÕ ÒÑÎâ f ÆÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ U ì ÑÓÃËÕÞ
ÅÓÖÒÒÞ G. ±ÓË àÕÑÏ ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÊÎËÚÂÕß ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ Ë ÂÕÕÓÂÍÕÑÓÞ (ÒÓËÕâÅËÄÂáÜËÇ ÏÐÑÉÇ-
ÔÕÄÂ), ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ r�x� ! 0 ÒÓË t!1. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ì àÕÑ ÒÓËÕâÅË-
ÄÂáÜÇÇ Ë ÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ. °ÕÏÇ-
ÕËÏ, ÚÕÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓËÕâÅËÄÂáÜËÏ Ë
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÐÂ ÍÑÐÇÚÐÞØ ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÂØ ÄÓÇ-
ÏÇÐË r�x� ÏÑÉÇÕ ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß, ØÑÕâ ÒÓË t!1 r�x� ! 0.

£ÄËÆÖ ÔÎÑÉÐÑÔÕË ÊÂÆÂÚ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ Ä ÔÕÓÑÅÑÏ
ÒÑÆØÑÆÇ, ÐÂ ÒÓÂÍÕËÍÇ ÚÂÔÕÑ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÕßÔâ
ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË

qtx � Â�x� � F̂ 0�u�x: �3:1:10�

µÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÆÂÚË (3.1.10) ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá, ËÎË ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá Ä
ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, Â ÆÎâ ÒÑÎÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.1.1) ì
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕßá. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ËÊ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËË, ÐÑ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, Ä ÃÑÎÇÇ ÔÎÂÃÑÌ ÏÇÕÓËÍÇ.
°ÃÓÂÕÐÑÇ ÉÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÄÇÓÐÑ, ÇÔÎË ÕÑÎßÍÑ
Re l < 0; 8l 2 s�Â�; ÅÆÇ s�Â� ì ÔÒÇÍÕÓ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Â
(ÕÂÍÑÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÏ). ±ÓË àÕÑÏ
ÅÑÄÑÓâÕ Ñ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÇÔÎË Re l � 0, Ë Ñ
ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÇÔÎË Re l � 0 (ÒÓËÏÇÓ ì
ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÞ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ). ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÊ
ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ,
ÕÂÍ ÍÂÍ ÇÔÎË ÃÞ ÃÞÎÑ Re l > 0, ÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÎË ÃÞ
ÓÂÔÕÖÜËÇ ÏÑÆÞ. °ÃÓÂÕÐÑÇ ÐÇÄÇÓÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ËÊ ÏÇØÂÐËÍË.

± Ó Ë Ï Ç Ó 3.2. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ Ô
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ

H � p2

2
� q4

4

Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆÄËÉÇÐËâ

�q � ÿq3:
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

�x � 0

ËÏÇÇÕ ÔÒÇÍÕÓ l � 0, ÚÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÌ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. °ÆÐÂÍÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-

ÐÇÐËâ x � at� b ÎËÐÇÌÐÑ ÓÂÔÕÇÕ, Õ.Ç. ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÎËÐÇÂ-
ÓËÊÑÄÂÐÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß, ØÑÕâ ËÔØÑÆÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÂ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÃÑÎÇÇ ÔÎÂÃÑÌ ÏÇÕÓËÍÇ
(ÕÑÎßÍÑ ÒÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏ) ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ. &

·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ËÊ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÐÇÖ-
ÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÆÎâ ÛËÓÑÍÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ
ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß [55]. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇ-
ÎßÐÑ, ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.1.1) Ä ÄËÆÇ

qtx � Âx� dF̂�x�; dF̂ � F̂ÿ Â; �3:1:11�

Ë ÒÓËÏÇÏ, ÚÕÑ k dF̂�x� k� C k x k2, ÅÆÇ k � k ì ÐÑÓÏÂ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ B. ±ÖÔÕß, ÔÍÂÉÇÏ, ÑÒÇÓÂÕÑÓ Â ËÏÇÇÕ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ y Ô ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ l, ÆÎâ
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ÚÂÔÕß ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂ Ë ÓÂÄÐÂ
Re l � 1; k y k� 1: £ÞÃÇÓÇÏ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ
x0 � yd; k x0 k� d. ¹ÕÑÃÞ ÆÑÍÂÊÂÕß ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß,
ÆÑÒÖÔÕËÏ ÒÓÑÕËÄÐÑÇ, Õ.Ç. ÚÕÑ ÆÄËÉÇÐËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑ,
ËÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÚÕÑ k x�t� k< E 8t > 0. ±ÇÓÇÒËÛÇÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (3.1.11) Ä ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÇ

x�t� � eÂtx0 �
�t
0

eÂ�tÿs�dF̂�x�s��ds; �3:1:12�

ËÊ ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÑÙÇÐÍÂ ÆÎâ ÐÑÓÏÞ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ:

k x�t� k �k eÂtx0 k �
�t
0

eÂ�tÿs�dF̂�x�s��ds
 �

� det �
�t
0

el�tÿs�
�� �� k dF̂�x�s�� k ds �

� det � C

�t
0

etÿs k x�s� k2 ds:

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÐÂÌÆÇÕÔâ ÕÂÍÑÇ T1 > 0, ÚÕÑ 8t 2 �0;T1�
ÃÖÆÇÕ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ k x�t� k� 2det. £ ÔÂÏÑÏ
ÆÇÎÇ, ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÇÓÐÑ, ÇÔÎË

det � 4Cetd2
�t
0

es ds � 2det;

ÑÕÍÖÆÂ ÐÂØÑÆËÏ

expT1 ÿ 1 � 1

4Cd
: �3:1:13�

°ÆÐÂÍÑ ËÊ (3.1.12) Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÔÎÇÆÖÇÕ Ë ÆÓÖÅÑÇ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

k x�t� k �k eÂtx0 k ÿ
�t
0

eÂ�tÿs�dF̂�x�s��ds


� det
�
1ÿ 4Cd�et ÿ 1��;

Ë ÇÔÎË ÄÞÃÓÂÕß T2 ÕÂÍÑÇ, ÚÕÑÃÞ

expT2 ÿ 1 � 1

8Cd
; �3:1:14�

ÕÑ ËÊ ÔÓÂÄÐÇÐËâ (3.1.13) Ë (3.1.14) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ T2 < T1, Â
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k x�t� k� etd=2 8t � T2, ËÎË

k x�T2� k� 1

2
eT2d � d

2
� 1

16C
:

±ÑàÕÑÏÖ, ÄÞÃÓÂÄ E � 1=16C; k x0 k� d, ËÏÇÇÏ
k x�T2� k> 1=16C � E 8d > 0, Õ.Ç. ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß.

³×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÏ ÑÔÐÑÄÐÖá ÕÇÑÓÇÏÖ ÒÓâÏÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ.
´ Ç Ñ Ó Ç Ï Â 3.1 (ÕÇÑÓÇÏÂ âÒÖÐÑÄÂì®ÑÄÚÂÐÂ ÑÃ

ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË). ¥Îâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÓÇÛÇÐËâ u 2 U ÒÑ
ÏÇÕÓËÍÂÏ r0; r ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ Ä
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÇÅÑ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË r0 < a ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÎ ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎ âÒÖÐÑÄÂ V�f� ÔÑ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË:

1)V ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ÒÑ r�x�,
2) V ÐÇÒÓÇÓÞÄÇÐ ÒÑ r0,
3)V ÐÇ ÓÂÔÕÇÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÄÆÑÎß ÆÄËÉÇÐËâ.
µÔÎÑÄËâ ÕÇÑÓÇÏÞ ÑÊÐÂÚÂáÕ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÆÄÇ

ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÇ ÏÑÐÑÕÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË m�r� > 0 Ë
M�r0� > 0; m�0� �M�0� � 0; ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÐËÉÐÇÌ Ë ÄÇÓØÐÇÌ ×ÖÐÍÙËâÏË ÔÓÂÄÐÇÐËâ, ÕÂÍËÇ,
ÚÕÑ

m�r� � V�f� ÿ V�u� �M�r0�: �3:1:15�

±ÖÔÕß r0 < d, ÕÑÅÆÂ ËÊ (3.1.15) ÄÞÕÇÍÂÇÕ, ÚÕÑ
M�d� >M�r0� � m�r�; ÑÕÍÖÆÂ r < E, Õ.Ç. ÆÄËÉÇÐËÇ ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑ.

£ÞÃÑÓ ÏÇÕÓËÍ r Ë r0 ÆËÍÕÖÇÕÔâ ÄËÆÑÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ
âÒÖÐÑÄÂ. ±ÖÔÕß, ÔÍÂÉÇÏ, Vì ÂÆÆËÕËÄÐÞÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ,
Õ.Ç.

V�f� �
�
dxF�f; _f;Hf�: �3:1:16�

£ÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ´ÇÌÎÑÓÂ Ô ÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎßÐÞÏ ÚÎÇÐÑÏ:

f�x� x� � f�x� � f 0�x�x�
�1
0

ds f 00�x� sx��1ÿ s�:

£ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ dV�u� � 0, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÇ

V�u� x� � V�u� �
�
dx

�1
0

ds�1ÿ s�
h
Fffx

2 � F _f _f
_x
2 �

� F�Hf�2�Hx�2 � 2Ff _fx
_x�

� 2FfHfxHx� 2F _fHf
_xHx
i
�

� V�u� �
�1
0

ds�1ÿ s�d2V�u� sx�:

¦ÔÎË V�f� ì ÅÎÑÃÂÎßÐÑ ÄÞÒÖÍÎÞÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ, ÕÑ
d2V�u� sx� > 0; ÕÂÍ ÚÕÑ ÏÑÉÐÑ ÄÞÃÓÂÕß Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÏÇÕÓËÍË

r2�x� �
�1
0

ds�1ÿ s�d2V�u� sx�:

£ àÕÑÏ Ë ÔÑÔÕÑËÕ ÏÇÕÑÆ £.ª. AÓÐÑÎßÆÂ [36, 40, 41], Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ V�f� � H� C, ÅÆÇ H ì ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐ, Â C ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇÐËâ (ËÐÄÂÓËÂÐÕ
¬ÂÊËÏËÓÂ), ÄÞÃËÓÂÇÏÞÌ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ dV�u� � 0.

¹ÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÒÑÐâÕËÇ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ, ËÎË
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÌ, ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÍÑÅÆÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÊÂÍÑÐ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ

E �
�
dxF�f; _f;Hf� � const

ÎËÃÑ ÊÂÍÑÐ àÄÑÎáÙËË _E � 0 ÕÂÍËÇ, ÚÕÑ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
ËÊÖÚÂÇÏÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ dE � 0; d2E > 0: ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ËÊ àÐÇÓ-
ÅÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÂâ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÔËÎÖ ÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ àÄÑÎá-
ÙËË d2 _E � 0 Ë ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÄÊâÕß r2 � r20 � d2E. °ÃÓÂÕÐÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÐÇÄÇÓÐÑ, ÚÕÑ
ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÞÏ ÍÑÐÕÓÒÓËÏÇÓÑÏ ËÊ ÏÇØÂÐËÍË,
ÍÑÅÆÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

H � 1

2
p21 � q21 ÿ p22 ÿ q22 ÿ q21q

2
2

ÿ � � E � const:

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËË ÏÞ ËÏÇÇÏ ÊÆÇÔß ÔËÔÕÇÏÖ
ÆÄÖØ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÑÄ, ÕÑ
ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÂâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ä àÕÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ ÑÚÇ-
ÄËÆÐÂ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÂâ ×ÑÓÏÂ

d2E � dp21 � dq21 ÿ dp22 ÿ dq22

ÊÐÂÍÑÒÇÓÇÏÇÐÐÂ, Õ.Ç. ÔËÔÕÇÏÂ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍË ÐÇÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÂ.

© Â Ï Ç Ú Â Ð Ë Ç 3.1. ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÌ
ÕÇÑÓËË (ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÔÕÇÒÇ-
ÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ) àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÂâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÓË ÖÔÎÑÄËË
ÂÐÂÎËÕËÚÐÑÔÕË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÄÎÇÚÇÕ ÊÂ ÔÑÃÑÌ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕß ÒÑ âÒÖÐÑÄÖ Ä ÏÂÎÑÏ, ÍÂÍ àÕÑ ÄÞÕÇÍÂÇÕ ËÊ ÕÇÑÓÇÏÞ
âÒÖÐÑÄÂ ÑÃ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. ±ÓË àÕÑÏ ËÊ d2E > 0 ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ E > E0 (ÊÆÇÔß E0 ìÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ àÐÇÓÅËË)
Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË. °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÌ
ÕÇÑÓËË (ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ) àÕÑ ÐÇ ÕÂÍ, Õ.Ç. ËÊ
d2E > 0 ÇÜÇ ÐÇ ÄÞÕÇÍÂÇÕ, ÚÕÑ E > E0 Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕ-
ÐÑÔÕË. ´ËÒËÚÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ:

E �
�
dx �Hf�2 ÿ �Hf�4 � f2
h i

:

&
¯ÂÍÑÐÇÙ, ÅÑÄÑÓâÕ ÑÃ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË Ä ÙÇÎÑÏ, ËÎË

ÅÎÑÃÂÎßÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÇÔÎË ÔËÔÕÇÏÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÂ ÆÎâ
ÎáÃÞØ ÍÂÍ ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ r. ¿ÕÑ ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÔËÎßÐÂâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß.

¹ÕÑÃÞ ÒÑÚÖÄÔÕÄÑÄÂÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÂÐÂÎËÊÂ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕË ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÔÕÑÌ

± Ó Ë Ï Ç Ó 3.3. µÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÔÕÓÖÐÞ Ô ÊÂÍÓÇÒÎÇÐÐÞÏË ÍÑÐÙÂÏË. ¢ÖÆÇÏ ÓÇÛÂÕß ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ

q2tf�t; x� ÿ q2xf�t; x� � 0; �3:1:17�

c ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË

f�t; 0� � f�t; 1� � 0; t � 0; x 2 �0; 1�;

Ë ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË

qtf�0; x� � u�x�; f�0; x� � u�x�:

²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ
¥'¡ÎÂÏÃÇÓÂ:

´. 164. å2] °¬¡ª©°£¡¯¯½¦ ¯¦´°±°°¤ª¹¦³¬ª¦ ³´²µ¬´µ²½ 135



2f�x; t� � u�xÿ t� � u�x� t� �
�x�t
xÿt

u�s�ds; �3:1:18�

ÅÆÇ u; u ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÞ ÐÂ ÄÔá ÑÔß. ¢ÖÆÇÏ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÔÕÓÖÐÞ f � 0 Ë ÄÄÇÆÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÏÇÓÞ:

r1 �
�1
0

f2dx; r2 �
�1
0

f2 � �qtf�2
h i

dx;

r3 �
�1
0

�qxf�2 � �qtf�2
h i

dx; r4 � r1 � r3:

ªÊ (3.1.18) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÓÂÄÐÑÄÇÔËÇ f � 0 ÖÔÕÑÌÚËÄÑ ÒÑ
ÏÇÓÂÏ r2; r3; r4 Ä ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË (r3 ÊÆÇÔß ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ), ÖÔÕÑÌÚËÄÑ ÒÑ ÒÂÓÂÏ ÏÇÓ �r2; r1�, �r3; r2�; �r4; r3�; ÐÑ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ ÒÑ ÏÇÓÇ r1 (ÐÇÍÑÓÓÇÍÕÐÑÔÕß ÒÑ AÆÂÏÂÓÖ),
ÕÂÍ ÍÂÍ ÐÂÚÂÎßÐÂâ ×ËÍÔÂÙËâ r1 ÐËÍÂÍ ÐÇ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕ
ÔÍÑÓÑÔÕË. &

°ÔÑÃÇÐÐÑ ÂÍÍÖÓÂÕÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÃËÓÂÕß ÏÇÓÞ ÒÓË
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐ-
ÐÞØ ÔËÔÕÇÏ, ÍÑÅÆÂ ÖÉÇ ÐÇ ÓÂÃÑÕÂáÕ ÒÓÑÔÕÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ
ÕËÒÂ (3.1.18) Ë ÅÎÂÆÍÑÔÕß ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ
ÑÔÑÃÖá ÄÂÉÐÑÔÕß. ±ÑàÕÑÏÖ ÐÂÚÂÎßÐÖá ÏÇÕÓËÍÖ Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ Ë ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÃËÓÂÕß ÃÑÎÇÇ ÉÇÔÕÍÑÌ.

±ÓËÄÇÆÇÏ ÕÇÒÇÓß ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÍÓËÕÇÓËÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÆÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÕÇÑÓÇÏÑÌ:

´ Ç Ñ Ó Ç Ï Â 3.2 (ÕÇÑÓÇÏÂ ¹ÇÕÂÇÄÂì®ÑÄÚÂÐÂ Ñ ÐÇÖ-
ÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË). ¥Îâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÓÇÛÇÐËâ u 2 U ÒÑ
ÏÇÕÓËÍÂÏ r0; r ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÑÄÂÎ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ¹ÇÕÂÇÄÂ W�f� ÔÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂÏË: 1) W�f� ÐÇÒÓÇÓÞÄÇÐ ÒÑ r0, 2) W�f� ÑÅÓÂÐËÚÇÐ ÒÑ r,
3)W�f� ÓÂÔÕÇÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ Ä ÑÃÎÂÔÕË W > 0:

3.2. ¿ÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÂâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ
¦ÔÎË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ âÒÖÐÑÄÂ V�f� ÄÞÃÓÂÐ, ÕÑ ÒÓÇÆÔÕÑËÕ
ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÇÅÑ ÅÎÑÃÂÎßÐÑÌ ÄÞÒÖÍÎÑÔÕË, Õ.Ç. Ä ÄÞÒÑÎÐÇ-
ÐËË ÖÔÎÑÄËâ d2V�u� x� � m�r�. °ÆÐÂÍÑ ÐÂ ÒÓÂÍÕËÍÇ Ä
ÎÖÚÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÆÂÇÕÔâ ÒÓÑÄÇÓËÕß ÎËÛß ÎÑÍÂÎßÐÑÇ ÖÔÎÑ-
ÄËÇ d2V�u� > 0. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÎáÃÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ËÊÖÚËÕß ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÄÕÑÓÑÌ ÄÂÓËÂÙËË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ
âÒÖÐÑÄÂ.

±ÓË àÕÑÏ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÒÑÎÇÊÐÞÏË ÄËÓËÂÎßÐÞÇ ÕÇÑ-
ÓÇÏÞ, ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÐÞÇ ·ÑÃÂÓÕÑÏ Ë ¥ÇÓÓËÍÑÏ [56, 57],
ÒÓÂÄÆÂ, ÎËÛß ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ u�x�
(ÔÏ. ËÊÎÑÉÇÐËÇ Ë ÓÂÊÄËÕËÇ àÕÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ Ä [3], ÅÎ. 3; [14],
ÅÎ. 9). ±ÖÔÕß V�f� ì ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ Ô ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍÑÌ
f � u�x�, Õ.Ç. dV�u� � 0: £ÞÃÇÓÇÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÇ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÇ ÔÑÎËÕÑÐÂ Ä ÄËÆÇ ÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ
fl � u�lx�: ´ÑÅÆÂ ÐÂÌÆÇÏ

df � x � dl
qu
ql

� �����
l�1
:

¥ÑÒÖÔÕËÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ V�f� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ
ÔÖÏÏÞ

V�f� �
Xn2
n�ÿn1

V�n��l�; �3:2:1�

ÅÆÇ V�n��l� ì ÑÆÐÑÓÑÆÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ÒÂÓÂ-

ÏÇÕÓÂ l ÔÕÇÒÇÐË n. ³ÑÅÎÂÔÐÑ (3.2.1), ËÏÇÇÏ

dV�u�
dl

�
Xn2
n�ÿn1

qV�n�

ql

���
l�1
�

Xn2
n�ÿn1

nV�n�
���
l�1
� 0: �3:2:2�

´ÑÉÆÇÔÕÄÑ (3.2.2) Ë ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÆÇÓÉÂÐËÇ ÒÇÓÄÑÌ ÄËÓËÂ-
ÎßÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÞ ·ÑÃÂÓÕÂì¥ÇÓÓËÍÂ. £ÞÚËÔÎËÏ ÕÇÒÇÓß
ÄÕÑÓÖá ÄÂÓËÂÙËá d2V Ô ÖÚÇÕÑÏ (3.2.2):

d2V�u�
dl2

�
Xn2
n�ÿn1

q2V�n�

ql2

���
l�1
�

�
Xn2
n�ÿn1

n�nÿ 1�V�n�
���
l�1
�

�
Xn2
n�ÿn1

n2V�n�
���
l�1

: �3:2:3�

´ÑÉÆÇÔÕÄÑ (3.2.3) Ë ÇÔÕß ÄÕÑÓÂâ ÄËÓËÂÎßÐÂâ ÕÇÑÓÇÏÂ
·ÑÃÂÓÕÂì¥ÇÓÓËÍÂ.

± Ó Ë Ï Ç Ó 3.4. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓËÏÇÓ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ V�f�
Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ D ËÊÏÇÓÇÐËÌ:

V�f� �
�
dDx�Hf�2 �

�
dDxF�f�: �3:2:4�

£ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ (3.2.1)
ËÏÇÇÏ

V�f� � V�2ÿD��l� � V�ÿD��l�:

´ÑÅÆÂ ÄËÓËÂÎßÐÞÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ (3.2.2) Ë (3.2.3) ÒÓËÄÑÆâÕ
Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ

dV
dl
� �2ÿD�V�2ÿD� ÿDV�ÿD� � 0;

d2V

dl2
� �2ÿD�2V�2ÿD� �D2V�ÿD� �
� 2�2ÿD�V�2ÿD�:

ªÊ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ D � 3 V�ÿD� < 0, a
ËÊ ÄÕÑÓÑÅÑ, ÚÕÑ d2V < 0 ÆÎâ ÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ
(ÓÂÔÕâÉÇÐËÌ). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ Ä
ÏÑÆÇÎâØ c ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂÏË ÕËÒÂ (3.2.4) àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍË
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ ÆÎâ D � 3.

© Â Ï Ç Ú Â Ð Ë Ç 3.2. ³ËÕÖÂÙËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÒÓÂÄÎÇÐÂ,
ÍÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÇÜÇ ·ÑÃÂÓÕÑÏ [56], ÆÑÃÂÄÎÇÐËÇÏ Ä
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ (3.2.4) ÚÎÇÐÑÄ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËÇ
ÔÕÇÒÇÐË ÒÑÎÇÄÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, ÚÕÑ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ, Í ÒÓË-
ÏÇÓÖ, Ä ÏÑÆÇÎâØ ³ÍËÓÏÂ Ë ¶ÂÆÆÇÇÄÂ (ÔÏ. [3], ÅÎ. 3) Ë
ÑÃÞÚÐÑ ÔÄâÊÞÄÂÇÕÔâ Ô ÒÑÐâÕËÇÏ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÏÂÔÛÕÂÃÐÑ-ÐÇÌÕÓÂÎßÐÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ
ÆÑÒÖÔÍÂáÕÔâ Ä ÏÑÆÇÎâØ Ô "àÍÊÑÕËÚÇÔÍËÏË" ×ÖÐÍÙËÑÐÂ-
ÎÂÏË ÕËÒÂ

F�f� �
�
d3x�Hf � Hf�3=2 � :::;

ÅÆÇ ÔÕÇÒÇÐß 3=2 ÄÞÃËÓÂÇÕÔâ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑÃÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕß
ÍÓËÕÇÓËá ·ÑÃÂÓÕÂì¥ÇÓÓËÍÂ [58].

° Ò Ó Ç Æ Ç Î Ç Ð Ë Ç 3.6. ³ÑÎËÕÑÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ u�t; x�
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ, ÇÔÎË ÑÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâÏ

dV

d _f
� 0;

dV
df
� 0; �3:2:5�
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ÅÆÇ V�f�ì ÂÆÆËÕËÄÐÞÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ÄËÆÂ (3.1.16), (3.2.4)
(ÆÎâ ÑÃÜÐÑÔÕË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ ÔÎÖÚÂÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ (3.1.1), Â ÔÎÖÚÂÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÞÃÑÓÖ Ä
(3.1.16) F � F�f;Hf�). &

£ ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÏ ËÊÎÑÉÇÐËË ÃÖÆÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ
ÄÔÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ u�t; x� ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÃÞÔÕÓÑ ÖÃÞÄÂáÕ ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ-
ÔÕË, ÑÃÎÂÆÂâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂÏË ÄËÆÂ

jHuj � O �rÿ��D=2��a�
� �

; a > 0:

£ ÕÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÌ ÔÎÇÆÖáÜÂâ
´ Ç Ñ Ó Ç Ï Â 3.3. £ÕÑÓÂâ ÄÂÓËÂÙËâ ÂÆÆËÕËÄÐÑÅÑ ×ÖÐÍ-

ÙËÑÐÂÎÂ âÒÖÐÑÄÂ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÔÑÎËÕÑÐ-
ÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÊÐÂÍÑÒÇÓÇÏÇÐÐÂ ÆÎâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ D � 2.

¥ Ñ Í Â Ê Â Õ Ç Î ß Ô Õ Ä Ñ. ¥Îâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÔÕË ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ D � 3. ©ÂÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.2.5) ÆÎâ ÒÑÎâ u
Ô ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË us; s � 1; n,

F
:

s � 0; Fs ÿ qiF i
s � 0; i � 1; 2; 3; �3:2:6�

ÅÆÇ ÆÎâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞØ

F
:

s �
qF
q _us

; F i
s �

qF
q�qius� ; Fs � qF

qus
:

£ÞÚËÔÎËÏ ÄÕÑÓÖá ÄÂÓËÂÙËá ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ V Ä ÕÑÚÍÇ u:

d2V �
�
d3x
�
F
��
sr

_x s _x r � 2F
�
sr

_x sx r � Fsrx sx r �

� 2F
�i
sr

_x sqix r � F ik
rsqix

r � qkx s � 2F i
rsqix

rx s
�
:

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÚÂÔÕÐÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ
_x s � f i�x�qi _u s; x s � f i�x�qiu s Ë Ô ÖÚÇÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(3.2.6) ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏ d2V Í ÄËÆÖ

d2V�f� �
�
d3x
h
qif lA ik

lj qkf
j � ÿqif l � f j ÿ qif j � f l

�
B i

jl

i
;

�3:2:7�

ÅÆÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ

Aik
lj � qlu rF ik

rsqju
s; 2B i

jl � ÿ2B i
lj � q�jF i

rql�u
r: �3:2:8�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (3.2.7) âÄÐÑ ÊÐÂÍÑÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑ, Â Ä ÔËÎÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3.2.6) ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

qiB i
jl � 0; �3:2:9�

ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ

2B i
jl � Eikmqkamjl; �3:2:10�

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ

amjl � 1

2p
Emkiq

k

�
d3x0

B i
jl�x0�
jxÿ x0j : �3:2:11�

µÚËÕÞÄÂâ (3.2.10) Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ Ä (3.2.7) ÒÑ ÚÂÔÕâÏ,
ÐÂÌÆÇÏ

d2V�f� �
�
d3x qif l

ÿ
A ik

lj � Eikmamjl

�
qkf j

h i
: �3:2:12�

´ÇÒÇÓß ËÔÔÎÇÆÖÇÏ ÊÐÂÍÑÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕß ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂ-
ÎßÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä (3.2.12). ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÖá ÑÃÎÂÔÕß r!1; r � jxj, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÔÑÅÎÂÔÐÑ (3.2.8)

B i
jl � O

ÿ
rÿ�3�2a�

�
; �3:2:13�

Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ amjl � O�rÿ3�. ¹ÕÑÃÞ Ä
àÕÑÏ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÔÐÂÚÂÎÂ ËÊ (3.2.9) Ë (3.2.13) ÒÖÕÇÏ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÚÂÔÕâÏ ÄÞÄÑÆËÏ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ�

d3xBi
jl � 0;

Ô ÖÚÇÕÑÏ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (3.2.11) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä
ÄËÆÇ

amjl � 1

2p
Emkiq

k

�
d3x0Bi

jl�x0�
�

1

jxÿ x0j ÿ
1

r

�
: �3:2:14�

ªÊ (3.2.13) Ë (3.2.14) Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÇÑÓÇÏÞ Ñ ÔÓÇÆÐÇÏ
ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÚÕÑ

jamjlj < C1

��� xÿ x0

jxÿ x0j3 ÿ
x

r3

��� � O�rÿ3�: �3:2:15�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÔÓÂÄÐÇÐËÇ (3.2.15) Ô ÑÙÇÐÍÑÌ

Aik
jl � O

ÿ
rÿ�3�2a�

�
;

ÄÞÕÇÍÂáÜÇÌ ËÊ (3.2.8), ÖÃÇÉÆÂÇÕ Ä ÊÐÂÍÑÒÇÓÇÏÇÐÐÑÔÕË
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ×ÑÓÏÞ Ä (3.2.12). &

±ÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÎÇÅÍÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÕß
ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË
D � N� 2 � 2. ±ÓË àÕÑÏ ÄÏÇÔÕÑ (3.2.10) Ë (3.2.11) ÃÖÆÇÏ
ËÏÇÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ

2B i
jl � Eika1:::aNqkaa1:::aNjl;

aa1:::aNjl �
2

N!
Eika1:::aNq

k

�
dN�2x0G�xÿ x0�B i

jl�x0�;

ÅÆÇG�xÿ x0�ì×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÆÎâD-ÏÇÓÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
ÂÒÎÂÔÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÆÂÇÕÔâ ÑÃÑÃÜËÕß ÕÇÑÓÇÏÖ
·ÑÃÂÓÕÂì¥ÇÓÓËÍÂ Ë ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ D � 2, Õ.Ç. ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑ-
ÏÇÓÐÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ ÄÞÒÂÆÂáÕ ËÊ ÑÃÎÂÔÕË Çe ÆÇÌÔÕÄËâ.
¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÕÇÑÓÇÏÞ 3.3 ÃÞÎÑ ÆÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [59], Â
ÊÂÕÇÏ ÒÓËÄÑÆËÎÑÔß Ä [3, 60, 61].

µ Õ Ä Ç Ó É Æ Ç Ð Ë Ç 3.1. ¯ÇÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÏÐÑÅÑÏÇÓ-
ÐÞÇ (D � 2) ÔÑÎËÕÑÐÞ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÕËÒÂ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍË
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÂÆÆË-
ÕËÄÐÞÏË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂÏË âÒÖÐÑÄÂ ÄËÆÂ (3.1.16), ÕÑ
ÏÑÅÖÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ ÖÔÎÑÄÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÏÐÑÅÑ-
ÏÇÓÐÞÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ, Õ.Ç. ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÎËÛß
ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâØ ÐÂ ÐÂÚÂ-
ÎßÐÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ x0. &

ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÏÑÉÐÑ
ÄÐÇÔÕË Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÏÇÕÓËÍË, ØÑÕâ àÕÑ Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÖÔÎÑÉÐÇÐËá ÂÐÂÎËÊÂ. ¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÖÔÎÑÄÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕË ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ U ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÆÑÃÐÑ
ÄÞÆÇÎËÕß ÍÂÍÑÇ-ÕÑ ÑÆÐÑ ÓÇÛÇÐËÇ u (ÎËÃÑ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ
ÖÊÍÑÇ ËØ ÒÑÆÏÐÑÉÇÔÕÄÑ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÑÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË
o), Â ÄÔÇ ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ
ÒÑÓÑÉÆÇÐÐÞÇ ËÏ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ËÊ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÅÓÖÒÒÞ G ì ÅÓÖÒÒÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÖÓÂÄ-

µ¶¯, Õ. 164, å 2
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ÐÇÐËâ (3.1.1)8. ±ÖÔÕß G0 ì ÅÓÖÒÒÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ V Ä (3.1.16) Ë (3.2.4) Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË a0,
âÄÎâáÜÂâÔâ ÒÑÆÅÓÖÒÒÑÌ ÅÓÖÒÒÞ G Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË
a � fa0; bg, ÅÆÇ b ì ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ. £
ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÄËÔËÕ ÍÂÍ ÑÕ
ÅÓÖÒÒÑÄÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ a , ÕÂÍ Ë ÑÕ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÐÇÅÓÖÒ-
ÒÑÄÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ (ÚÂÔÕÑÕ) x, Õ.Ç. u � u�t; xja ;x� 2 U.
±ÓË àÕÑÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3.2.5)
ÑÕÄÇÚÂáÕ ÄÞÃÑÓÖ b � b 0 Ë ÑÃÓÂÊÖáÕ ÒÑÆÏÐÑÉÇÔÕÄÑ
U0 � U. ®ÐÑÉÇÔÕÄÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ, ÑÕÄÇÚÂá-
ÜÇÇ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏ b � b 0; x� x0,
ÑÃÑÊÐÂÚËÏ Uo � U0. ³ÑÎËÕÑÐÐÖá ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËá
ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÌ, ÇÔÎË j 62 U.

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, Õ.Ç. ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÓÇÛÇÐËÌ, ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ
ÄÞÃÑÓÑÏ ÕÇÍÖÜÇÌ ÏÇÕÓËÍË (ÏÇÓÞ) r. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÇÔÎË
d � kjÿ ukB ì ÃÂÐÂØÑÄÂ ÐÑÓÏÂ, ÕÑ ËÏÇÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÏÇÓÞ:

r � inf
Uo

d; r1 � inf
U0

d; r2 � inf
U

d; �3:2:16�

r3 � inf
a0

d; r4 � inf
a
d; r5 � inf

a ;x
d: �3:2:17�

©ÆÇÔß ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÇÓ, ÄÞÒËÔÂÐÐÞØ
ÒÑÆ ÐÑÏÇÓÂÏË (3.2.16) Ë (3.2.17). ´ÂÍ, ÒÓË ÄÞÃÑÓÇ ÏÇÕÓËÍ
ÕËÒÂ (3.2.16) ÏËÐËÏËÊÂÙËâ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ä ÍÎÂÔÔÇ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ, ÚÕÑ ÓÂÄÐÑ-
ÔËÎßÐÑ ÖÔÎÑÄËá ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ a ;x. £ ÕÑ ÉÇ
ÄÓÇÏâ ÒÓË ÄÞÃÑÓÇ ÏÇÕÓËÍ ÕËÒÂ (3.2.17) Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÑÕÏÇÚÇÐÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ âÄÎâáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË ÄÓÇÏÇÐË, Â
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÇÆÇÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔÓÂÄÐÇÐËâ u ÐÇ
ÑÃâÊÂÐÂ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕß ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËá ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ. µÍÂÊÂÐÐÑÇ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÆÇÎÂÇÕ ÒÓÇÆ-
ÒÑÚÕËÕÇÎßÐÞÏ, ÄÑ ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ô ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ, ÄÞÃÑÓ ÏÇÕÓËÍË ÄËÆÂ (3.2.16). ±ÓË àÕÑÏ ÏËÐËÏË-
ÊÂÙËâ Ä ÏÇÕÓËÍÂØ r1 Ë r2 ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t � T Ë ÒÑÊÄÑÎâÇÕ, ÍÂÍ
ÏÞ ÖÃÇÆËÏÔâ ÐËÉÇ, ËÊÃÂÄËÕßÔâ ÑÕ ÐÇÉÇÎÂÕÇÎßÐÞØ ÐÖÎÇ-
ÄÞØ �d2V � 0� Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ �d2V < 0� ÏÑÆ ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÌ.

£ ÔËÎÖ ÆÑÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ÕÇÑÓÇÏÞ 3.3 ÆÎâ
ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÂÆÆËÕËÄÐÞØ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ âÒÖÐÑÄÂ, ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ
ÒÑ ÏÇÕÓËÍÇ r � infUo d, Ë ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËá 3.1
ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÎËÛß ÖÔÎÑÄÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ.
ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÐÂÎËÚËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ
ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÆÎâ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑ ÎËÛß ÒÓË ÐÂÎÑÉÇÐËË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎß-
ÐÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÖÔÎÑÄËÌ ÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ x0.
°ÃÞÚÐÑ ÆÎâ ÕÂÍÑÌ ÙÇÎË ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÖÔÎÑÄËâ ×ËÍÔÂÙËË
ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ (ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ)
Qa. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÓÂÊÐÑÄËÆÐÑÔÕß ÖÔÎÑÄÐÑÌ ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑÔÕË ÒÑÎÖÚËÎÂ ÐÂÊÄÂÐËÇ Q-ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË [14, 45, 61].
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÂÍ ÍÂÍ Qa � Qa�o�, ÕÑ ÒÓÑÔÕÞÏ ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÐËÇÏ ÄÏÇÔÕÑ ÄÞÛÇÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÌ ÏÇÕÓËÍË r ÆÓÖÅËØ
ÏÇÕÓËÍ ËÊ (3.2.16), Õ.Ç. ÏÇÕÓËÍ r1 ËÎË r2, ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÐÑ
ÆÑÃËÕßÔâ ×ËÍÔÂÙËË ÊÂÓâÆÑÄ Qa. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ, Ä ÔÄÑá
ÑÚÇÓÇÆß, àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá ÐÇÂÆÆËÕËÄÐÞØ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ âÒÖÐÑÄÂ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞØ ÒÑ
ÊÂÓâÆÂÏ.

£ ËÕÑÅÇ, ÏÞ ÓÂÔÛËÓËÎË ÑÃÎÂÔÕß ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÕÇÑ-
ÓÇÏÞ ·ÑÃÂÓÕÂì¥ÇÓÓËÍÂ [56, 57] ÑÃ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÌ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ,
ÖÔÕÂÐÑÄËÄ ÕÂÍÉÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ
ÏÑÆÇÎË. °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ÆÑÒÖÔÕËÏÞÏ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÇ ÖÔËÎÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ Ô ÊÂÏÇÐÑÌ
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÐÂ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÖá. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË [61], ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ

´ Ç Ñ Ó Ç Ï Â 3.4. £ ÎáÃÑÌ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÒÑÎÇÄÑÌ ÏÑÆÇÎË Ô
ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÑÏ, ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ ÒÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏ _j, ÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË-ÕÓËÄËÂÎßÐÞÇ9 ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ
ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ.

¥ Ñ Í Â Ê Â Õ Ç Î ß Ô Õ Ä Ñ. ±ÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÅÑ n-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ j ÆÑÒÖÔÍÂáÕ
ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÎËÕÑÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ u�x�. °ÒÓÇÆÇÎËÏ ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËÇ x � jÿ u Ë ÊÂÆÂÆËÏ ÏÇÕÓËÍË r0; r Ä ÄËÆÇ

r0�x0� � k _x0k � kx0k0; r�x� � inf
u2U0

k _xk � kxk
� �

;

ÅÆÇ k � kìÐÑÓÏÂ Ä ÅËÎßÃÇÓÕÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ L2�RD�, Â
k � k0 ì ÐÑÓÏÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ³ÑÃÑÎÇÄÂ W1

2�RD�, Õ.Ç.
kxk0 � kHxk � kxk. ®ÇÕÓËÍÂ r0 ÏÑÉÇÕ ÑÕÄÇÚÂÕß Ë ÃÑÎÇÇ
ÖÊÍÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÏÖ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇÏ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ r0.

©ÂÒËÛÇÏ ÄÕÑÓÖá ÄÂÓËÂÙËá ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ àÐÇÓÅËË,
ÑÃÑÊÐÂÚÂâ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ Ä L2�RD� ÚÇÓÇÊ � ; �:

d2E � � _x; Â _x� � �x; B̂x�; �3:2:18�

ÅÆÇ Â ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ, Â B̂ ì
ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ àÓÏËÕÑÄ ÑÒÇÓÂÕÑÓ, ÎÑÍÂÎßÐÑ ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ u.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ¹ÇÕÂÇÄÂ

W � ÿ 1

2
�p; x��Eÿ E0�; �3:2:19�

ÅÆÇ E0 � E�u� ì ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÂâ àÐÇÓÅËâ Ë ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ
p � 2Â _x. ´ÂÍ ÍÂÍ Ä ÔËÎÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ _p � ÿdE=dx,
ÕÑ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËâ u

_W � �x; B̂x�2 ÿ � _x; Â _x�2: �3:2:20�

©ÂÆÂÆËÏÔâ ÕÇÒÇÓß ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÚËÔÎÑÏ d > 0. ´ÑÅÆÂ ËÊ
(3.2.18) Ë ÕÇÑÓÇÏÞ 3.3 ÄÞÕÇÍÂÇÕ, ÚÕÑ ÐÂÌÆÖÕÔâ ÕÂÍËÇ
ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ x0 Ë ÚËÔÎÑ d1�d� > 0, ÚÕÑ Ä
ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÃÖÆÖÕ ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

r0�x0� < d; �p0; x0� > 0; �d2E�0 < ÿd1 < 0: �3:2:21�

¥ÂÎÇÇ, ËÊ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÔÕË ÏÂÕÓËÙÞ Â ÄÞÄÑÆËÕÔâ, ÚÕÑ Ä
ÑÃÎÂÔÕË W > 0, ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÌ ÖÔÎÑÄËâÏË (3.2.21), ÄÞÒÑÎ-
ÐâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

j�x; B̂x�j � ÿ�x; B̂x� > � _x; Â _x� � d1:

³ ÖÚÇÕÑÏ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ËÊ (3.2.20) Ë (3.2.21) ÄÞÕÇÍÂÇÕ, ÚÕÑ Ä
ÑÃÎÂÔÕË W > 0 ÃÖÆÇÕ _W > d21 > 0. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ
ÒÓÑÄÇÓÍË ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÖÔÎÑÄËÌ ÕÇÑÓÇÏÞ ¹ÇÕÂÇÄÂì®ÑÄ-
ÚÂÐÂ ÑÔÕÂeÕÔâ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ (3.2.19)
ÑÅÓÂÐËÚÇÐ ÒÑ ÏÇÕÓËÍÇ r Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË r < E. ³

8¥Îâ ÊÂÆÂÐËâ ÕÂÍÑÌ ÅÓÖÒÒÞ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÍÑÐÍÓÇÕËÊÂÙËË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ
ÕËÒÂ (3.1.9).

9©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË-ÕÓËÄËÂÎßÐÞÏË ÃÖÆÖÕ ÐÂÊÞÄÂÕßÔâ ÔÑÎË-
ÕÑÐÞ Ô ÕÓËÄËÂÎßÐÞÏË ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏË ÊÂÓâÆÂÏË (ÔÏ. [3], ÅÎ.2).
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àÕÑÌ ÙÇÎßá ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (3.2.21)

sup
r<E

W � j�d2E�0j � kÂk sup
r<E
k _xk � kxk
� �

: �3:2:22�

¥ÂÎÇÇ, ÕÂÍ ÍÂÍ _x � _j ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ u, ÕÑ ÒÓË r < E
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÑÙÇÐÍÂ

k _xk � inf
u2U0

k _xk � r < E: �3:2:23�

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ËÊ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ËÏÇÇÏ

kjk ÿ kuk � kjÿ uk � kjk � kuk;

ÑÕÍÖÆÂ

sup
u2U0

kjÿ uk ÿ inf
u2U0

kjÿ uk � 2kuk;

Ë ÒÑàÕÑÏÖ

kxk � sup
u2U0

kjÿ uk � 2kuk � inf
u2U0

kxk � 2kuk � E:

�3:2:24�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (3.2.22) ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÑÙÇÐÍË (3.2.23) Ë
(3.2.24), ÐÂÌÆÇÏ

sup
r<E
jWj < j�d2E�0j � kÂkE 2kuk � E� � �W:

°ÕÔáÆÂ ÒÓË ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÏ ÆÑÒÖÜÇÐËË, ÚÕÑ ÐÑÓÏÂ kuk
ÑÅÓÂÐËÚÇÐÂ ÄÏÇÔÕÇ Ô kÂk, ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕß W,
ÚÕÑ Ë ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÕÇÑÓÇÏÖ. &

¯Â ÑÔÐÑÄÂÐËË ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÅÑ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÎÇÅÍÑ, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÙÇÐËÕß ÄÓÇÏâ t ÆÑÔÕËÉÇÐËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇÏ
Ô×ÇÓÞ r � E:

t <
1

d21
�WÿW�:

3.3. µÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ
(Q-ÕÇÑÓÇÏÂ)
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÔÕÑÌ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÔÑÎËÕÑÐ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ c Ä ÚÇÕÞ-
ÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ10. ±ÖÔÕß
ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

c0 � u�x� exp�ÿiot�; u� � u; �3:3:1�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ u�x� ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÞÔÕÓÑ ÖÃÞÄÂÇÕ ÒÓË
r � jxj ! 1. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍÎÂÔÔ ÏÑÆÇÎÇÌ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâá-
ÜËØ ÕÓÇÃÑÄÂÐËá ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ Ë U�1� ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔ-
ÕÇÌ Ë ÊÂÆÂÄÂÇÏÞØ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄËÆÂ

L � ÿF�p; q; s�:

©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ

p � ÿqmc� � qmc; q � jmj
m; s � c�c

Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ 4-ÕÑÍÂ
jm � �i=2��c�qmcÿ cqmc

��. ±ÑÔÕÓÑËÏ ÕÂÍÉÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ U0 ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÓÇÛÇ-
ÐËÌ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÇ ÔÑÃÑÌ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÑÓÃËÕ ÅÓÖÒÒÞ
G � T�3� 
s SO�3� 
U�1�, ÅÆÇ
s ìÒÑÎÖÒÓâÏÑÇ ÒÓÑËÊÄÇ-
ÆÇÐËÇ. ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË,

U0 � u�Ôx� a ;o�eib� 	
; �3:3:2�

ÅÆÇ Ô ì ÏÂÕÓËÙÂ 3-ÒÑÄÑÓÑÕÑÄ, a 2 R3; b 2 �0; 2p�. ±ÑÆ-
ÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÚÂÔÕÑÕÂ o Ä ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ (3.3.2) ÐÇ ×ËÍÔËÓÑ-
ÄÂÐÂ. ¦ÔÎË ÄÑÊÏÖÜÇÐÐÞÌ ÔÑÎËÕÑÐ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÒÑÎÇÏ

c � j�t; x� exp�ÿiot�; j 62 U0;

ÕÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ x ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÍÂÍ

x � jÿ u � x1 � ix2; x�i � xi:

®ÇÕÓËÍË r0; r ÄÞÃÇÓÇÏ Ä ÄËÆÇ

r0�x0� �
X2
i�1
k _x0ik � kx0ik0
� �

C
;

r�x� � inf
u2U0

X2
i�1
k _xik � kxik
� �

; �3:3:3�
ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔ C ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÑÄÏÇÔÕÐÖá ÐÑÓÏÖ Ä L2 \ C.

¬ÂÍ ÄÞâÔÐâÇÕÔâ, ÆÎâ ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ (3.3.1)
ÕÇÑÓÇÏÂ 3.3 ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÆÂÉÇ Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ (D � 1)
ÔÎÖÚÂÇ [63]. ¹ÕÑÃÞ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä àÕÑÏ, ÐÂÒÑÏÐËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ
ÑÆÐÖ ÎÇÏÏÖ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ËÔÚËÔÎÇÐËâ. ±ÖÔÕß ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎ

V�f� �
�
RD

dxS�qif;f�

ÊÂÆÂÐ Ä ÍÎÂÔÔÇ ÍÖÔÑÚÐÑÅÎÂÆÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ
f: RD ! Rn; f�1� � 0, Ë ÒÖÔÕß u�a ; x� ì ÇÅÑ ÒÑÎÇ
àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË
ai; i � 1; l. ´ÑÅÆÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÔÎÇÆÖáÜÂâ

 Ç Ï Ï Â 3.1. ¦ÔÎË ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ci, ÐÇ ÄÔÇ
ÓÂÄÐÞÇ ÐÖÎá Ë ÕÂÍËÇ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ

f �
Xl
i�1

ci
qu
qai

���
a�0

�3:3:4�

ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S, ÑÕÆÇ-
ÎâáÜÇÌ Ä RD ÑÃÎÂÔÕß O ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÏÇÓÞ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ
HfjS 6� 0, ÕÑ d2V ÊÐÂÍÑÒÇÓÇÏÇÐÐÑ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË àÍÔÕÓÇ-
ÏÂÎË u�0; x�.

¥ Ñ Í Â Ê Â Õ Ç Î ß Ô Õ Ä Ñ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÚÂÔÕÐÑÇ ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËÇ

x�x 2 O� � 0; x�x 62 O� � f: �3:3:5�

´ÑÅÆÂ ÒÑ ÔÄÑÌÔÕÄÖ ÒÑÎâ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ d2V�x� � 0. °ÆÐÂÍÑ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ (3.3.5) ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÕÓÇÏÂÎßá ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎÂ d2V, ÕÂÍ ÍÂÍ ÐÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËâÏ ÔÛËÄÂÐËâ
ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ S. ±ÑàÕÑÏÖ ÐÂÌÆÖÕÔâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ, ÃÎËÊÍËÇ Í
(3.3.5), ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ d2V ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ÎáÃÑÅÑ
ÊÐÂÍÂ. &

´ Ç Ñ Ó Ç Ï Â 3.5. ³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ
(3.3.1) ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍË ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË.

¥ Ñ Í Â Ê Â Õ Ç Î ß Ô Õ Ä Ñ [63]. ±ÖÔÕß ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ âÒÖ-
ÐÑÄÂ V ËÏÇÇÕ ÄËÆ (3.1.16). ´ÑÅÆÂ ÑÐ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÒÑÎÇ

3*

10³ ÆÓÖÅËÏË ËÊÎÑÉÇÐËâÏËQ-ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÒÑÊÐÂÍÑÏËÕßÔâ ÒÑ
ÏÑÐÑÅÓÂ×ËâÏ [3], æ3.3.3, Ë [14], ÅÎ. 10, 14. ©ÆÇÔß ÏÞ, Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ,
ÔÎÇÆÖÇÏ ËÊÎÑÉÇÐËá Ä ÑÃÊÑÓÇ [61], æ3.
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àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ ÄËÆÂ

c0 � u�x� a� exp�ÿiot�:
´ÂÍ ÍÂÍ juj <1; u�1� � 0, ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ f � q1u�x� � 0
ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S. ±ÑàÕÑÏÖ
ÖÔÎÑÄËâ ÎÇÏÏÞ 3.1 ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ, Ë d2V ÊÐÂÍÑÒÇÓÇÏÇÐÐÑ
ÒÓË ÎáÃÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË D. &

£ ÔÄâÊË Ô ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÏË ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâÏË ËÊÖÚËÏ Q-
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÔÑÎËÕÑÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ (3.3.1), ÐÂÎÑÉËÄ ÖÔÎÑ-
ÄËÇ ×ËÍÔÂÙËË ÊÂÓâÆÂ, ÖÉÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÄÛÇÇÔâ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËË ÏÇÕÓËÍË r Ä (3.3.3):

Q �
�
d3x�Fp ÿ Fqs�j0 � Q�c0� � Q0: �3:3:6�

£ÞÒËÛÇÏ ÖÔÎÑÄËÇ (3.3.6) Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË:

�hu; _x2� � �g; x1�; �3:3:7�
ÅÆÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ

h � ÿ2o2s�Fpp ÿ 2Fpqs� Fqqs
2� � Fp ÿ Fqs;

g � div�ua� � uc;

a � o�Fpqsÿ Fpp�~Hs;
c � 2o�Fp � s�Fps ÿ 2Fq ÿ Fqss�ÿ
ÿ o2s�Fpp ÿ 3Fpqs� 2Fqqs

2��:
°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÓË ÐÂÎÑÉÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ (3.3.7) ÃÇÊÖÊÎÑ-
ÄÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ �u > 0� ÏÑÅÖÕ ÔÕÂÕß ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË (Õ.Ç. Q-
ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË). ¹ÕÑ ÉÇ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÖÊÎÑÄÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÕÑ
ÆÎâ ÐËØ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ

´ Ç Ñ Ó Ç Ï Â 3.6. µÊÎÑÄÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÄËÆÂ
(3.3.1) àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍË Q-ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ.

¥ Ñ Í Â Ê Â Õ Ç Î ß Ô Õ Ä Ñ. ³ÎÇÆÖâ ÓÂÃÑÕÇ [64], ÃÖÆÇÏ
ÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ âÒÖÐÑÄÂ V ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÒÑÎÇ
àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ ÄËÆÂ

c0�b� � u exp
�
i�bÿ ot��:

´ÂÍ ÍÂÍ ÆÎâ ÖÊÎÑÄÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ u � 0 ÐÂ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ
ÖÊÎÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S, ÕÑ ×ÖÐÍÙËâ (3.3.4) ÄËÆÂ

f � c00�b�jb�0 � ic0�0�

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá ÎÇÏÏÞ 3.1, Ë d2V ÊÐÂÍÑÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ

_xi � x1 � 0; x2 � u;

Õ.Ç. ÆÎâ kx1k5 kx2k. ¬ÂÍ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÖÔÎÑÄËÇ
(3.3.7) ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓÇÐÑ Ä ÍÎÂÔÔÇ ÕÂÍËØ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. &

£ ÔÄâÊË ÔÑ ÔÍÂÊÂÐÐÞÏ ÐÂÏ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÎËÛß ÒÑÎÖÚËÕß
ÖÔÎÑÄËâ Q-ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÆÎâ ÃÇÊÖÊÎÑÄÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ. ¥Îâ
àÕÑÅÑ ÄÞÃÇÓÇÏ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ âÒÖÐÑÄÂ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎ ÆÄËÉÇÐËâ

V � Eÿ oQ � ~E�j�; �3:3:8�
ÅÆÇ Eì àÐÇÓÅËâ ÒÑÎâ. £ÕÑÓÂâ ÄÂÓËÂÙËâ V ËÏÇÇÕ ÄËÆ

d2V �
�

_x1;Fp
_x1
�
�
�

_x2; h _x2
�
�
X2
i�1

�
xi; L̂ixi

�
; �3:3:9�

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÞ ÔÂÏÑÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ

L̂1 � 2o4s
ÿ
Fpp � 4Fqss

2 ÿ 4Fpqs
�� Fs � 2Fsss�

� o2
ÿÿFp � 6Fqsÿ 4Fpss� 8Fqss

2
��

� div
�ÿFpHÿ 2FppHu � �HuH��

� �o2�Fpp ÿ 2Fpqs� ÿ Fps

�
Hs
	
;

L̂2 � Fs ÿ o2Fp � Fq�o2sÿ p�ÿ
ÿ div �Fp ÿ Fqs�H� FquHu

� �
:

ªÊ (3.3.9) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑ-
ÔÕË d2V ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄ
Fp > 0; h > 0. ©ÆÇÔß Ë Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÐÂÏ ÃÖÆÇÕ
ÒÑÎÇÊÐÂ ÕÇÑÓÇÏÂ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜÂâ ². ¬ÖÓÂÐÕÖ [65].

´ Ç Ñ Ó Ç Ï Â 3.7. ±ÇÓÄÂâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔÂÏÑ-
ÔÑÒÓâÉeÐÐÑÅÑ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÌ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÐÇ ÄÞÓÑÉÆÇÐÑ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÒÇÍÕÓ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂2 ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎÇÐ, ÕÂÍ
ÍÂÍ Ä ÔËÎÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÑÎâ L̂2u � 0, ÅÆÇ u > 0, Ë ÒÑàÕÑÏÖ,
ÒÑ ÕÇÑÓÇÏÇ ². ¬ÖÓÂÐÕÂ, ×ÖÐÍÙËâ u âÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓÄÑÌ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂2. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ
ÐÖÎÇÄÂâ ÏÑÆÂ x2 � u ËÔÍÎáÚÂÇÕÔâ ÄÞÃÑÓÑÏ ÏÇÕÓËÍË r.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ºÄÂÓÙÂ Ë ÖÔÎÑÄËÇ (3.3.7),
ÒÑÎÖÚËÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ�

_x2; h _x2
�
�
�
g; x1

�2
�u; hu�ÿ1;

Ô ÖÚÇÕÑÏ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÑÙÇÐÍÇ

d2V �
�

_x1;Fp
_x1
�
�
�

_x2; h _x2
�
�
�
x1; K̂x1

�
;

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐ ÔÂÏÑÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ K̂:

K̂x1 � L̂1x1 � g�g; x1��u; hu�ÿ1: �3:3:10�

¯ÂÏ ÐÖÉÐÑ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÖÔÎÑÄËâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÔÕË
ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ K̂, ËÎË (ÚÕÑ ÓÂÄÐÑÔËÎßÐÑ) ÒÑÎÑÉËÕÇ-
ÎßÐÑÔÕË ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ×ÑÓÏÞ

�x; K̂x� � �x; L̂1x� � aÿ1�g; x�; �3:3:11�

ÅÆÇ a � �u; hu�. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÔÎÖÚÂÌ a > 0, ÑÔÑÃÞÌ
ÉÇ ÔÎÖÚÂÌ a � 0, ÑÕÄÇÚÂáÜËÌ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÏ ÔËÔÕÇ-
ÏÂÏ, ÃÖÆÇÕ ËÊÖÚÇÐ ÑÕÆÇÎßÐÑ. £ÞÚËÔÎËÏ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ (3.3.10) ÐÂ ×ÖÐÍÙËá

u � qu
qo

: �3:3:12�

±ÑÔÎÇ ÅÓÑÏÑÊÆÍËØ ÄÞÍÎÂÆÑÍ, Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÖÚË-
ÕÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑÎâ ÆÎâ u, ÒÓÑÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐ-
ÐÞÇ ÒÑ o, ÐÂÌÆÇÏ

K̂u � g

a

qQ
qo

: �3:3:13�

ªÊ (3.3.13) ÒÖÕÇÏ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÖÏÐÑÉÇÐËâ ÐÂ u ÒÑÎÖÚËÏ

�u; K̂u� � �bÿ a� b
a
; �3:3:14�

ÅÆÇ b � o2qQ=qo.
ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË l�o� ì ÐÂËÏÇÐßÛÇÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ

ÊÐÂÚÇÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ K̂, ÕÑ ÅÓÂÐËÙÂ ÑÃÎÂÔÕË ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

l�o� � 0: �3:3:15�
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°ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (3.3.13), ÇÔÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÖÔÎÑÄËÇ

b�o� � qQ
qo
� 0; �3:3:16�

ÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓ K̂ ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÄÑÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, Ë
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÆÂeÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ
(3.3.12). £ÞâÔÐËÏ, ÍÑÅÆÂ ÖÔÎÑÄËâ (3.3.15) Ë (3.3.16) àÍÄË-
ÄÂÎÇÐÕÐÞ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÑÒÇÓÂÕÑÓ L̂1 ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ËÎË
ÃÑÎÇÇ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ, ÕÑ, ÄÊâÄ Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÎËÐÇÌÐÖá ÍÑÏÃËÐÂÙËá ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÏÑÉÐÑ ÄÔÇÅÆÂ ÑÃÇÔ-
ÒÇÚËÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

�g; x� � 0; �3:3:17�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÐÂÍÑÒÇÓÇÏÇÐÐÑÔÕË ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ
×ÑÓÏÞ (3.3.11). ±ÑàÕÑÏÖ ÆÎâ ÑÃÇÔÒÇÚÇÐËâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÑÆÐÑÏ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË (3.3.6) ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß, ÚÕÑÃÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, Õ.Ç.
Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ o, ÑÒÇÓÂÕÑÓ
L̂1 ËÏÇÎ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇ. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÖá ×ÖÐÍ-
ÙËá cÿ. ¦ÔÎË ÒÓË àÕÑÏ

�g;cÿ� 6� 0; �3:3:18�

ÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓ K̂ ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ Ä
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ o. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ
ËÊ (3.3.14) Ë (3.3.16), àÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ

qQ
qo

< 0; �3:3:19�
ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÐÇÌ Ô ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕßá �u; K̂u� > 0, Ë ÅÓÂÐËÙÂ Çe
ÊÂÆÂeÕÔâ ÐËÚÇÏ ËÐÞÏ, ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (3.3.15). ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÍÓËÕÇÓËá ÖÔÎÑÄÐÑÌ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÃÇÊÖÊÎÑÄÞØ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ,
ËÊÄÇÔÕÐÑÏÖ ÍÂÍ Q-ÕÇÑÓÇÏÂ [3, 14, 45, 63, 64, 66ì72]:

´ Ç Ñ Ó Ç Ï Â 3.8 (Q-ÕÇÑÓÇÏÂ). ¢ÇÊÖÊÎÑÄÞÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ (3.3.1)Q-ÖÔÕÑÌÚËÄÞ ÒÑ âÒÖÐÑÄÖ
Ä ÑÃÎÂÔÕË (3.3.19), ÇÔÎË Ä ÐÇÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ L̂1 ËÏÇÇÕ ÇÆËÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ Ë ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÂâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá
(3.3.18).

© Â Ï Ç Ú Â Ð Ë Ç 3.3. °ÒÇÓÂÕÑÓ K̂ ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÄÑÇ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ ÔÆÄËÅÂÏ ËÔØÑÆÐÑÅÑ
ÓÇÛÇÐËâ (3.3.1) ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏ ÅÓÖÒÒÞ G ËÐÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÑÔÕË ÏÑÆÇÎË (ÐÖÎß-ÏÑÆÞ). ´ÂÍËÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÐÇ
ÄÞÄÑÆâÕ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÞ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ U0 Ë
ÒÑàÕÑÏÖ ËÔÍÎáÚÂáÕÔâ ÄÞÃÑÓÑÏ ÕÇÍÖÜÇÌ ÏÇÕÓËÍË r Ä
×ÑÓÏÇ (3.3.3).

© Â Ï Ç Ú Â Ð Ë Ç 3.4. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÖÍÂÊÂÕß ÒÓÇÆÇÎÞ ÒÓËÏÇ-
ÐËÏÑÔÕË Q-ÕÇÑÓÇÏÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÑ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕßá ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ o, ËÔÒÑ-
ÎßÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒÓË ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÇ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, àÕÂ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß ÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓË ÄÍÎáÚÇÐËË ÄÇÍÕÑÓÐÞØ
ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞØ ÒÑÎÇÌ (ÚÇÓÇÊ ÖÆÎËÐeÐÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÖá). Q-ÕÇÑÓÇÏÂ ÕÂÍÉÇ ÐÇ ÒÓËÏÇÐËÏÂ, ÇÔÎË ÓÇÛÇÐËâ
(3.3.1) ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÎËÛß ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÆËÔÍÓÇÕÐÞØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ o, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÑ ÐÇÏÖ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÐÇÎßÊâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÕß. &

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÄÂÉÐÞÌ ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÑÕÄÇÚÂá-
ÜËÌ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÏ ÒÑÎÇÄÞÏ ÏÑÆÇÎâÏ, ÍÑÅÆÂ a � 0.
°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Q-ÕÇÑÓÇÏÂ ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ Ë ÑÃÎÂÔÕß ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÇÓÂ-

ÄÇÐÔÕÄÑÏ (3.3.19). ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÊÂÆÂÚÂ ÔÄÑÆËÕÔâ ÕÑÅÆÂ
Í ÐÂØÑÉÆÇÐËá ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂1 ÒÓË ÖÔÎÑÄËË (3.3.17),
Ä ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ (3.3.7) ÒÓË a! 0.
ªÔÒÑÎßÊÖâ ÏÐÑÉËÕÇÎß ÂÅÓÂÐÉÂ w, ÆÎâ ÐÂËÏÇÐßÛÇÅÑ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ l ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂1 ËÏÇÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËÇ

l � min
kck�1

�c; L̂1c� � w�g;c�� �
: �3:3:20�

ªÊ ÖÔÎÑÄËâ �g;c� � 0 Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ

2L̂1c� wg � 2lc

ÐÂØÑÆËÏ ÏÐÑÉËÕÇÎß ÂÅÓÂÐÉÂ

w � ÿ2 �g; L̂1c�
kgk2

Ë ÄÐÑÔËÏ ÇÅÑ Ä (3.3.20):

l � min
kck�1

�c; L̂1c� ÿ 2�g;c� �g; L̂1c�
kgk2

" #
� min
kck�1

P�c�:

�3:3:21�
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÔÄÇÎË ÊÂÆÂÚÖ Í ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑÌ

ÏËÐËÏËÊÂÙËË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ P�c�=kck2. ¥ÑÍÂÉÇÏ ÕÇÒÇÓß
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß ÐÑÄÑÌ Ë ÔÕÂÓÑÌ ÊÂÆÂÚ. ®ËÐËÏËÊËÓÖâ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ (3.3.21), ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

L̂1cÿ
�
g�g; L̂1c� � L̂1g�g;c�

�kgkÿ2 � lc: �3:3:22�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÊ ÇÅÑ ÆÑÒÖÔÕËÏÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ËÔÍÎáÚËÕß ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß c � g, ÍÂÍ ÐÂÓÖÛÂáÜÖá ÖÔÎÑ-
ÄËÇ (3.3.17). ±ÑàÕÑÏÖ, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ c � g Ä (3.3.22),
ÐÂÌÆÇÏ

g
�g; L̂1g�
kgk2 � l

" #
6� 0: �3:3:23�

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÔÍÂÎâÓÐÑ ÖÏÐÑÉÂâ ÐÂ g ÑÃÇ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(3.3.22), ÒÑÎÖÚËÏ

�g; L̂1g�
kgk2 � l

" #
�g;c� � 0;

ÑÕÍÖÆÂ Ô ÖÚÇÕÑÏ (3.3.23) ÄÞÄÑÆËÏ, ÚÕÑ �g;c� � 0. ¿ÕÑ
Ë ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß ÊÂÆÂÚ (3.3.20) Ë
(3.3.21).

©ÂÏÇÕËÏ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ ÆÎâ ÚÂÔÕÐÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË (3.3.12),
ÍÑÅÆÂ c � u, ÐÂÌÆÇÏ L̂1u � ÿg, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ËÊ (3.3.21)
ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

P�u� � ÿ�g; u� � ÿ qQ
qo

:

±ÓË àÕÑÏ ÏËÐËÏËÊÂÙËâ Ä (3.3.21) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

ÿL̂1g
�g; u�
kgk2 � lu;

ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÞÕÇÍÂÇÕ, ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ l � 0 ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ
ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË (3.3.16) Ä o-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Â ÑÃ-
ÎÂÔÕß ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÅÆÇ P�c� > 0, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐ-
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ÔÕÄÑÏ (3.3.19), ÍÑÕÑÓÑÇ Ä âÄÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÄÞÅÎâÆËÕ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

qQ
qo
� q

qo
o
�
d3x�Fp ÿ Fqs�s

� �
< 0: �3:3:24�

¬ÂÍ ÃÖÆÇÕ ÄÞâÔÐÇÐÑ ÚÖÕß ÒÑÊÉÇ, ÖÔÎÑÄËâ ÕÇÑÓÇÏÞ 3.8
ÕÂÍÉÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞ Ë ÆÎâ Q-ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÃÇÊÖÊÎÑÄÞØ
ÔÑÎËÕÑÐÑÄ [62, 73].

´ Ç Ñ Ó Ç Ï Â 3.9. µÔÎÑÄËâ ÕÇÑÓÇÏÞ 3.8 ÐÇÑÃØÑÆËÏÞ Ë
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞ ÆÎâ Q-ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÃÇÊÖÊÎÑÄÞØ
ÔÑÎËÕÑÐÑÄ.

¥ Ñ Í Â Ê Â Õ Ç Î ß Ô Õ Ä Ñ. ±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÐÂÓÖÛÇÐËË
ÖÔÎÑÄËÌ Q-ÕÇÑÓÇÏÞ ÃÇÊÖÊÎÑÄÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ ÎËÐÇÂÓËÊÑ-
ÄÂÐÐÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ ÒÑ ÏÇÕÓËÍÂÏ (3.3.3). ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÎâ
àÕÑÅÑ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ¹ÇÕÂÇÄÂ:

W � � ~E0 ÿ ~E�
h
�x1;Fp

_x1� ÿ �x2; h _x2��
� �x1; cx2� ÿ �x2; aHx1�

i
: �3:3:25�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔÄÑÌÔÕÄÑ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ L̂i, ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑÇ ÆÎâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË d2 ~E,
ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕß ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ
(3.3.25) ÒÑ ÏÇÕÓËÍÇ r ÆÎâ ÑÃÎÂÔÕË W > 0, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
d2 ~E < ÿd1 < 0. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË
�x1; L̂1x1� < ÿd1, ÑÕÍÖÆÂ, ÖÚËÕÞÄÂâ ÑÃÜÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ

L̂1 � ÿqi Aikqk� � � B

Ë ÑÃÑÊÐÂÚÂâmax�ÿB� �M, ÒÑÎÖÚËÏ

�qix1;Aikqkx1� < ÿd1 ÿ �x1;Bx1� <Mkx1k2:

¯ÂÌÆÇÐÐÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ àÎÎËÒÕËÚÐÑ-
ÔÕË

�qix1;Aikqkx1� � mkHx1k2; m > 0;

Ë ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (3.2.24) Ë ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÐÖÉÐÑÌ ÑÙÇÐÍÇ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÒÓÑÄÇÓÍË ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÕÇÑÓÇÏÞ
¹ÇÕÂÇÄÂì®ÑÄÚÂÐÂ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÎËÛß ÄÞÚËÔÎËÕß ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÖá _W. £ ÔËÎÖ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ

Fp
�x1 � c _x2 � div�a _x2� � L̂1x1 � 0;

h�x2 ÿ c _x1 � �a~H� _x1 � L̂2x2 � 0 �3:3:26�

ÐÂØÑÆËÏ

_W � � ~E0 ÿ ~E��� _x1;Fp
_x1� ÿ � _x2; h _x2�ÿ

ÿ �x1; L̂1x1� � �x2; L̂2x2�
�
:

°ÆÐÂÍÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË d2 ~E < ÿd1 Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (3.3.9)
ËÏÇÇÏ

ÿ� _x2; h _x2� ÿ �x1; L̂1x1� > d1 � � _x1;Fp
_x1� � �x2; L̂2x2�:

±ÑàÕÑÏÖ

_W > d1 d1 � 2� _x1;Fp
_x1� � 2�x2; L̂2x2�

h i
� d21 > 0: &

¥Îâ ÒÑÎÐÑÕÞ ËÊÎÑÉÇÐËâ ÄÇÓÐÇÏÔâ Í ÑÃÔÖÉÆÇÐËá
ÖÊÎÑÄÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ [61]

´ Ç Ñ Ó Ç Ï Â 3.10. µÊÎÑÄÞÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÞ
ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ.

¥ Ñ Í Â Ê Â Õ Ç Î ß Ô Õ Ä Ñ. ¥Îâ ÖÊÎÑÄÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ÐÂ
ÑÔÐÑÄÂÐËË ÎÇÏÏÞ 3.1 Ë ÕÇÑÓÇÏÞ 3.7 ¬ÖÓÂÐÕÂ ËÊ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ÆÎâ ÐÖÎÇÄÞØ ÏÑÆ

L̂2u � 0; L̂1Hu � 0

ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ L̂1 Ë L̂2 ËÏÇáÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ. ¦ÔÎË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.3.26) ÓÂÊÓÇ-
ÛËÕß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ x2, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ x1 ÍÂÍ ÊÂÆÂÐÐÞÌ
ËÔÕÑÚÐËÍ, ÕÑ x2 � Z� A�x1�, ÅÆÇ Z ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá

h�Z� L̂2Z � 0; �3:3:27�
ÆÑÒÖÔÍÂáÜÇÏÖ ÊÐÂÍÑÒÇÓÇÏÇÐÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ "àÐÇÓÅËË"

E � � _Z; h _Z� � �Z; L̂2Z�:

³ÑÔÕÂÄÎââ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ¹ÇÕÂÇÄÂ

W � ÿE�Z; h _Z�;
ÖÃÇÉÆÂÇÏÔâ, ÚÕÑ ÇÅÑ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ _W ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂ Ä
ÑÃÎÂÔÕË E < ÿd1 < 0:

_W � E �Z; L̂2Z� ÿ � _Z; h _Z�� �
> d21: &

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑ ÔÖÕË Ä ÕÇÑÓÇÏÇ 3.10 ÓÇÚß ËÆÇÕ Ñ ÃÑÎÇÇ
ÔËÎßÐÑÌ, ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ, ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË.

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÄÞÆÇÎËÕß ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ (ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÌ)
ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ Ä (3.3.26) Fp � h � a � 0; c � 1. ¥Îâ ÆÑÍÂ-
ÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÔÒÇÍÕÓÂ-
ÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ

L̂2 � L̂
���
2 � L̂

�ÿ�
2 ; x1 � x���1 � x�ÿ�1

Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÍÂ ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂2.
£ÑÊÐËÍÂáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

�x
���
1 � ÿL̂���2 L̂1 x���1 � x�ÿ�1

� �
ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÄËÆÂ

x���1 � L̂
���
2

� �1=2
x� Ŝ x�ÿ�1

� �
;

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ x ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÕËÒÂ (3.3.27)

�x � ÿ L̂
���
2

� �1=2
L̂1 L̂

���
2

� �1=2
x;

ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÖÉÇ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÂ ÓÂÐÇÇ. &
¥Îâ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ Q-ÕÇÑÓÇÏÞ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä

ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÔÕË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂1 (ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÏÑÆÞ).

 Ç Ï Ï Â 3.2. £ ÔÎÖÚÂÇ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ
ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ÆÎâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÔÕË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÏÑÆÞ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ ×ÖÐÍÙËâ u�r�; r � jxj
ÃÞÎÂ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÖÃÞÄÂáÜÇÌ, Â ÓÇÛÇÐËÇ w�r� ÖÓÂÄÐÇÐËâ
L̂1�w=r� � 0 Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË w�0� � 0; w0�0� � 1
ËÏÇÎÑ ÑÆËÐ ÄÐÖÕÓÇÐÐËÌ ÐÖÎß (ÒÓË r > 0).

¥ Ñ Í Â Ê Â Õ Ç Î ß Ô Õ Ä Ñ [62]. ¥Îâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ÑÒÇÓÂÕÑÓ L̂1 ÍÑÏÏÖÕËÓÖÇÕ Ô ÅÇÐÇÓÂÕÑ-
ÓÂÏË Ĵ ÅÓÖÒÒÞ ÄÓÂÜÇÐËÌ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ ¬ÂÊËÏËÓÂ Ĵ

2
Ô ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË

l�l� 1�. £ ÔËÎÖ àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂1 ÇÅÑ ÔÒÇÍÕÓ
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l�l� ÓÂÔÕÇÕ Ô ÓÑÔÕÑÏ l. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ L̂1qiu � 0; Õ.Ç.
ÐÖÎÇÄÂâ ÏÑÆÂ qiu � u0�r�xi=r ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÏÑÏÇÐÕÖ
l � 1; l�1� � 0: ´ÂÍ ÍÂÍ u0�r� < 0, ÕÑ ÒÑ ÕÇÑÓÇÏÇ
¬ÖÓÂÐÕÂ l � 0 âÄÎâÇÕÔâ ÐÂËÏÇÐßÛËÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÊÐÂ-
ÚÇÐËÇÏ ÆÎâ l � 1. ±ÑàÕÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô l < 0 ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÕÑÎßÍÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏË, Â ËØ ÚËÔÎÑ, ÒÑ
ÕÇÑÓÇÏÇ ÔÓÂÄÐÇÐËâ ºÕÖÓÏÂ [65], ÓÂÄÐÑ ÚËÔÎÖ ÄÐÖÕÓÇÐ-
ÐËØ ÐÖÎÇÌ Ö ÓÇÛÇÐËâ w�r� ÖÓÂÄÐÇÐËâ L̂1�w=r� � 0 Ô
ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË w�0� � 0; w0�0� � 1. &

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏÒÓËÏÇÓÞ ÒÓËÏÇÐÇÐËâQ-ÕÇÑÓÇÏÞ, Ä ÍÑÕÑ-
ÓÞØ ÖÔÎÑÄËâ ÎÇÏÏÞ 3.2 ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ, Õ.Ç. ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂâ
ÏÑÆÂ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÂ.

± Ó Ë Ï Ç Ó 3.5. ³ÕÇÒÇÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂ ×ÖÐÍÙËâ ÂÅÓÂÐÉÂ ÕËÒÂ F � p� sÿ sn=n Ë,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ×ÖÐÍÙËâ u�x� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ

4ÿ 1� o2 � u2�nÿ1�
h i

u � 0: �3:3:28�

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.3.28) ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÃÇÊÖÊÎÑÄÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ u�r� ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËÌ

joj < 1; 0 < 1ÿ 1=n � 2=D: �3:3:29�

£ÞÒÑÎÐËÄ Ä (3.3.28) ÊÂÏÇÐÖ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ

r � s�1ÿ o2�ÿ1=2; u � u�1ÿ o2�1=�2�nÿ1��;

ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÊÂÓâÆ Q�o� ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÅÑ ÔÑÎË-
ÕÑÐÂ:

Q�o� � okuk2 � Co�1ÿ o2�f�1=�nÿ1��ÿ�D=2�g: �3:3:30�

ªÊ (3.3.30) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ (3.3.24) ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÆÎâ
ÚÂÔÕÑÕ

1 > joj > n� 1

nÿ 1
ÿD

� �ÿ1=2
: �3:3:31�

µÔÎÑÄËÇ (3.3.18) ÕÂÍÉÇ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ g � 2ou 6� 0, Â
×ÖÐÍÙËâ cÿ 6� 0, ÍÂÍ ÒÇÓÄÂâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ L̂1. ¯Â àÕÑÏ ÑÔÐÑÄÂÐËË ÊÂÍÎáÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
(3.3.31) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÃÎÂÔÕß Q-ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÃÇÊÖÊÎÑÄÞØ
ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ÏÑÆÇÎË.

± Ó Ë Ï Ç Ó 3.6. ÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÂâ ÏÑÆÇÎß [74]. ¥ÂÐÐÂâ
ÏÑÆÇÎß ÊÂÆÂeÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÂÅÓÂÐÉÂ ÄËÆÂ
F � p� s�1ÿ ln s� Ë ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ
(3.3.1) ÄËÆÂ

u�r� � exp
1

2
�Dÿ o2 ÿ r2�

� �
:

£ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÊÂÓâÆÂ ÏÑÆÇÎË

Q�o� � Co exp�ÿo2�
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÃÎÂÔÕß Q-ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÃÇÊÖÊÎÑÄÞØ ÔÑÎËÕÑ-
ÐÑÄ ÏÑÆÇÎË [64, 75] ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

joj > 1=
���
2
p

: �3:3:32�
± Ó Ë Ï Ç Ó 3.7. ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ

ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ Ä ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ (ÔÏ. ÚÂÔÕß I) ÄËÆÇ

iqtc � ÿ 4� jcj2�nÿ1�
h i

c; n > 1; �3:3:33�

ÆÑÒÖÔÍÂáÜÇÏ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ (3.3.1) Ô ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ

u, ÒÑÆÚËÐâáÜÇÌÔâ (Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß) ÖÓÂÄÐÇÐËá, ÒÑÎÖÚÂÇ-
ÏÑÏÖ ËÊ (3.3.28) ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ o2 ÿ 1! o > 0. ±ÖÕÇÏ
ÊÂÏÇÐÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ

r � sjojÿ1=2; u � ujoj1=2�nÿ1�

ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÒÓËÄÑÆËÕÔâ Í ÄËÆÖ (3.3.28) ÒÓË o � 0, ÚÕÑ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÒËÔÂÕß âÄÐÞÌ ÄËÆ ÊÂÓâÆÂ

Q�o� � kuk2 � Cjojf�1=�nÿ1��ÿ�D=2�g: �3:3:34�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÑÃÎÂÔÕß ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËâÏË

1 < n < 1� 2

D
; �3:3:35�

Â ÑÃÎÂÔÕß ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÊÂÆÂeÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË

1� 2

D
< n <

D

Dÿ 2
; �3:3:36�

ÄÞÕÇÍÂáÜËÏË ËÊ (3.3.29) Ë ËÏÇáÜËÏË ÔÏÞÔÎ ÒÓË D � 2.
¯ÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÃÇÊÖÊÎÑÄÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ä ÑÃÎÂÔÕË (3.3.36)
ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ ¹ÇÕÂÇÄÂ

W � � ~E0 ÿ ~E��x1; x2�;

âÄÎâáÜÇÅÑÔâ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ (3.3.25).
¯ÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÖÊÎÑÄÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ÒÑ ÏÇÕÓËÍÂÏ

r0 �
X2
i�1
kxi0k0C; r � inf

u2U0

X2
i�1
kxik

ÄÞÕÇÍÂÇÕ ËÊ ÕÇÑÓÇÏÞ 3.8.

3.4. µÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÏÐÑÅÑÊÂÓâÆÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÒÑÎÐÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ Q-ÕÇÑÓÇÏÞ
ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÏÐÑÅÑÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ cs�x; t�; s � 1; n, Ô
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ

L � ÿF cs; _c
s
; qic

s
� �

; �3:4:1�

ÆÑÒÖÔÍÂáÜÇÌ ÄÐÖÕÓÇÐÐáá ÅÓÖÒÒÖ ÔËÏÏÇÕÓËË G ÓÂÐÅÂ l.
ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, Ä G ËÏÇÇÕÔâ l ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÅÇÐÇÓÂÕÑ-
ÓÑÄ Ĝa; a � 1; l, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÔÑØÓÂÐâáÜËÏÔâ ÊÂÓâÆÂÏ
Qa, Â ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ (Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÐÑÅÑÊÂÓâÆÐÞÇ)
ÔÑÎËÕÑÐÞ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË ÄËÆÂ

c�0�s �x; t� � exp�ôt�u�x�� �s; ô � oaĜa: �3:4:2�

¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÇÓÇÌÕË Ä (3.4.1) Í ÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÞÏ ÒÑÎÇ-
ÄÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ j�x; t� ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË

c � exp�ôt�j;

Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÍÑÕÑÓÞØ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÔËÔÕÇÏÞ
ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÄËÆ

L � ÿF js; _js � �ôj�s; qijs� �:

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ âÒÖÐÑÄÂ ÄÞÃÇÓÇÏ ËÐÕÇÅÓÂÎ

V � Eÿ oaQa;

ÅÆÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ
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E �
�
dx Fÿ F

:

s _js � �ôj�s� �� 	
;

Qa � ÿ
�
dxF

:

s Ĝaj
ÿ �s

:

£ÕÑÓÂâ ÄÂÓËÂÙËâ d2V Ë ÖÔÎÑÄËâ dQa � 0 ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä
ÄËÆÇ

d2V � ÿ F
::

sr
_x s; _x r

� �
� x r; L̂rsx s
ÿ �

; �3:4:3�

dQa � ÿ _x r;F
::

sr�Ĝau�s
� �

ÿ g r
a; x

r
ÿ � � 0: �3:4:4�

´ÂÍ ÍÂÍ Ä (3.4.3) ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÂâ ×ÑÓÏÂ ÒÑ ÔÍÑÓÑÔÕâÏ
ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂ, ÕÑ ÄÄÇÆÇÏ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ-
ÑÒÓÇÆÇÎeÐÐÖá ÏÂÕÓËÙÖ

Aab � ÿ F
::

sr�Ĝau�s; �Ĝbu�r
ÿ �

Ë, ÖÚËÕÞÄÂâ (3.4.4) Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÐÑÉËÕÇÎÇÌ ÂÅÓÂÐÉÂ,
ËÔÍÎáÚËÏ ËÊ (3.4.3) ÔÍÑÓÑÔÕË _x s:

d2V � �Aÿ1�ab g r
a; x

r
ÿ �

g s
b; x

s
� �

� x r; L̂rsx s
ÿ � � x; K̂x

ÿ �
:

�3:4:5�
ªÊ (3.4.5) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÕÓÇÃÑÄÂÐËá ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÔÕË ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
K̂ : l0 � lmin > 0. ¹ÕÑÃÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÅÓÂÐËÙÖ ÑÃÎÂÔÕË
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË, ÒÓÑÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ us ÒÑ
oa, ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

L̂rsu
s
a � ÿg r

a;

ÅÆÇ

u s
a �

qu s

qoa
: �3:4:6�

³ ÖÚeÕÑÏ (3.4.6) ÖÔÎÑÄËÇ l0 � 0, ËÎË (ÚÕÑ ÓÂÄÐÑÔËÎßÐÑ)
K̂x � 0, ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

L̂x� �Aÿ1�ab L̂ua
ÿ �

x; L̂ub
ÿ � � 0: �3:4:7�

£ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, ËÊ (3.4.7) ÄÞÕÇÍÂÇÕ, ÚÕÑ x � x0 � aaua; ÅÆÇ
L̂x0 � 0. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, Ä ÔËÎÖ (3.4.6) ËÏÇÇÏ

g r
a; u

s
a

ÿ � � Aab � Fab; Fab � ÿ qQa

qob
; �3:4:8�

Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.4.7) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ

�Aÿ1�abagFgb � 0;

ÑÃÎÂÆÂáÜÇÌ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ag 6� 0 ÎËÛß ÒÓË
ÖÔÎÑÄËË

det��Fab�� � 0: �3:4:9�
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÔÎÑÄËÇ l � 0 ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô
ÖÔÎÑÄËÇÏ (3.4.9). £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ËÊ (3.4.6) ÄÞÄÑÆËÏ, ÚÕÑ

Kab � ua; K̂ub
ÿ � � Fab � �Aÿ1�mnFamFbn;

Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÑÃÎÂÔÕß ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÔËÔÕÇÏÞ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ

ÄÐÖÕÓË ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÔÕË ÏÂÕÓËÙÞ Fab, ËÎË
ÍÓÂÕÍÑ F > 0.

±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÅËÎßÃÇÓÕÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ H ×ÖÐÍÙËÌ x
Ä ÄËÆÇ H � N�KerL̂� P, ÅÆÇ N Ë P ÑÕÄÇÚÂáÕ, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ Ë ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂. ´ÑÅÆÂ ËÊ (3.4.5) ÔÎÇÆÖÇÕ ÇÜe ÑÆÐÑ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÆÎâ l0 > 0

Lin gra
� 	 � Hg � N; �3:4:10�

Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, dimN � n � l.
±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËâ F > 0 Ë (3.4.10) ÐÇÑÃØÑÆËÏÞ Ë

ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞ ÆÎâ l0 > 0. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÒÑÎÑÉËÏ
ua � xa � ya � za; x � a� b� c, ÅÆÇ xa; a 2 N;
ya; b 2 KerL̂; za; c 2 P. ®ËÐËÏËÊËÓÖâ Ä (3.4.5) ÒÑ c,
ÐÂÌÆeÏ

d2V � a; L̂xa
ÿ ��A� B�ÿ1ab a; L̂xb

ÿ �� a; L̂a
ÿ � � a; M̂a

ÿ �
;

�3:4:11�

ÅÆÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ Bab � za; L̂zb
ÿ �

. ¥ÂÎÇÇ, Ä ÔËÎÖ (3.4.10)
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ a � saxa, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ËÊ (3.4.11)
ÄÞÄÑÆËÏ ÑÙÇÐÍÖ

d2V � saMabs
b � sTM̂s;

ÅÆÇMab � xa; M̂xb
ÿ �

. ©ÂÏÇÚÂâ, ÚÕÑ

Bab � ua; L̂ub
ÿ �ÿ xa; L̂xb

ÿ �
âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÇÌ, ÐÂÌÆeÏ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ
(3.4.8),

Aab � Bab � ÿFab ÿ xa; L̂xb
ÿ � � ÿFab � Cab; �3:4:12�

ÅÆÇ Cab � ÿ xa; L̂xb
ÿ �

ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÊ (3.4.11) Ë (3.4.12) ÄÞÄÑÆËÏ, ÚÕÑ

M � ÿCÿ C�Fÿ C�ÿ1C � F�Iÿ Cÿ1F�ÿ1;

ËÎËM > 0, eÔÎË F > 0.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÄÂÉÐÞÌ ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÑÆÐÑÌ

ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÏÑÆÞ, ÍÑÅÆÂ n � dimN � 1. ´ÑÅÆÂ ÄÏÇÔÕÑ
(3.4.5) ÖÆÑÃÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÑÙÇÐÍÑÌ

d2V � aÿ1 g; x� �2� x; L̂x
ÿ � � x; K̂ 0x

ÿ �
; �3:4:13�

ÅÆÇ g � oaga; a � Aaboaob. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÏÇÔÕÑ (3.4.6)
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

L̂�ua;oa� � ÿg;
Â ÖÔÎÑÄËÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÔÕË ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ K̂ 0 ÔÄÑ-
ÆËÕÔâ Í ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

Faboaob � ÿoaob
qQb

qoa
> 0: �3:4:14�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ
Q-ÕÇÑÓÇÏÞ ÆÎâ ÏÐÑÅÑÊÂÓâÆÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ [3, 59, 61, 70,
73, 76, 77]:

´ Ç Ñ Ó Ç Ï Â 3.11. ³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÔÑÎËÕÑÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ
(3.4.2)Q-ÖÔÕÑÌÚËÄÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË F > 0 (ÔÏ. (3.4.8) Ë (3.4.14)),
ÇÔÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÖÔÎÑÄËÇ (3.4.10), Õ.Ç. ÇÔÎË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ,
ÐÂÕâÐÖÕÑÇ ÐÂ ÄÇÍÕÑÓÞ ga, ÄÍÎáÚÂÇÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ
ÏÑÆÞ.
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3.5. ®ÇÕÑÆ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÑÙÇÐÑÍ ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ªÆÇâ ÖÔÎÑÄÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ
ÃÞÎÂ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐÂ £.¦. ©ÂØÂÓÑÄÞÏ Ë ¦.¡.
¬ÖÊÐÇÙÑÄÞÏ, ÒÑÍÂÊÂÄÛËÏË, ÚÕÑ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÔÎÖÚÂâØ
ÏÑÉÐÑ ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÔÕÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË
ÐËÉÐÇÌ ÅÓÂÐË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË
×ËÍÔÂÙËË ÓâÆÂ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ
[78, 79]. ±ÓÂÄÆÂ, ÒÓË àÕÑÏ ÑÔÕÂÇÕÔâ Ä ÔÕÑÓÑÐÇ ÓâÆ ÕÑÐÍËØ
ÄÑÒÓÑÔÑÄ Ñ ÆÑÔÕËÉËÏÑÔÕË ÐËÉÐÇÌ ÅÓÂÐË, Ñ ÔØÑÆËÏÑÔÕË
ÏËÐËÏËÊËÓÖáÜÇÌ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË, Ñ ÓÇÅÖÎâÓÐÑÔÕË
Ë ÅÎÂÆÍÑÔÕË ÏËÐËÏÂÎßÐÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË, ÑÆÐÂÍÑ ÕÂÍÑÌ
ÒÑÆØÑÆ ÄÒÑÎÐÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏÖ "×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ ÖÓÑÄÐá ÔÕÓÑÅÑÔÕË" Ë à××ÇÍÕËÄÐÑ ÓÂÃÑÕÂÇÕ Ä
ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ
ËÏÇáÕÔâ ÖÆÂÚÐÞÇ ËÊÎÑÉÇÐËâ àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [50, 80]), ÕÑ ÊÆÇÔß ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÇÅÑ ÆÇÏÑÐÔÕÓÂ-
ÙËÇÌ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÏÑÆÇÎâØ.

± Ó Ë Ï Ç Ó 3.8. ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ.
£ÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ÖÉÇ ÄÄÇÆÇÐÐÞÏË ÓÂÐÇÇ Ä ÒÓËÏÇÓÇ 3.7
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÄÇÎËÚËÐ ÏÑÆÇÎË, ÒÑÍÂÉÇÏ,
ÚÕÑ àÐÇÓÅËâ E Ä R3 ÑÙÇÐËÄÂÇÕÔâ ÔÐËÊÖ ÚÇÓÇÊ ÊÂÓâÆ Q ËÊ
(3.3.34). £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ,

E�c� �
�
d3x jHcj2 ÿ 1

n
jcj2n

� �
� kHck2 ÿ 1

n
kcnk2:

£ÄÑÆâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ I2k � kckk2; k � 1; 2; ::: , Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ
ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

kHck2 � aI1=36 ; a � 3�p=2�4=3;

I2n � I
�3ÿn�=2
2 I

�nÿ1�=2
6 ;

ÒÓËØÑÆËÏ Í ÑÙÇÐÍÇ

E�c� � aI1=36 ÿ
1

n
I
�3ÿn�=2
2 I

�nÿ1�=2
6 : �3:5:1�

¦ÔÎË 5 > 3n, ÕÑ ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß Ä (3.5.1) ËÏÇÇÕ ÏËÐËÏÖÏ ÒÓË

I6 � 3�nÿ 1�
2an

� �6=�5ÿ3n�
I
3�3ÿn�=�5ÿ3n�
2 :

±ÑàÕÑÏÖ àÐÇÓÅËâ E�c� ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÊÂÓâÆÇ (ÚËÔÎÇ
ÚÂÔÕËÙ) I2 � Q ÕÂÍÉÇ ËÏÇÇÕ ÏËÐËÏÖÏ, ÍÑÕÑÓÞÌ Ë ÓÇÂÎË-
ÊÖÇÕÔâ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÔÕÂÃËÎßÐÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË.

± Ó Ë Ï Ç Ó 3.9. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ì ÆÇ ¶ÓËÔÂ Ä R1

ËÏÇÇÕ ÄËÆ

qtj� q3xj� 6jqxj � 0; �3:5:2�
ÑÒËÔÞÄÂâ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÏÇÎÍÑÌ ÄÑÆÇ. ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÑÐÑ
ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÊÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË

E�j� �
�
dx

1

2
�qxj�2 ÿ j3

� �
� 1

2
kqxjk2 ÿ I3

Ë ËÏÒÖÎßÔÂ

P �
�
dxj2 � I2:

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ¤ÂÎßâÓÆÑì¯ËÓÇÐÃÇÓÅÂìÂÆÞ-
ÉÇÐÔÍÑÌ

I3 � CI
5=4
2 kqxjk1=2; C � const;

ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÙÇÐÍÖ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÔÐËÊÖ:

E�j� � 1

2
kqxjk2 ÿ CI

5=4
2 kqxjk2: �3:5:3�

®ËÐËÏËÊËÓÖâ ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß (3.5.3) ÒÑ kqxjk, ÒÑÎÖÚËÏ
ÐÑÄÖá ÑÙÇÐÍÖ

E�j� � C0I
5=3
2 ; C0 � const:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ËÏÒÖÎßÔÇ P � I2
àÐÇÓÅËâ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÂ ÔÐËÊÖ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ËÏÇÇÕ ÏËÐËÏÖÏ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖ-
ÓÂÙËË.

± Ó Ë Ï Ç Ó 3.10. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ÂÆÑÏÙÇÄÂì±ÇÕÄËÂÛÄËÎË
Ä R2 ËÏÇÇÕ ÄËÆ

qx qtj� q3xj� 6jqxj
ÿ � � 3q2yj

Ë ÑÃÞÚÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÆÄÖÏÇÓÐÑÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂìÆÇ ¶ÓËcÂ. °ÐÑ ÕÂÍÉÇ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ
ÊÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË

E�j� �
�
dx

1

2
�qxj�2 � 3

2
�qyw�2 ÿ j3

� �
;

qxw � j;

Ë ËÏÒÖÎßÔÂ

P �
�
dxj2 � I2:

£ÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ ¤ÈÎßÆÇÓÂ

I3 � I2I4� �1=2;

Ë ÑÚÇÄËÆÐÞÏË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË

I4 � 4

�
d2xjjqxjj �

�
d2xjjqyjj;�

d2xjjqyjj �
�
d2xjjq2xywj �

�
�
d2xjqxjj � jqywj � kqxjk � kqywk;

ÑÃÝÇÆËÐââ ÍÑÕÑÓÞÇ, ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

I3 � 2I
3=4
2 kqxjk � kqywk1=2;

ÒÑÊÄÑÎâáÜÇÏÖ ÒÑÎÖÚËÕß ÑÙÇÐÍÖ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÔÐËÊÖ:

E�j� � 1

2
kqxjk2 � 3

2
kqywk2 ÿ 2I

3=4
2 kqxjk � kqywk1=2:

�3:5:4�

®ËÐËÏËÊËÓÖâ ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß Ä (3.5.4) ÒÑ kqxjk Ë kqywk,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

E�j� � ÿ 2

3
I 32;

ÑÊÐÂÚÂáÜÇÇ, ÚÕÑ ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ËÏÒÖÎßÔÇ P � I2
ÏËÐËÏÖÏ àÐÇÓÅËË ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÐÂ ÔÕÂÃËÎßÐÑÌ ÔÑÎËÕÑÐ-
ÐÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË.

µ¶¯, Õ. 164, å 2
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3.6. µÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß ÒÎÂÊÏÇÐÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ
(¢¤¬-ÔÕÓÖÍÕÖÓ)
±ÓËÏÇÐËÏ ÒÓâÏÑÌ ÏÇÕÑÆ âÒÖÐÑÄÂ ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÎÂÊÏÇÐÐÞØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ ÕËÒÂ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ
×ÂÊÑÄÞØ ÆÞÓ, ËÎË ÄÑÎÐ ¢ÇÓÐÛÕÇÌÐÂì¤ÓËÐÂì¬ÓÖÔÍÂÎÂ
[81, 82]. ©ÂÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ £ÎÂÔÑÄÂì±ÖÂÔÔÑÐÂ ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË f�t; x; u� ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë ÐÂÒÓâÉeÐ-
ÐÑÔÕË E�t; x� àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÒÎÂÊÏÇ Ä uuoueuAuu

aeeoA uAa:

qt f� uqxfÿ Equ f � 0; �3:6:1�

qxE � 1ÿ
�
du f: �3:6:2�

³ ÖÚÇÕÑÏ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ

E�t;�1� � 0; f�t;�1; u� � f1�u�;�
du f1�u� � 1;

ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ, Ë ÄÞÃËÓÂâ ÔËÔÕÇÏÖ
ÑÕÔÚÇÕÂ, ÔÄâÊÂÐÐÖá Ô ÙÇÐÕÓÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ f1, ÏÑÉÐÑ
ËÔÍÎáÚËÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ Ô ÒÑÏÑÜßá (3.6.2):

E�t; x� � ÿ
�x
ÿ1

dx0
�
du0f�t; x0; u0� ÿ f1�u0�;

ÒÇÓÇÒËÔÂÄ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.6.1) Ä ÄËÆÇ

qt f� uqxf� quf
�x
ÿ1

dx0
�
du f�t; x0; u0� ÿ f1�u0�� � � 0:

�3:6:3�

±ÖÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.6.3) ËÏÇÇÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ

f0 � f0�w; m�; E0�x� � ÿf00�x� a�; a � const;

ÅÆÇ w � �u2=2� ÿ f0�x� a� ì àÐÇÓÅËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ,
m � sgn u. ´ÂÍ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÎÑÉËÕÇ-
ÎßÐÂ, ÕÑ ÒÑÎÂÅÂÇÏ f � w2; f0 � w20, ÔÚËÕÂâ ×ÖÐÍÙËá
w0�x� a; u� ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

D̂0w0 � 0; �3:6:4�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ËÖ-
ÄËÎÎâ

D̂0 � ÿuqx � E0qu:

£ÄÑÆâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ x � wÿ w0 Ë ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÑÐÑ ÆÑÎ-
ÉÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá ÐÑÓÏË-
ÓÑÄÍË�

dx

�
du w0x � 0; �3:6:5�

ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ x Ä ÄËÆÇ

x � D̂0 S�2f0�ÿ1=2j
h i

; S � jqwf0j1=2:

´ÑÅÆÂ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3.6.5) ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕÔâ Ä ÔËÎÖ (3.6.4), Â ÐÑÄÂâ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ

j�t; x; u� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá
L̂qtj � Ĥj; �3:6:6�

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ:

L̂ � ED̂0; E � sgn qwf0;

Ĥ � ED̂
2

0 � uS
�
du0u0S�x; u0�:

©ÂÏÇÚÂâ, ÚÕÑ
�
dx du w20 � 1, ÖÃÇÉÆÂÇÏÔâ Ô ÖÚeÕÑÏ (3.6.4),

ÚÕÑ L̂w0 � 0, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÐÖÎÇÄÑÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂ ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏÖ ÔÒÇÍÕÓÖ. ¿ÕÑ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÃÓÂÕËÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓ L̂ Ë ÒÓËÄÇÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(3.6.6) Í ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÇ:

qtj � D̂0jÿ ES
�x
ÿ1

dx0
�
du0u0S0j0: �3:6:7�

ªÊ (3.6.7) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇÐËâ

V �
�
dx ÿ

�
du E D̂0j
ÿ �2� �

du uSj
� �2

" #
; �3:6:8�

ÍÑÕÑÓÞÌ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÐÑÕÑÐÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ, Õ.Ç. ÒÓË
E � ÿ1, âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎeÐÐÞÏ. ±ÑàÕÑÏÖ
ÓÂÊÖÏÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÏÇÕÓËÍË r0; r ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

r20 �
�
dx

"�
du D̂0j
ÿ �2� �

du uSj
� �2

#
;

r � inf
a
r0:

£ ÕÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË E � ÿ1 ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ
V � r20 � infa r20 � r2 ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËÑ-
ÐÂÎâÒÖÐÑÄÂ. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
ÏÑÐÑÕÑÐÐÞØ ÒÑ àÐÇÓÅËË w ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä
ÒÎÂÊÏÇ £ÎÂÔÑÄÂì±ÖÂÔÔÑÐÂ. ¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ËÊÄÇÔÕÇÐ ÍÂÍ
ÕÇÑÓÇÏÂ ¯ßáÍÑÏÂì¤ÂÓÆÐÇÓÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ (Õ.Ç. ÆÎâ qxf0 � 0).

±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÏÑÐÑÕÑÐÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
ÎÑÍÂÎßÐÑ, ÐÑ Ë ÅÎÑÃÂÎßÐÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÞ. ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá
ÄÞÃÇÓÇÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ âÒÖÐÑÄÂ

V1 �
�
dx

1

2
E2 �

�
du

1

2
fu2 � l�fÿ f1� � G�f�

� �� �
;

ÅÆÇ l � G0�f0� ÿ wìÏÐÑÉËÕÇÎß ÂÅÓÂÐÉÂ, ÐÂÌÆÇÐÐÞÌ ËÊ
ÖÔÎÑÄËâ dV1�f0� � 0. ´ÂÍ ÍÂÍ l � const, ÕÑ ÒÑÔÎÇ ÆË××Ç-
ÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ l ÒÑ w ÐÂØÑÆËÏ

ql
qw
� S2G00�f0� ÿ 1 � 0: �3:6:9�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (3.6.9) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÓÂÊËÕß ×ÖÐÍÙËá G�f� Ë
ÔÆÇÎÂÕß ÄÞÄÑÆ Ñ ÄÞÒÖÍÎÑÔÕË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ V1�f�, Â ÕÇÏ
ÔÂÏÞÏ Ë ÑÃ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÏÑÐÑÕÑÐÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÌ.

°ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÏÑÐÑÕÑÐÐÞÏ,
Õ.Ç. ÇÔÎË E ÊÐÂÍÑÒÇÓÇÏÇÐÐÑ, ÕÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ (3.6.8) ÕÂÍÉÇ
ÊÐÂÍÑÐÇÑÒÓÇÆÇÎeÐÐÞÌ, ÚÕÑ ÅÑÄÑÓËÕ Ñ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË. £
ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ¹ÇÕÂÇÄÂ

W � V

�
dx du EF�x; u� D̂0j

ÿ �2
; �3:6:10�

146 £.¤. ®¡·¡¯¾¬°£, À.±. ²½¢¡¬°£, £.ª. ³¡¯À¬ [µ¶¯. 1994



ÅÆÇ F�x; u�ì ÓÇÛÇÐËÇ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

D̂0F � 1� EF2

�
du u2S2: �3:6:11�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3.6.7), (3.6.11) Ë ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
(3.6.10), ÐÂÌÆÇÏ

dW

dt
� ÿV

(
ÿV�

�
dx

��
du uS�jÿ FD̂0j�

�2
�

�
�
dx

" �
du u2S2

� ��
duF2 D̂0j

ÿ �2ÿ
ÿ

�
du uSFD̂0j

� �2
#)

:

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË V < 0 ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÐÇÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÑ

dW

dt
� V2:

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ
ÖÔÎÑÄËâ ÕÇÑÓÇÏÞ ¹ÇÕÂÇÄÂì®ÑÄÚÂÐÂ (ÕÇÑÓÇÏÂ 3.2) Ñ
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÒÑ ÏÇÕÓËÍÂÏ r00; r

0, ÅÆÇ ÒÑÎÑÉÇÐÑ

r020 � r20 �
�
dx du jFj D̂0j

ÿ �2
; r0 � inf

a
r00:

³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÐÞÇ ÍÓËÕÇÓËË
ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË [83] ÊÆÇÔß ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÞ Ä ÔËÎÖ ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ.
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LOCALIZED NON-TOPOLOGICAL STRUCTURES: CONSTRUCTION OF SOLUTIONS AND STABILITY PROBLEMS

V.G. Makhan'kov
Center for Nuclear Studies, Los Alamos National Laboratory, USA and Joint Institute for Nuclear Research, Dubna
Los Alamos, P.O. Box 1663, Mail Stop B258, New Mexico 87545 USA; 141980, Dubna, Moscow Region, Russian Federation
E-mail: mvg@goshawk.lapl.gov

max@lcta.jinrc.dubna.su
Yu.P. Rybakov, V.I. Sanyuk
People's Friendship University of Russia, Moscow
6, Ulitsa Mikhlukho-Maklaya, 117198, Moscow, Russian Federation
E-mail: sanyuk@udn.msk.su

Possibilities in the description of structures localized in a énite region (solitons, vortices, defects and so on) within the framework of both
integrable and nonintegrable éeld models are discussed. For integrable models a universal algorithm for the construction of soliton-like
solutions is duscussed in detail. This might be generalized tomany dimensional cases and its efécacy for several examples exceeds that of
the standart inverse scattering transform method. For nonintegrable models we focus mainly on methods of studying the stability of
soliton-like solutions, since stability problems become the most substantial ones, when one turns to a description of many dimensional
solitons. We pay a special attention to those stable localized structures, which are not endowed with topological invariants, since for
topologically nontrivial structures there exist efécacious methods of stability analysis, based on energy estimates. Here the principal
topics of the Lyapunov's direct method in application to distributed systems are discussed. Efécacious criteria of stability for stationary
solitons, endowed with one or several charges (theQ-theorem) are derived. We also illustrate with several examples the applicability of
the method of functional estimates and discuss the stability of plasma solitons of the electron phase hole type.
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