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1. Введение. Как известно, еще в 1929г. Клейн [1 ]

при решении релятивистского уравнения Дирака [2 ]

сформулировал парадокс, который, как это отмечено,

например, в [3 ] (см. также § 35 в [4 ], § 5 во 2<й части

[5 ] и в [6 ]) является знаменитым примером трудно<

стей дираковской квантовой теории релятивистского

электрона. Этот парадокс связан с задачей объясне<

ния процесса, происходящего при падении свободной

электронной волны с положительной энергией на

прямоугольную потенциальную ступеньку высотой

U
0
. Используя при этом обычное условие непрерыв<

ности волновой функции на барьере потенциала,

приходим при достаточно большом значении U
0
,

удовлетворяющем условию

где E — энергия, m
0
 — масса покоя частицы и c —

скорость света, к парадоксальному выводу, что отра<

женный от потенциальной ступеньки электронный

поток превосходит падающий на нее поток. Необы<

чайность этого вывода характеризуется, например,

авторами монографии [3 ] такими словами: "Карти<

на перестает соответствовать действительности".

Нам представляется, что парадокс Клейна можно

разрешить, если учесть характерное для теории Ди<

рака [2 ] "развязывание" известной из классической

механики связи между импульсом и скоростью час<

тицы. На это обстоятельство впервые обратил внима<

ние Брейт [7 ] (см. также с. 550 в сб. трудов Паули

[8 ]). По теории Дирака оператор  проекции скоро<

сти частицы на ее импульс (примем, что ось z направ<

лена вдоль импульса) пропорционален не оператору pz

проекции импульса (что соответствовало бы равенст<

ву p
z
 = m классической механики ), а матрице Ди<

рака  (см., например, формулу (24) в §69 из [2 ]):

Из (2) следует, что оператор  имеет собственные

значения ±c, ибо собственные значения матрицы

Дирака равны ±1. Этот результат, который, на пер<

вый взгляд, противоречит тому, что наблюдаемые на

практике электроны имеют скорости по величине

меньше скорости света, привел к представлению о

дрожащем движении электрона. Это впервые пока<

зал Шрёдингер [9 ] (см. также [5,8 ] и др.). Дрожа<

щую часть движения свободного электрона можно

легко найти, если проинтегрировать квантовое урав<

нение движения для проекции скорости электрона,

т.е. по (2) для матрицы  Это уравнение движения

имеет вид

где — постоянная Планка, точка сверху означает

производную по времени t, а H
0
 — гамильтониан

свободной частицы (см. ниже формулу (6)). Легко

показать (см., например, § 70 из [2 ]), что интегриро<

вание (3) дает

— постоянная, равная значению

=0. Таким образом, согласно (4), при свободном дви<
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жении проекция скорости электрона на направление

его импульса равна сумме осциллирующей  и

постоянной  частей.

В работе [10 ] нами было показано, что дрожащему

движению из (4) соответствует представление стаци<

онарного состояния электрона в виде суперпозиции

двух собственных состояний оператора (2) с собст<

венными значениями +c и – c. При этом среднее зна<

чение оператора (2) дается равенством

Это выражение совпадает, согласно (2) и второму

слагаемому в правой части (4), с собственным значе<

нием постоянной части оператора скорости

Из (5) также видно, что направления средней скоро<

сти и импульса совпадают только в стационарных

состояниях с положительной энергией. В состояниях

с отрицательной энергией они по (5) антипараллель<

ны. Это последнее обстоятельство и приводит, как

будет показано ниже, к разрешению парадокса

Клейна. Однако сначала следует рассмотреть, как

видоизменится дрожащее движение частицы в поле

с постоянным скалярным потенциалом.

2. Дрожащее движение частицы в поле с посто9
янным скалярным потенциалом. При движении ча<

стицы с массой покоя m
0
 в поле с постоянным отлич<

ным от нуля скалярным потенциалом U
0
 гамильто<

ниан Дирака имеет вид (см. формулу (23) в §69 из

[2])

где  и  — матрицы Дирака, а H
0
 — гамильтониан

свободного движения, использованный выше в (3).

Таким образом, при наличии постоянного скалярно<

го потенциала для  выполняется равенство вида

(4), в котором следует заменить H
0
 на H – U

0
. Поэ<

тому вместо второго слагаемого в правой части (4)

будем иметь

здесь E — собственное значение гамильтониана (6),

равное

В правильности (9) нетрудно убедиться, возводя в

квадрат выражение Н –  из (6) и используя соот<

ношения которым удов<

летворяют матрицы Дирака (см. [2 ]). Из (8) и (9)

видно, что, когда в правой части (9) стоит знак плюс,

величины имеют одинаковые знаки, а при

знаке минус эти векторы антипараллельны. Из фор<

мул (8) и (9) также следует, что зависимость средней

скорости и ее среднеквадратичной неопределенности

 =  –  от p
z
 и m

0
 имеют внеш<

не такой же вид, как и зависимость (5), и зависи<

мость

нием = c(W(c) – W(–c))) следует, что в поле с

постоянным скалярным потенциалом сохраняются

внешне те же зависимости, что получены в формулах

(9) и (10) впервые в нашей работе [10] для вероят<

ностей в случае свободного движения. Это согласует<

ся с тем, что в соответствии с калибровочной инвари<

антностью добавление к гамильтониану постоянного

потенциала эквивалентно умножению волновой

функции на фазовый множитель и, следова<

тельно, это не должно менять вероятности состоя<

ний, суперпозиция которых образует, согласно [10],

стационарное состояние частицы, движение которой

описывается уравнением Дирака.

3.Разрешение парадокса Клейна. Обозначим об<

ласть пространства с z < 0, в котором потенциал

U = 0, номером 1, а область с z > 0, в которой потен<

циал U = U
0
 > 0, номером 2. Тогда в области 1 поло<

жительная энергия по (9) равна Е —
, а в области 2 она определяется выраже<

нием (9) с импульсом p
2,z. При движении частицы в

области 1, выполняется неравенство > 0, кото<

рое означает, что импульс p
1,z вещественен. При

этом только что приведенная выше энергия удовлет<

воряет неравенству E > m
0
 . Совместно с условием

(1) это эквивалентно неравенству U
0
 > 2m

0
 , а как

известно из теории Дирака, энергетическая щель

между уровнями с отрицательной и положительной

энергиями равна 2m
0
c2

. Поэтому это неравенство

означает, что потенциальная энергия U
0
 настолько

велика, что под ее влиянием уровни энергии, кото<

рые при U = 0 были отрицательные, могут под влия<

нием U
0
 подняться и оказаться в области положи<

тельных энергий, где E > m
0
 . Соответственно мо<

гут оказаться равными энергия в области 1 (см. фор<

мулу (9) в тексте выше) и энергия в области 2:
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где m масса движущегося электрона, которые были

впервые установлены нами в [10] (см. там формулу

(12)) для случая свободного движения.

Из условия нормировки W(c) + W(–c) = 1 ( W ( c )

— вероятность состояния), в котором собственное

значение скорости равно +c, a W(—c) — вероятность

состояния, где это значение равно — c, а также из

сохранения зависимости среднего значения скорости

(оно связано с вероятностями соотноше<



E=U0/ , которая получается из

(9) в случае знака минус в ее правой части. Тогда в

случае выполнения неравенства (1) величина

оказывается положительной и, следовательно, явля<

ется вещественной. Поэтому при такой положитель<

ной энергии, при которой как p
l,z

, так и p
2,z

 являются

вещественными, возможен переход из области 1 в

область 2.

Рассмотрим теперь среднее значение проекции

скорости на ось z в области 1 и в области 2. Если поток

частиц направлен из области 1 в область 2, то в обла<

сти 1 должно выполняться неравенство > 0. В

этой же области 1, где электрон движется свободно,

должно, согласно (5), выполняться равенство

. При положительной энергии E, со<

гласно этому равенству, а также при выполнении

только что приведенного в тексте неравенства для

средней скорости должно также выполняться нера<

венство p
1,z

 > 0. Таким образом, в области 1 импульс

параллелен средней скорости частицы и так же, как

средняя скорость, направлен из области 1 в область 2.

В области 2 из (8) и (9) следует, что = ±

± . Поскольку в условиях

парадокса Клейна рассматриваются положительные

уровни энергии, которые возникли благодаря доста<

точно большой величине U
0
 из отрицательных (при

U = 0) уровней энергии, то следует в соответствии с

(9) оставить в правой части только что приведенного

выражения для знак минус. Если теперь считать,

что при переходе из области 1 в область 2 сохраняется

направление импульса, т.е. p
2,z

 > 0, то получается,

что < 0. Это означает, что в области 2 поток

частиц направлен не из области 1 в область 2, а,

наоборот, из области 2 в область 1, что и приводит к

парадоксу Клейна (см. [2 ]).

Парадокс Клейна, как нам представляется, мож<

но разрешить, если заранее не предполагать, что на<

правление импульса p
2,z

 совпадает с направлением

импульса p
1,z

. Такое предположение, которое обыч<

но используется, соответствует нерелятивистской

квантовой механике, согласно которой в случае пло<

ской волны с волновым вектором k и импульсом

ние не только величины, но и направления вектора

импульса. Если поэтому при выполнении неравенст<

ва p
1,z

 > 0 положить p
2,z

 < 0, то из равенства, приве<

денного выше в тексте, для средней скорости в обла<

сти 2 вытекает неравенство  > 0. При этом потоки

частиц в области 1 и в области 2 оказываются парал<

лельными и парадокс Клейна не возникает. Нетруд<

но также убедиться, что требования непрерывности

решения уравнений Дирака на границе потенциаль<

ной ступеньки приводят при этом к равенствам

где Aпад, Вот и Dпр — амплитуды падающей на сту<

пеньку, отраженной от нее и прошедшей через нее

плоских волн, а величина

4. Выводы и обсуждение. В настоящей работе

обобщены результаты исследования [10] на случай

частицы в поле с постоянным скалярным потенциа<

лом, отличным от нуля. Проведенное рассмотрение

позволило естественным образом разрешить пара<

докс Клейна. В этой связи целесообразно сделать

следующее замечание. До сих пор в физической ли<

тературе, как правило, высказывалось мнение, что

вытекающий из теории Дирака вывод о равенстве

собственных значений оператора скорости электро<

на соответствующем значениям ±c, т.е. по величине

равным скорости света, лишен физического смысла.

Представляется, однако, что результаты, получен<

ные нами как в п. 4 работы [10], так и в данной

статье, указывают на глубокий физический смысл

этого вывода теории Дирака. Следует при этом также

отметить, что, полученные в [10] и здесь выводы

относятся не только к истинно релятивистским быс<

тро движущимся частицам, но также и к частицам с

малыми по сравнению со скоростью света средними

скоростями (этот случай можно реализовать перехо<

дом в соответствующую инерциальную систему от<

счета). Для таких "нерелятивистских" частиц спе<

циальная теория относительности также приводит к

существенно отличным от классической ньютонов<

ской механики выводам, в частности к выводу о су<

ществовании энергии покоя. В этой связи отметим,

что нами в работах [ 11, 12 ], а также другими автора<
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направление плотности потока частиц совпа<

дает с направлением импульса. Поэтому потоку ча<

стиц из области 1 в область 2 в нерелятивистской

квантовой механике соответствует одинаковый знак

проекции p
1,z

 и p
2,z. В релятивистской же теории

Дирака (см. формулы (2), (5) и (9)) аналогичной

связи между плотностями тока и импульсом — нет.

В этой теории, как это видно, например, из (5), при

отрицательной энергии E < 0 знаки величин

оказываются противоположными. Поэтому на по<

тенциальной ступеньке может происходить измене<

Соответственно выполняется равенство

из которого при

. Таким образом, восстанавлива<

ется картина, которая соответствует обычным пред<

ставлениям о процессах отражения потока частиц от

границ потенциальной ступеньки и прохождения че<

рез нее.



ми [13—15] в рамках зонной теории твердого тела

установлено существование дрожащего движения и

для существенно нерелятивистского электрона.

В случае свободного движения роль энергии покоя

проявляется в том, что, как нами показано в формуле

(12) из [10], среднеквадратичная неопределенность

продольной импульсу проекции скорости электрона

равна (m
0
 c/E. Соответственно эта неопределен<

ность максимальна и равна c в системе покоя, где

E = m
0
 . В системе отсчета, где энергия электрона

значительно превышает его энергию покоя, эта не<

определенность стремится к нулю, а скорость элект<

рона — к скорости света.

Согласно (2), (8) и (9) в поле с постоянным ска<

лярным потенциалом неопределенность продольной

импульсу проекции скорости определяется равенст<

вом

Таким образом, и в этом случае проявляется роль

энергии покоя. При U
0
 = 0 это выражение переходит

в формулу (12) из [10 ], которую мы обсудили ваше.

При выполнении условия (1) выражение для рас<

сматриваемой неопределенности принимает только

что указанный вид, из которого следует, что в рас<

смотренных в связи с парадоксом Клейна условиях с

увеличением U
0
 среднеквадратичная неопределен<

ность продольной импульсу проекции скорости

уменьшается.

В заключение отметим, что предложенное нами в

работе [10 ] и развитое в данной статье представле<

ние стационарного состояния частицы в виде супер<

позиции собственных состояний оператора скорости

с собственными значениями этого оператора, равны<

ми ±c, находится в полном соответствии с общим

принципом суперпозиции состояний квантовой ме<

ханики. В этом находит свое отражение внутреннее

движение частиц с отличной от нуля массой покоя

согласно релятивистской квантовой механике, что

позволяет лучше понять природу частиц, движение

которых подчиняется как законам квантовой меха<

ники, так и законам специальной теории относи<

тельности.
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