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1. Введение. Недавно М. Берри на ряде примеров квантовой меха#
ники удалось остро поставить вопрос об условиях возникновения тополо#
гической фазы волновой функции, описывающей шредингеровскую эво#
люцию при времязависящем гамильтониане. Это вызвало большой инте#
рес как теоретиков, так и экспериментаторов, работающих в самых раз#
ных областях физики. Данная проблематика имеет глубокие корни в
нашем столетии (см. историческую часть приложения к обзору) и связа#
на с современными математическими методами (см. разделы 2.9, 2.10 и
обсуждение в  п.  Выяснилось, что в экспериментальном
отношении следствия существования топологических фаз в Квантовоме#
ханических системах наблюдались давно. В этой связи достаточно
вспомнить полуцелые орбитальные моменты молекул (Ван#Флек, 1929),
фазы волновой функции заряженной частицы в поле монополя или соле#
ноида (Дирак, 1931;  Бом, 1959). Однако только в последнее
время началось целенаправленное изучение геометрических (топологи#
ческих) фаз.

Попробуем проследить логику и хронологию рассуждений, привед#
ших к современному пониманию топологических фаз в квантовой меха#
нике и поляризационной оптике. Хорошо известно, что Квантовомехани#
ческие системы описываются векторами состояния или матрицами плот#
ности, удовлетворяющими динамическим уравнениям Шрёдингера
Лиувилля соответственно. Эволюция начального состояния очень проста,
когда оператор Гамильтона не зависит явно от времени, так как уравне#
ния движения приводят к появлению  линейным образом завися#
щей от времени. Для гамильтонианов общего вида, однако, картина ста#
новится не проще, чем для общих линейных динамических систем. В этом
случае решение набирает фазу, которая содержит информацию недина#
мического характера (см. раздел  Например, если рассмотреть класс

 эволюции  векторов состояний квантовой си#
стемы, задавая явную зависимость  от времени, оказывается, что
фаза волновой функции является суммой двух членов Одна часть
фазы  обязана своим существованием тому, что пространство

непросто связано. Другими словами, имеются контуры в простран#
стве параметров, которые нельзя стянуть непрерывным образом в точку.
Эта часть фазы  имеет геометрический характер, так как не зависит от
деталей зависимости параметров от времени, т. е. она не зависит от ди#
намики, задаваемой отдельным гамильтонианом, а отражает свойства
семейства гамильтонианов. Эта конструкция, в рамках адиабатического
приближения, приводит к так называемой абелевой фазе Берри (см
разделы  Более общая ситуация возникает, когда параметриче#
ски задаваемое семейство гамильтонианов обладает вырожденным ди#
скретным спектром. Тогда геометрические фазовые множители, которые
набегают во время эволюции векторов состояний, соответствующих вы#
рожденному собственному значению, задают  фазу Берри или
фазы  (см. разделы 2.5, 2.6). Нетрудно заметить, что, по
сути дела, времязависящее семейство гамильтонианов не
задавать параметрическим образом, так как при выводе геометрической
фазы используется только факт наличия подходящих замкнутых конту#
ров  =  в параметрическом пространстве
во позволило  и Анандану пойти дальше и выделить топологи#
ческую фазу волновой функции без предположения об
и при более слабых ограничениях на семейство гамильтонианов. В
целях они рассматривают класс времязависящих гамильтонианов, на ко#
торый наложено условие цикличности эволюции, т. е. векторы
за время эволюции должны переходить сами в себя с точностью до уни#
тарного произвола. Полученная при этом геометрическая фаза (фаза

 обсуждается в разделах  Далее было

Это обстоятельст#
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замечено, что пространство состояний само обладает келеровой метри#
кой и что перенос состояний по геодезической в этой метрике приводит к
появлению фазы топологического характера — фазе Панчаратнама
(2.13). Подобные свойства фаз в квантовой механике можно усмотреть
и в ее «алгебраической формулировке», т. е. если задавать согласован#
ным образом времязависящую алгебру наблюдаемых и характеризовать
векторы состояний квантовыми числами, которые соответствуют комму#
тирующей подалгебре. Об одной модели такого рода мы упоминаем в
разделе 2.14. В разделе 2.12 приведена также модель топологической
фазы, набегающей в нелинейной системе, описывающей распространение
света в керровской среде (см. также раздел 3.10). Здесь причина воз#
никновения фазы связана с наличием инвариантов эволюции.

Поскольку появление топологических фаз, как уже отмечалось, яв#
ляется свойством любой динамической системы, то поляризационная оп#
тика в надлежащей параметризации дает новую область поисков этих
объектов. Фазы, связанные с поворотом вектора поляризации при пере#
мещении вдоль искривленных лучей света, — явление, предсказанное еще
С. М. Рытовым (1938) и В. В. Владимирским (1941), является прототи#
пом фаз Берри и Панчаратнама. Этому вопросу посвящены разде#
лы 3.1, 3.2.

В обзоре основное внимание уделяется общей картине топологиче#
ских фаз в задачах квантовой механики и оптики. В нашем изложении
Квантовомеханические примеры имеют методический и иллюстративный
характер по сравнению с задачами из поляризационной оптики (разде#
лы 3.3 — 3.11). Последние имеют самостоятельную ценность, а также слу#
жат источником глубоких аналогий и наглядных моделей. В обзоре мы
рассмотрели далеко не все аспекты проблематики топологических фаз.
Дополнительную информацию о недавно появившихся работах, содержа#
щих новые результаты, мы постарались дать в приложении (см. раз#
дел 5).

2. Топологические фазы в квантовой механике. При переходе от
теории квантов Планка и Эйнштейна к квантовой механике де Бройля —
Гейзенберга — Борна — Шрёдингера — Дирака большую роль сыграла
адиабатическая гипотеза П. Эренфеста (1913 г.): всякое определенное с
точки зрения квантовой теории состояние переходит при адиабатическом
изменении параметров системы снова в определенное состояние с теми
же квантовыми числами, которые, таким образом, являются адиабатиче#
скими инвариантами. В рамках квантовой механики адиабатическая ги#
потеза Эренфеста была доказана для невырожденных Квантовомехани#
ческих систем в 1928 г. М. Борном и В. А. Фоком [1]. С тех пор этот
вопрос казался исчерпанным, однако в 1984 г. М. Берри [2] вновь при#
влек внимание к адиабатической теореме. Он указал, что волновая функ#
ция системы при циклическом изменении параметров в общем случае
приобретает фазовый множитель, содержащий кроме динамической еще
и дополнительную топологическую фазу.

2.1. А д и а б а т и ч е с к и й п о д х о д Б о р н а — Ф о к а . В своей ра#
боте [1] Борн и Фок, решая уравнение Шрёдингера

с гамильтонианом  медленно изменяющимся со временем, ввели
полный набор ортонормированных собственных функций  ) гамильто#
ниана



время перехода между состояниями. Эволюция волновой
функции (2.4) считается адиабатической, если правая часть (2.6) по мо#
дулю много меньше единицы. Тогда из системы уравнений (2.5) следует,
что в адиабатическом пределе т. е. функции

удовлетворяют уравнению Шрёдингера (2.1), причем оставшийся произ#
фиксируется условием (2.3).

2.2. А д и а б а т и ч е с к а я ф а з а Б е р р и . В работе Борна и Фока
подразумевалась явная зависимость гамильтониана H от времени
Следуя Берри, будем считать, что гамильтониан H зависит от времени
через набор функций Введем базис ортонор#
мированных собственных функций мгновенного гамильтониана H =

Используя уравнение (2.2),  при  можно пере#
писать в виде

и, с  (2.3), получили следующее уравнение для определения вели#

Далее они представили решение уравнения Шрёдингера (2.1) с началь#
ным условием  в виде
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в предположении, что спектр не вырожден.  функций
были ими выбраны так, чтобы выполнялось условие

с произвольными, но фиксированными фазами. В предположении о не#
вырожденности спектра  эти функции каждый момент времени

 совпадают с точностью до калибровочного преобразования с
собственными функциями

имеет  «индуцированного калибровочного  поскольку при ка#
либровочных преобразованиях
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величина преобразуется как векторный потенциал в электродинамике:

Рассмотрим теперь замкнутый контур С в пространстве параметров
т. е.  Тогда изменение  за время
эволюцию функции  относительно начального условия

не зависит от времени эволюции, а определяется только замкнутым кон#
туром С, по которому происходит эволюция квантовой системы е гамиль#
тонианом

Используя теорему  можно записать выражение для фазы
которую принято называть фазой

элемент ориентируемой поверхности натянутой на контур
С, а величина

 «тензор калибровочного поля» (2.10). Из калибровочной инвариантно#
сти тензора F относительно (2.12) явно следует, что фаза  не зави#
сит от выбора базиса (2.7) и однозначно определяется соотношением
(2.16).

Отметим, что условие  Фока (2.3), фиксирующее фазы бази#
са (2.7), можно трактовать как условие горизонтальности в проективном
гильбертовом расслоении над пространством лучей, используемое в ра#
боте Б.  [3]. Таким образом, с учетом параметрической зависи#
мости функции  возникает естественная топологическая интерпрета#
ция фазы Берри, как элемента группы голономии  связности (2.10)
(см. Б. Саймон

2.3. Ф а з а Б е р р и п р и э в о л ю ц и и с п и н а 1/2 в
 Проиллюстрируем введенные  понятия на ставшей уже

классической модели эволюции  1/2 в магнитном поле,
от времени Здесь гамильтониан является  зависящей
от трех параметров  Запишем его в наиболее  виде

где  некоторая невырожденная  стандартные ма#
трицы Паули,



который опирается на контур С, лежащий  сфере радиуса |р | с
центром в начале координат пространства параметров  совпадаю#

щем с исходным в пространстве параметров  В частности, для кон#
тура С, лежащего в плоскости  телесный угол  т. е.

Компоненты индуцированного калибровочногр поля (2.10) в этом слу#
чае равны

 выражение для  следует из известной формулы [6] об
отображении Гаусса, индуцированном заменой

где  Введем стандартные сферические координаты
в пространстве параметров  Тогда собственные векторы
вид

Собственные значения  мгновенного гамильтониана  которые,
как обычно, находим из уравнения



Введем теперь контур  в пространстве
 от которых зависит мгновенный гамильтониан  что танген#

где проекция спина т — адиабатический инвариант, а фазы
ются условием Борна — Фока — Саймона (2.3). Дифференцируя (2.34)
по времени имеем тождество

где  угол, который вектор t прочерчивает на единичной
сфере, пробегая замкнутый контур С в пространстве параметров
Экспериментальное измерение фазы (2.33) при  проведено Битте#
ром и Дабберсом  для поляризованных нейтронов в спиральном маг#
нитном поле.

2.4. Ф а з а Б е р р и п р и э в о л ю ц и и п р о и з в о л ь н о г о
н а в м а г н и т н о м п о л е . Рассмотрим обобщение формулы (2.33)
частицы с произвольным спином в медленно меняющемся магнитном
поле  При этом для вычисления фазы Берри  воспользуемся ме#
тодом подвижного репера Френе  n,  Уравнение для собственных
функций мгновенного гамильтониана имеет вид

Здесь топологическая фаза  вычисляется из равенства (2.16)  соот#
ветствии с (2.27), (2.28) (при B = 0,  равна

При циклическом изменении магнитного поля Н  =  (0) функция
 согласно  приобретает геометрический множитель:

ВЫП. 6] ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ФАЗЫ 7

описывающей эволюцию волновой функции частицы со спином 1/2 во
внешнем медленно меняющемся магнитном поле  где  оператор

спина,  включающая гиромагнитное отношение. Пусть в
начальный момент времени задана проекция спина  на направ#
ление магнитного поля t=  Н



получаем обобщение формулы Берри (2.33) для произвольного спина s
с проекцией т (ср. с результатами из [8]):

Отметим, что приведенный вывод остается справедливым и при рас#
смотрении движения безмассовой частицы с произвольным спином, обла#
дающей спиральностью т, если спиральность является адиабатическим
инвариантом.

2.5. Н е а б е л е в а а д и а б а т и ч е с к а я ф а з а В и л ь ч е к а —
Зи. Борн и Фок доказали адиабатическую теорему при условии, что
спектр гамильтониана не вырожден и не вырождается в процессе эволю#

здесь  угловая скорость прецессии спина по отношению к непод#
вижной системе координат. Угловая скорость прецессии трехгранника
Френе относительно этой неподвижной системы равна  По#
этому  подвижной системе координат, связанной с трёхгранником Фре#
не, спин прецессирует с угловой скоростью  Следовательно,

совпадает с  а векторы нормали n и бинормали b определены
стандартным образом для кривой  с естественной параметризацией
по длине дуги s.

Заменяя дифференцирование по в (2.39) дифференцированием по
длине дуги s и используя  Френе
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 Их доказательство  и на случай, когда  гамильто#
ниана  но в процессе эволюции состояния, относящиеся к раз#
личным уровням энергии, не перемешиваются  Согласно адиабатиче#
ской теореме,  квантовые числа а, характеризующие вы#
рожденное состояние  не изменяются. При этом система  обяза#
тельно возвращается к исходному состоянию, а подвергается некоторому
унитарному преобразованию, обобщающему абелево
ние Берри  Так, например, если состояние вырождено по угловому
моменту, то проекция момента при адиабатической эволюции не изменя#
ется, но ось квантования может изменить свое  Неабелево
обобщение фазы  было найдено Ф. Вильчеком и А. Зи [9], показав#
шими, как при описании адиабатической эволюции простых
Систем возникают  калибровочные поля,  вектор#
ный потенциал (2.10).

Как показал Фок  собственные функции
 всегда можно подчинить условию, обобщающему условие (2.3)

при любых а и b. Соблюдение условия (2.46) приводит к тому, что при
адиабатической эволюции собственные функции

удовлетворяют уравнению Шрёдингера. Вводя базисный набор ортонор#
мированных собственных функций  мгновенного гамильтониана

 можно определить неабелев калибровочный потенциал

обобщающий векторный потенциал (2.10). Переход к другому базису в
(2.48)

приводит к неабелеву калибровочному преобразованию (для упрощения
записи опустим матричные индексы)

Теперь решения уравнения Шрёдингера  связаны с базисными
функциями унитарным преобразованием

Вместо же (2.13) получим неабелево обобщение множителя Берри в
виде

Тензор напряжений  соответствующий векторному потенциалу (2.48),
получается обычным способом, как в калибровочных теориях:
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В настоящее время имеется обширная литература, относящаяся к
неабелевым обобщениям фазы Берри (см., например, [11 — 16]).

Спин 1/2 и изоспин 1/2 во внешнем поле. В качестве примера, ил#
люстрирующего общую теорию, изложенную в этом разделе, рассмотрим
гамильтониан [11]

где матрицу  будем предполагать параметризованной трехмерным
вектором адиабатических параметров  Переписывая явно га#
мильтониан в виде матрицы находим его собственные значения:

 (дважды вырождено) Вырождение уровней
постоянно в пространстве параметров, кроме точки  и тем самым

Собственные векторы соответственно равны

Существование глобального базиса (т. е. заданного в каждой точке мно#
гарантируется (см. [5]) тем, что гомотопическая группа

тривиальна. Для вырожденного уровня E2 вычисления
связности А и кривизны проводятся по стандартным формулам
(2.48), (2.53). В результате «компоненты кривизны» определяются как

Непосредственные вычисления дают следующие выражения для вектор#
ных величин b:

Видно, что кривизна регулярна везде на При стремлении
ведет себя как  что соответствует неабелеву магнитному монопо#
лю (см., например,  Интересно вычислить топологический инвари#
ант, «считывающий» монопольный заряд. Для этой цели обозначим ма#
тричную часть равенства (2.56) через  и введем параметризацию
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В случае монополя имеем Тогда можно ввести координаты
на единичной сфере и определить регулярное отображение

Вычислим его степень отображения [6] по стандартной формуле:

в формулу (2.57) для топологического заряда и переходя к сферическим
координатам в интеграле для  находим  что соответст#
вует двухмонопольному случаю

2.6.  р е ш е н и й
 с и с т е м и г е о м е т р и ч е с к а я ф а з а  До сих пор мы

рассматривали фазу Берри, которая возникает в рамках адиабатическо#
го подхода  В связи с существованием геометрической фазы, сопро#
вождающей циклическую эволюцию изолированных систем  возни#
кает вопрос, как выделить множитель Берри в полном решении эволю#
ционного уравнения. Предположим, что существует непрерывная
водная по времени от выбранного нами набора функций
которые образуют  базис в гильбертовом
пространстве решений произвольного линейного эволюционного уравне#
ния  с самосопряженным H. Тогда из оператора Kоши для этого
уравнения можно выделить часть геометрического происхождения в виде
операторного множителя. Эта часть оператора Коши при циклической
эволюции базиса  приобретает вид абелева (2.14) или неабеле#
ва (2.52) фазового множителя.

Введем полный ортонормированный базис функций и предста#
вим решение эволюционного уравнения  в общем виде:

Введем  операторы которые удовлетворяют
уравнениям

здесь U и U — соответственно левый и правый эволюционные операторы,
записанные в виде упорядоченных экспонент.

где  главное квантовое число. Формальное решение систем уравнений
для коэффициентов разложения  задается
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Доказаны следующие утверждения:
1) Решение (2.58) задачи Коши для эволюционного уравнения на#

чальным условием  можно представить в виде

причем недиагональные члены малы по сравнению с диагональными:
 Тогда выражение  можно разложить к

ряд по теории возмущений по порядку малости членов, содержащих
 (подробности см.

Рассмотрим теперь эволюцию  при которой гамильтониан H
и базис  связанный с этим гамильтонианом, зависят от

 параметры  так, что за время  вектор состояния воз#
вращается в исходное положение. Тогда в решении задачи Коши
для уравнения эволюции первый множитель приобретает вид неабеле#

 фазы Берри (2.52). Если недиагональными членами в  можно
пренебречь, то получаем абелеву фазу. Видно, что для вероятностей пе#
реходов  общего вида эволюция смешанного начального состояния
будет включать неадиабатические процессы.

Результаты этого раздела обобщают постадиабатическое приближе#
ние, предложенное в  и согласуются с результатами работы [22].

2.7.  и  я ф а з а
После появления работ Берри [2] и Саймона [4] сразу встал вопрос
исследовании топологических фаз вне рамок адиабатического приближе#
ния. В математической формулировке Саймона, где естественной струк#
турой является гильбертово расслоение с конечномерной базой адиабати#
ческих параметров, калибровочные трансформации (2.11) и связности
(2.10) описываются операторами в гильбертовых слоях. Это обстоятель#
ство усложняет анализ топологической структуры пространства решений.
Поэтому,  методом индуцированных расслоений (см., напри#
мер, [6],  можно свести постановку Саймона к исследованию уни#
версальных расслоений типа комплексных проективных пространств, где
в качестве базы используется пространство лучей. Свойства этих прост#
ранств позволили получить классификационные теоремы [5] и привели
к обобщению фазы Берри, которое состоит в следующем.

Рассмотрим изолированную квантовую систему, которая описывает#
ся вектором состояния  и гамильтонианом  (т) на временном интер#
вале [0,  Введем новое состояние  выделяя динамическую фазу

На  упорядоченных экспонент решение можно записать в привыч#
ной форме

где матрицы А и заданы соотношениями
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которая с учетом тождества  равна

Тогда уравнение Шрёдингера для вектора состояния приобретает
вид

которое совпадает по форме с условием параллельного переноса (2.3),
появляющимся в адиабатической картине, но записано для векторов со#
стояния со «смещенным спектром»

Введем понятие циклической эволюции квантовой системы на интер#
вале [0,  понимая под этим следующее: за время эволюции  по кри#
вой s в пространстве состояний  вектор  возвращается к исходно#
му с точностью до фазы  т. е.

если кривая s проецируется на замкнутый контур С в пространстве лучей
Здесь фаза характеризует калибровочное преобразование, необхо#

димое для замыкания s в Определим калибровку
чтобы для выполнялось условие периодичности на интервале

Тогда для калибровочного преобразования, генерируемого
функцией f, получаем следующее ограничение:

Используя равенства (2. 60) и (2.  условие  (2. 63) запи#
сываем в виде

Отметим, что  фаза волновой  (2.65) определяется сум#
мой геометрической фазы  и динамической фазы

При этом геометрическая фаза  введенная
[19], на первый взгляд, совпадает по форме с адиабатической фазой
Берри (2.15). Однако она получена без предположения об адиабатично#
сти и реализована в проективных расслоениях над базой лучей
[3], тогда как адиабатическая фаза Берри интерпретируется
мент группы голономии гильбертова расслоения с базой параметрическо#
го пространства  гамильтониан незамкнутой квантовой
системы. В последующих трех  наличие келе#



где  Произвольная фаза  отражает явную #калибро#
вочную свободу при переходе к проективным координатам. Отметим, что
условие цикличности (2.63) в применении к ненормированному состоя#
нию  означает, что  Однако на языке
координат w условие (2.63) к дополнительным ограничениям не приво#
дит.

Условие периодичности для волновой функции  дает уравнение для
фаз
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ровой метрики в проективном пространстве приводит к естественному па#
раллельному переносу по геодезической и этот перенос не связан с дина#
микой.

2.8. М о д е л ь н ы й п р и м е р к о м п л е к с н о г о
 Остановимся подробнее

на модельном квантовомеханическом примере [23] с самосопряженным
матричным гамильтонианом Н и вектором состояния
Уравнение Шрёдингера имеет стандартный вид

Потребуем условие цикличности эволюции вектора состояния  в виде
 Динамическая фаза, согласно формуле  равна

Геометрическую фазу найдем в соответствии с выражением (2.66). Для
этого явно построим Пусть вектор состояния задается в виде

Перейдем к проективным координатам, полагая, например, что
 В этих координатах вектор состояния выглядит следующим

образом:

Используя тождество которое выполняется
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на решениях уравнения (2.68) для  получаем выражение

2.9. Г е о м е т р и ч е с к о е п о с т р о е н и е  А а р о н о в а —
 Проведем теперь, следуя [25], геометрическое построение

фазы  Анандана в терминах проективных пространств, затем
перейдем к конкретным параметризациям.

Рассмотрим исходное гильбертово
пространство состояний  как линейное
векторное расслоение с базой
пространства лучей  и стандартным ска#
лярным произведением Локально лю#
бой элемент расслоения  параметризует#
ся в виде

Предполагая существование  в окрестности  нахо#
дим  порождающую фазу

Теперь сузимся на сфере  нормированных решений уравне#
ния (2.68). Учитывая правила вычислений с зависимыми дифференциа#
лами для формы  получаем

Электромагнитный тензор, соответствующий потенциалу  имеет вид
[24]

где  координата слоя, а  эле#
мент базы  (рис.  Выделим в тангенци#
альном пространстве ТЕ вертикальное под#

 реализующее разбиение
 где  горизонтальное

подпространство ТЕ. С этой целью вводится
 вариация вектора  со#

гласно

здесь  как обычно, фиксируется условием ортогональности го#
 подпространства к слою (см. рис. 1), т. е.

Рис. 1. Выделение горизон#
тальных подпространств в
линейном векторном рас#

слоении
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которые согласованы и определяют форму  следующим образом:

Отсюда параллельный перенос определяется условием  Соответст#
венно компоненты горизонтальных векторов  равны:

При калибровочных преобразованиях  форма  преобразуется кова#
 образом,  как удлиненная производная

Иными словами, горизонтальное подпространство определяется зануле#
 формы или тем, что вертикальные вариации выражаются через

горизонтальные:

Таким образом, из геометрической конструкции получаем правило парал#
лельного  (2.76) или (2.81).

Введенное линейное комплексное векторное расслоение допускает
эрмитову метрику  в слое, которая задается в виде

вещественная функция комплексных аргументов
Введенная метрика k должна быть согласована с разбиением тан#

генциального пространства на что сводится к условию ее
ковариантной постоянности

где d — внешнее дифференцирование: Условие (2.83) в локаль#
ных координатах (2.74) приобретает вид

где подстановка вертикальных дифференциалов из (2.81) дает уравне#
ние, выражающее условие ковариантной постоянности функции

Здесь в предположении, что комплексная форма является  #фор#
мой, получаются следующие выражения для

Форма связности, которая соответствует вещественному векторному по#
тенциалу, обычно выбирается в виде разности форм

Ей  2#форма кривизны F, получающейся по стандартному
правилу:
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Уравнение для геодезических в метрике  по определению [24] имеет вид

2.10. Моде л  п р и м е р к о м п л е к с н о г о п р о е к т и в н о #
г о  —  Вернемся
опять к примеру линейного расслоения над  из предыдущего
Покажем, как, независимо от динамики, задаваемой гамильтонианом
можно получить фазу  Анандана. Для этой цели рассмотрим
метрику Она индуцирует метрику в
подпространствах  Согласно формуле (2.68) она задается в
локальных координатах (карты например) в виде

которое совпадает с найденным ранее  Прямое вычисление
 кривизны  дает величину

Если выделить коэффициенты  F в «базисе»  то совпа#
дение (2.73) с (2.73') становится очевидным. Отметим, что форма
определяет так называемую метрику  Штуди (см., например.

 Эта метрика в локальных координатах из  определяет элемент
длины вида

Найденная форма связности A  кривизны  позволяет заключить,
что в рассматриваемой модели линейного векторного расслоения канони#
ческая связность полностью определяет фазу  Анандана [26].

2.11.  а р а м е т р и з а ц и я л у ч е й в т е р м и н а х м а т р и ц ы
 П р и м е р : с п и н  В ряде случаев удобно воспользо#

ваться явной параметризацией пространства лучей с помощью элементов
матрицы плотности чистых состояний

Очевидно, что не меняется при калибровочной трансформации, а
вариантно также при умножении на функцию времени. В параметриза#
ции (2.92) метрика в пространстве матриц плотностей отличается от ин#
дуцированной метрики несущественным множителем и задает#
ся, согласно работе [27], формулой

Можно убедиться непосредственной подстановкой (2.92) в (2.93), что в
результате получается выражение, пропорциональное

Вернемся к классическому примеру эволюции спина 1/2 в магнит#
ном поле в формулировке, использующей проективное расслоение
В качестве типичного представителя луча  выбираем (для проекции



где  задает поворот на угол относительно оси у и на угол  от#
носительно оси Матрицу плотности параметризуем следующим обра#
зом:

— вектор поляризации.
Используя параметризацию (2.94), получаем, что для спина 1/2

Пользуясь общей формулой (2.81) для вычисления формы связно#
сти имеем с учетом нормировки

Если замкнутый контур С в пространстве лучей (или в пространстве по#
ляризаций реализует циклическую эволюцию, интеграл от
связности приводит к следующей фазе Ааронова — Анандана:

Затем, используя опять (2.81), получаем формулу, выражающую гео#
метрическую фазу  Анандана, через телесный угол, описы#
ваемый концом вектора поляризации на сфере  который опирается на
контур С:

Вспомним условие цикличности (2.63). Из него следует, что
потому полная фаза равна геометрической

2.12. Г е о м етр и ч е с к а я ф а з а д л я н е л и н е й н ы х
 В некоторых случаях методы, связанные с

получением: фазы  Анандана, применимы к нелинейным эво#
люционным уравнениям. Класс таких уравнений можно ввести, как в

 методом функций Лагранжа. Чтобы не усложнять понимание ме#
ханизма возникновения геометрической фазы, ограничимся здесь нели#

 рационального вида.
1) Пусть уравнение



ВЫП. 6] ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ФАЗЫ 19

2) Пусть решение уравнения (2.99) удовлетворяет условию циклич#
ности за время эволюции

Как и в (2.63), калибровочным преобразованием сводим цикличность
для  к периодичности для функции Из уравнения
(2.99) можем получить инвариант На самом деле, из ра#
венства

учитывая рациональность гамильтониана  и его глобальную калибро#
вочную инвариантность:

нетрудно убедиться, что правая часть равенства (2,101) зануляется, что
и требовалось доказать. Теперь, выбирая локальную калибровку

т. е. воспроизводим формулу (2.67) Ааронова — Анандана для полной
где динамическая фаза в соответствии с формулами

(2.59), (2.60) задается интегралом

2.13. Г е о м е т р и ч е с к а я ф а з а П а н ч а р а т н а м а. До сих пор
мы рассматривали ситуации адиабатической или циклической эволюции,
соответствующие возврату к начальному лучу за время эволюции. Од#
нако можно поставить вопрос о сравнении отно#
сительной фазы двух различных лучей и

что соответствует отказу от предположения
о цикличности эволюции. Панчаратнам [29] оп#
ределил разность фаз между состояниями
и следующим образом:

Пусть через  и  обозначены  и
 соответственно,  проекция на базу

проективного векторного расслоения. Определим
вслед за авторами работ [27, 30] разность фаз
полученную параллельным переносом вектора со#
стояния  по геодезической, которая связывает

 с  в базе расслоения. Наметим доказа#
тельство того, что так определенная фаза со#
впадает с разностью фаз векторов состояний
и  Иными словами, если контур эволюции не
замкнут в пространстве состояний и в проективном пространстве, то мы
рассматриваем  составленный из ломаных, включающих кон#
тур динамической эволюции  контур кратчайшей геодезической  в
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базе между и и вертикального  (рис. 2). Доказа#
тельство проводится в несколько шагов. Первый шаг состоит в проверке
того, что параллельный перенос векторного поля по динамическо#
му контуру не дает вклад в геометрическую фазу. Второй шаг состоит в
вычислении параллельного переноса на кратчайшей геодезической. Тре#
тий  в замыкании контуров с помощью вертикального лифта. На#
конец, доказательство заканчивается вычислением вклада от переноса
по контуру С, пользуясь явным видом уравнений (90) для геодезической.

Отметим, что фаза Панчаратнама находит применение в описании
процедуры измерения в соответствии с копенгагенской интерпретацией
квантовой механики и, более  в измерениях, которые осуще#
ствляются методом фильтрации. Если имеется смесь двух или более чис#
тых состояний, то для выбора одного из них достаточно поглотить ос#
тальные состояния (например, с помощью поляризатора с фиксирован#
ной поляризующей  Иными словами, если

где  и  проекторы на состояния и соответственно, для
того чтобы попасть в состояние фильтрующий прибор эксперимен#
татора должен абсорбировать состояние Фаза амплитуды получен#
ного состояния

2.14.  ф а з а п р и н а л и ч и и и н в а р и а н #
 Наличие инвариантов у эволюционирующей квантовой системы по#

зволяет решать уравнения движения, если известны собственные функ#
ции инвариантов, и тем самым отделять в явном виде динамическую
фазу от геометрической. Напомним, что динамическое уравнение для лю#
бого инвариантного оператора  в представлении  имеет

 [31]

Если ввести полный  набор собственных функций
 при фиксированных квантовых числах а и собственных значений

для оператора то решение уравнения Шрёдингера с на#
чальным условием отличается фазой от [32]

и является разностью геометрической и динамической фаз.
Таким образом, уравнение  для функции заменя#

ется уравнением  Будем искать решение последнего в предполо#
жении, что Н и I  из наборов N операторов в виде ли#
нейных комбинаций [33]

Для параметров  из [103] следует система дифференциальных
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уравнений первого порядка

где  заданные функции от времени такие, что эволюция алгебры ге#
 замыкается.

Рассмотрим опять академический пример частицы со спином 1/2 в
постоянном магнитном поле  = const. Гамильтониан  Ясно,
что топологическая фаза не адиабатического типа, так как внешнее поле
может быть произвольно большим. Согласно общей формуле (2.106)

 искать инвариант  в виде

Для функций  имеем следующие уравнения движения:

Отсюда находим постоянные во времени комбинации

Перейдем к сферической параметризации

(где интеграл движения) и выберем  =  Тогда
 векторы инварианта имеют вид

Вычисляя затем геометрическую фазу

получаем

Динамическая фаза
Очевидно, что условие соответствует переходу к адиабати#

ческому случаю, т. е. I становится адиабатическим инвариантом. При
этом из уравнения движения (2.103) следует, что собственные функции
операторов I и Н совпадают. Тогда геометрическая фаза

совпадает и по смыслу с адиабатической фазой Берри (2.16). Рассмот#
ренный пример еще раз иллюстрирует отмеченный в разделе 2 факт «не#
зависимости» геометрической фазы от динамики.

Отметим, что недавно была предложена алгебраическая конструк#
ция (2.106) частного вида, в которой само конфигурационное простран#
ство является однородным пространством  При этом инварианты
строятся как элементы из  подалгебры  а собственные
функции инвариантов выражаются через когерентные состояния
ствующие ссылки даны в разделе
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3. Топологические фазы в поляризационной оптике.

3.1. Ф а з а Б е р р и с п и р а  ф о т о н о в и п а р а л л е л ь #
н ы й п е р е н о с в е к т о р а л и н е й н о й п о л я р и з а ц и и п р и
с л е д о в а т е л ь н о с т и с к о л ь з я щ и х  Об электро#
магнитных волнах с круговой поляризацией можно говорить как о со#
вокупности фотонов с определенной спиральностью. Как известно,
ральность фотона  собственное  проекции спина фотона
на его импульс и может принимать значения ±1. Соответствующая за#
дача на собственные значения имеет вид

где  спина фотона, а  антисимме#
тричный тензор  1  Таким образом, с одной стороны полная вол#
новая функция свободного фотона

с определенной спиральностью удовлетворяет вытекающему из (3.1)
уравнению

С другой стороны, оставаясь полностью в рамках классической элек#
тродинамики, можно представить уравнения Максвелла для электромаг#
нитных волн в среде с постоянными диэлектрической и магнитной

цаемостями и в форме, аналогичной

где Уравнения (3.3) описывают распространение элек#
тромагнитных волн, поляризованных по кругу. Если среда неоднородна,
эти уравнения следует дополнить не сохраняющими круговую поляриза#
цию членами, содержащими градиенты и При условии малости этих
градиентов круговую поляризацию (соответственно спиральность фото#
нов) можно считать приближенно сохраняющейся. В этом смысле спи#

 адиабатический инвариант данного процесса.
Кроме того, спиральность фотонов, так же, как и спиральность лю#

бой безмассовой  релятивистский инвариант. Известно, что
состояние безмассовой частицы с определенной спиральностью полно#
стью определяется импульсом  Если импульс частицы под#
вергается последовательности собственных преобразований Лоренца и
возвращается к исходному значению, то частица также возвращается в
исходное состояние, волновая функция которого определена с точностью
до фазового множителя. В работе [35] показано, что в случае непрерыв#
ных преобразований эта геометрическая фаза совпадает с фазой Берри
[36]. В отличие от этих работ мы рассмотрим сейчас дискретную после#
довательность преобразований Лоренца, которая переводит

Каждое преобразование представляет собой
лоренцевский буст и вращение
гия частицы. Лоренцев буст не меняет фазы волновой функции, поэтому
достаточно рассмотреть последовательность вращений

любой вектор ортогональный



Дискретным преобразованиям Лоренца (3.4) можно поставить в со#
ответствие преобразование вектора поляризации электромагнитной вол#
ны при скользящем отражении от границы двух сред

единичные векторы в направлении падающей и отраженной
волн. Соотношение (3.5) является следствием формул Френеля [38],
которые в случае полного внутреннего отражения на границе двух ди#
электриков или отражения от идеального металлического зеркала можно
записать в виде

При скользящем падении, когда угол падения стремится к величина
стремится к нулю, и из (3.6) получается (3.5).

Таким образом, мы показали, что последовательность преобразова#
ний Лоренца находит свой аналог в оптике в случае последовательности
скользящих отражений лучей. Формула (3.5) имеет простой геометри#
ческий смысл, связанный с параллельным переносом вектора е по конту#
ру, образованному точками на единичной
ре и дугами  кругов, соединяющими эти
точки (рис.

ским треугольником, который прочерчивает конец вектора  на единич#
ной сфере. Заменим теперь треугольник многоугольником с произвольно
большим числом сторон. Очевидно, что параллельный перенос вектора е
вдоль сторон этого многоугольника определяется следующей из (3.5)
формулой

и сопровождается поворотом вектора поляризации на угол  Этот
поворот вектора линейной поляризации, который можно наблюдать на
опыте, позволяет фактически измерить фазу Берри, приобретаемую спи#

В качестве примера рассмотрим три последо#
вательных отражения Тогда фор#
мула (3.5) определяет параллельный перенос век#
тора поляризации е по контуру сферического тре#
угольника с углами Угол поворота
вектора е при этом равен

С точностью до
площадь сферического треуголь#

ника. Это означает, что вектор поляризации по#
вернулся против часовой стрелки на угол
ный телесному углу ограниченному сфериче#



 фотоном в результате последовательности скользящих отраже#
ний света с круговой поляризацией.

Действительно, пусть волновой вектор в момент времени  на#
правлен по оси а вектор линейной поляризации направлен по
оси х

— векторы круговой поляризации. При циклическом изменении волново#
го вектора

Таким образом, топологическая фаза Берри, появляющаяся у поляризо#
ванных по кругу фотонов, отвечает повороту вектора линейной поляри#
зации на угол

Измеряя поворот вектора поляризации света при последовательно#
 скользящих отражений, можно, как мы видим, наблюдать соответст#

вующую фазу Берри. Однако неверно  что при произвольных
ражениях  же наблюдается фаза Берри.  в часто упоминаемой
работе [39] рассматривается последовательность трех отражений
под углом падения 45°. В этом случае поворот угла поляризации на 90°
является случайным и отношения к фазе Берри не имеет, поскольку в
этом случае формулы Френеля (3.6) не приводят к правилу параллель#
ного переноса (3.5). Если вектор поляризации исходного луча, рассма#
триваемого в статье [39], повернуть на 45° по отношению к рассмотрен#
ному там, то никакого поворота вектора поляризации в результате трех
отражений наблюдаться не будет.

3.2. З а к о н  ф а з а
В л  и м и р с к о г о в г е о м е т р и ч е с к о й о п т и к е

 Открытие закона параллельного переноса векторов
и электрического и магнитного поля, характеризующих поляри#
зацию электромагнитной волны в среде с медленно меняющимся показа#
телем преломления, восходит к работе С. М. Рытова «О переходе от вол#
новой к геометрической оптике», выполненной в 1938 г. [40]. С. М. Рытов
показал, что для луча света, имеющего форму неплоской кривой, проис#
ходит поворот векторов относительно естественного трехгранника

образованного векторами касательной нормали и бинормали
к искривленному лучу:

При этом производная угла поворота по длине дуги равна кручению
кривой

где  радиус кручения луча. Эта формула известна как «закон Рыто#
ва» [41] и может быть получена из условия поперечности световой
волны:



Таким образом,  касательная к лучу возвращается к своему
исходному направлению, плоскость поляризации поворачивается на

 равный телесному углу, описанному касательной. Если луч пред#

поляризации светового луча, путь которого в оптически  #
среде представляет собой неплоскую кривую,  интегралу от гаус#
совой кривизны по области, ограниченной контуром С, который прочер#
чивает конец вектора t на единичной сфере (рис. 5). Угол равен те#
лесному углу  внутри конуса, описываемого вектором

знак определяется направлением обхода телесного угла

Дифференцируя эти соотношения, имеем

Считаем, что среда негиротропна, т. е. что Используя  по#
 «закон

совпадающий с законом параллельного переноса (3.7) вектора
ференцируя по длине дуги луча и используя формулы  (3.6),
приходим к формуле

Как было отмечено в последующей работе В. В. Владимирского
 «хотя мгновенная угловая скорость трехгранника и на#

правлена всегда перпендикулярно лучу и, следовательно, никакого вра#
щения векторов поля вокруг луча не происходит, плоскость поляризации
не будет в общем случае возвращаться к своему исходному положению
всякий раз, когда касательная луча совпадает со своим исходным на#
правлением, так как ось вращения все время изменяет свою ориента#
цию в пространстве, если луч обладает кручением» (рис. 4). Работа
В. В. Владимирского «О вращении плоскости поляризации в искривлен#
ном световом луче» была выполнена в 1941 г. и практически оставалась

неизвестной. Однако именно в
ней на основе закона Рытова
был предсказан глобальный
(топологический) эффект:
«угол поворота плоскости
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ставляет собой плоскую кривую, то и при возвращении луча к
исходному направлению векторы поля принимают прежнее положение.
Угол между электрическим полем и касательной плоскостью будет в
этом случае сохраняться вдоль  луча, так как кривая при этом сов#
падает с геодезической  дугой большого круга, лежащего в
плоскости

«Если касательные к лучу в начальной и конечной точках имеют
различные направления, то векторы и для этих точек лежат в раз#
ных плоскостях и состояния поляризации не могут сравниваться непо#
средственно. Целесообразно условиться приводить луч при
поляризации к прежнему направлению с помощью плоской кривой или
посредством отражения от идеального зеркала, не изменяющего поля#
ризации. Кривая при этом замкнется дугой большого круга, и угол по#
ворота плоскости поляризации может быть снова получен по формуле

Таким образом, в цитируемой работе Владимирского [30]
жится не только правильное выражение для угла поворота плоскости
поляризации искривленного луча, но и правило замыкания контуров,
соответствующих нециклическим эволюциям. Поворот плоскости поля#
ризации эквивалентен различному набегу фазы для двух круговых
понент поля, вращающихся навстречу друг другу. Поэтому справедливо
назвать дополнительную фазу, приобретаемую циркулярно поляризо#
ванным светом при распространении вдоль неплоской  фазой
това — Владимирского.

Для демонстрации аналогии между фазой  Владимирско#
го в оптике искривленных лучей и фазой Берри в квантовой механике
удобно воспроизвести рассуждения С.  Рытова, исходя из уравнений
(3.3), описывающих волны, поляризованные по кругу. Будем искать ре#
шение этих уравнений в виде

В первом приближении можно пренебречь правой частью соотношения
 что дает

а следовательно, согласно  справедливо уравнение эйконала

Учет следующего рассмотренного  приближения в разло#
жении по приводит к соотношению
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Умножая скалярно обе части равенства (3.21) на получаем

где точкой обозначено дифференцирование по направлению

т. е. по длине дуги, отсчитываемой вдоль луча.
Соотношение (3.18) представляет собой не что иное, как условие

(2.34) для спина 1

где оператор спина s определяется выражением  В то же время
соотношение (3.22) можно рассматривать как условие Борна — Фока —
Саймона (2.3). Таким образом мы пришли к задаче о движении спина 1
в магнитном поле, изложенной в разделе 2.4.

3.3.
в а —  Работы С. М. Рытова [40] и В. В. Влади#
мирского [30] опередили развитие экспериментальной техники и, как
это часто бывает, оказались практически забытыми. Интерес к поляри#
зационным свойствам искривленных световых пучков возродился с появ#
лением волоконной оптики. В ряде недавних работ (см., например, [42,

 сообщалось о наблюдении поворота плоскости поляризации в изог#
нутых световодах.

Таким образом, открытие фазы Берри в квантовой механике яви#
лось толчком для повторного «открытия» фазы  Владимирско#
го в поляризационной оптике. Основой здесь послужила аналогия меж#
ду адиабатическим изменением волнового вектора фотона в искривлен#
ном пучке света и адиабатическим изменением направления спина час#
тицы в медленно меняющемся магнитном поле. Отметив эту аналогию,
Чао и By [44] предложили предельно простой эксперимент по проверке
соотношения который был немедленно реализован в работе

 и Чао [45].
Вследствие этого явление поворота плоскости поляризации в ис#

кривленном луче из частной проблемы оптики неоднородных сред пре#
вратилось в пример наглядной интерпретации фундаментальных гео#
метрических аспектов теории поля. Появился ряд публикаций
популяризующих эксперимент [45] и его связь с общими проблемами.
Возникла дискуссия [49] о необходимости квантовой (фотонной) трак#
товки явления. В ряде работ  появились свои варианты класси#
ческой теории опытов Томиты и Чао. В частности, Сегерт [50] отметил,
что поворот плоскости поляризации имеет место для любой поперечной
волны при условии, что ее направление распространения адиабатически
меняется, например, для поперечных колебаний изогнутого металличе#
ского стержня.

Обобщение фазы Берри на неадиабатические эволюции квантовых
систем, данное  и Ананданом [19], стимулировало экспери#
менты, в которых неплоские траектории лучей формируются с помощью
серии последовательных отражений [53, 54].

Количественные измерения соответствующих дополнительных фаз
были выполнены на неплоском интерферометре  Цендера [53].
Здесь остановимся на более подробном рассмотрении эксперимента
[45], который соответствует условиям адиабатической эволюции.

3.4. В р а щ е н и е п л о с к о с т и п о л я р и з а ц и и и з л у ч е н и я в
с п и р а л ь н о м в о л о к о н н о м с в е т о в о д е . Принципиальная схе#
ма эксперимента Томиты и Чао [45] включает два поляризатора, меж#



ду  находится изогнутый волоконный световод, играющий
роль оптически активной среды (рис. 6). Световод располагается на по#
верхности круглого цилиндра длиной р и радиуса  в виде спиралей раз#
личной формы, причем концы световода остаются параллельными. С
мощью поляризаторов измеряется угол поворота плоскости поляриза#
ции излучения. С другой стороны, для каждой сложной спирали
рассчитать телесный угол, описываемый касательным вектором Рас#
смотрим плоскую развертку витка неравномерной спирали, показанную
на рис. 7, а. Если через обозначить угол поворота вокруг оси цилинд#
ра, а через  между касательной к  и образующей
цилиндра, то телесный угол можно найти по формуле

спирали рис. 7, б  и, очевидно, что
где  длина спирали. Наряду с ожидаемым эффек#
том, поворот плоскости поляризации могут вызвать торсионные напря#
жения и собственная оптическая активность волокна. Для уменьшения
торсионных напряжений волокно помещалось в тефлоновую трубку так,
что при намотке на цилиндр его выходной конец мог свободно вращать#
ся. Собственная оптическая активность волокна в опыте  и Чао
была достаточно большой  =0,436 рад/м, где

 показатели преломления для правой и левой круговых компонент)
и учитывалась при обработке результатов так, что

Функция определяющая  развертки спирали на рис. 7, а,
задавалась в виде сумм различного числа гармоник, после чего легко
рассчитывался телесный угол (3.24). В частном случае равномерной

где — наблюдаемый угол поворота.
Каждой форме спирального световода соответствует замкнутая

кривая описываемая на единичной сфере вектором на которую
опирается телесный угол (рис. 8). Равномерной спирали соответ#
ствует горизонтальная окружность. Плоским контурам световода соот#
ветствует движение по экватору; телесный угол при этом равен
так что добавочная фаза является тривиальной.

 что основная цель эксперимента Томиты и Чао состояла
не в проверке соотношения (3.25) при изменении шага равномерной
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спирали (это уже было сделано в [42,  а в демонстрации инвари#
антности этого соотношения относительно деформаций спирали, не ме#
няющих телесного угла. Результаты измерений (рис. 9) подтвердили
предсказание теории. Действительно, кружки, квадраты и треугольни#
ки, соответствующие спиралям различной формы, хорошо ложатся на
прямую

В экспериментах  и Чао использовался  свето#
вод со ступенчатым профилем показателя преломления. Известно, что
геометрическая оптика неприменима для описания распространения
электромагнитной волны в таком световоде. Вместе с тем, теория

ва — Владимирского, изложенная выше, построена в пределе геометри#
ческой оптики. Интуитивно кажется ясным, что природа геометрической
фазы связана лишь с изменением направления распространения попе#
речной волны,  что предельный переход присущий геометриче#
ской оптике, не меняет сути дела. Это же следует из чисто геометриче#
ских рассмотрении (см.  В таком случае закон должен
получаться и непосредственно из уравнений Максвелла, описывающих
распространение волнового пучка в световоде. То, что это действитель#
но так, показал Берри [52].

Используя идеи связанных локальных мод и приближение слабона#
правляющего световода  Берри записывает электрическое поле
световой волны в виде

где и —  и кривизна световода. При получении (3.27)
не учитывались радиационная утечка, связь с отраженными модами и
эластооптические эффекты.

Поскольку  радиуса изгиба, то член
мал по сравнению с кручением Пренебрежение соответст#

где  координата (расстояние до оси),
координата, отсчитываемая вдоль оси световода;  распро#
странения;  функция радиального распределения амплитуды по#
ля; и  нормали и бинормали к оси волновода
(рис. 10).

Плавность изгиба световода позволяет выбрать величины
теми же, что и для прямого световода. В результате подстановки (3.26)
в уравнения Максвелла, Берри приходит к основному уравнению эво#
люции для коэффициентов  уравнению Шрё#
дингера:



вует адиабатическому характеру  (сохранению типа круговой
поляризации). Если первоначальный свет имел линейную поляризацию
и вектор образовывал угол с нормалью то

Такой закон параллельного переноса для приводит после полного
оборота спирали к повороту плоскости поляризации на  равный
телесному углу

где  кручения световода. Как мы видим, этот же ре#
зультат был получен В. В. Владимирским  с помощью закона
това (3.9).

Учет члена в уравнении (3.27) позволяет описать неадиаба#
тические  В первом порядке малости он приводит к следую#
щему выражению для вероятности изменения характера
круговой поляризации:

Для спирали, равномерно намотанной на цилиндр радиуса имеем

даже при мм величина не превышает  Отметим,
что для плоских изгибов волокна вращение плоскости поляризации
не возникает.



характеризующих рассматриваемую систему. Каждому элементу
«проективного пространства» соответствует множество чистых состоя#

ний отличающихся  луч в гильбертовом пространстве.
Как и в адиабатическом случае, геометрическая фаза оказывается

равной интегралу от гауссовой кривизны по поверхности, ограниченной
замкнутым контуром, но не в пространстве параметров, а в пространст#
ве лучей. Практическое вычисление этого интеграла, естественно, вклю#
чает в себя некоторую конкретную параметризацию абстрактного про#
странства

3.6.  р  ф а з а п р и м н о г о к р а т н о м
ж е н и и с в е т а н е п л о с к о й с и с т е м о й
В рассмотренных до сих пор примерах фазы  — Владимирского
(изогнутый световод, последовательность скользящих отражений) спи#
ральность фотонов представляет собой адиабатический инвариант. Не#
плоский путь светового луча можно реализовать посредством серии от#
ражений, что представляется гораздо более простым как в смысле прак#
тической реализации, так и в смысле явного теоретического описания.
Однако для демонстрации геометрической фазы этот случай более сло#
жен. Хорошо известно [38], что при отражении как от металла, так и
от диэлектрика в общем случае происходит изменение поляризации, за#
висящее от комплексного  преломления отражающей среды,
угла падения и состояния поляризации
падающего луча. Это означает, напри#
мер, что фотон, имевший определенную
спиральность, после отражения перехо#
дит в состояние, описываемое линейной
комбинацией собственных функций про#
екции спина с коэффициентами, завися#
щими от перечисленных факторов. Спи#
ральность такого фотона уже не имеет
определенного значения.

Сказанное означает, что в результа#
те серии отражений общего вида воз#
можны сложные изменения поляризации
(в частности, повороты плоскости или
эллипса поляризации), вклад в которые дает как изменение направле#
ния луча, так и поляризующее действие отражателей, не имеющее от#
ношения к рассматриваемой геометрической фазе.

Значительно более простой  отражения от поверхности
идеально проводящих  был исследован рядом авторов [39, 52,
53, 57]. При каждом идеальном отражении спиральность фотона просто
меняет знак, оставаясь вполне определенной.  [52] называет та#
кую эволюцию «антиадиабатической». На классическом языке это озна#
чает, что эллипс поляризации сохраняет свою форму, меняется лишь
направление вращения электрического вектора  направле#

 луча.
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 О со  и о п и с а н и я г е о м е т р и ч е с к и х ф а з
п р и о т к а з е от т р е б о в а н и я  В случае
отказа от адиабатических ограничений циклическая эволюция системы
должна рассматриваться не в пространстве параметров, а в проектив#
ном гильбертовом пространстве (см. разделы 2.7,  Удобная мо#
дель получается на языке матрицы плотности чистых со#
стояний [56]. Цикличность тогда означает возврат к начальным зна#
чениям всех средних значений физических величин



Главный результат экспериментальных и теоретических исследова#
ний, выполненных Чао с соавторами [53,  заключается в следующем:
основное соотношение для фазы  Владимирского

остается справедливым при  идеальных отражений, если при#
держиваться следующих правил: 1) контур С и телесный угол
строить не на сфере направлений распространения а на единичной
сфере направлений спина (см. раздел 2.11); 2) точки, отображаю#
щие дискретную последовательность положений спина на #сфере,

соединять геодезическими, т. е. дугами больших кругов. При адиабати#
ческой эволюции направление спина жестко фиксируется направлением

поэтому рассмотрения на и #сферах в этом случае эквивалентны.
Сфера направлений спина,  [53, 57], и есть та поверхность, на
которой следует рассматривать циклическую эволюцию по
Анандану [19] для фотонов, меняющих направление распространения.

Эксперимент [53,  проводился на неплоском интерферометре
 (рис. 11). Жирными точками показаны вертикальные

участки лучей, проходящих по плечам в виде неплос#
ких ломаных, симметричных друг другу относительно центра В пле#
че единичный вектор направления спина принимает следующую после#
довательность значений:

Этот результат непосредственно виден из рис.  если учесть
спина при каждом из четырех отражений от глухих зеркал и
полупрозрачного зеркала Соответствующий контур на сфере направ#
лений спина (рис. 12) имеет вид ломаной  Телесный угол, опи#
рающийся на этот контур, показан штриховкой  рис. 12 и равен

В плече фотон проходит на сфере направлений спина тот же путь,
но в  направлении. Фазы, приобретаемые фотонами с
правой и левой  при прохождении плеч и рав#
ны,



полос определялся непосредственно (рис. 13). Такой способ регистрации
был выбран с целью уменьшения систематических ошибок, связанных с
неидеальностью системы. Как отмечалось выше, при реальных отраже#
ниях результирующий набег фазы зависит от начального состояния по#
ляризации. Использование естественного света означает усреднение по
начальным состояниям поляризации. В результате этого проявление не#
идеальности отражений в значительной мере сводится лишь к пониже#
нию контрастности интерференционной картины, слабо сказываясь на
положении полос.

В заключение данного раздела отметим некоторые важные момен#
ты теории этого эксперимента. Если заданы  падающего
луча и его поляризация, а также материал и расположение всех зеркал
в пространстве, то, очевидно, направление и поляризация выходного
луча определены однозначно и могут быть непосредственно найдены из
закона отражения и формул Френеля. Такой расчет, играющий в данной
ситуации ту же роль, что и явные расчеты  и Владимирского в
ситуации с искривленными лучами, был выполнен авторами  Удоб#
ный аппарат для этой цели представляют матрицы Джонса [58],

В реальном эксперименте [53, 57] на вход интерферометра подава#
лось неполяризованное излучение, а выделение правой и левой круго#
вых компонент производилось на выходе с помощью двух фильтров, со#
стоящих из пластинки и поляроида. Обе интерференционные карти#
ны наблюдались одновременно в двух половинках поля зрения, и сдвиг

Чтобы исключить динамические фазы, достаточно измерить сдвиг ин#
терференционной картины при замене правополяризованного излучения
на левополяризованное, определяемый разностью фаз

где  фазы и Интерференционная кар#
тина, создаваемая на выходе  фотонами, будет
определяться разностью фаз



образующие  векторы поляризационных состояний

При идеальных отражениях компонента лежащая в плоскости па#
дения, не меняется, а перпендикулярная ей компонента меняет знак.
Учитывается также, что при переходе от одного зеркала к другому
происходит поворот локальных осей и связанных с лучом, на угол,
равный углу между плоскостями падения. Перемножение соответству#
ющих матриц Джонса, явный вид которых взят из работы [58], приво#
дит авторов [57] к выражению для геометрической фазы, в точности
совпадающему с

3.7.  ф а з а п р и ц и к л и ч е с к о м
н е н и и  п о л я р и з а ц и и
т о в ы х п у ч к о в  Рассмотрим
световую волну, состояние поляризации которой циклически

 ряда оптических элементов (пластинки и полярои#
ды, оптически активные среды и т.  При этом пусть направление рас#
пространения волны остается постоянным. Многочисленные теоретиче#
ские и экспериментальные исследования [54, 56,
что при этом волна приобретает дополнительную фазу,
фазе Берри. Эта фаза равна половине телесного угла, опирающегося
замкнутый контур, который отображает циклическую эволюцию поля#
ризационного состояния волны на сфере Пуанкаре. Топологически инва#
риантный характер этой фазы проявляется в том, что она, как и
Берри, не меняется при деформациях эволюционного контура, оставля#
ющих неизменной величину телесного угла.

В работах [59, 64] была впервые отмечена тесная связь между фа#
зой Берри в квантовой механике и добавочной фазой, обнаруженной
50#е годы  [29] при исследовании интерференции поля#
ризованных световых волн. В настоящее время термин «фаза Панчарат#
нама» широко используется в литературе для обозначения
ской фазы, возникающей, когда  состояние волны
лически меняется, а направление распространения неизменно [27].

3.8.
н а с ф е р е П у а н к а р е и в ы ч и с л е н и е

 Следуя Ааронову и Анандану [19], будем рассматривать
скую эволюцию в проективном гильбертовом пространстве. Чистые со#
стояния поляризации плоской электромагнитной волны

 векторами Джонса

где и — комплексные составляющие вектора электрического
ля вдоль двух взаимно ортогональных поперечных направлений
В  случае

представляет собой хорошо известную поляризационную матрицу
ности или поляризационный тензор [34] чистого состояния Матри#
цу  принято нормировать таким образом, чтобы выполнялось



шение Эта нормировка сохраняется, если постоянна интен#
сивность волны.

Разложим по базису матриц Паули

где вектор компоненты которого называются параметрами Стокса
[34, 38] и вычисляются по формуле

должен быть действительным в силу эрмитовости Для чистых нор#
мированных состояний он должен быть еще и единичным, что следует
из соотношений Таким образом, каждому элементу

 проективного гильбертова пространства в данном случае взаимно од#
нозначно соответствует точка на сфере единичного радиуса в обычном
трехмерном пространстве, которая называется сферой Пуанкаре [38,
56]. Пусть и  и малая полуоси эллипса поляризации,

 угол между большой полуосью и осью
эллиптичность, определяемая соотношением причем знаки

 +  и  соответствуют правой и левой поляризациям. В  обо#
значениях имеем [56]

где и  постоянные. Тогда соотношение (3.41) дает
для выражение

из которого видно, что величина играет роль широты, а
ты на сфере Пуанкаре. Экватор соответствует состояниям линейной по#

 северный и южный полюсы — правой и левой круговой,
остальные  эллиптической поляризации. Точка пересечения сфе#
ры Пуанкаре с осью соответствует линейной поляризации вдоль оси

а с осью  углом 45° к оси При полном обходе сферы по
параллели эллипс поляризации поворачивается на угол диаметраль#
но противоположные точки соответствуют взаимно ортогональным по#
ляризациям (рис. 14).

При повороте сферы Пуанкаре вокруг некоторого направления
на угол  матрица плотности естественно, не меняется, сам же
вектор состояния приобретает дополнительную фазу, равную

Легче всего убедиться в этом, рассматривая поворот вокруг верти#
кальной оси. В этом случае и (3.43) приводит к вы#
ражению

Изменение долготы меняет фазу компонент по#

Описание состояний поляризации двухкомпонентными векторами
Джонса (3.37) полностью аналогично описанию движения частицы со
спином 1/2 в квантовой механике (см. раздел 2.11). Матрицы
с точностью до множителя 1/2 совпадают с компонентами оператора



спина. Поэтому выражение (3.41) определяет единичный вектор направ#
ления спина. Итак, для частицы со спином 1/2 в роли сферы
выступает сфера направлений вектора  Продолжая аналогию,
заметим, что адиабатическому изменению состояния поляризации све#
товой волны соответствует адиабатический поворот  который
можно реализовать, например, в магнитном поле, адиабатически меня#
ющем свое направление. Тогда формула Берри (2.33), в которой нуж#
но положить  1/2, дает результат

Для произвольной эволюции поляризационных состояний (не обя#
зательно адиабатической) соотношение (3.45) может быть выведено
различными способами [56, 59, 66]. Так, например, авторы [56] постро#
или явный вид гамильтониана и явно проинтегрировали соответствую#
щие уравнения эволюции для операторов, преобразующих вектор со#

стояния при перемещении вектора на сфере Пуанкаре по задан#
ной траектории. Этот вывод является, по#видимому, наиболее непосред#
ственной реализацией подхода [19] в рассматриваемой задаче. Изящ#
ный, причем чисто геометрический вывод соотношения (3.45) вытекает
из теоремы Джордана [66] о вращениях. Пусть единичный вектор
подвергается последовательности поворотов

переводящих его в положения обозначает

матрицу поворота на угол равный углу между и вокруг оси
перпендикулярной плоскости, в которой лежат и При такой

серии поворотов конец вектора прочерчивает на единичной сфере кон#
тур составленный из дуг больших кругов. Теорема Джордана утверж#
дает, что произведение указанных поворотов эквивалентно одному по#
вороту вокруг исходного направления на угол, равный телесному
лу, опирающемуся на контур Если применить теорему Джордана к
сфере Пуанкаре и учесть, что при вращении на угол вокруг направле#

ния соответствующее состояние приобретает фазу — то соотноше#
ние (3.45) доказано.

3.9.  по и з м е р е н и ю
н а м а на  Две общие задачи,
возникающие в различных экспериментах по наблюдению и измерению

который должен быть справедлив и для фазы Панчаратнама, если те#
лесный угол брать на сфере Пуанкаре.



фазы Панчаратнама [54, 57, 60, 61, 62], состоят в следующем.
вых, требуется организовать циклическое изменение состояния поляри#
зации и убедиться, что при этом не меняется динамическая фаза, опре#
деляемая оптической длиной пути. Во#вторых, нужно измерить геомет#
рическую фазу, отделив ее от динамической.

Для организации циклического изменения поляризации использо#
вались различные комбинации полуволновых и четвертьволновых пла#
стинок и поляроидов. На рис. 15 показаны упрощенные схемы исполь#
зованных в [54, 57, 60, 61] интерферометров и расположение
элементов в них. На  показаны соответствующие траектории

сфере Пуанкаре. В схеме Бхандари и Сэмюэла [54], показанной на
рис. 15, начальное состояние линейной поляризации А (см. рис. 14)
преобразуется в состояние правой круговой поляризации Р пластинкой

Вторая пластинка повернутая на угол
первой вокруг направления луча, возвращает изображающую точку на
экватор в положение В. С помощью поляроида LP осуществляется воз#
врат в исходное состояние  . Телесный угол, опирающийся на контур

 равен Отличие работы [60] от [54] состоит в замене
(подвижной) пластинки на полуволновую пластинку ко#
торая переводит состояние Р в состояние по пути PBQ (см. рис. 14).
Результирующий контур ABPQA стягивает телесный угол величиной

Авторы работы [61] использовали интерферометр Майкельсона
(см. рис. 15, б), в котором пробный луч отражался от идеального зер#
кала  и проходил систему двух четвертьволновых пластинок дважды.
Идеальное отражение соответствует инверсии обычной сферы



у которой ось совпадает с направлением волнового вектора. При этом
условия построения замкнутого контура эволюции и применимости со#
отношения (3.45) нарушаются. Эта трудность легко преодолевается,
если ось сферы Пуанкаре направлять не вдоль волнового вектора, а
вдоль направления спина фотона. Авторы работы [57] называют такую
сферу  сферой Пуанкаре. Именно ее используют фактически
и авторы  когда говорят о задании поляризации в пространствен#

 системе осей. На обобщенной сфере Пуанкаре схема
[61]  изображающую точку по тому же контуру  что
ж в работе [60], но в четыре приема. Достоинством схемы с отражени#
ем является отсутствие поляроидов, что обеспечивает унитарность эво#
люции и соответствует условиям проверяемой теории.

Джао и сотрудники [57] использовали тот же интерферометр
 Цендера, который уже подробно обсуждался выше. При

(см. рис. 15, б) фаза  Владимирского равна нулю. В плечо
 две пластинки повернутые друг относительно друга на

угол а в плечо  же пластинки, но в обратном порядке. Ис#
ходный фотон, поляризованный по правому кругу, в плече пройдет по
сфере Пуанкаре путь  а в плече путь  отличающийся

 обхода.
Итак, во всех случаях телесный угол на сфере Пуанкаре, фигури#

рующий в (3.45), пропорционален углу между осями соответствующих
 пластинок и легко контролируется на практике.

Ассортимент контуров эволюции, реализуемых на сфере Пуанкаре
в рассматриваемых экспериментах, достаточно беден и, строго говоря,
не позволяет убедиться в топологической инвариантности фазы Панча#
ратнама на практике. В недавних работах [56, 67] развиты методы син#
теза простых оптических устройств, состоящих из набора полуволновых
и четвертьволновых пластинок и обеспечивающих преобразование лю#
бого заданного начального состояния поляризации в любое наперед за#
данное конечное состояние. С помощью таких преобразователей поля#
ризации на сфере Пуанкаре можно организовать «путешествие» по за#

 маршруту сложной формы. Меняя эту форму так, чтобы телес#
ный угол, опирающийся на контур, оставался постоянным, можно будет
экспериментально доказать топологическую инвариантность фазы

Если по способам преобразования поляризации работы [54, 57,
 почти не отличаются, то способы регистрации набега фазы более

разнообразны. Бхандари и Сэмюэл [54, 60] используют серийную ин#
 систему, предназначенную для определения изме#

нений оптической длины пути в широком диапазоне
В этой системе используется лазер. Частота биений двух волн, прошед#
ших через плечи интерферометра, сравнивается с частотой биений опор#
ного сигнала. Изменение фазы пробной волны, вызванное поворотом
фазовой пластинки, приводит к сдвигу частоты биений, который регист#
рируется системой в каждый  времени. Сама же фаза определя#
ется посредством интегрирования мгновенного значения частотного
сдвига по времени на компьютере. Такой способ регистрации позволя#
ет, во#первых, выделить геометрическую фазу на фоне большой посто#
янной динамической фазы, обусловленной значительной разностью
хода лучей в плечах интерферометра. Во#вторых, можно непрерывно
проследить за изменением фазы, не ограничиваясь интервалом
В работе [60] продемонстрировано, что геометрическая фаза линей#
но «следит» за поворотом пластинки на угол от 0 до и обратно
в соответствии с законом

Методика регистрации фазы в [61] гораздо проще. Фактически из#
мерялся сдвиг картины интерференционных полос при вращении соот#



ветствующей фазовой пластинки. Постоянная часть фазы, не испыты#
вающая приращения при повороте пластинки, просто отбрасывалась.

Схема регистрации фазового сдвига в работе [57] уже обсужда#
лась в связи с измерениями фазы Рытова — Владимирского. Компенса#
ция динамических фаз здесь происходит за счет непосредственного срав#
нения интерференционных картин, создаваемых право# и левополяри#

 фотонами. Использование естественного света
усреднение по начальным состояниям поляризации, снижающее систе#
матическую ошибку измерений.

Во всех перечисленных экспериментах с достаточно высокой точ#
ностью подтверждается равенство  предсказываемое

3.10. Ф а з а П а н ч а р а т н а м а в о п т и ч е с к и а к т и в н о й
 В оптически активной среде [38] происходит вращение

са поляризации при прохождении волны через  представляющее
собой пример циклической эволюции поляризационного состояния. Изо#
бражающая точка совершает обход сферы Пуанкаре вдоль
при полном обороте эллипса поляризации на  сфера Пуанкаре обхо#
дится дважды, и соответствующий телесный угол составляет
=  Особенность такой постановки состоит в том, что
определяется однозначно параметром  характеризующим
ность начального состояния и сохраняющимся в процессе
Другая особенность заключается в невозможности отделить
ческую фазу от динамической, сделав последнюю постоянной, как в экс#
периментах с фазовыми пластинками.

Физическая природа вращения эллипса поляризации при этом ока#
зывается несущественной. Продемонстрируем это на примере, который
использовали Гаррисон и Чао для иллюстрации общей теории в своей
работе  Этот  известное (см., например,
самоиндуцированного вращения эллипса поляризации в среде  керров#
ской нелинейностью. Исходное уравнение для комплексной
электрического поля в приближении плоской волны (без
имеет вид

где  =  постоянная нелинейности;  =
ный показатель преломления. Если на входе в среду  поле задать
в виде

то в произвольной точке, согласно [69], решение уравнения (3.46)
ражается формулой

Таким образом, с ростом поле вращается с постоянной угловой ско#
ростью Г и приобретает равномерно увеличивающийся фазовый сдвиг

Полный оборот происходит при изменении на величину
На этом же интервале полный фазовый сдвиг, согласно (3.48), состав#
ляет



Складывая (3.51) и (3.52), нетрудно убедиться, что сумма величин
и действительно дает полную фазу приобретаемую ре#
шением (3.48) за один полный оборот.

Нетрудно видеть, что результат, полученный Гаррисоном и Чао, не
зависит от природы вращения эллипса поляризации и является совер#
шенно общим для оптической активности любой природы, поскольку ни

ни не зависят ни от чего, кроме заданного на входе параметра эл#
липтичности От природы эффекта (в данном случае от нелинейного

 зависит только скорость вращения или, что то же
самое, длина на которой происходит полный оборот. Эксперименталь#
ная проверка соотношений (3.51), (3.52) достаточно сложна, а глав#

 и не очень интересна, так как геометрическая фаза не проявляет#
ся в каких#либо специфических наблюдаемых эффектах, которые не за#
висели бы от динамической фазы. Динамическая и геометрическая фа#
зы в случае оптической активности представляют собой просто два вкла#
да в полную фазу, выделение которых достаточно условно.

3.11. О д н о в р е м е н н о е н а б л ю д е н и е ф а з  —
 и П а н ч а р а т н а м а в о д н о м

 Если в интерферометре  Цендера с неплоским контуром
луча и фазовыми пластинками (см. рис. 15, в) угол сделать отличным
от то дополнительная фаза будет определяться как изменением на#
правления спина фотонов, так и преобразованием состояний поляриза#
ции. Такой эксперимент был выполнен Джао с сотрудниками [57]. Схе#
ма интерферометра отличалась от показанной на рис. 15, в лишь тем,
что в каждом плече одна пластинка располагалась до отражения на
угол а вторая после. Эксперимент показал, что в данной схеме фазы
Панчаратнама и  Владимирского представляют собой адди#
тивные вклады в общую геометрическую фазу. Этот факт подтвержда#
ется явным теоретическим расчетом [57], при котором производится пе#
ремножение матриц Джонса, описывающих последовательное преобра#
зование состоянии. при прохождении элементов оптической схемы.
Такой же результат вытекает и из анализа эволюции на сфере направ#
лений спина и обобщенной сфере Пуанкаре.

Более сложные эксперименты могут включать такие оптические си#
стемы, в который световая волна меняет как направление, так и состоя#

С другой стороны, динамическую фазу можно вычислить непосред#
ственно по общему определению [28] (см. также раздел 2.12):

Геометрическая фаза определяется обсуждавшимся выше телесным
углом который нетрудно выразить через параметр В результате
для геометрической фазы получается



ние поляризации за счет одного и того же физического
видным примером дискретного варианта такой системы является после#
довательность неидеальных отражений. Бхандари [63] для теоретиче#
ского анализа общего случая эволюции подобного типа предложил
использовать проективное  пространство, построенное сле#
дующим образом. В пространстве  векторов, соответ#
ствующем спину единица, выделяется подпространство с элементами

где — матрицы преобразования спиноров при поворотах:
вокруг осей и на углы и Из таких «повернутых» состояний
лее строится проективное пространство матриц

 как этo делалось в разделе 2.11.

4. Заключение. Геометрические фазы как простейшие топологиче#
ские характеристики пространств состояний или фазовых
физических систем нужны, в первую очередь, для последовательной
мулировки самой квантовой теории. В квантовой механике
векторы состояний гамильтониана задают базис в собственных подпро#
странствах с точностью до унитарного произвола. Так, например, для
невырожденных состояний этот произвол имеет вид неопределенного
фазового множителя, а для  вырожденных состояний —
торой унитарной #матрицы. Во многих физических задачах фазовый
произвол устраняется универсальным образом переходом к лучевому
представлению. Однако при описании экспериментов с
щими пучками или квантовомеханических систем во внешнем
ном поле, когда информация о фазах становится существенной, естест#
венно использовать язык дифференциальной геометрии. На этом
обычное пространство состояний рассматривается как векторное
слоение, в котором луч является точкой базы расслоения, а
щий фазовый множитель задается элементом слоя. Само же
вание лучевого представления означает, что соответствующее
ние допускает глобальное сечение. В общем случае фазовый произвол:
глобально не устраним и проблема его классификации сводится к
че о перечислении векторных расслоений с различными базами.
линейных расслоений эта задача в контексте геометрического квантова#
ния была решена Б.

Для незамкнутых систем гамильтониан квантовой задачи
от внешних параметров. В частности, это может быть внешнее поле, за#
висящее от времени, эффективные координаты, описывающие среду,
которую погружена рассматриваемая квантовая система, и т. д. В
случаях зависимость мгновенного гамильтониана от параметров
деляет отображение из пространства параметров в базу
Тогда вопрос о глобальном определении фазы волновой функции сво#
дится к изучению возможностей продолжения отображения на
расслоение. Эта конструкция находит свое применение при
нии адиабатического погружения «быстрой» квантовой системы в мед#
ленно меняющуюся среду.

где  числа,  Зануление второй ком#
поненты учитывает поперечность волны. Состояния поля с произволь#
ным направлением распространения (полярные углы ) строятся как
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Богатые геометрические структуры возникают в адиабатических си#
стемах, в  существует  эволюции, т. е. разбиение на
«быстрые» и «медленные» подсистемы. Такое разбиение обосновано со#
держанием адиабатической теоремы, строго доказанной Т. Като при до#
статочно общих предположениях о виде гамильтониана. Анализ
батических систем сводится к изучению эффективного уравнения для
медленной подсистемы, в которой при циклическом изменении мгновен#
ного гамильтониана индуцируется ковариантная производная. Ее фор#
ма связности определяет топологическую фазу полной волновой функ#
ции в адиабатическом (диагональном) приближении. В адиабатическом
подходе на каждом собственном подпространстве гамильтониана в за#
висимости от топологии пространства параметров по#разному индуци#
руется нетривиальная структура расслоения и параллельный перенос в
нем. Недавно Э.  удалось классифицировать все топологиче#

 препятствия к глобальному определению волновой функции. Клас#
сификация этих препятствий, по сути дела, дает ответ на вопрос о том,
какими могут быть топологически неэквивалентные адиабатические си#
стемы и индуцированные фазы. Такая постановка задачи позволяет на#
ходить топологические фазы волновой функции геометрическим путем.

Другой механизм проявления топологических фаз возникает
в алгебраическом подходе, в котором набор коммутирующих между
собой операторов, определяющих квантовую систему, зависит согласо#
ванным образом от времени (т. е. гамильтонова эволюция и скобки Пу#
ассона  нарушают алгебраической замкнутости набора). Здесь эво#
люция собственных векторов по#прежнему определена с точностью до
фазы, зависящей от времени, и прямое использование лучевого описа#
ния становится неполным, так как при периодическом изменении опе#
раторов во времени волновая функция может приобрести топологиче#
скую фазу. Ее изучение удобно  на примерах Квантово#
механических систем с динамической симметрией. Можно ожидать, что
классификация этого типа фаз в квазиклассическом пределе связана
с изучением  структур в рамках методов, развиваемых
В. И. Арнольдом.

В заключение вкратце отметим некоторые нерешенные проблемы
теории и эксперимента по изучению топологических фаз в рамках пред#
ставленного материала. Имеющиеся классификационные теоремы фак#
тически  только в адиабатическом подходе. Начатое
исследование топологических фаз в симплектическом подходе необхо#
димо расширить с учетом фазы  Анандана. Проблема цик#
лической эволюции смешанных состояний в случае вырождения уров#
ней и  фазы  Анандана и Панчаратнама требуют
дальнейших теоретических рассмотрении с учетом планирования экспе#
риментов по их обнаружению.

5. Приложение. Исторический экскурс и перспективы. Авторы по#
старались дать наглядное представление о топологических фазах, ис#
пользуя наиболее простые примеры из квантовой механики и поляриза#
ционной оптики. В данном приложении мы хотели бы несколько расши#
рить охват материала и представить читателю возможность проследить
историю развития идей, которые привели к пониманию геометрических
фаз и их приложений в различных физических задачах.

Проблемы, связанные с возникновением и свойствами топологиче#
ских фаз в квантовой механике, имеют давнюю историю. Фактически
она начинается с 1#го Сольвеевского конгресса  г., где среди участ#
ников были А. Пуанкаре, М. Планк, А. Зоммерфельд, Э. Резерфорд,
А. Эйнштейн. Под председательством Г. Лоренца обсуждался вопрос о

 квантования энергии осциллятора с частотой т. е.



ВЫП. 6] ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ФАЗЫ

 2, 3,  Тогда гипотезу Планка считали еще просто
ным математическим трюком. Действительно, было известно, что
Планк ввел ее в порыве отчаяния, потеряв всякую надежду
другим образом объяснить наблюдаемый на опыте спектр
черного тела. Поэтому физики искали механические аналоги, пытаясь
понять суть новых явлений. Так, в конце 1#го Сольвеевского конгресса
Лоренц рассказал о вопросе, который он обсуждал с

 говорили о простом маятнике, который можно укорачивать, сжи#
мая нить двумя пальцами и передвигая их вдоль нее». Лоренц не пони#
мал, что будет происходить с маятником. Ведь, с одной стороны, будет
изменяться частота колебаний, с другой стороны, будет как#то
няться энергия. Получалось, что изменяя длину нити, можно нарушить
соотношения Планка. Эйнштейн частично разрешил недоумение Лорен#
ца следующими словами:  длина маятника изменяется
нечно медленно и непрерывно, энергия колебания остается равной
если вначале она была равна энергия колебаний изменяется
порционально Лоренц ответил: «Этот в высшей степени
результат устраняет упомянутую трудность». Странный результат,
сформулированный Эйнштейном, интуитивно очевиден: при
медленном и непрерывном изменении длины нити целое число
вое число) не может измениться скачком, т. е. отношение энергии
баний маятника к его частоте остается постоянным. Другими
можно сказать, что Лоренц и Эйнштейн столкнулись с частным
«адиабатического инварианта».

В общем случае адиабатические инварианты были введены и изу#
чены Л. Больцманом в 1866 г. при попытке вывести второе начало тер#
модинамики из принципов механики. Он рассматривал
систему, состояние которой определяется набором параметров
полагалось, что система при фиксированных значениях
совершала периодическое движение с частотой Если при
нии параметров тепло не поглощается и не выделяется (такие процес#
сы называются  то величина равная отношению
средней кинетической энергии к частоте колебаний, сохраняется и
ставляет собой адиабатический инвариант.

Термин «адиабатический инвариант» был введен П.
 концу 1912 г. он доказал адиабатическую инвариантность величины

и тем самым дал характеристике Больцмана новую жизнь.
предположил, что гипотезу Планка о квантах энергии нужно обобщить
следующим образом:

В начале 1913 г. подобное предположение было очень смелым
гом. Тем самым Эренфест ввел это общее правило квантования еще до
того, как Н. Бор рассмотрел квантование круговых орбит в атоме
дорода. До Эренфеста квантовали только гармонические
тогда как по его формуле можно проквантовать любое одномерное
риодическое движение. При переходе от квантовых представлений План#
ка и Эйнштейна к квантовой теории в ее современном виде большую
роль сыграла адиабатическая гипотеза Эренфеста: всякое определен#
ное с точки зрения квантовой теории состояние переходит при
тическом изменении параметров системы снова в определенное
ние, характеризующееся теми же квантовыми числами.

Впоследствии вопрос о точности выполнения адиабатической
тезы при медленном изменении внешних условий исследовали в
20#х годов после возникновения квантовой механики. В 1928 г. М.
и В. А. Фок показали, что адиабатическая гипотеза Эренфеста является
следствием постулатов квантовой теории. Наконец, в 1949 г. Т.
[70] дал математически строгое доказательство адиабатической теоре#
мы. Вопрос можно было считать исчерпанным. Но оказалось, что



 но важная особенность эволюции  со#
стояний при рассмотрении адиабатической гипотезы в квантовой теории
фактически не исследовалась до нашего времени.

В 1983 г. английский ученый М. Р. Берри обнаружил, что если эво#
 гамильтониана определяется набором зависящих от времени па#

раметров то изменение фазы волновой функции
при циклической эволюции системы, т. е. при условии

обладает замечательными геометрическими свойствами, а
именно, изменение фазы не зависит от продолжительности эволюции
(которая предполагается достаточно большой, чтобы  была

 а прямо определяется от геометрических (топологи#
ческих) свойств пространства параметров

Историю самого открытия излагают так. Во время лекции в США
 1983 г. Берри не смог ответить на один каверзный вопрос относи#

тельно поведения волновой функции квантовой системы, когда сим#
метрия функции нарушена относительно отражения времени  Воз#
вратившись домой, он раздумывал над этим вопросом две недели
и открыл то, что назвал квантовой адиабатической фазой. Это, конечно,
апокриф.

В 1983 г. Б. Саймон, знакомый с работой Берри еще до ее опубли#
кования, показал, что изменение фазы функции полностью ха#
рактеризуется условием  Фока, которое можно интерпретиро#
вать как условие параллельного  квантовомеханических векто#
ров состояния в гильбертовом пространстве.

В 1984 г. Ф. Вильчек и А. Зи обратили внимание на то, что при цик#
лической эволюции вырожденных систем фазовое преобразование Бер#
ри обобщается некоторым унитарным преобразованием волновых функ#
ций, принадлежащих некоторому вырожденному по энергии состоянию.
Адиабатическая гипотеза  утверждает, что при адиабатиче#
ской эволюции Квантовомеханической системы не изменяются кванто#
вые числа, однако при этом система не обязательно возвращается к ис#
ходному состоянию. Так, например, если система вырождена по углово#
му моменту, то проекция момента при адиабатической  не из#
меняется, но ось квантования может изменить свое направление.

Отметим сначала, что идеи, связанные с адиабатической фазой Бер#
ри в рамках квантовой механики, содержатся еще в работах [72, 73],
в рамках более общей проблемы о квазипересечении уровней быстрой
подсистемы. Им не уделяли должного внимания в контексте практиче#
ских задач атомной физики. В более современных работах [74] фазы
изучались уже как в модельных задачах с конечным числом квазиуров#

 так и в кулоновской задаче двух центров.
В справочных целях перечислим ряд методологически интересных

работ. Постадиабатическое обобщение было предложено в [21], а в
22] рассматривалась общая структура оператора эволюции и его фак#
торизации на геометрическую и динамическую части. Исследовались
также примеры эволюции состояний, использующих представления
групп  25,  75, 76] для вычисления геометрических фаз. В рабо#
тах  с этой же целью использовались когерентные состояния.
Роль адиабатических инвариантов обсуждалась в  Одномер#
ные эволюционные уравнения с периодическим потенциалом и их гео#
метрические свойства, связанные с фазой Берри, изучались, например,
в [84, 85]. Эффективное  для адиабатических систем с учетом
топологической фазы проводилось в работах [86, 87]. Эффективное
квантовое действие и квазиклассическое приближение рассматривались
в [88] для многочастичных систем. Учет топологической фазы в трех#
частичной проблеме фактически содержится в [89] (см. также [90,

 Адиабатический подход к топологической фазе в симплектической



формулировке рассматривался в  Общая топологическая клас#
сификация нетривиальных адиабатических фаз проведена в работе [5].
Отдельные результаты содержатся в

Недавно границы определения топологических фаз были расшире#
ны, В 1987 г. Ааронов и Анандан ввели фазу, не прибегая к понятию

 Она возникает при циклической  когда на#
чальный и конечный Квантовомеханические лучи совпадают:

Эта фаза, в частности, проявляется в ставшем классическим
эффекте Ааронова — Бома и в мысленном эксперименте с системой за#
ряд + монополь Дирака.

Далее было показано, что если использовать в качестве полного
базиса собственные функции инвариантов, связанных с динамикой дан#
ной квантовой системы [19, 26, 32, 33], то можно получить топологиче#
ские фазы волновых функций, не требуя адиабатичности и параметри#
ческой зависимости гамильтониана от параметров. Рассмотрение инва#
риантов послужило толчком для выявления топологической фазы в не#
линейных эволюционных уравнениях [28].

Сделаны были обобщения на случай смешанных состояний с по#
мощью матрицы плотности. Рассмотрена анголономия матрицы плот#
ности при адиабатических изменениях векторов состояний
при наличии стохастических шумов.

Следующее обобщение, которое не требует унитарности оператора
эволюции, приводилось в [27, 56]. Здесь возможны механизмы, вклю#
чающие стохастические силы и приводящие к появлению
членов в гамильтониане [103].

Выяснилось, что нециклическая  в пространстве решений
квантовой задачи, дополненная движением по геодезической, относи#
тельно подходящей метрики приводит эффективно к циклу и набегу фа#
зы [27,

Проследим теперь историю возникновения и развития понятия гео#
метрической фазы в оптике. Причина возникновения топологических
фаз в оптике связана с тем фактом, что распространение поляризован#
ного света, согласно классической электродинамике, допускает представ#
ление в виде эволюционного уравнения для комплексной величины

Еще в 1938 г. С.  обратил внимание на поворот
вектора поляризации при перемещении вдоль луча в оптически актив#
ной среде. Затем в 1941 г. В. В. Владимирский записал угол этого по#
ворота и закон  в современной  на языке гауссовой кри#
визны, связанной с лучом, и определил правило параллельного перено#
са, совпадающее с введенным Саймоном 50 лет спустя. Далее, в 50#е го#
ды, Панчаратнам исследовал вопросы изменения фазы поляризованного
света при прохождении через активные элементы (среды) и ввел отно#
сительную фазу между двумя лучами. В настоящее время все эти до#
стижения оптики в сочетании с современными достижениями волокон#
ной оптики в интерферометрии послужили основой для планирования и
проведения ряда  по измерению топологических и геомет#
рических фаз, описание наиболее важных из них нашло место в основ#
ном тексте обзора.

Почти одновременно с фазой Берри другой ученый из Бристоля
Дж. X.  указал механизм возникновения таких фаз в рамках клас#
сической механики [104]. Эти фазы могут проявляться в интегрируе#
мых механических системах, зависящих от внешних параметров. Если
такую систему адиабатически перенести по замкнутому контуру в про#
странстве хотя бы двух параметров, то в представлении действие —
угол может появиться топологическая добавка к динамическому уг#
лу Эту добавку называют теперь углом Ханни (см. обзоры

Любопытно, что хотя метод усреднения, имеющий прямое отношение к



возникновению угла Ханни, известен давно (см.  [107] и
 этот феномен оставался неизвестным.

Угол Ханни возникает в квазиклассическом пределе из фазы
ри для систем с конечным числом степеней свободы
примеры с бесконечным числом степеней  когда
жение не приводит к нетривиальному углу Ханни [110]. Отметим, что
согласованный учет влияния адиабатических внешних параметров ме#
няет  структуру фазового пространства системы
что связано с неканоничностью адиабатического отображения (см. так#
же [94,  Вводится, кроме этого, неадиабатический вариант угла
Ханни, который проявляется при циклической эволюции торов в пред#
ставлении  угол

Геометрические фазы как простейшие топологические инварианты
нашли применение в квантовой теории поля при объяснении
вида аномалий и при исследовании свойств вакуума  (см.,
мер,  в шрёдингеровском представлении [119].

Многочисленны проявления топологических фаз в суперсимметри#
ческой квантовой механике [92, 93] и суперсимметрической квантовой
теории рассеяния

 перечисление областей физики, где нашли свое приме#
нение топологические  вопросом, которым А. Дж. Р. Айтчисон на#
чинает свой обзор  «Что общее проявляется в поведении
со спином 1/2 в медленно вращающемся магнитном поле [7], в экспери#
ментах по спиновому резонансу в слабомодулированном магнитном
ле [13], в ядерных квадрупольных резонансных спектрах медленно вра#
щающихся образцов [125], при прохождении фотонов через
изогнутые оптические световоды [44], при классификации спектров
диатомов и молекул по полуцелым угловым моментам  и
ционных полос  в последовательности нижайших состояний
тем  Теллера  в атомах с нечетным числом электронов,
ходящихся в медленно вращающемся электрическом поле [128], в
квантовом эффекте Холла  в дробном эффекте Холла
дробной статистике и квантовом эффекте Холла [131], в статистике
вихрей для двумерных суперполей  Что общего имеют все эти
эффекты с аномалиями в  калибровочных полях
и со

Знакомство с цитируемыми статьями позволит убедиться читате#
лю, что во всех этих конкретных разнородных работах речь идет о про#
явлении эффектов топологических фаз. В целом складывается впечат#
ление, что будущие теории, которые могли бы претендовать на
при описании физических явлений в большом интервале энергий, дол#
жны иметь топологический характер (см.

ПРИМЕЧАНИЯ К ТЕКСТУ

 То есть выполнены условия адиабатической теоремы.
 Напомним, что в таком контексте адиабатичность означает сохранение кван#

товых чисел начального состояния на протяжении эволюции.
 Напомним, что скалярное произведение индуцировано из тривиаль#

ного проецированием на горизонтальное подпространство.
 Отметим, что точно такое же выражение получилось бы из формул

(2.87), что показывает согласованность определений.
 Каждое из этих двух утверждений эквивалентно релятивистским

уравнениям соответствующих безмассовых полей [37].
 Здесь и далее в этом разделе в кавычках цитируются наиболее важные ме#

ста из работы В. В. Владимирского [30].
 Постоянная распространения собственной моды зависит от разности пока#

зателей преломления сердцевины и оболочки световода. Поэтому член
ствует тем содержащим градиенты и членам, об отбрасывании которых в адиаба#
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