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ФРАКТАЛЬНЫЕ АГРЕГАТЫ*)

Р. Жюлъен

Обсуждается недавний прогресс в понимании фрактальных структур. После рас-
смотрения типичных экспериментов, приводящих к фрактальным скоплениям, вводятся
понятия фракталя и фрактальной размерности и описываются экспериментальные методы
для измерения фрактальной размерности агрегатов. Затем вводятся две основные теорети-
ческие модели — частица-кластер и кластер-кластер и приводится их связь с экспе-
риментами.

I. Введение. До недавнего времени физики-теоретики, занимающиеся
физикой твердого тела, в основном имели дело с равновесными системами.
Необратимые процессы рассматривались только весьма упрощенным спосо-
бом — как малые возмущения, например, при изучении транспортных яв-
лений. Однако большая часть окружающего нас мира состоит из нерегу-
лярных объектов, построенных полностью необратимым путем. Образование
деревьев, гор, рек и т. д.— вот некоторые достаточно общие примеры. Со
времени введения концепции фракталей г произошел некоторый прогресс в
описании таких нерегулярных структур. Однако недостаточно только описы-
вать нерегулярные формы, необходимо также понять внутренний механизм,
которые приводит к ним. В случае объектов, вырастающих при агрегации
отдельных частиц, используются лишь несколько параметров. В ряде случаев,
чтобы описать механизм роста агрегатов, были построены очень простые
модели 2, которые были способны воспроизводить фрактальные структуры
в удивительном согласии с некоторыми экспериментами. Эти модели, воз-
можно, могут применяться к более широкому кругу агрегационных явлений,
таких как осаждение, фильтрация, электролиз, флоккуляция и агрегация
коллоидов, аэрозолей, пыли, сажи и т. д. Но мы увидим, что эти модели
также применимы и к другим экспериментам, которые не являются чисто аг-
регационными, таким, как диэлектрический пробой, структуры, образую-
щиеся при смешении жидкостей. Хотя сейчас существует лишь небольшое
число аналитических исследований, эти модели достаточно хорошо изучены
с помощью компьютерного моделирования; и так как сейчас они имеют статус
основных моделей, я думаю, было бы полезно дать их всесторонний обзор.
После описания типичного экспериментального примера, агрегации золотых
коллоидов (раздел II), я введу понятия фракталей и фрактальной размерно-
сти (раздел III) и объясню, как можно количественно измерить фрактальную
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размерность агрегатов (раздел IV). Затем я рассматриваю две основные мо-
дели агрегации: частица-кластер (раздел V) и кластер-кластер (раздел VI).

II. Экспериментальный пример: агрегаты золотых коллоидов· Золотые
коллоиды известны очень давно. Алхимики в средние века использовали их
в производстве цветных стекол. Это маленькие сферические золотые частицы

г
г

Рис 1 Микрофотография агрегатов золотых коллоидов (Д. Вейц и др ')

несколько нанометров в диаметре, растворенные в жидкой среде. Обычно
между этими частицами существует сильное электростатическое дальнодей-
ствующее отталкивательное взаимодействие, связанное с электрическими
зарядами, распределенными по их поверхности. Это обеспечивает значи-
тельную стабильность коллоидных суспензий. Агрегационные явления не
возникают до тех пор, пока это дальнодействующее отталкивание не подав-
ляется различными соответствующими экспериментальными процедурами.
Это может быть сделано либо растворением подвижных ионов с зарядом,
противоположным поверхностному заряду, что приводит к эффективному
электростатическому экранированию, либо путем фиксации на поверхности
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органических молекул, как это было недавно проделано Дэвидом Вейцем с
соавторами 3. В таких условиях возникает короткодействующее ван-дер-
ваальсово взаимодействие, что приводит к необратимой агрегации.

До тех пор пока данная частица находится достаточно далеко от других,
она подвержена беспорядочному диффузионному движению в растворе
(так называемое броуновское движение). Но, как только она приближается
к другой частице, она испытывает ван-дер-ваальсово притяжение, что приво-
дит к необратимому созданию димера, который может диффундировать в рас-
творе. Впоследствии этот димер может захватить частицу или другой димер
и так, шаг за шагом, все большие и большие агрегаты вырастают в растворе.
Агрегаты могут содержать до нескольких тысяч частиц и достигать размеров
порядка микрона. На этой стадии они начинают рассеивать видимый свет,
и раствор окрашивается в характерный беловатый цвет. На рис. 1 показана
фотография таких агрегатов, попавших в растр электронного микроскопа.
Агрегаты имеют характерную «волокнистую» случайную структуру с не-
большим числом ответвлений. Аналогичные структуры могут быть полу-
чены в других коллоидах или могут возникать при агрегации частиц в газо-
вой атмосфере, например дым, копоть или вообще аэрозоли.

До совсем недавнего времени не было количественного анализа таких
структур. Но со времени открытия Форрестом и Виттеном в 1979 г. фрак-
тального характера некоторых аэрозольных агрегатов появилось большое
число количественных результатов.

III. Количественное описание фрактальных агрегатов.

111.1. П р о с т ы е п р и м е р ы д е т е р м и н и р о в а н н ы х
ф р а к т а л ь н ы х а г р е г а т о в . Чтобы ввести понятие фракталя в
контексте явления агрегации, давайте рассмотрим очень простой (но нереа-
листичный) пример, где агрегат строится в соответствии с данным детерми-
нированным правилом. Этот агрегат конструируется путем последователь-
ного соединения идентичных сферических частиц радиуса а следующим обра-
зом. Начальная частица располагается в начале прямоугольной системы
координат. Шесть других частиц присоединяются к ней, двигаясь вдоль
положительных и отрицательных направлений трех базисных векторов. За-
тем этот ансамбль из семи частиц рассматривается как начальный: шесть
таких же ансамблей присоединяются к его концам и процедура повторяется.
Легко показать, что после ρ итераций возникает агрегат, содержащий N = 7Р

частиц в сфере радиуса R = 3"а. На рис. 2 представлена двумерная проекция
агрегата, полученного после ρ = 4 итераций и содержащего 74 = 2401 ча-
стицу. Рассмотрим аналогичный, но больший агрегат, построенный после
большого числа итераций. Этот агрегат обладает удивительными свойства-
ми. Давайте вычислим число частиц η (г), находящихся в сфере радиуса г
с центром в начале координат. Так как г — 3ρα, η (г) = 7Р, то между этими
дискретными величинами имеется связь:

η (г) = ArD,

где А = а~° и D = In 7/ln 5 = 1,7712. (Отметим, что это соотношение,
в принципе, не справедливо для произвольной непрерывно изменяющейся
величины г. В нашем примере, так же как и в случае большинства регуляр-
ных, или детерминированных, фракталей, наблюдаются периодические
осцилляции в зависимости log η (г) от log r. Эти осцилляции могут оказаться
важными для некоторых свойств агрегатов, но я не касаюсь их в этом об-
зоре.)

111.2. Ф р а к т а л ь н а я р а з м е р н о с т ь . Обычно, если такое
соотношение справедливо, считается, что этот объект — фракталь, а В —
фрактальная размерность. D показывает, как масса распределена в про-
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странстве. Для плотно расположенных сфер в J-мерном евклидовом про-
странстве D = d. Для выстроенных в линию сфер в любом пространстве раз-
мерности d > 1, ΰ = 1 и т. д. Таким образом, вышеприведенное определе-
ние D совпадает с обычным определением размерности для гладких структур.

Рис 2 Приуер трехмерного детерминированного фрактального агрегата

Обычно для агрегатов, построенных с помощью цепочек сфер (без перекры-
тия), фрактальная размерность l ^ Z ) ^ d . В вышеприведенном примере
D — нецелое число и лежит между 1 и 3 (3 — в данном случае размерность
пространства вложения). Давайте вернемся назад к нашему примеру и вы-
числим плотность материи, содержащейся в сфере радиуса г с центром в на-
чале координат. Предполагая, что каждая сфера — единичной массы, для
плотности ρ (г) получим:

Обычно для фракталя фрактальной размерности D, построенного в d-мерном
пространстве, имеется выражение:

р(г) = BrD~d.

Это также справедливо для сфер с центром в г0 от начала координат, если
г>> г0. Таким образом, для фрактальных агрегатов с D <z d, чем больше
размер сферы, окружающей частицу, тем меньше плотность материи в ней.
Это означает, что, рассматривая все большие и большие части фракталя, учи-
тывают всё большие и большие пустоты. Другими словами, фракталь должен
содержать пустоты всех размеров. Величина ρ (г) — это так называемая
двухчастичная корреляционная функция: так, для данной частицы эта функ-
ция дает вероятность найти другую частицу на расстоянии г от первой. Та-
ким образом, для фракталя корреляционная функция уменьшается по сте-
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пенному закону от расстояния ρ л* г~а, а фрактальная размерность D не-
посредственно входит в экспоненту d = d — D.

111.3. С а м о п о д о б и е . Другим замечательным свойством фракта-
ля, рассмотренного выше, является свойство самоподобия или самоповторяе-
мости. Так как это свойство, вероятно, легче понять для двумерных объек-
тов, давайте рассмотрим такой же вид фрактальной структуры, как и выше,
но построенной из дисков на плоскости. Сейчас внутри окружности радиуса
.г = Зра уже содержится η (г) = 5Р частиц и фрактальная размерность
D = In 5/ln 3 = 1,46497. В левой части рис. 3 представлен такой агрегат,

Рис. 3. Иллюстрация свойства самоподобия двумерного детерминированного фрактального агрегата

построенный при очень большом числе итераций так, что отдельные частицы
не различимы для невооруженного глаза. Центральная часть агрегата, уве-
личенная в масштабе (на фактор b = 3), показана правее. Видно, что уве-
личенная часть очень похожа на весь агрегат. Это возникает потому, что
наш глаз не может разрешить пространственное расстояние меньше некото-
рой величины I, и обе фигуры кажутся имеющими одинаковую структуру,
составленную из сфер радиуса I. Фактически каждая такая видимая сфера
содержит гораздо большее число частиц в первоначальном агрегате (фактор
bD). Можно и дальше увеличивать масштаб, но когда невооруженный глаз
начинает различать отдельные частицы, свойство самоповторяемости про-
падает, как в случае, показанном в правой стороне рис. 3.

111.4. Е с т е с т в е н н ы е о г р а н и ч и в а ю щ и е м а с ш т а б ы . Если
бы фрактальные агрегаты были бесконечно большие и сделаны из бесконечно
малых отдельных частиц, то не было бы никаких ограничений на свойства,
описанные выше. Практически существуют два естественных (нижний и
верхний) масштаба обрезания: размер отдельных частиц, а, и размер самого
агрегата, L. Обычно свойство η (г) ~ rD справедливо только при а<^ r<^ L.
Это показывает различие между математическими фрактальными объектами
(без ограничений) и физическими фрактальными объектами (с ограниче-
ниями). Моделирование реальных агрегатов фрактальными структурами
оправдано, если эти два масштаба обрезания достаточно хорошо разделены,
т. е. практически, если агрегат достаточно большой (отношение L/a должно
быть больше 10).

111.5. С л у ч а й н ы е ф р а к т а л и . Коллоидные агрегаты, пока-
занные на рис. 1, так же, как и большинство шероховатых и пористых объек-
тов, встречающихся в природе, которые имеют нерегулярную поверхность
в широком интервале длин, локально имеют вид агрегатов, как в выше-
описанных примерах, изображенных на рис. 2 и 3. Однако маловероятно,
чтобы они имели точно такую же макроскопическую симметрию. Если вместо
использования детерминированного способа построения включить в метод
построения некоторый элемент случайности, как это бывает во многих
естественных процессах роста, то можно построить случайные фрактали.
Можно найти ряд примеров таких случайных фракталей в книге Мандел-
брота х. Хорошо известный пример — это траектория движения броуновской
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частицы в пространстве с размерностью больше чем единица, которая яв-
ляется фрактальным объектом с фрактальной размерностью, равной двум
(размер траектории изменяется как корень квадратный из ее длины). В слу-
чае агрегатов я приведу ряд примеров в разделах V и VI. Основное отличие
от детерминированных фракталей состоит в том, что вышеприведенные пра-
вила в данном случае справедливы только после соответствующего усредне-
ния по всем статистически независимым реализациям объекта. Рис. 4 иллю-

Рис. 4. Иллюстрация свойства самоподобия двумерного неупорядоченного фрактального агрегата

стрирует свойство самоподобия для случайного двумерного агрегата, по-
строенного по кластер-кластерному случайному механизму соединения,
описанному в разделе VI. Сейчас увеличенная часть агрегата не точно иден-
тична первоначальному объекту, но она реализуется в другой статистически
эквивалентной конфигурации (которая могла бы быть найдена в аналогич-
ном эксперименте). Подобным образом зависимость η (г) от г не строго линей-
на в логарифмических координатах, но линейность получается после усред-
нения η (г) по многим агрегатам, состоящим из одинакового числа частиц
и построенным по одинаковому правилу.

III.6. С а м о а ф ф и н н о с т ь и м у л ь т и ф р а к т а л и . Концеп-
ция фракталя может быть обобщена на случай несамоповторяющихся струк-
тур. Например, самоаффинный фракталь — это структура инвариантная
после одновременного, но количественно разного изменения масштаба вдоль
разных направлений в пространстве. Чтобы полностью охарактеризовать
его свойства, нужна более чем одна экспонента. Существует столько фрак-
тальных размерностей, сколько есть независимых направлений в простран-
стве. На рис. 5 показан двумерный самоаффинный фракталь, построенный

•1—••»••

Рис. 5. Пример двумерного самоаффинного фрактального агрегата

таким же способом, как и в вышеприведенных примерах, с двумя фракталь-
ными размерностями D1 = In 7/ln 3 = 1,77124 и D2 = In 7/ln 5 = 1,20906.
Отметим, что самоаффинные фрактали не могут быть получены путем про-
стого растяжения самоповторяющихся фракталей, так как отношение ве-
личин растяжения в разных направлениях должно зависеть от размера.
Обобщая, назовем мультифракталем структуру, которая полностью харак-
теризуется бесконечным числом независимых фрактальных размерностей.
Такие структуры были введены и изучены совсем недавно рядом авторов 5>6.
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Было показано, что все фрактальные размерности могут быть параметри-
зованы в виде кривой с максимумом *. Величина максимума равна «обыч-
ной» фрактальной размерности, определенной выше, т. е. той, которая опи-
сывает изменение массы с размером. В этом элементарном обзоре я огра-
ничусь рассмотрением именно этой частной фрактальной размерности.
Читатель должен знать, однако, что в общем случае это не единственный
параметр, позволяющий описать фрактальную структуру. Были введены
некоторые другие размерности. Укажем размерность распространения 7 ,
характеризующую связывающие свойства, и специальную размерность,
характеризующую динамические свойства 8.

IV. Экспериментальные методы измерения фрактальной размерности.

IV. 1. К о о р д и н а т н о е п р о с т р а н с т в о . Основным непо-
средственным методом вычисления фрактальной размерности агрегата яв-
ляется количественный анализ (в соответствии с определением фрактальной
размерности) микрофотографий объекта. Эта процедура была первоначально-
развита для агрегатов в дымах *. Агрегаты собираются на сетке электрон-
ного микроскопа. Если это — трехмерные объекты, то нужно быть уверен-
ным в том, что они не исказятся за время измерения. Однако если объекты
только слегка сжимаются вдоль направления наблюдения, то такие искаже-
ния не оказывают существенного влияния на последующий количественный
анализ. В стандартных электронных микроскопах интенсивность каждого
пика, каждого образа не всегда пропорциональна количеству вещества,
пронизываемого электронным лучом. В таких случаях необходимо зачернить
все серые части микрофотографии. Сейчас существуют усложненные микро-
скопы, в которых используются кольцевые коллекторы темного поля. Та-
кие микроскопы, интегрируя весь рассеянный пучок вне данного большого
угла, практически устраняют расплывчатость образа и дают сигнал, грубо
пропорциональный массе частиц. Для дальнейшего существенно выделить
фоновую интенсивность электронного пучка.

Для этого можно использовать два метода.
Если имеется большое число агрегатов разных размеров и есть убеди-

тельные причины считать, что они имеют одинаковую фрактальную размер-
ность (успех метода служит хорошим тестом), то следует просто изобразить
общую интенсивность как функцию характерного размера каждого агрегата.
Этот размер может быть радиусом вращения объекта, или, более просто, ра-
диусом наименьшей окружности или сферы, содержащей агрегат. Наклон
этой кривой в логарифмических координатах дает фрактальную размерность.
Это, конечно, лучший метод, если имеется достаточно большой набор агрега-
тов, чтобы уменьшить статистический разброс.

Второй метод применим для достаточно больших агрегатов. Вначале вы-
берем некоторую частицу, принадлежащую кластеру, и рассмотрим все
большие и большие части (круги или квадраты) фотографии с центром на
этой частице. Затем отложим интегральную интенсивность рефлексов, со-
держащихся в каждой части, как функцию ее размера. График этой зави-
симости в логарифмических координатах также должен дать фрактальную
размерность. Однако этот метед довольно ненадежен для трехмерных агрега-
тов, если не принимать во внимание ряд ограничений, следующих из того
факта, что в указанной процедуре обработки используются двумерные проек-
ции конечного трехмерного агрегата. Более того, в реальных случаях до-
статочно больших, но конечных агрегатов данный метод дает системати-
чески меньшую измеряемую фрактальную размерность, чем она ееть на са-
мом деле. Эта ошибка важна для фрактальных размерностей вблизи D — 2.
Недавно такого рода количественные ошибки были подробно проанализи-
рованы 9.
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IV.2. И м п у л ь с н о е п р о с т р а н с т в о . Эксперименты по рас-
сеянию дают очень интересные альтернативные методы измерения, которые
имеют большие преимущества, так как являются неразрушающими. Сей-
час они применяются к большому числу фрактальных агрегатов 4 > 1 0 . и . Ме-
тод рассеяния (используя рентгеновские лучи, нейтроны и даже свет) дает
возможность определения относительного расположения частиц в агрега-
тах и, следовательно, является удобным инструментом измерения фракталь-
ной размерности. Если работать с простыми агрегатами, составленными из
-одинаковых частиц, и если можно пренебречь эффектами многократного
рассеяния, интенсивность рассеяния равна:

/ ( ? ) • = / . ( ? ) [ ! + $ Я (г) ^ -
Ό

где q — модуль вектора рассеяния, равный
4π . θ

тде θ — угол рассеяния. 10 (q) — интенсивность рассеяния одной частицей.
Ρ (г) — функция распределения расстояний между частицами, Ρ (г) dr про-
порциональна числу межчастичных расстояний в интервале г и г -f- dr.
Ρ (г) пропорциональна r d - 1 p (г), где ρ (г) — межчастичная корреляционная
•функция, определенная выше. Ρ (г) должна быть так нормирована, чтобы
интеграл в квадратных скобках был бы равен N — 1 для q = 0, где N —
общее число частиц в агрегате. Это следует из того, что / (0) = NI0 (0). Более
того, в вышеприведенной формуле я предполагаю, что агрегаты имеют в
среднем сферическую симметрию или, что эквивалентно, случайно ориенти-
рованы в пространстве.

Анализ вышеприведенной формулы показывает, что кривая / (q) про-
являет три разных характерных режима.

При малых д, т. е. при д<С £~\ где L — размер агрегата, возникает
так называемый режим Гюинье, когда падающий поток рассеивается всем
агрегатом как некоторым бесструктурным объектом:

В этом режиме можно оценить радиус гирации Rg агрегата. На практике
часто имеется набор агрегатов разных размеров. Измеряемый Щ является
соответствующим средним по всему ансамблю, с учетом функции распреде-
ления агрегатов по размерам. Для промежуточных значений q, т. е. для
ύ τ 1 ^ <j3> L"1, где а — радиус отдельных частиц агрегата, возникает фрак-
тальный режим. Характерный степенной закон затухания корреляций озна-
чает, что и / (q) должно изменяться по степенному закону:

/ (q) « Aq-*>.

В этом режиме фрактальная размерность может быть просто оценена из на-
клона графика / (?) от q в логарифмических координатах.

Для больших величин q, т. е. для q порядка и больше чем а"1, возни-
кает так называемый режим Порода, когда падающий поток начинает
взаимодействовать с отдельными частицами агрегата и обычно рассеивается
их поверхностью. / (q) определяется поведением / 0 (q) и проявляет затухаю-
щие осцилляции около средней величины, изменяющейся как

/ (q) « Bq-K

{Осцилляции возникают только в случае частиц точно одинакового раз-
мера.)
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Следует подчеркнуть, что фрактальная размерность может быть оце-
нена только в промежуточном режиме, пределы которого ограничены двумя
естественными масштабами обрезания. Таким образом, нужно быть очень
аккуратным перед тем как оценивать фрактальную размерность, так как
в о всех практических случаях кривая In / (q)/ln q систематически проявляет
•более или менее протяженный линейный режим вблизи точки перегиба. Во
многих случаях, когда нет достаточно протяженного линейного участка,
оценка должна быть корректной при учете масштабов обрезания и . Очень
интересно использовать реалистичные теоретические модели, для которых
удается развить численное моделирование. В таких случаях можно сравнить

всю экспериментальную кривую рассеяния с теоретической
12

V. Агрегационные модели частица-кластер.

V. 1. О г р а н и ч е н н а я д и ф ф у з и е й а г р е г а ц и я ч а с т и -
ц а-к л а с τ е р. После получения экспериментального доказательства фрак-
тальной структуры аэрозольных агрегатов 4, было сделано много попыток
построения реалистичных теоретических моделей, позволяющих воспроиз-
водить эти удивительные структуры. Пионерская модель была создана То-
масом Виттеном и Леонардом Сэндером 1 3. В этой модели частицы добав-
ляются одна за другой к одному растущему кластеру. В первоначальной
версии агрегационный процесс возникает от неподвижной начальной части-
цы. Затем агрегат последовательно растет. На каждом шаге движущаяся
частица стартует из случайно выбранной точки на большой окружности
с центром в зародыше и совершает чисто хаотическое движение в простран-
стве до встречи с агрегатом (средняя длина пути такого диффузионного дви-
жения условно равна диаметру частицы). После первого столкновения ча-
стица считается жестко приклеенной к агрегату в месте соударения, затем
другая частица стартует с окружности и т. д. Если движущаяся частица
диффундирует слишком далеко от агрегата (как типичное, это расстояние
в три раза больше радиуса большого круга), она выбывает из игры, и стар-
тует другая частица (причина этого состоит в том, что вероятность для такой
частицы вновь вернуться на окружность становится равномерно распреде-
ленной по ее длине).

Компьютерное моделирование такого подхода было впервые проделано
на двумерной квадратной решетке 1 3. Затем эти вычисления были развиты
для различных других решеток, более высоких размерностей, и даже иссле-
довался ряд нерешеточных версий 1 4. Моделирование проведено также в раз-
личных геометриях, в частности в «стрип»-геометрии, где агрегаты растут
из бесконечной основной плоскости 1 5. До недавнего времени обычно счита-
лось, что виттен-сэндеровские агрегаты — простые самоповторяющиеся
структуры, фрактальная размерность которых не зависит от природы базо-
вой решетки и определяется только размерностью пространства вложения.
Вычисленные фрактальные размерности, до d = 6 включительно, приведены
в табл. I.

Т а б л и ц а I. Фрактальная размерность
виттен-сэндеровской модели как функция размерности
пространства d. Абсолютная ошибка изменяется
от 0,05 для d = 2 до 0,1 для d = 5. Для значения при
<?=6 дана лишь грубая оценка

d

D

2

1,70

3

2,50

4

3,33

5

4,20

6

5,3
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Однако некоторые недавние аналитические исследования 1 в, подтверж-
денные компьютерным моделированием (более чем 10е частиц 1 7 ), показы-
вают, что виттен-сэндеровские агрегаты являются специальным видом само-
аффинных фракталей с фрактальной размерностью, большей в радиальном
направлении (среднее направление роста), чем в тангенциальном направле-
нии (перпендикулярно среднему направлению роста), и что фрактальные
размерности зависят от решетки. На рис. 6 показан пример самого бодь-

Рис 6 Виттен-сэндеровский агрегат, выросший на квадратной решетке и содержащий 4.10« частиц
(П Мекин и др. " )

шого компьютерного моделирования, проведенного Паулем Мекиным на квад-
ратной решетке. 1 7 Вызванные базовой решеткой эффекты анизотропии ясно
видны в этом моделировании: рост преимущественно возникает вдоль четы-
рех основных направлений решетки. Сейчас считается, что в термодинами-
ческом пределе бесконечно большого агрегата структура должна образовать
звезду, сформированную из конечного числа бесконечно тонких иголок; число·
иголок зависит от типа решетки (4 для квадратной, 6 для треугольной и
т. д.) 19. В нерешеточном случае среднее число ветвей должно быть между
4 и 6. Самое удивительное заключение из этих новых открытий состоит в том,
что виттен-сэндеровская модель не обладает свойством универсальности,
хорошо известным в статистической физике, которое требует, чтобы харак-
теристические экспоненты не зависели от микроскопических деталей —
таких, как природа базовой решетки. Такое нарушение универсальных
свойств является следствием необратимого характера модели.

V.2. Э к с п е р и м е н т а л ь н ы е р е а л и з а ц и и в и т т е н -
с э н д е р о в с к о й м о д е л и . Вызванная экспериментами Форреста и
Виттена на дыме 4, виттен-сэндеровская модель, в которой движутся только
отдельные частицы, неадекватно моделирует регулярные, или собственна
агрегационные эксперименты (где все кластеры движутся), которые прово-
дятся на аэрозолях или коллоидах. Тем не менее эта модель хорош© приме-
нима для изучения агрегационных явлений, вызванных внешними полями,
где, в дополнение к межчастичному взаимодействию, существует внешнее по-
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ле, которое приводит к взаимодействию частицы и агрегата. Это случай
электроосаждения 2 0 и фильтрации 2 1, где в обоих случаях привлекалась
„виттен-сэндеровская модель.

Однако виттен-сэндеровская модель является гораздо более общей, чем
это казалось первоначально. Сейчас она используется для описания многих
процессов роста.

Обобщение модели исходит из хорошо известной связи между микро-
скопическим броуновским движением и макроскопическим уравнением диф-
фузии, которое сводится в стационарном случае к уравнению Лапласа. Та-
ким образом, в виттен-сэндеровской модели скорость роста контролируется
полем, которое на макроскопических расстояниях возникает из потенциала,
лапласиан которого равен нулю 2 2. В зависимости от природы этого поля
можно поставить различные опыты. Например, виттен-сэндеровская модель
недавно использовалась для описания формы поверхности раздела, возни-
кающей, когда одна жидкость пропускается через другую, гораздо более
вязкую 2 3. Также специфическая модель была построена в случае диэлектри-
ческого пробоя, где фигурируют электрические величины 2V5. Это простое
обобщение: здесь вероятность роста ρ зависит от поля на поверхности по
•степенному закону: ρ «; £ 4 В этой модели уравнение Лапласа АС/ = О
численно решается на каждом шаге с граничными условиями U = 0 на
большой окружности с центром в зародыше, и U = const на агрегате. На-
пряженность поля Ε = Vt/ определяется на поверхности агрегата и новые
частицы добавляются на поверхность с вероятностью р. Виттен-сэндеровская
модель получается при η = 1. В других случаях фрактальная размерность
изменяется непрерывно с η. Аналогичные модели сейчас предлагаются для
описания разрушения материалов (из-за напряжений). В них используются
тензорные поля вместо скалярных2 6.

Отметим, что при применении к агрегационным экспериментам виттен-
•сэндеровская модель имеет большое неудобство, так как в ней невозможны
никакие структурные изменения агрегата в течение процесса. Частица
•остается жестко фиксированной в точке соприкосновения и не может достичь
другой, более выгодной позиции с меньшей общей энергией. В частности, эта
модель не может быть непосредственно применена для описания кристалли-
ческого роста дендритов, где хорошо известно, что существуют анизотроп-
ные эффекты, поверхностное натяжение, поверхностная диффузия 2 7. Были
развиты некоторые обещающие расширения виттен-сэндеровской моде-
ли, включающие внутренние анизотропные параметры, так же как и воз-
можность частичной реконструкции 2 8. Эти исследования позволяют
нам двигаться непрерывно от нерегулярных фрактальных форм к более
регулярным и периодическим структурам (например, наблюдаемым в сне-
жинках).

V.3. Д р у г и е ч а с т и ц а - к л а с т е р н ы е м о д е л и . Было най-
дено, что броуновская природа траектории частицы является существенной
для воспроизведения фрактальной структуры. Все другие частица-кластер-
ные модели, где частицы движутся по прямым траекториям, дают компакт-
ные (D = d) агрегаты. Так называемая баллистическая модель, в которой
частицы движутся по случайным линиям в пространстве, была введена бо-
лее чем 20 лет назад Волдом и Саферлендом 2 9. Раньше считалось, на основе
•численных результатов, что баллистические агрегаты могут быть фракталь-
ными, но более эффективные недавние машинные эксперименты 3 0 совместно
•с аналитическими аргументами 3 1 определенно установили их компактный
характер. В другом варианте (модели дождя) рассматриваются случайные
прямые линии без параметров соударения, т. е. всегда проходящие через за-
родыш. В «стрип»-геометрии это соответствует случайным параллельным
траекториям 3 2. Кластеры снова компактны, даже с много большей плотно-
стью.
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Пауль Мекин ввел обобщенную модель, рассматривающую фракталь-
ные траектории с меняющейся фрактальной размерностью d w

 3 3. Для dw = 2
получается виттен-сэндеровская модель. Также найдено, что фрактальная
размерность увеличивается, когда dw уменьшается до d w = 1 (баллистиче-
ская модель), ниже которой остается постоянной и равной размерности про-
странства. Была построена другая интерполяционная модель между броу-
новским и баллистическим случаем 34, в которой длина свободного пробега
при диффузии частицы может меняться по сравнению с диаметром частицы.

В этом случае наблюдается типичный
переходный эффект. Для конечной
длины свободного пробега, большей ди-
аметра частицы, сначала наблюдается
промежуточный режим роста, в кото-
ром агрегат, очевидно, более компактен;
но, достигнув достаточно большого раз-
мера, он становится похож на виттен-
сэндеровский агрегат. Баллистическая
модель возникает только в асимп-
тотике, в пределе, когда длина сво-
бодного пробега стремится к бесконеч-
НОСТИ И всегда больше размера агре-
гата.

Другая очень простая частица-кла-
стерная модель, в которой не рассма-
триваются какие-либо траектории во-
обще,— модель Айдена, которая была
введена более чем 25 лет назад для
изучения роста опухоли. В этой модели
на каждой итерации новая частица
присоединяется с равной вероятностью

случайно на одно из возможных мест на поверхности. Эта модель, которая,
по существу, может рассматриваться как предел dw = 0, обобщенной мо-

u Од

дели, определенной выше, приводит также к очень компактным структурам -
Однако если объемные свойства как баллистической, так и айденовской
моделей тривиальны, их поверхности проявляют интересные несовершен-
ства, которые сейчас активно изучаются 3 7.

Чтобы проиллюстрировать влияние характера траекторий на форму
конечного кластера, я привел на рис. 7 некоторые типичные агрегаты, со-
держащие 4096 частиц, выросшие в двумерном случае с использованием че-
тырех следующих предписаний: броуновская траектория (первоначальная
виттен-сэндеровская модель), случайные линейные траектории с и без столк-
новительных параметров и, наконец, айденовская модель. На этом рисунке
к фракталям приводит только виттен-сэндеровская модель.

VI. Кластер-кластерные модели агрегатов.

VI.1. К л а с т е р - к л а с т е р н ы е а г р е г а т ы , о г р а н и ч е н -
н ы е д и ф ф у з и е й . С тех пор как была создана виттен-сэндеровская
модель, стало понятно, что она не является наиболее приемлемой моделью·
агрегационных экспериментов на коллоидах и аэрозолях. Теоретические
значения фрактальных размерностей (D « 2,5) были слишком большим»
по сравнению с экспериментальными (D л; 1,7). Чтобы лучше описать эта
эксперименты, была предложена альтернативная кластер-кластерная агре-
гационная модель независимо и в одно и то же время в США 3 8 и во Фран-
ции 3 9. Эта модель может рассматриваться как расширение виттен-сэндеров-
ской модели, в которой сами кластеры могут двигаться вместе с частицами.
В первоначальной версии 38>39 модель стартовала с набора идентичных сфе-

Рие. 7. Иллюстрация влияния траектории
частицы на форму конечных агрегатов при

двумерной частица-кластерной агрегации
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рических частиц, случайно распределенных внутри замкнутого куба. За-
тем эти частицы начинали диффундировать в пространстве (аналогично слу-
чайным блужданиям на решетке в виттен-сэндеровском случае). На границе
куба задавались периодические граничные условия. Когда две частицы стал-
кивались, они необратимым образом соединялись вместе в форме твердого
димера, который также мог диффундировать внутри куба, сохраняя свою
ориентацию. Этот димер мог соединиться с другим димером или отдельной
частицей и т. д. После каждого столкновения два сталкивающихся кластера
образуют новый больший кластер. Процедура может продолжаться до к тех

л
Рис 8 Типичное двумерное моделирование кластер-кластерного механизма агрегации

пор, пока в кубе останется лишь один агрегат. На рис. 8 представлен типич-
ный двумерный пример, где видны агрегаты на трех разных ступенях агре-
гационного процесса.

В кластер-кластерной модели вводится параметр а, чтобы описать, как
скорость кластера изменяется в зависимости от числа частиц г, принадлежа-
щих ему:

Для реалистичных случаев достаточно отрицательных величин а, т. е.
когда маленькие кластеры движутся быстрее, чем большие, и в предельном
случае бесконечно малой начальной концентрации частиц было установлено^
что все агрегаты являются фракталями и их фрактальная размерность не
зависит от α в большом диапазоне изменения этой величины. Фрактальная
размерность зависит только от размерности пространства и существенна
меньше, чем в виттен-сэндеровской модели.

Проведено систематическое изучение влияния начальной концентрации
частиц, показывающее эффективное увеличение фрактальной размерности,
с концентрацией 4 0. Кластер-кластерная модель с высокой концентрацией
предложена как модель переходов, наблюдаемых в полимерных растворах 40~

VI.2. К л а с т е р - к л а с т е р н а я к и н е т и к а : у р а в н е н и е
С м о л у х о в с к о г о . В отличие от геометрических характеристик вся
кинетика кластер-кластерной модели зависит непосредственно от а. Было»
показано, что кинетика кластер-кластерного агрегационного механизма мо-
жет удовлетворительно описываться хорошо известным кинетическим урав-
нением, полученным Смолуховским более семидесяти лет назад " , по крайней
мере, для пространственной размерности больше 2, где флуктуациями кон-
центрации можно пренебречь 4 2. Это уравнение описывает эволюцию во вре-
мени числа кластеров, содержащих к частиц, nh:

"7)7"—Τ ZJ ^uninj — nb h
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Ядро Ki} интерпретируется как среднее число столкновений типа (i) -f- (/)-*.
"*•*(* + /') в единицу времени. Используя общие скейлинговые аргументы
можно показать, что для фрактальных агрегатов фрактальной размерности
D, фрактальных траекторий фрактальной размерности d w ( d w = 2 для
•броуновских траекторий), К if проявляет однородные свойства:

ту- . 2 ω ту-
Α λ ι , λ> = Λ A-ij,

'где

о,, „ ι <*—-d̂ -Zco = α Η ^ — .

Это означает, что все исследования, уже проделанные для уравнения Смо-
луховского с однородными ядрами4 4, применимы к кластер-кластерному
механизму. В частности, для ω < 1/2, т. е. для α < ас = 1 — [(d — dw)/2],
средний размер кластера (к) должен увеличиваться во времени по степен-
ному закону:

(А;) да ίν,

где γ = 1/(1 — 2ω). Более того, общий вид функции распределения по раз-
мерам может быть определен для данного ω и дает достаточно хорошее согла-
сие с результатами численного моделирования 45>46.

Для величин ω больше 1/2 возникает резкое изменение в аналитических
свойствах решений уравнения Смолуховского, которое часто используется
для моделирования явления замерзания. Это подтверждается численным ре-
шением кластер-кластерной модели при больших значениях а. Было пока-
зано, что при α = а с агрегационный процесс начинает контролироваться
частица-кластерными столкновениями: в финале выживает один большой
кластер, который адсорбирует все другие кластеры меньших размеров *5.
Это резкое изменение от кластер-кластерной к частица-кластерной агрегации
ζ увеличением α связано, таким образом, с изменением в решении уравне-
ния Смолуховского для ω = 1/2 4 6.

VI.3. И е р а р х и ч е с к а я м о д е л ь . Идеализированная версия
кластер-кластерной модели, иерархическая модель, которая была введена
в 1971 г. 4 7, была снова высказана позднее *8. В этой модели следующие один
за другим наборы кластеров из равного числа части: 2, 4, 8, . . ., 2Р, . . .,

•строятся последовательно. На каждом шаге кластеры группируются па-
рами и один из кластеров может диффундировать в пространстве до соуда-
рения с другим. Эта версия, которая соответствует пределу, когда ω стремится
к минус бесконечности, в формализме Смолуховского концептуально много
проще и дает такие же количественные результаты при меньшем компьютер-
•ном времени.

Эта версия привела к некоторым полезным аналитическим и численным
исследованиям. В частности, было аналитически установлено, что, в отличие
•от частица-кластерной модели, в кластер-кластерной модели существует
верхняя критическая размерность (d « 9), выше которой кластеры стано-
вятся прозрачными друг для друга и, следовательно, их фрактальная раз-
мерность становится независимой от размерности пространства 4 9. В то же
время были проделаны численные исследования до пространственной раз-
мерности, равной 6 50, и экстраполяция в большие размерности была в со-
гласии с теоретическими предсказаниями. Было также проверено, что нет
влияния базовой решетки, так как нерешеточная иерархическая версия
дала такие же численные результаты 51. На рис. 9 показан типичный пример
трехмерного нерешеточного агрегата, выросшего по иерархической модели.
После усреднения по большому числу таких агрегатов найдена фрактальная
размерность D я» 1,8, очень близкая к полученной из экспериментов на
•коллоидах 3 и аэрозолях 4.
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С использованием иерархической версии были проверены слабые эффек-

ы возможной вращательной диффузии 5 2 . Было также обнаружено, что
кластер-кластерные агрегаты были анизотропны и по существу имели в сред-
нем эллипсоидальную форму 5 3 . Систематическое изучение анизотропных
свойств показывает, что отношение между наибольшим и наименьшим собст-
венным значением радиуса вращения агрегата порядка 5 и 1 0 в й = 2 и З
соответственно 5 4 . Однако, та-
кие эффекты, как наведенная
анизотропия или зависимость
от базовой решетки, никогда не
наблюдались, в отличие от вит-
тен-сэндеровской модели 1 6 ~ 1 9 .
В настоящее время считается,
что кластер-кластерные агрега-
ты приводят к простым самопо-
добным случайным фракталь-
ным структурам.

VI.4. В л и я н и е т р а -
е к т о р и и к л а с т е р а и
х и м и ч е с к а я м о д е л ь .
Как и в случае виттен-сэндеро-
вской модели, были изучены
некоторые расширения клас-
тер-кластерной модели, в ко-
торых вводилась модификация
траекторий. Баллистическая
кластер-кластерная модель 8 5 ,
которая рассматривает случайные прямолинейные траектории, хорошо
иллюстрирует молекулярный режим аэрозолей. Было показано, что та-
кая модификация, в отличие от виттен-сэндеровской модели, только слегка
увеличивает фрактальную размерность конечных агрегатов. Чтобы учесть

Рис 9. Типичный трехмерный агрегат, построенный
по иерархической версии кластер-кластерной модели

броуновская

Рис. 10. Иллюстрация влияния траектории частицы
ва форму конечного агрегата при двумерной кла-

стер-кластерной агрегации

Химическая

Линейная
с параметром

соударения

Линейная
Вез параметра

соударения

дальнодействующее притягивающее взаимодействие, можно также рассма-
тривать прямолинейные траектории без параметров соударения 5 6 . И снова
фрактальная размерность лишь слегка увеличивается.

Другое расширение, которое является кластер-кластерным вариантом
модели Айдена, полностью исключает роль траектории: в отличие от диффу-
зионно ограниченной агрегации, это расширение было названо химически

11 УФН, а. 15/, вып. 2
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\-wjr 5 7ограниченной кластер-кластерной агрегацией " . При построении этой
модели вводится понятие вероятности соединения, и затем эта вероятность
устремляется к нулю. В этом пределе кластеры некоторое время «изучают»
все возможные соединения и в конце концов выбирают одно случайное. Ин-
терес к такой модели вызван тем, что она реализуется в коллоидах, когда
электростатическое отталкивание не полностью экранировано. Фрактальная
размерность в этом случае равна Z) ~ 2 в d = 3 — слегка, но все-таки боль-
ше, чем величина D ~ 1,78, полученная в чисто диффузионном случае
(с вероятностью соединения равной единице). Такое изменение фрактальных
свойств агрегатов явно наблюдалось Вейцем с соавторами 3 в экспериментах
на золотых коллоидах, сразу же после появления химической модели.

Чтобы проиллюстрировать влияние характера траектории на форму
конечного кластера, я привел на рис. 10 типичные двумерные агрегаты, со-
держащие по 4096 частиц, выросших по иерархической модели, с использо-
ванием четырех следующих предписаний: броуновская траектория, линей-
ная траектория с и без параметра соударения и химически ограниченная
кластер-кластерная агрегация. В противоположность рис. 7, все эти агрега-
ты — фрактали. Соответствующие фрактальные размерности, численно по-
лученные путем усреднения по многим агрегатам и при экстраполяции к
бесконечным размерам, приведены в табл. II.

Т а б л и ц а II. Фрактальная размерность кластер-кластерной модели как функция
пространственной размерности в случае броуновской, баллистической (случайные
прямолинейные траектории) и химической версии этой модели и в случае линейных
траекторий без параметра соударения. Абсолютная ошибка —того же порядка, что и
в табл. I

d

(dw = 2), броуновская
(<iw = l), баллистическая
Химическая
Линейная без параметра соударения

2

1,44
1,51
1,55
1,56

3

1,78
1,91
2,04
2,06

4

2,05
2,22
2,32
2,53

5

2,27
2,47

2,97

6

2,6
2,7

3,46

VI.5. Д р у г и е р а с ш и р е н и я к л а с т е р-к л а с т е р н о п
м о д е л и , с т и м у л и р о в а н н ы е э к с п е р и м е н т а м и . Суще-
ствуют экспериментальные доказательства того, что эффекты реконструк-
ции кластерной структуры, которые не учитывались в первоначальной
кластер-кластерной модели, до определенной степени присутствуют в реаль-
ных агрегационных экспериментах. В макроскопических экспериментах
по двумерной агрегации восковых шариков, плавающих на поверхности
воды 5 8, эти эффекты видны невооруженным глазом. Это весьма тонкая
проблема для того, чтобы просто смоделировать такие эффекты реконструк-
ции. Попытка была предпринята в двух измерениях 5 9. В этой модели после
каждого столкновения кластеры могут диффузионно вращаться вокруг точки
соприкосновения до тех пор, пока не образуется вторая связь.

На малых расстояниях получается эффективная компактификация.
Однако, когда вычисления продолжаются до очень больших кластеров,,
эффекты реконструкции менее выражены, а результирующая фрактальная
размерность, вычисленная в пределе бесконечно большого агрегата, лишь
слегка увеличена (D » 1,48 вместо D « 1,44 без реконструкции). Эффек-
тивное экспериментальное подтверждение этих теоретических предсказаний
недавно получено Скейлторпом 6 0 в двумерных агрегационных эксперимен-
тах на монодисперсных полистериновых микросферах, зажатых в тонких
слоях между твердыми границами.

Другие агрегационные эксперименты, проделанные в дву β1- и трехмер-
ном 1Х случаях, приводят к меньшим фрактальным размерностям, чем пред-
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сказанные в первоначальной кластер-кластерной модели. Это несоответст-
вие было недавно объяснено с помощью эффектов поляризуемости 6 2. В слу-
чае поляризующихся кластеров два кластера перед столкновением наводят
заряды противоположного знака на их ближайших друг к другу концах.
Возникающее электростатическое притяжение оказывает влияние на их
относительное диффузионное движение. В предельном случае сильной поля-
ризуемости была построена очень простая модель 6 2, в которой кластеры
систематически соединялись своими ближайшими концами. Эта модель дает
фрактальные размерности, равные 1,26 и 1,42 в d = 2 и d = 3 соответст-
венно, в хорошем согласии с экспериментами.

Во многих практических случаях, часто встречающихся в промышлен-
ных процессах, агрегация заряженных коллоидов вызывается дополнитель-
ным введением противоположно заряженных полимеров в коллоидный ра-
створ. Представляется весьма важным моделирование таких механизмов.
В первом приближении можно расширить кластер-кластерную модель на
случай двух диффундирующих веществ, А (частицы) и В (полимеры), в ко-
торой А — В соединения разрешены, а А — А и В — В подавлены. Такая
модель была недавно введена 6 3, правда, в другом контексте. Получены
очень интересные результаты, такие как зависимость фрактальной размер-
ности от отношения концентрации А к В, а также эффекты насыщения, когда
одно из веществ представлено в избытке. Однако это моделирование также
приблизительно, так как не учитываются специфические свойства полиме-
ров. Сейчас разрабатывается улучшенная модель 6 4, в которой набор шаров
соединяется полимерами с помощью химии подобного механизма.

Предварительные результаты демонстрируют, что в случае длинных
полимеров можно получить фрактальную размерность больше, чем в стан-
дартной химической модели (без полимеров).

VII. Заключение. Недавний прогресс в понимании агрегационных яв-
лений дает хорошую иллюстрацию преимуществ нового модного инструмен-
та — концепции фракталя. Сейчас возможны новые количественные иссле-
дования и сравнения теории и эксперимента, и я думаю, что дальнейший
прогресс в этом направлении произойдет в ближайшем будущем. Две модели,
которые я описал здесь,— это два примера моделей роста, которые в настоя-
щее время активно изучаются. Аналитические подходы, которые сейчас на-
ходятся на начальном этапе своего развития, в дальнейшем могут быть
развиты, с помощью численных исследований, в объединенную теорию не-
обратимых явлений. Кроме того, должно быть сделано очень много экспери-
ментальных работ. Согласие, во многих случаях, между эксперименталь-
ными и теоретическими фрактальными размерностями — начальный успех.
Фрактальная размерность — это только один определяемый параметр, и
нужно проводить теоретические и экспериментальные исследования физиче-
ских свойств фрактальных агрегатов, таких как проводимость, упругость
и т. д.
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СВОЙСТВА ФРАКТАЛЬНОГО АГРЕГАТА

Б. М. Смирнов

(Институт высоких температур АН СССР)

В статье Жюльена дано описание физической природы фрактального агрегата —
системы, образуемой из твердых частиц в процессе их слипания. В данной статье содер-
жатся некоторые дополнения к этому описанию, что позволяет, по моему мнению, более
глубоко представить физические свойства этого объекта. Отметим сначала, что фракталь-
ный агрегат (или, как часто его называют, фрактальный кластер) — это один из типов
кластеров *) с фрактальной структурой. Такой кластер может быть собран из отдельных

*) Обычно кластером принято называть большое число связанных атомов или
молекул, которые внутри этой системы сохраняют свою индивидуальность. В последнее
время этот термин распространился на системы, состоящие из большого числа связанных
макроскопических частиц.


