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Введение Одно из ярких явлений нелинейной физики состоит в образова-
нии солитонов и автосолитонов — локализованных стационарных состоянии в
различных физических, химических и биологических системах. Со питонами на-
зывают уединенные волны, формирующиеся в нелинейных средах с диспер-
сией, которые по своим свойствам во многом напоминают частицы Солито-
нам посвящена обширная литература (см , например, 1 - 7) Автосотигоны
(АС) — уединенные стационарные состояния иного типа, которые по своим
свойствам могут принципиально отличаться от частиц В общем смысте \С
отличаются от солитонов так же, как автоколебания от колебаний 8 ~ n , a
1ВТОВОЛНЫ ОТ ВОЛН 1 2 ~ 1 8 .

АС — стационарное уединенное собственное состояние (авгосогтояние;
системы Параметры АС (форма, амплитуда, скорость, частота nj чьсации
и др.) полностью определяются параметрами системы и не зависят от вида
возмущения, вызывающего образование данного типа \С
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АС реализуются в устойчивых системах, малые возмещения в которых
затухают. АС представляет собой устойчивое локализованное состояние,
которое на периферии переходит в одно и то же устойчивое однородное состоя-
ние системы *). Для возбуждения АС на систему надо подать локализованное
возмущение достаточно большой амплитуды и длительности. После прекра-
щения действия этого дополнительного возмущения в системе может само-
произвольно сформироваться один из возможных типов АС. В этом смысле
образование АС можно рассматривать как одно из явлений самоорганиза-
ции * * ) .

Подчеркнем, что АС могут возникать в моностабильных неравновес-
ных системах, которые при любом уровне неравновесности ΠΑΙΘΙΟΤ воинствен-
ное однорооное состояние. Нетривиальность образования таких АС связана
с тем, что диффузия не только не приводит к их рассасыванию, а, напротив,
именно благодаря диффузионным процессам и существует \С (п. 1)

С формальной точки зрения образом как автоколебаний, так и АС явля-
ются аттракторы, характеризующиеся определенной областью притяжения.
Периодическим автоколебаниям отвечает простейший аттрактор — устойчи-
вый предельный цикл в фазовом пространстве динамических переменных 8 > п .
АС отвечает аттрактор в конфигурационном пространстве, т. е. пространстве,
каждая точка которого соответствует определенному распределению парамет-
ров системы по координатам. Система может характеризоваться несколь-
кими аттракторами в таком конфигурационном пространстве, т. е. в ней
могут образовываться АС различного вида и формы. Для того чтобы возбу-
дить АС, возбуждающее его локальное кратковременное возмущение должно
переводить систему в состояние, отвечающее области притяжения (по началь-
ным условиям) аттрактора, соответствующего данному типу АС. В этом слу-
чае после выключения возмущения в системе будет происходить самопроиз-
вольное формирование АС.

В зависимости от вида возмущения и параметров систем в них МОЖЕО
возбудить: статические АС, скорость которых равна нулю, а форма не ме-
няется во времени 2б~30 (п. 3—5); пульсирующие АС, скорость которых равна
HJ-ЛЮ, а форма периодически меняется со временем28"34 (п. 6); бегущие АС ***) ,
движущиеся с определенной конечной скоростью без затухания ι,ΐ2-ΐ6,27-30,35,
а также АС в виде других, более сложных уединенных автосостояний (п. 2)
и автоволн (см. п. 7 и 8).

Еще раз подчеркнем, что скорость и форма бегущего АС, в отличие от со-
литона, однозначно определяется параметрами системы, а не энергией на-
чального возмущения ι>12~16. При столкновении двух бегущих АС в зависимости
от параметров системы они могут аннигилировать 12~16 либо превращаться
в АС другого типа (например, в статические или пульсирующие) 3 2 3°-37.

Природа АС чрезвычайно разнообразна (п. 1,2 и заключение). Так, в нерв-
ном волокне ι,ΐ2,38,39 или его электронном аналоге (нейристоре) ι,40-4- можно
возбудить АС в виде бегущего без затухания электрического импульса.
В высокочастотном газовом разряде кроме периодических страт 4 3 можно
возбудить АС в виде статической уединенной страты 4 4. В полупроводниках
и полупроводниковых структурах АС наблюдаются в виде светящихся обла-
стей, где высока температура горячих носителей 45>46 или их концентрация 4 7.
В средах, где протекают автокаталитические реакции типа Белоусова —
Жаботинского, образуются и ярко проявляются различные бегущие АС и

*) В этом смысле неоднородные состояния в виде доменных стенок, возникаю-
щие в бистабильных неравновесных системах ι9-22, не являются АС.

**) Под самоорганизацией обычно понимают спонтанное образование и после-
дующую эволюцию структур в неравновесных системах 2 3>2 4 — «к упорядоченности
через флуктуации»2 3 (см п. 2.1).

***) Хорошо известная 1 , 1 2 - 1 6 автоволна в виде бегущего импульса представляет
собой простейший одномерный бегущий АС После его прохождения система возвра-
щается в исходное устойчивое однородное состояние.
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другие, более сложного вида автоволны 1>1213ilj,48,49. В газовой и полупро-
водниковой плазме 5 0 ~ s l , а также в нейтральны\ газа\ ''2, слабо отклоненных
от состояния термодинамического равновесия, мог^т образовываться АС
в виде сильно неравновесных областей *) (п. 5).

Свойства бегущих ЛС (импульсов) и некоторых дрл πι ν автоволн еще
в 194(5 г. на основе аксиоматической дискретной модели качественно про-
анализировали Винер и Розенблют 5 4 . В 1952 г. Ходжкин и Хаксли предло-
жили и исследовали модель распространения импульсов в нервном ьолок
не 5 5. Наиболее детально форма и скорость бегущих АС (имплльсов) были
проанализированы в npociefiuinx дв\хпараметрических моделях нервного
волокна — моделях типа Фитц-Хью — Нагумо (ФХН) >6-bV 1 J - 1 β * * ) . Тео-
рия статических и пульсирующих АС развита в 2 5~ 2 8, 3 1.

В дальнейшем стало ясно, что большинство изучении\ статических
пульсирующих и бегущих АС реализуются в едином (с точки зрения мате
матического описания) классе активных систем с дифф>зией, свойства кото
рых определяются системой двух нелинейных дифференциальных jравнений
диффузионного типа ***) (п. 1 и 2). Эти уравнения в одном из предельных
случаев (п. 2.2) соответствуют моделям типа ФХП и допускают решения лишь
в виде бегущих АС и других автоволн (п. 7), а в другом — в виде простейших
статических автоструктур (п. 3.1). Бегущие АС (импульсы) и другие авто-
волны весьма полно изучены в моделях типа ФХН Им посвящена обширная
литература 1 2~ 1 6 is,39,49,63-66,68,69. Поэтому в данном обзоре основное вни-
мание уделено статическим и пульсирующим АС; бегущие АС затраги-
ваются лишь в гон мере, которая необходима для изложения общей картины
свойств АС.

В обзоре обсуждаются свойства и излагаются основные результат!! тео
рии АС, возникающих в широком классе активных раенределенныч сис-
тем * * * * ) . Вначале на конкретных примерах рассматривается физика АС
в основных типах моностабильных активных систем с дифф}зией (п. 1), за-
тем дается классификация таких систем и обсуждаются основные свойства
реализующихся АС (п. 2). Далее излагаются теория и свойства статических
(п. 3—5), пульсирующих (п. 6) и бегущих АС (п. 7) в активных системах
с диффузией. В последней гл. 8 рассматриваются особенности АС в триггер-
ных системах и активных средах с дальнодействующими связями.

1. Автосолитоны в некоторых системах.

1.1. Τ е ρ м о д и φ φ j з и о н н ы е АС в с и с τ е м а \ с « п о л о ж и-
т е л ь н о й » τ е ρ м о д и φ φ j з и е й. Термодиффузионные АС образуются
в результате конк\ренцпп диффузионных и термоднфф\ шонны\ пото-

ν ) Однородное состояние системы, отклоненной от термодинамического равно-
весия не далее пределов справедливости соотношении Онзагера, устопчиво 53. Поэтому
утверждение о существовании АС означает, что однородное состояние не является един-
ственным устойчивым состоянием даже таких слабонеравновесных систем.

**) В моделях типа ФХН были изучены и другие, более сложные автоволны 1 2, 1 5,
1 ъ,1 8,3 9,4 9>< ) 1-' а 9, в том числе спиральные (ревербераторы) и ведущий центр (п. 7), а также
различные автоволновые вихри 64-66.

***) В однопараметрических однородных системах, свойства которых описывают-
ся одним диффузионным уравнением, АС не образуются. В таких бистабильных систе-
мах реализуется единственный стационарный процесс в виде автоволны переброса из
одного устойчивого однородного состояния в другое 7 0, 1 2> 1 5. Такая автоволна подробно
изучена применительно к задачам теории горения 71~73. В однопараметрических систе-
мах с одним устойчивым однородным состоянием могут возникать нестационарные лока-
лизованные области с неограниченно нарастающим во времени значением параметра
системы 73~75, применительно к задачам горения и взрыва 7 2>7 3 — температуры. Теория
такого нестационарного процесса (режима с обострением) изложена в 1Ъ.

** ι-*) д с м о г у т образовываться и в других системах, например в гидродинамических
при наличии в ни\ течении, т. е. конвективных потоков, вызванных внешними воздей-
ствиями 76~82 (см. заключение).

1*
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ков г з,2 6,5 1. В данном разделе рассматриваются АС в системах с «положитель-
ной» термодиффузией, т. е. в системах, в которых термодиффузионный поток
частиц направлен из горячей области в холодную.

Для определенности рассмотрим формирование АС в электронно-дыроч-
ной плазме (ЭДП), разогретой в процессе фотогенерации носителей25.26.
Пусть энергия возбуждающих фотонов Йш превышает ширину запрещенной
зоны полупроводника Ее на величину 2Δ = Ηω — Ев. Тогда при поглоще-
нии фотона образуются горячие носители, которые за счет межэлектронных
соударений разогревают ЭДП. Когда эффективные массы электронов и дырок
различаются не очень сильно, а их концентрация (п = р) достаточно высока,
носители разогреваются как единая система до некоторой эффективной тем-
пературы Т. Значение Τ определяется из уравнения локального баланса
энергии носителей

7т -Г,) τ;1, (1.1)

где G — скорость генерации носителей, τ ε — характерное время релаксации
их энергии, Τι — температура решетки полупроводника. Если время жизни

а
Свет

I \ 1 I I I \

Рис 1 Автосолитоны (АС) в системах с «потожительной» термодиффузией схематическое изображение
радиачьно-симметрнчного (а) и одномерного АС (б) в полупроводниковой пленке, распределение кон-
центрации η (χ) и температуры Τ (χ) горячей электронно-дырочной плазмы (ЭДП) в >зком пичковом (в)

и широком 4С (г)

носителей тг « const, то заданным значениям G и Δ отвечает единственное
однородное состояние ЭДП: η = nh = GxT и Τ = Th = Τι -\- Δ·τ ε/τ,. Не-
смотря на это, в такой устойчивой ЭДП можно возбудить горячий АС в виде
самоподдерживающейся области высокой температуры и низкой концентра-
ции носителей (рис. 1) 2 5 ' 3 β.

Для возбуждения АС необходимо дополнительно кратковременно разо-
греть ЭДП в некоторой области светом, поглощающимся на свободных носи-
телях. После прекращения этого импульса света в месте освещения форми-
руется АС (рис. 2), форма которого определяется лишь параметрами ЭДП
и не зависит от параметров возбуждающегося АС импульса.

Существование горячего АС определяется тем, что благодаря термодиф-
фузии происходит интенсивный выброс горячих носителей из области высо-
кой температуры (см. рис. 1, в). В результате в ней уменьшается концентра-
ция носителей, а следовательно и плотность мощности, отводимой от системы
горячих носителей в решетку Ρ = 2га (Т — T^lx^. Это согласно (1.1) под-
держивает высокое значение температуры носителей в центре АС, так как
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поступающая к носителям мощность W = 2A-G = const, т. е. не зависит
от я и Г. Область низкой концентрации носителей в центре АС не расплы-
вается вследствие того, что диффузионный поток носителей в центр АС
практически уравновешивается термодиффузионным, направленным в про-
тивоположную сторону (рис. 1, в).

t = r.

V

-г
/ П

-3Ζ. *; t, 0,5 10 t/tr

Рис. 2. Кинетика формирования горячего АС в устойчивой разогретой ОДП " при кратковременном
локальном воздействии импульса излучения (разогревающего носители) длительностью t. = τ /6.
а, б — Распределение температуры Τ и концентрации носителей η в промежуточные моменты времени
ί = fj(a) и ί, = 2t f/9 (б), β — Установившаяся форма АС « ζ = 10τρ). г — Зависимость от времени мак-

симальной температуры в образующемся АС

Распределения концентрации и температуры носителей в квазинейтраль-
ной ЭДП (п = р) описываются уравнениями баланса числа частиц и их
средней энергии ε 83-85·

2 δηε

Я, (1.2)

j e и j s - плотности потоков электронов и нергии носителей; R =
= ηΙττ — скорость1 их рекомбинации. В невырожденной ЭДП 2 0, 8 3- 8 5 ε =
= (3/2) Г, а

j e = — V(nD (T)) = —DVn — (1 + a) DT^nVT, (1.4)

где D — коэффициент биполярной диффузии; 1
(1.2) и (1.4) следует, что

dn

a = д In Did In Т. Из

(1.5)

где концентрация носителей измеряется в единицах n h = <?τΓ, η = nD (T) χ
Χ (u^n)" 1 ; D° = D(T{), L = {DH,)1'2 — длина биполярной диффузии.

Из уравнения (1.5) видно, что в горячей ЭДП величина L характеризует
пространственный масштаб изменения не концентрации носителей п, а
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величины η со nD (Τ), т. е. потока /е (1.4). Поэтому чем больше величина L,
тем меньше величина /е в АС, т. е. тем точнее диффузионный поток компен-
сируется термодиффузионным (рис. 1, в). Отсюда вытекает, что размер горя-
чей области AC Xs ограничен сверху величиной ~L. С другой стороны, для
того чтобы горячая область АС не расплывалась из-за теплопроводности но-
сителей, величина Ха должна быть больше характерной длины изменения
температуры носителей — 1 α ( D T J 1 / 2 . Отсюда следует необходимое усло-
вие существования AC: L ^> I. В АС размера Ι <ξ^ Xs <ξ^ L можно считать, что
величина η = nD (T)/D9nh = const и выполнено уравнение (1.1). Подстав-
ляя в (1.1) η = nbr\D°ID (T), получим уравнение локального баланса энер-
гии в АС

учитывающее при η = const компенсацию диффузионного и термодиффу-
зиоиного потоков носителей, т. е. малость величины /е (1.4) в АС.

Из теории АС следует (см. п. 3.2), что корни уравнения (1.6) при W =
= const и η = η3 определяют значения максимальной Ттах и минимальной
Г т 1 п температуры в широком АС 2 в (рис. 1, г). Уравнение (1.6) имеет не-
сколько корней, когда в некотором диапазоне температур носителей α 4-
+ s > 0, где s = <91n xjd In Т. Таким образом, неравенства L > I и α +
+ s > 0 являются условиями существования АС в фотогенерируемой слабо-
разогретой ЭДП 25>2в.

Эти условия могут выполняться также в сильно асимметричной (с т^ ^>
^> т%) ЭДП 8 5, в газовой плазме (F-слое ионосферы) 8 6 и в идеальном газе
разогретых экситонов в полупроводниках 8 7, поэтому и в этих системах
согласно 25>26 можно возбудить АС.

Рассмотренный термодиффузионный АС (рис. 1 и 2) можно возбудить
в симметричной ЭДП, разогретой постоянным 50,88,89 или высокочастотным
электрическим полем 5 1. При разогреве ЭДП в постоянном поле появляется
выделенное направление, поэтому в ней образуется одномерный АС 88>50 в ви-
де горячего слоя (рис. 1, б), перпендикулярного линиям тока / = Q.E. Для
такого АС ток / = const, а разогревающая ЭДП мощность W = /2/σ ос Т/ц.
Подставляя W с/э Τ/η в (1.6), получим 5 0 ' 8 8, что условия существования тако-
го поперечного АС сводятся K L > l H a + s > — 1 . В зависимости от меха-
низмов рассеяния энергии и импульса носителей, т. е. вида функций D (Т)
л T:S(T), В ЭДП, разогретой постоянным полем, можно возбудить широкие
АС размера £s^> I (см. рис. 1, г) или пичковые АС большой амплитуды 2δ>89

(п. 5).
В «плотной» ЭДП, разогретой электрическим полем, можно возбудить

продольный АС в виде шнура или слоя, направленного вдоль линий то-
ка 9 0ι9 1. Это связано с тем, что подвижность носителей μ в «плотной» ЭДП
определяется электронно-дырочным рассеянием, т. е. μ со Г3/2^"1. В «плот-
ной» ЭДП электронный ток /е оъ дР/дх, т. е. η = Ρ = пТ есть давление
электронного газа, а условия существования АС сводятся к 9 0 i 9 1 L > ( и
s > —3/2.

При этих же условиях продольный термодиффузионный АС (рис. 1, б)
можно возбудить в газовой плазме, разогретой постоянным или высокоча-
стотным полем 9 0,5 1. В газовой плазме роль величины η, плавно меняющейся
с изменением длины биполярной диффузией L (рис. 1, в), играет давление
электронов и ионов: η = Ρ — η (Τ -f- Tt), где Тг — температура ионов.

При численных исследованиях кинетики формирования термодиффу-
зыонного АС (рис. 2) установлено 8 9, что для его возбуждения импульс света,
дополнительно разогревающий носители, должен иметь параметры: длитель-
ность tu > τΓ и размер пятна (d0) Ι ^ζ d0 ĉ L. Эти условия вытекают 8 9

из физики термодиффузионного АС 25>50.
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1.2. Т е р м о д и ф ф у з и о н н ы е АС в с и с т е м а х с « о т р и -
ц а т е л ь н о й » т е р м о д и ф ф у з и е й . В ряде систем за счет того, что
сечение рассеяния частиц возрастает с увеличением их скорости, термодиф-
фузионный поток частиц направлен из холодной области в горячую. Такая
«отрицательная» термодиффузня может наблюдаться в смеси нейтральных
газов 9 2, в химических реакциях 9 3 и в полупроводниках 25>51. В таких си-
стемах могут возникать термодиффузионные АС, представляющие собой об-
ласти высокой температуры и концентрации частиц 25>52 (рис. 3).

Пи —

X

Рис 3. Автосолитокь1 в системах с «отрицательно!'» термодифф>зиен: распределения концентрации
η (ж) и температ\ ры Τ (χ) тсрмолизованнои с решеткой ЭДП в j зком пичко^ом (α) и широком (б) АС

Проиллюстрируем физику образования такого АС на примере нерав-
новесной ЭДП, термолизованной с решеткой полупроводника 2 5.

При достаточно высоких температурах и концентрациях носителей
ЭДП, фотогенерируемая в тонкой пленке полупроводника, успевает терма-
лизоваться с решеткой. Распределение концентрации носителей и темпе-
ратуры описываются усредненными по толщине пленки уравнениями (1.2)
и теплопроводности

дГ
dt - = VL (κ (Τ) W-(T-Tt)4 (Τ)Γτ, (1.7)

где с, ρ, κ — удельные теплоемкость, плотность и теплопроводность решет-
ки, 1Т — характерная длина изменения температуры, Tt — температура
подложки (термостата). Решетка разогревается при рекомбинации носите-
лей -5 и при их разогреве излучением 9 4, т. е. W = η (Еш/тг -\- <?фФ), где Оф
и Φ — сечение поглощения и плотность фотонов.

Для термалнзованных с решеткой носителей 5 1

U = —DVn + (δ — α — 1) nDT^VT, (1.8)

где δ = д In τ ρ (ε, T)ld In T, τ ρ — время рассеяния импульса носителя
с энергией ε. В некоторых полупроводниках δ — α — 1 > 0, т. е. для тер-
малнзованных с решеткой носителей может осуществляться «отрицательная»
термо диффузия.

Существование АС связано с тем 2 5, что при L 3> Xs ^$> 1Т термодиффу-
зия приводит к потоку носителей из холодных периферийных областей в го-
рячую центральную область АС (рис. 3). Скапливающиеся в АС носители
в результате их рекомбинации и поглощения излучения увеличивают посту-
пающую от носителей к решетке мощность W и тем самым поддерживают
в центре АС высокую температуру 51.

Термодиффузионный АС (рис. 3) можно возбудить и в смеси реагирую-
щих легкого и тяжелого газов, разогреваемой излучением, селективно погло-
щающимся легкой компонентой газа 52. Существование АС в такой смеси
определяется тем, что в области, где высока концентрация легких частиц
газа η (рис. 3), происходит наибольшее поглощение электромагнитного излу-
чения, т. е. осуществляется наибольший разогрев. Диффузионному расплы-
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ванию легкого газа препятствует термодиффузионный поток частиц легкого
газа, направленный от периферии к центру горячей области. В рассматри-
ваемом случае образуются узкие пичковые АС высокой температуры 5 2

(рис. 3, а). При этом чем меньше величина отношения 1TIL, тем выше тем-
пература и концентрация легкого газа в центре АС и тем при меньшем W,
т. е. уровне неравновеености смеси, в ней можно возбудить АС 5 2 (п. 5.4).

1.3. С т а т и ч е с к и е , п у л ь с и р у ю щ и е и б е г у щ и е А С
в с и с т е м а х с о д н о р о д н о г е н е р и р у е м ы м « в е щ е с т -
в о м г о р е н и я». Г о р е н и е в е щ е с т в а с к о н ц е н т р а ц и е й га.описывается у р а в -
н е н и я м и 7 2 > 7 3

ОТ

Φ — = V ( x V T ) + Еф (га» Г ) - Р> (!-9>
^ G-<b(n, Τ), (1.10)

в которых G я Ρ = 0; Φ ш Ε — скорость и теплота реакции. Скорость мно-
гих реакций Φ со и ехр (—А/Т), т. е. имеет термоактивационный харак-
тер 7 2 ' 7 3. Уравнения (1.9), (1.10) при G = 0 описывают распространение
фронта горения, т. е. волны переключения из одного устойчивого стационар-
ного состояния в другое 12>15!72>73.

Более сложные явления могут наблюдаться в системах, в которых проис-
ходит однородная генерация вещества горения, т. е. G =^= 0. В таких систе-
мах логут возникать АС в виде статических, пульсирующих и бегущих обла-
стей горения, вне которых концентрация вещества горения и температура
всюду постоянны и ниже порога самовоспламенения. Наглядным примером
бегущего АС является горение травы в степи с последующей ее регенерацией
за счет роста.

Статический АС может представлять собой стационарно горящий шар.
Такой шар может возникать в смеси газов (не исключено, что и в атмосфере),
в которой под действием электромагнитного излучения (или другого источ-
ника) происходит диссоциация молекул Н2О, О2 или СО2. В результате та-
кой диссоциации однородно генерируется вещество горения — водород, озон
или окись углерода. Пусть устанавливающаяся концентрация вещества горе-
ния и температура смеси много ниже порога ее самовоспламенения. Если
теперь некоторую малую область смеси поджечь, т. е. разогреть за счет до-
полнительного источника (например, в виде раскаленной металлической ни-
ти) выше температуры воспламенения, то после выключения этого источника
разогрева в смеси может возникнуть стационарно горящий шар.

В таком шаре вследствие высокой температуры высока скорость горе-
ния Φ со ехр (—А/Т). Стационарное горение в шаре поддерживается благо-
даря постоянному диффузионному притоку однородно генерируемого веще-
ства горения из периферийных областей шара в его центр 95. Такой приток
вещества горения тем больше, чем больше его диффузионная длина L по срав-
нению с размером шара. Последний определяется характерной длиной изме-
нения температуры (Г). Отсюда вытекает, что стационарно горящий шар
может существовать только при выполнении условия L ^> I, которое являет-
ся необходимым условием существования статических АС 25~29.

Химические реакции, определяющие процессы горения, весьма сложны
и, как правило, слабо изучены 7 2. Вместе с тем существуют простые физи-
ческие системы, свойства которых описываются уравнениями типа (1.9),
(1.10) с G =fc 0. К таким системам с однородно генерируемым «веществом горе-
ния» относятся неравновесная газовая или полупроводниковая плазма,
скорость рекомбинации электронов в которой резко возрастает с ростом
температуры, например как ехр (—А/Т) 32>96.

Для определенности рассмотрим полупроводник, в котором однородно
генерируется ЭДП такой высокой плотности, что электроны и дырки в ней
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вырождены, а скорость их рекомбинации R определяется оже-процессами 3 2.
Возникающие в процессе оже-рекомбинации носители с энергией порядка
ширины запрещенной зоны полупроводника Eg в результате электрон-элек-
тронных соударений разогревают ЭДП 97>98. Поэтому рекомбинацию носите-
лей здесь можно рассматривать как экзотермическую реакцию их горения,
при которой выделяется теплота Ε = Ее.

В вырожденной ЭДП термоток подавлен по сравнению с диффузионным
83, т. е. j e = —Z)V«. При этом уравнения (1.2), (1.3) фактически сводятся
к (1.9), (1.10), в которых Φ = R (η, Τ), Ε = Eg, cp = η дв/дТ; G — скорость
генерации электронов и дырок, а Р = Ρ (η, Τ) — мощность, отводимая
от горячей ЭДП в решетку полупроводника 83,99.

Если слабо разогретую в процессе оже-рекомбинации ЭДП дополни-
тельно осветить в области размера d0 < L импульсом света длительностью
порядка τΓ, то в ней может возникнуть АС в виде статической (рис. 4, а)
или пульсирующей (рис. 4, б) области «горения» — (высокой температуры
носителей) 3 2,1 0 0. Возникновение таких АС связано с тем 3 2, что в полупро-
водниках, как правило, скорость оже-рекомбинации R со ехр (—А/Т) ю1-1»3,
а τ ε < τΓ, т. е. L да (Ζ>τ,.)1/2 > I да (κ/)1/2

Рис. 4. Статический (а), пульсирующий (б) и бегущий (в) АС в устойчивой вырожденной ЭДП, разогре-
той в процессе оже-рекомбинации 32. Результаты численного расчета из 10"

Статический АС существует благодаря тому 3 2, что в его центре вслед-
ствие роста скорости оже-рекомбинации R с увеличением Τ происходит
сильная рекомбинация носителей. Однако их концентрация из-за сильного
диффузионного притока носителей из периферийных областей в АС пони-
жается в значительно меньшей степени, чем увеличивается R, т. е. чем это
происходило бы в однородной ЭДП. Поступающие в АС за счет диффузии
с периферии носители интенсивно рекомбинируют в нем, рождая в процессе
оже-рекомбинации носители с энергией порядка Es, которые, в свою оче-
редь, поддерживают в АС высокую температуру.

Устойчивость статического АС (п. 4) связана с тем, что нарастание темпе-
ратуры в АС демпфируется соответствующим уменьшением концентрации
носителей. Такое демпфирование реализуется лишь в некотором диапазоне
изменения G, на границах которого статический АС спонтанно превращается
в пульсирующий 3 2 (п. 6). Пульсирующий АС возникает в результате нара-
стания флуктуации температуры, изменяющихся с некоторой частотой ω =
= OUC (ωοτΓ > 1, но ω ο τ ε <С 1). Нарастание этих флуктуации связано с тем,
что за такими быстрыми изменениями температуры концентрация носителей
из-за большого времени их жизни (τΓ ;> τε) следить не успевает, т. е. умень-
шается ее демпфирующее воздействие.

В рассматриваемой ЭДП выполнены условия: 1 > 1 и τΓ ^> τ ε, при ко-
торых кроме статических (рис. 4, а) и пульсирующих АС (рис. 4, б) можно
возбудить бегущий в любом из направлений АС 3 2 (рис. 4, в). При этом в за-
висимости от параметров ЭДП АС могут иметь различную форму (сплошные
кривые на рис. 5; θ = Т/Ть, ц = п/щ).
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Возникновение бегущего АС можно пояснить следующим образом.
Из уравнения локального баланса энергии носителей ESR (η, Τ) = Ρ (η, Τ)
следует, что значению концентрации носителей в однородной ЭДП η = rah

могут отвечать два состояния плазмы: Τ = Тъ и Τ = TmSLX. При τΓ » τ ε

локальный кратковременный разогрев ЭДП излучением, поглощающимся
на свободных носителях, может перевести плазму в месте освещения из со-
стояния с Τ = Ть в состояние с Τ = Г ш а х . Вследствие теплопроводности
.возникающие горячие носители будут разогревать соседние области ЭДП,

1Г—= = Γ-1Ζ3---"ι

Рис. 5. Основные типы статических (а —. г), пульсирующих (9 —. з) и бегущих (и —. ж) автосолитонов,
Штриховыми кривыми показано распределение η (ж) в Ν- и Λ-системах, а сплошными —. в И- π V-си-
стемах, стрелками на рис. θ — з изображен процесс колебания активатора и ингибитора между двумя
крайними положениями пульсирующего АС, точками на рис. и — м показано возможное отличие в рас-

пределении активатора в ΚΩ-системах по сравнению с Ω-системами

переводя их последовательно в состояние Τ = Tm!iK, т. е. возникает волна
переброса из состояния Τ — Th в Τ = Ттат. За время τ = %&TIF (F —
энергия Ферми электронов) поток тепла носителей распространится на рас-
стояние -~Z, поэтому скорость такой волны ν ·~ Ζ/τ. За этой волной переброса
(передней стенкой бегущего АС, рис. 4, в) температура, а следовательно,
и скорость оже-рекомбинации высоки, поэтому концентрация носителей будет

уменьшаться со временем ~ τ Γ , т. е. спадать на дрейфовой длине L — νττ.
Такое выгорание концентрации ограничено значением η = «m l n (рис. 4, в),
при котором скорость задней стенки равна скорости передней. За задней
стенкой происходит восстановление концентрации до значения η = nb

в области размера ~L (рис. 4, в).
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Возникновение пульсирующих АС, а также бегущих АС в виде волны
горения с последующим восстановлением температуры и концентрации веще-
ства горения характерно для рассматриваемого здесь класса систем типа
горения.

1.4. А в т о с о л и т о н ы в с и с т е м а х с л о к а л ь н ы м с а -
м о п р о и з в о д с т в о м в е щ е с т в а . В ряде химических и биологиче-
ских реакций в результате автокатализа, кросскатализа, ферментативных
процессов или репликации происходит самопроизводство одного из химиче-
ских веществ 15.16'18'23»104"113. Реальные реакции такого типа весьма слож-
н ы 48,104,23,111-113 Поэтому для наглядности рассмотрим предложенную
Пригожиным с сотр. 2 3 гипотетическую реакцию, схема которой восходит
к классической работе Тьюринга 1 1 0 и имеет вид

А -г Χ, 2Χ + Υ -> ЗХ, В + X -»- Υ + С, X -* Е, (1.11)

где А, В — начальные, С, Ε — конечные, а X и Υ — промежуточные про-
дукты реакций. Вторая из этих реакций является автокаталитической. Она
описывает самопроизводство вещества X, которое контролируется химиче-
ским веществом Υ. Принято называть X активатором, a Y — ингибито-
ром 1 6, 1 0 7> 1 0 9. Из (1.11) следуют уравнения химической кинетики (модель
брюсселятора) 2 3, 1 0 4

(1.12)

где θ и η — концентрации активатора X и ингибитора Υ; τ-э, τη и I, L —
характерные времена и длины изменения θ и η; А и В — постоянные коэффи-
циенты. В такой устойчивой однородно протекающей химической реакции
при L >> I можно возбудить АС в виде области размера ~ I высокого значе-
ния активатора θ и несколько пониженного значения ингибитора η (сплош-
ные кривые на рис. 5, б)25,37,114. Это связано с тем, что в малой области разме-
ра ~ I <С L самопроизводство активатора, которое описывается второй из ре-
акций (1.11), не может быть подавлено соответствующим локальным изме-
нением концентрации ингибитора η за счет его сильного диффузионного
притока из периферийных областей в центр АС (рис. 5, б).

Бегущие АС (импульсы), а также другие автоволны экспериментально
наиболее детально изучены при исследовании реакций типа Белоусова —
Жаботинского «,β^-β4,**,»8.*9,111. Примерами таких автокаталитических реак-
ций являются окислительно-восстановительные реакции ионов церия, мар-
ганца или железа в присутствии ионов брома, бромата калия, сульфата церия
и органических восстановителей — таких, как малоновая, броммалоновая,
ацетоуксусная, яблочная, лимонная и другие кислоты 4 8 > ш . Эти многоста-
дийные реакции описываются системой многих дифференциальных уравне-
ний химической кинетики.

Однако если в реакции удается выделить стадии, описывающие процессы
активации и ингибирования, то можно, используя общие математические
методы 1 1 5 , i l e , свести описание АС и автоволн в них к системе двух или трех
диффузионных уравнений 1 5, 1 в. Так, для описания автоволн в реакции Бело-
усова — Жаботинского используют трехкомпонентную модель Филда —
Короша — Нойеса («орегонатор») 1 2, 1 6, а з, 1 0 в, а также двухкомпонентные мо-
дели 1 5 , ш , в том числе и описываемые уравнениями типа 4 8, 1 1 7. 1 1 8
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Численные исследования уравнений (1.13) показали, что в рассматриваемой
модели при L ^> Ζ и τ η ^> Те в соответствии с результатами общей теории 25>
29>30 кроме бегущих и статических АС 1 1 7 , 1 1 8 можно возбудить пульсирующие
АС 3 3 . 3 4 (п. 6).

С самопроизводством вещества в биохимических реакциях связывают
процессы формообразования (морфогенеза) и др. но,*6,2 3.1 0 6-1 0 9.

Так, Гирер и Майнхардт показали 1 1 9" 1 2 2, что экспериментальные дан-
ные по развитию гидры 1 0 9 можно объяснить в рамках модели

— \-Β - θ ,
(1.14)

Β (1.14) θ — короткодействующий активатор, а η — дальнодействующий ин-
гибитор 1 0 9, т. е. L ^> I *). Здесь АС (рис. 5, б; штриховая кривая для η)
1 1 4 описывает распределения θ и η в «голове» гидры. Рост такой «головы»
(возбуждение АС) в морфологически однородном фрагменте гидры можно
спровоцировать трансплантацией соответствующих клеток, взятых из тела
взрослой гидры 10*. Свойства АС (п. 5) позволяют объяснить 37>114 некоторые
результаты экспериментов с гидрой 1 0 9 и численных исследований модели
(1.14) n9-i22# в частности, установленная в теории 2 5 неустойчивость двух
близко расположенных АС относительно эффекта «перекачки» (п. 4.3) объяс-
няет 1 1 4, почему в экспериментальных и численных исследованиях1 0 9^1 9"1 2 2

не удается возбудить в теле гидры две близко расположенные «головы».
Локальное самопроизводство частиц может происходить также в полу-

проводниках и газах. В самостоятельном газовом разряде, а также при меж-
зонном или примесном пробое полупроводника такой процесс обусловлен
возрастанием скорости ионизации электронов νχ с ростом их концентрации.
Рост V; с увеличением η связан с возрастанием роли возбужденных центров
и электрон-электронных соударений в процессе ионизации ΐ23,*24. В таких
системах АС представляет собой область высокой концентрации электронов
и несколько пониженной их эффективной температуры 4 4 (рис. 5, б, где
θ ΞΞ η, η Ξ= Τ — сплошная кривая). Иными словами, здесь роль активатора
играет концентрация электронов (Θ = /г), а роль ингибитора — их эффек-
тивная температура (η = Τ) *4,125. Поэтому АС существует, когда характер-
ная длина изменения концентрации электронов много меньше длины изме-
нения их температуры. В газовом разряде это условие выполняется благода-
ря тому, что длина биполярной диффузии электронов и ионов мала за счет
большой массы ионов. При примесном пробое полупроводника оно выпол-
няется, когда длина экранирования Дебая rd < i8 — характерной длины
остывания горячих электронов 1 2 5 .

2. Активные системы с диффузией.

2.1. О п р е д е л е н и е и п р и м е р ы с и с т е м . В последние годы,
прежде всего благодаря работам Гленсдорфа и Пригожина 1 0 4 , Николиса и
Нригожина 2 3, Хакена 1 0 7,2 4, Эбелинга 1 0 6, а также Васильева, Романовского
и Яхно 1 2, стало особенно ясно, что свойства многих физических, химических

ся, что действие нейронных цепей, например, в коре головного
гяется взанмодействиел! между короткодействующей активацией
ι торможением (п. 8.2).
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и биологических систем (в том числе и рассмотренных в п. 1) описываются
•системой нелинейных уравнений диффузионного типа *)

N

τ ί ψ = Σ ν ( ^ ν χ / ) - ^ ( Χ ΐ ' . . . , Х г , . . . , Х „ , А). (2.1)

Обратим внимание на фундаментальный характер этих уравнений. Они пред-
ставляют собой уравнения макроскопической кинетики и описывают, в част-
ности, химические и биохимические реакции 12-16,101-113 β п о с л е д н е м слу-
чае Χχ — концентрации промежуточных продуктов, а Л — постоянные хи-
мических реакций (п. 1.4). В физической кинетике уравнения (2.1) в гидро-
динамическом приближении вытекают из первых моментов кинетического
уравнения Больцмана 2 и описывают, например, свойства горячих носите-
лей в полупроводниках 2 0,8 3,8 5 и газовой плазмы 84,86,i24,m_ д л я физических
систем — Xi — температура, концентрация носителей, потенциал, плот-
ность тока и т. д., А — э . д. с. источника питания, мощность электромаг-
нитного излучения и т. п. (п. 1).

Все возрастающий интерес к этому классу распределенных систем с диф-
фузией обусловлен тем, что в них реализуются яркие нелинейные явления.
Однородное состояние таких систем при некотором (бифуркационном) зна-
чении параметра) А = Ас может стать неустойчивым ΐ2-ΐ6,23,24.ι°6-ιιο, и в н и х

спонтанно возникают автоколебания и , 1 7 , 2 3 или автоструктуры (диссипатив-
ные структуры) 12,16,23,21,29>1О6-Ш. ц^ А <. Ас, Ί. е. в области устойчивости
однородного состояния, в системах внешним кратковременным локальным
возмущением можно возбудить различного вида статические и пульсирую-
щие АС2 9-3 0 и автоволны 12~16. Таким образом, в рассматриваемом классе
систем реализуются два типа нелинейных явлений: 1) спонтанное образова-
ние автоструктур и их последующая эволюция **) ; 2) вынужденное образова-
ние в устойчивых системах различного типа АС и сложных автоволн.

Системы, свойства которых описываются уравнениями (2.1) и в которых
реализуются эти нелинейные явления, сейчас принято называть активными
системами с диффузией. Активными их называют в том смысле, что по край-
ней мере по одному параметру Xt == θ — активатору — осуществляется
положительная обратная связь, которая приводит к самопроизводству акти-
ватора и является причиной образования автоструктур. Процесс воспроиз-
водства активатора находится под контролем некоторого другого параметра
Х2 = η — ингибитора, подавляющего процесс нарастания активатора. Поэ-
тому в простейшем, но достаточно общем случае активные системы с диффу-
зией описываются двумя уравнениями типа

τ θ ^ = / 2 Δ Θ - ? ( θ , η, Α), (2.2)

| ί η, Α), (2.3)

где А — бифуркационный параметр.
Уравнения (2.2), (2.3) являются базовыми в теории автоволн и авто-

структур (диссипативных структур) в биологических системах 12Д*,16.23,го4·

*) Формально (2.1) — система автономных квазилинейных уравнений параболи-
ческого типа 12С: в них «источники» g; являются сильно нелинейными функциями вели-
чин Χι и А, но явным образом не зависят от пространственных координат и времени.

**) Известно, что в зависимости от параметров системы в ней может реализовы-
ваться мягкий или жесткий режим возбуждения автоструктур. В случае мягкого режима
образуются автоструктуры малой амплитуды, величина которой равна нулю при А = Ас
и возрастает с ростом надкритичности (значения А — Ас). Образование и эволюция
автоструктур при мягком режиме их возбуждения подробно проанализированы в моно-
графиях Николиса, Пригожина 23 и Хакена 24,107. В случае жесткого режима возбужде-
ния происходит скачкообразное возникновение автоструктур большой амплитуды. Свой-
ства и эволюция таких автоструктур проанализированы в 25~29. В данном обпоро эти
вопросы, относящиеся к проблеме самоорганизации, не рассматриваются.
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106-109 ^ ним, в частности, сводится модель Гирера — Майнхардта (1.14)
и упрощенная модель морфогенеза Жакоба — Моно и , 1 6 , 1 2 8 ; модели типа
ФХН, описывающие распространение импульсов (бегущих АС) в нервном
волокне Μ 2 1 5 . 1 6 , 3 9 , по миокарду сердца 1 8,6 3,6 в,ь 7 и в электронных нейристор-
ных схемах ι,40-4-. Анализ некоторых экологических систем, а также поиу-
ляционной генетики сводится к исследованию уравнений типа (2.2), (2.3) 129~
1 3 1. Анализ других систем с самопроизводством вещества (п. 1.4), в том числе
простейшие модели химических реакций — (1.12) и (1.13), также сводится
к анализу уравнений типа (2.2), (2.3). Они, в частности, описывают АС и
страты в высокочастотном газовом разряде 4 4,1 2 3,1 2 4

 и при ударной ионизации
в полупроводниках 1 2 3 (п.1.4).

Уравнения (1.10), (1.11), описывающие процессы типа «горения» (п.1.3),
являются частным случаем уравнений (2.2), (2.3). В таких системах роль
активатора играет температура (Θ s Τ), а ингибитора — концентрация «ве-
щества горения» (η == η).

В системах с термодиффузией (п. 1.1 и 1.2) роль активатора также играет
температура (Θ = Т), а ингибитора — некоторая функция концентрации
носителей и их температуры (конкретный вид η для некоторых систем при-
веден в п. 1.1 и 1.2). Легко убедиться, что если в уравнениях (1.2), (1.3)
перейти к переменным θ и η, то они сведутся к уравнениям (2.2), (2.3) с не-
сколько более сложной левой частью. Аналогичным образом можно преобра-
зовать уравнения, описывающие расслоение однородного состояния систем
с «взаимной диффузией» двух компонент 1 3 2,1 3 3. Иными словами, статические
АС в системах с термодиффузией (п. 1.1 и 1.2) описываются уравнениями
(2.2), (2.3) для стационарного случая 2 3 '2 6.

Уравнения типа (2.2), (2.3) описывают и многие другие явления 1 2 ' 1 6,
в том числе образование автоструктур в сегнетоэлектриках — фотопровод-
никах 1 3 4, в горячей плазме полупроводников 3 2,1 3 5, в неравновесных сверх-
проводниках 2 2,1 3 6, в материалах с фазовыми переходами 1 3 7 . 1 3 8 и в магнит-
ных фотопроводниках 1 3 9; распространение волны реакции по поверхности
катализатора 1 5,1 4 0, светового импульса в активном световолокне ш , фото-
индуцированные автоволны в полупроводниках 1 4 2~1 4 5 и в магнетиках 1 4 6,1 4 7;
расслоение температуры решетки в полупроводниках 25,94,96,148-150 и в полу-
проводниковых структурах 1 5 1- 1 5 7, а также возникновение областей локаль-
ной ионизации в однородных полупроводниках 1 2 5, 1 5 8 и в ρ — п-перехо-
дах 4 7,1 5 9.

2.2. К л а с с и ф и к а ц и я м о н о с т а б и л ь н ы х с и с т е м и
с в о й с т в а р е а л и з у ю щ и х с я в н и х АС. В теории АС (п. 3—7)
существенной характеристикой, определяющей их форму, является зависи-
мость η (θ), которая дается уравнением

q (θ, η, Α) = 0 при А = const. (2.4)

Эта зависимость определяет связь между η и θ в областях АС, где ^ {г) ме-
няется плавно (п.З), поэтому будем называть ее локальной связью (ЛС).
Однородное состояние системы θ = 6h и η = T|h согласно (2.2) и (2.3) удовлет-
воряет уравнениям

? (в„, Ль, А) = 0, Q (вь, т]ь, А) = 0, (2.5)

т. е. отвечает точке пересечения кривей ЛС с кривой уравнения состояний
(УС). Кривая УС соответствует зависимости η (θ), следующей из уравнения

Q (θ, η, А) = 0 при А = const. (2.6)

Качественный вид кривых|ЛС и УС (рис. 6) для моностабильных систем,
в которых образуются АС, можно установить из общих соображений 2 V 8 *) .

*) Формально кривые ЛС и УС, определяемые (2.4) и (2.6), есть нуль-изоклины 8,
отвечающие точечным уравнениям (2.2) и (2.3).
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Наличие отрицательной обратной связи по ингибитору и положительной
по активатору означает, что в некотором диапазоне изменения параметров
θ, η и А

а й = (2.7)

При всех А рассматриваемые моностабильные системы имеют единственное
однородное состояние, т. е. зависимости η^ (̂ 4) и θ^ (А) являются однознач-
ными. Последнее согласно (2.5) справедливо, когда

ί/.'<?η- ? η φ > 0 . (2.8)

При выполнении условий (2.7) это неравенство удовлетворяется только при
4r,Qe < 0, т. е. когда

^ Θ > 0 , ? η < 0 (2 9)

или

. (2.10)

Пусть неравенства (2.7) выполняются в диапазоне θ 0 <С θ < θ .̂ Тогда при.
выполнении (2.9) для обеих кривых ЛС и УС производная άη/άθ < 0
(рис. 6, а), так как

A |i Йл

- Ϊ ^ - = — на кривой ЛС: #(θ, η) = 0,

άη £Θ_

сШ <?'*
на кривой УС: Q(Q, η) = 0.

(2.11)

(2.12)

В точках θ = θ 0 и θό производная go = 0 (наличие точки θ = θ̂  не обяза-
тельно, но характерно для многих реальных систем). Согласно (2.11) произ-
водная άη/άθ в точках θ = θ 0 и θ̂  меняет знак, т. е. при выполнении (2.9)

ш

θ

Ряс, 6. О сновные типы кривых локальной[связи[(ЛС) (кривые 1) и >равнения состоянья (УС) (кривые
•г, Ь, с). Кривые УС а, Ь и е отвечают соответственно холодной (А < Ао, θ^ < θ0), разогретой (^i0 <

< А < -AD, ΘΟ < θ ! ι < θό) и горячей {А > А$, θ^ > θό) системам

кривая ЛС имеет N-образный вид (рис. 6, а), а в случае, когда точка Q"o

отсутствует,— Λ-образный (рис. 6, б). В общем случае знак Q'^ (или QQ)
не связан со знаком q$, поэтому для кривой УС условие άη/άθ < 0 может
сохраняться и вне области θ 0 ^ θ ^ θ̂  (рис. 6, α и б, кривые а — с).
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Аналогичные рассуждения для случая, когда выполнены условия (2.10),.
приводят к И- или V-образному виду кривой JIC (рис. 6, β и г).

В зависимости от вида кривой ЛС систему будем называть Ν-, И-, Λ- и
V-системой. Во многих физических системах параметр θ характеризует тем-
пературу (п. 1) и увеличивается с ростом уровня неравновесности системы
(бифуркационного параметра А). Поэтому область I, где θ ^ θ0, будем назы-
вать холодной; II, где θ 0 < θ < θ'ο,— разогретой, а область III, где θ ^ Θ,,—
горячей (см. рис. 6). По аналогии систему будем называть холодной, разогре-
той или горячей в зависимости от того, какой области значений отвечает ее
однородное состояние, т. е. величина θ = 6 h (рис. 6). Однородное состояние
холодной и горячей систем устойчиво и отвечает значениям θ и η, для кото-
рых до Ξ> 0; разогретой — неустойчиво, и ей отвечает до < 0.

АС различного типа (рис. 5) образуются в системах 2 S '3 0, в которых диф-
фузионная (L) или дрейфовая длина (L) изменения ингибитора η намного
больше характерной диффузионной длины (I) изменения активатора θ (п. 1),

т. е. при L^> I или L = ντ^ ~^> I, где ν — скорость бегущего АС.

У t%

— -

11
ι I /

\-Γι-,I

— —

η

Рис 7. Распределение активатора в некоторых статических АС сложного вида: α —> в —. одномерные.
г — е—двумерные Рис б, г — е — результаты численных исследований модели (1 13) " '> 1 1 8 (на

рис г — ( в темных областях θ яа 0,1, однородному состоянию отвечает θ^ = 1,0)

В АС (рис. 1—5 и 7) активатор θ в некоторых областях малого размера
(порядка I) — стенках АС — меняется резко от 9 m a x > 9 h до 0 m l n < 0 h <
< θ0. Вне этих областей θ (г) меняется плавно с той же характерной длиной,
что и η (г). Ингибитор η (г) всюду меняется плавно в статическом АС
(рис. 1—3, 4, α и 5, α — г) с характерной длиной порядка L (п. 3 и 5), а в бе-
гущем АС — L (рис. 4, в и 5, и—м\ п. 7). На периферии АС функции θ (г)
и η (г) стремятся к своим значениям для однородного состояния θ = Рь и
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η = Лъ (рис. 1—5, 7). В Ν- и Λ-системах η (г) вне стенок АС меняется в фазе
с θ (г) (рис. 5, сплошные кривые для η (χ)), а в И- и V-системах — в противо-
фазе (рис. 5, штриховые кривые; п. 3 и 5) 29>30.

α=ε

Рис 8 Области существования
по а = τ θ /τ и ε = ifL в N-
и И-системах (а) и Λ- и V-сис-
темах (б) АС — статических
(/), бегущих (и других автоволн)

(II) и пульсирующих (111)

ч·'

— i r , ·••••-ж

Тип АС прежде всего определяется величинами ε = IIL и а = τ θ /τ η

(рис. 8). Поэтому разобьем системы на три качественно различных клас-

са 29.30.

К-системы, для которых ε < 1 , α > 1 (п. 3—5),

Ω-системы, ε > 1, а .< 1 (п. 7),

ΚΩ-системы, ε < 1 , а <^ 1 (п. 6, 7).

(2.13а)

(2.136)

(2ЛЗв)

Согласно (2.2), (2.3) и (2.13) ингибитор η по сравнению с активатором θ
в К-системах я в л я е т с я гораздо более дальнодействующим, но менее инер-
ционным; в Ω-системах — сильно инерционным, но более короткодействую-
щим; в ΚΩ-системах — более дальнодействующим и сильно инерционным.

Однородное состояние разогретых (рис. 6, кривые в) К-систем при неко-
тором А = Ас, когда 0 h становится больше θ 0 , расслаивается * ) , т. е. теряет
устойчивость (неустойчивость Тьюринга 1 1 0 ) относительно апериодического
(с частотой ω = 0) нарастания флуктуации с выделенным волновым числом
к = к012,16,23,106-109 Значение к0 для уравнений (2.2), (2.3) удобно записать

2 8 1 5 32 8,1 5 3

в виде

В результате расслоения в К-системах скачкообразно образуются автострук-
туры (диссипативные структуры) большой амплитуды 25~29. Однородные ко-
лебания, пульсирующие и бегущие автоструктуры в них не реализуются.
В некоторых областях устойчивости однородного состояния в К-системах
(рис. 6, кривые а и с) можно возбудить статические АС 25~30 (рис. 5, а—г;
п. 3—5). Свойства и параметры АС существенным образом зависят от вида
кривой ЛС (рис.6).

В КА- и KV-системах (п. 5) могут возникать лишь горячие статические
АС пичкового типа 2 5 ' 3 0 (рис. 5, б) с амплитудой 6 т а х ~> θ0 > 9h, значение
которой возрастает с ростом А и тем больше, чем меньше величина ε. В за-
висимости от нелинейности системы в них могут образовываться узкие
(размера ~Ζ) и широкие (размера ~L) пичковые АС. Минимальный уровень
возбуждения А = Аъ, при котором еще существуют узкие пичковые АС,
пропорционален ε™ (η > 0). Иными словами, АС можно возбудить при Аь <С
<С^4^ т- е · в системах, слабо отклоненных от состояния термодинамического
равновесия (п. 5.4). В дву- и трехмерных системах одномерные узкие пичко-

*) Однородное состояние ΚΝ- и КИ-систем расслаивается в некотором диапазоне
Ас <! А <! А с. С точностью до величин ~ε < 1 значения А с = Ао, Ас = А'о, где А = Ад

и А = А'о отвечают, соответственно, 9h = θ0 и θ^ = θό·

2 УФН. т. 157, вып 2
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вые АС неустойчивы; в них могут существовать радиально-симметричные
пичковые АС.

В KN- и КИ-системах (п. 3 и 4) минимальный уровень возбуждения
А = Аь, при котором еще существуют АС, определяется нелинейностями
системы и практически не зависит от величины ε (п. 4.3). В холодных систе-
мах (при АЬ<А<С.АС) образуются горячие широкие (размера Xs > I)
АС с 0 т а х > 9„ (рис. 1, г и 5, а), а в горячих (при А'с < А < А'ь) — холод-
ные широкие АС с 9 т 1 п < θ0 (рис. 5, в). При А -*• Аъ (Аъ) размер горячего
(холодного) АС уменьшается и достигает величины Xs ~ 11η ε"1 в точке
А = Аъ (А{,), где АС скачкообразно исчезает (п. 4.2). При А -+Ас (А'с)
размер АС увеличивается, а монотонный спад η и θ на периферии АС может
смениться на осциллирующий (рис. 7, а). В некоторых системах, не доходя
до точки А = Ас (А'с), ширина АС достигает критического размера ~Ly

при котором происходит деление АС (п. 3.5).
В дву- и трехмерных системах одномерные и радиально-симметричные

АС устойчивы в широком диапазоне изменения А. На границе этих диапазо-
нов происходит спонтанное образование АС с гофрированными (ячеистыми)
стенками или же их дробление (п. 4.4).

Кроме таких АС в системе может образовываться множество других
сложных АС, как одномерных (рис. 7, б, в), так и дву(трех)мерных
(рис. 7, г—е). Распределения η и θ в сечении сложного двумерного АС по ви-
ду напоминает распределения η и θ в одномерных АС. При изменении А
может осуществляться спонтанный переход из одного вида сложного АС
в другой в результате эффектов «локального пробоя» (п. 3.5), расслоения
стенок (п. 4.4) или «перекачки» (п. 4.3).

В К-системах при А, близких к Ас (А'с), малая локальная неоднород-
ность может приводить к скачкообразному спонтанному возникновению
статического АС; параметры образующегося АС определяются характеристи-
ками системы и практически не зависят от параметров неоднородности * ) .

Под действием внешнего поля статические АС в идеально однородных
системах приходят в движение. Дрейфующие АС могут зацепляться у малой
неоднородности (эффект пиннинга). При достаточно большом внешнем поле
АС, спонтанно генерируемые у малой неоднородности или вблизи границы
образца, могут отрываться от нее и приводить к возникновению периодиче-
ской или стохастической последовательности движущихся AC 5 1.

Однородное состояние разогретых Ω-систем неустойчиво относительно·
однородных (с к = 0) флуктуации с выделенной частотой ω = со0

 1 0 4,2 3, зна-
чение которой удобно записать в виде 2 8, 1 5 3

ω0 = αΐ/2τ54 ( й « , - ?ί,0β)1/2 ~ (τβτ4)-ν2. (2.15)

В результате такой неустойчивости в Ω-системах скачкообразно воз-
никают релаксационные колебания 1 0 4,2 3. Поэтому такие системы иногда
называют автоколебательными. Статические и пульсирующие АС в Ω-систе-
мах не образуются (рис. 8). В устойчивых Ω-системах можно возбудить бегу-
щие АС и другие более сложного вида автоволны1 2"1 6.5 4"6 9,1 1 1 (п. 7) **) . В хо-
лодных ΩΝ- и ΩΗ-системах образуются горячие бегущие АС (рис. 5, и, к),

а в горячих — холодные (рис. 5, л, м); они имеют размер ~ L = ζττη и ско-
рость, которая зависит от величины А и меняется от у ~ 1/χθ при А —*- Ас

до ν ~ α1/21/τθ при А -*- ΑΌ <. Ас (при А < ΑΌ бегущие АС не образуются).
В Ω-системах бегущие АС при столкновении аннигилируют, что определяет
многие свойства и взаимодействие сложных автоволн 12-16,54-69,111.

*) Этот эффект напоминает образование зародышей второй фазы при фазовом пере-
ходе I рода.

**) Системы, в которых можно возбудить автоволны, также называют возбудимыми
средами ' Ί 1 1 1 .
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В ΚΩ-системах могут реализовываться все типы АС 29~32,35: в них могут
образовываться простые (рис. 5) π сложные статические (рис. 7), пульсирую-
щие и бегущие АС, а также различные автоволны (п. 7). Пульсирующий АС
большого размера упрощенно можно представить в виде горячего или холод-
ного статического АС, у которого ширина 3 3 или радиус 3 4 периодически
меняются во времени (рис. 5, д—з). Пульсирующий пичковый АС напоми-
нает статический пичковый АС с осциллирующей амплитудой (рис. 5, е;
п. 6).

Основные свойства и параметры статических АС в ΚΩ-системах анало-
гичны изложенным выше для К-систем. Однако при изменении уровня воз-
буждения статические АС в ΚΩ-системах могут спонтанно превращаться
в пульсирующие или в бегущие АС (п. 6.2). Чем больше отношение α/ε, тем
меньше диапазон А существования бегущих АС и тем выше их минимальная
скорость 3 5 (п. 7.1).

В отличие от Ω-систем, в ΚΩ-системах (п. 7) перед передней стенкой
(фронтом) бегущего АС распространяется диффузионный предвестник, пред-
ставляющий собой «рефракторную зону» (точки на рис. 5, и—м). Поэтому
при столкновении бегущие АС могут не аннигилировать, а отталкиваться
друг от друга или же образовывать АС другого вида (статический или пуль-
сирующий). Неупруго сталкиваются также бегущий АС со статическим или
пульсирующим.

В зависимости от параметров системы (прежде всего величин α и ε)
малая неоднородность может приводить к спонтанному образованию стати-
ческого, пульсирующего или бегущего АС.

В соответствии с приведенной классификацией к ΚΝ- и КА-системам
относится газовый разряд 4 4 и полупроводник в условиях ударной иониза-
ции 1 3 5, а также системы с «отрицательной» термодиффузией (п. 1.2). Модель
«брюсселятора» (1.12) при τβ > τΉ относится к ΚΛ-системам, а при τ θ <
< τ η — к ΚΩΛ-системам. Системы с «положительной» термодиффузией
(п. 1.1) относятся к КИ- и KV-системам; для них вид кривой ЛС определяет-
ся уравнением (1.6). KV-сис темой является модель Гирера и Майнхардта
(1.14) при τ θ > τ η . Модели типа «орегонатор» (1.13) относятся к ΚΩΗ- или
ΩΙί-системам. Системы с однородно генерируемым «веществом горения»
(п. 1.3), в том числе ЭДП, разогретая в процессе оже-рекомбинации 3 2, как
правило, являются ΚΩΝ- или ΚΩΛ-системами. В моделях типа ФХН 1 2~1 6

(см. введение) L = 0, а т в « тп, т. е. они являются предельным случаем
ΩΝ- или ΩΗ-систем при ε ->- оо (п. 7). Во многих полупроводниковых
приборах L много больше размера образца <5?154>157. Поэтому их можно рас-
сматривать как предельный случай (L —*• оо) К- или ΚΩ-систем 2 8 (п. 3.1,
4.1, 5.1 и 6.1).

В реальных системах кривая ЛС может иметь не ярко выраженный Ν-,
И- или Λ-, V-образный вид. В Λ- и V-системах с «вырожденными» кривыми
ЛС (штриховые кривые Г на рис. 6, б, г) могут образовываться широкие АС
(рис. 5, а) большой амплитуды. Напротив, Ν- и И-системы с θό ̂ > θ0 по своим
свойствам ближе к Λ- и V-системам, т. е. в них в большом диапазоне измене-
ния А реализуются пичковые АС большой амплитуды (п. 5). Иными словами,
более строго, к Ν- и И-системам (п. 3 и 4) следует отнести системы, для
которых θ'ο ~ θ 0 (рис. 6, а, в).

3. Статические автосолитоны (КИ- и KN-системы). Прежде чем перейти
к изложению теории АС, методически удобно рассмотреть простейшие струк-
туры, реализующиеся в системах малого размера X -С L.

3.1. С т ρ у к т^у р ы в" с и с т е м а х м а л о г о р а з м е р а 2 5,2 8,1 5 7.
В системах размера X -С L, но X 3> I ингибитор η , в отличие от активатора
Θ, по пространству фактически не меняется. Его значение при циклических

2*



2 2 0 Б. С. КЕРНЕР, В. В. ОСИПОВ

или же нейтральных условиях на границах системы S:

β ν η | s = SV0 | s = 0, (3.1)

можно найти, усреднив уравнение (2.3) по объему (V) системы:

τ η - | τ = ~ У " ' 5 Ρ<Θ(Γ>' 1, A)atsE-{Q{Q, η, Α)). (3.2)
ν

Для стационарного одномерного случая уравнение (2.2) при η (χ) = const
можно записать как

Θ

η, 4)άθ. (3.3)

Формально (3.3) совпадает с уравнением консервативного движения «части-
цы» с координатой θ и временем χ в потенциале Uв. Вид последнего при за-
данном значении А определяется величиной η, в свою очередь, зависящей
от решения θ (χ). Эта функциональная связь для стационарного случая сог-
ласно (3.2) имеет вид

(Q(Q(x), η, Α)) = 0. (3.4)

Экстремумы потенциала Ζ7Θ (3.3) при заданном А отвечают условию
dUe/dd = —q (θ, η, Α) — 0, т.е. согласно (2.4) определяются точками пересе-
чения кривой ЛС с прямой η = const (рис. 9, а, б). Это позволяет по виду
кривой ЛС восстановить вид потенциала Uθ при различных значениях η
(рис. 9, в). Действительно, в экстремальных точках UB в соответствии с (3.3)
д*ие/д№ = —ςτθ· Поэтому точка пересечения прямой η = const с ветвью II
кривой ЛС (θ0 < θ < ΘΘ, рис. 9, α, б), где </е -< 0 (п. 2.2), отвечает миниму-
му UQ, а С Ι (θ < ΘΟ) И III (θ > θό), где q^ > 0,— максимуму (рис. 9, в).
Отсюда вытекает, что в диапазоне значений η от η, до η 0 (где η 0 = η (θ0),
•ц'о = η (θ )̂ экстремальные точки ЛС (рис. 9, о, б)), Ue имеет форму потен-
циальной ямы (рис. 9, в). Поэтому θ (χ) может иметь периодические решения
с характерной длиной порядка I. Однако такие распределения активатора
неустойчивы (п. 4.1).

Особый вид (рис. 9, г—ж) имеют решения θ (χ), соответствующие траек-
ториям «частицы», проходящим через седловую точку уравнения (3.3), от-
вечающую максимуму потенциала Ue (рис. 9, в). Это связано с тем, что при
приближении к седловой точке изменение θ (χ) становится все более плав-
ным 8. Когда кривая ЛС имеет N (или И)-образный вид (рис. 9, а, б), то ин-
тервалу (η0, r|g) значений η соответствуют две седловые точки (рис. 9, в).
Значения Uθ в этих точках θ = 6S1 и θ 8 3 совпадают при некотором η = η 3 ,
удовлетворяющем согласно (3.3) уравнениям

" S 3

η,, Λ)άθ = Ο, q(Qsi, ηβ, Α) = 0 (ί = 1, 2, 3). (3.5)

При η = T]S траектория движения частицы (s на рис. 9, в) из одной седловой
точки 6S1 в другую 0S3 с экспоненциальной точностью описывает распреде-
ление Q(x) в виде широкой страты размера Xs 3> Z у одной из границ системы
(рис. 9, г), а близкая к этой седловой траектории — широкую страту в центре
системы (рис. 9, ж).

Из рис. 9, α видно, что в KN-системах при η > η 8 распределение θ (χ)
имеет вид узкой горячей страты (рис. 9, д), а при η < η 8 — узкой холодной
страты (рис. 9, е). В КИ-системах (рис. 9, б) узкие горячие страты реализуют-
ся при η < η 8 , а узкие холодные — при η > η 3 . Значение η, а следователь-
но, и вид θ (χ) согласно (3.4) зависят от размера системы X и величины А,
т. е. от значений η = r\b и θ = 0ь для однородного состояния системы
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(рис. 9, о). Заменяя широкую страту ступенькой, из (3.4) с точностью до
ИХ <С 1 получим уравнение, определяющее ее размер

8 Лв, A)=-(X-ZB)Q(esi, ηβ, Α). (3.6)

Уравнение (3,6) при различных значениях А удовлетворяется благодаря

9н -

7

-

~rls Ι \

/в

1 \
1 . I

α?

"sr

Рис 9. К построению состояний в системах малого размера а, б —. Вид кривой ЛС для N- и И-систем.
в — Вид потенциалов (Уд, наивысшие траектории движения частицы в которых «, 2 и 1 отвечают реше-

ниям θ (χ) на рис г, д и е соответственно ж —• Широкая страта з — Вид широкого АС в системах
большого размера

тому, что величина Q справа и слева от кривой УС (Q = 0; п. 2.2) имеет раз-
ный знак (рис. 9, а, б). Из (3.6) следует, что при уменьшении А ширина стра-
ты Xs (рис. 9, ж) уменьшается. Это связано с тем, что по мере уменьшения
А, точнее величины Qb, значение г\ь все более приближается к величине η 3 ,
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a 6 h — к 9S1, т. Θ. величина Q (θ31, ηΗ, Α) -» Q (9h, ηh, -4) = 0 (рис. 9, а).
Поэтому уравнение (3.6) при ц^ —*• η 8 может выполняться лишь при Xs —v 0.
Отсюда также следует, что при 9 h < 9S1 (или 9^ > 9S3) условие (3.6) заведо-
мо не выполняется, поскольку при этом знак Q (9S3, 11S, А) совпадает со зна-
ком Q (9S1, r|s, А). Иными словами, при А < As и А > A's (A = А& отвечает
•Ль = η 8 и 6h = θ8 1; А = A's — Tih = η 8 и 6 h = θ33) решение в виде страты
не реализуется, т. е. оно существует лишь при As <С А < A's. Отсюда выте-
кает принципиальное отличие состояний в рассматриваемых двухпарамет-
рических системах (рис. 9, г—ж) от аналогичных по виду состояний, реали-
зующихся в бистабильных (или триггерных) однопараметрических системах
с двумя устойчивыми состояниями θ = 9 h l и θ = 9 h 3 (например, в веществах
со структурным фазовым переходом, в полупроводниках с S- или N-образ-
ной вольт-амперной характеристикой (ΒΑΧ) 19>20 и в других бистабильных
системах 21<22). В последних решение 9 (х) в виде ступеньки (рис. 9, г) опи-
сывает доменную стенку между двумя устойчивыми состояниями системы
9 = 9 h l и 9 = 6Ь з.

Рассматриваемые системы при всех значениях А имеют лишь одно одно-
родное состояние 9 = 9 h (η = T)h), которое, как видно из формулы (3.6),
ни при каких значениях А не совпадает с величинами 9S1 π 9S 3 для широкой
страты (рис. 9, г). Возникновение вне стенки страты (домена) практически
эднородных состояний θ (χ) « θ 5 1 и θ (χ) г» 9S3 связано с сильным диффу-
зионным расплыванием ингибитора вдоль системы размера X «С L, которое
учитывается уравнением (3.4) или (3.6). Диффузионные потоки ингибитора
приводят к сильному отклонению системы от однородного состояния и об-
разованию неоднородных состояний с η φ t\h типа изображенных на рис.
Li n f\U*
и j с «/ft- •

Таким образом, в системах с X <С L (точнее, с L = оо) в большом диа-
пазоне значений А существует решение в виде широкой страты, для которой
η = T)S φ "Ль (рис. 9, ж). Естественно, что в системах с X %> L на периферии
;траты значение η должно плавно с характерной длиной порядка L перехо-
дить к значению η = r]h, а значение θ — к Qb. Уже из одних этих соображе-
ний легко восстановить качественный вид горячего широкого АС (рис. 9, з).

3.2. М е т о д п о с т р о е н и я а в т о с о л и т о н а 2 6 - 2 8 . Уравне-
«ш (2.2), (2.3) для одномерного стационарного случая удобно записать в виде

θ

? ( θ ' η ( θ ) ' Л ) а е > ( 3 · 7 )

η, А)ац, (3.8)

де х измеряется в единицах L. Из (3.7), (3.8) следует, что распределения
) (χ), η (χ), описывающие уединенное симметричное относительно точки
<· = 0 состояние, должны удовлетворять интегральным условиям

q (9 (х), η (χ)) άχ = J g (θ, η (θ)) άθ = 0, (3.9)

σο 4 1

J <?(θ(χ), ц(х))ах= J ρ (θ (η), η)άη = Ο, (3.10)

де 9m = θ (0), Ят = η (0). Наличие в (3.7) малого параметра ε = IIL по-
воляет при изучении стационарных состояний воспользоваться методом
сачественного анализа, основанного на понятии медленных и быстрых дви-
кений 8i 9 — в нашем случае плавных и резких распределений.
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Решения уравнений (3.7) и (3.8) можно исследовать как фазовые траек-
тории в четырехмерном фазовом пространстве переменных Xt (i = 1, . . ., 4):

Χ άθ
Αχ

at] (3.11)

удовлетворяющих согласно (3.7), (3.8) системе уравнений

= f}(X,), 7 = 1, 2,dx

= /,(X f) (7 = 3, 4; i = l , . . . , 4 ) ,

где
U = Xt, ft=q (Xlt X3, A), /3 = Z 4 , U = Q (Xi, Xa, A).

(3.12)

(3.13)

Согласно качественной теории дифференциальных уравнений 8 при s C l
все фазовые траектории системы уравнений (3.12) проходят вблизи траекто-
рий, отвечающих плавным или резким распределениям, а также их сочета-
ниям (см., однако, п. 5.3).

"г/

Рис. 10. К построению горячего широкого АС (с) в N-системах: вид кривых ЛС (q = 0) и УС (Q = 0)
(а), ветвей 1—III потенциала U для плавных распределений (б), истинного потенциала U и траекто-
рии движения «частицы» в нем (в), отвечающей распределению η (ж) в АС (е), истинного потенциала и
при А = A d (г), истинного потенциала С/g (сплошные кривые) (д), наивысшая траектория движения

частицы в котором отвечает распределению θ (ж) в АС (е)

Плавные распределения соответствуют решениям системы (3.12) при ε =
= IIL = 0, точнее I = 0. Характерной длиной таких распределений являет-
ся L. Из (3.7), (3.8) видно, что при ε = 0 величины η и θ связаны между со-
бой локально в соответствии с уравнением (2.4), а распределение η (χ) опи-
сывается уравнением

(3.14)
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По этой причине зависимость η (θ), даваемая (2.4), названа локальной
связью (ЛС).

Резкие распределения отвечают решениям системы уравнений (3.7), (3.8)
при L = оо, т. е. удовлетворяют уравнению (3.3) при η (χ) = const. Таким об-
разом, изученные в п. 3.1 решения 9 (х) представляют собой резкие распре-
деления.

В KN- и КИ-системах кривая ЛС (рис. 9, а и б) имеет три участка I, II
и III однозначной зависимости θ (η) (рис. 10, α). Поэтому потенциал UΆ

в (3.14) состоит из трех независимых ветвей I, II и III , которым соответствен-
но отвечают θ ^ θ0, θ0 ^ θ ^ 9„ и θ^θ'ο (рис. 10, б). Согласно (3.14)

4^=-<?(θ(η), η, Α). (3.15)

Из (2.4) — (2.6) и (3.15) следует, что потенциал U^ имеет экстремум в точке-
η = η ι 1 π θ = θι1, отвечающей однородному состоянию системы. Вид экстре-
мума определяется знаком производной

т. е. согласно (2.8) знаком величины q^. В холодной системе 9Ь < θ0 и одно-
родному состоянию отвечает значение qe > 0 (п. 2.2). Поэтому ветвь I по-
тенциала C/η имеет вид потенциального горба (рис. 10, б). Ветви II и III
потенциала £/η имеет вид потенциальных стенок (рис. 10, б), наклон которых
согласно (3.15) определяется знаком величины Q (рис. 10, а).

Из вида [/„ вытекает, что движение «частицы» в каждой из ветвей по-
тенциала UΆ (рис. 10, б) инфинитно, т. е. не может описывать распределение
θ (χ) и η (χ) в виде АС. Таким образом, в классе только плавных или только
резких распределений нельзя построить уединенное состояние — АС. Рас-
пределения θ (ζ) и η (χ) в виде АС представляют собой сочетание отрезков
плавных и резких распределений.

Для определенности рассмотрим построение формы горячего широкого·
АС (рис. 9, з), реализующегося в холодной KN-системе (рис. 10). Стенка
такого АС описывается решением, отвечающим сепаратрисе уравнения (3.3)
при η = η 8, замыкающейся в двух седловых точках θ = 9S1 и 9S3, значения
которых отвечают участкам I и III кривой ЛС (рис. 10, а). Для построения
η (χ) разместим ветви I и III потенциала ί/η (рис. 10, б) так, чтобы они пере-
секались в точке η = η 8 (рис. 10, в). При этом потенциал U'„ в (3.8) примет
вид потенциальной ямы (рис. 10, в), наивысшая траектория движения частицы
в которой описывает распределение η (χ) в АС (рис. 10, е). Действительно,
однородное состояние η = η^ (θ = 9ь) отвечает, как уже отмечалось, точке
максимума потенциала Uц, где dU^/dr\ = 0 (рис. 10, в). Эта точка является
седловой точкой уравнения (3.14) и траектория, замыкающаяся в ней, опи-
сывает плавное распределение η (χ), асимптотически переходящее на перифе-
рии к значению η = r\h (рис. 10, е).

В плавных распределениях θ (χ) локально связано с η (χ) уравнением
(2.4). При этом значения θ вне стенок АС в KN-системах отвечают ветви I
кривой ЛС для значений η (χ) > η 8 или ветви III — для значений η (χ) < η 5

(рис. 10, α). Сшивая в точках η = η 8, θ = 9S1 и η = η 8 , θ = 9S3 участки
плавных распределений θ (χ) с резкими решениями в виде стенок (рис. 9, г),
получим распределение 9 (х) в виде широкого горячего АС (рис. 10, е). Та-
ким образом, с точностью до ε <§; 1 распределения 9 (х) и η (χ) в широком АС
(Xs ;§> I), учитывая его симметрию относительно точки χ = 0 (рис. 10, е),
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можно записать в виде

(3-17)

здесь 9 s h (χ) — резкое распределение, описывающее стенку АС; оно отвечает
при η = η 8 сепаратрисе уравнения (3.3), идущей из одной седловой точки
6S3

 в ДРУГУЮ 6si5 ηΐ,ΐΐΐ (х), ΘΙ,ΙΙΙ (x) — плавные распределения, которые
описывают η (я) и θ (χ) вне стенок АС. Последние, как следует из (3.14) и
(2.4), являются решениями уравнений 3 2

^ η, А), д(В„ η, Α) = 0, (/ = 1, ΠΙ), (3.18)

которые удовлетворяют граничным условиям

Значение ингибитора в стенке широкого АС η = ца, а также экстремаль-
ные значения активатора Э ш а х = 0 s a и 6 m i n = 6S1 находятся из простых, как
правило, алгебраических уравнений (3.5). Последние определяют также
значение θ в точке χ = XJ2: 6 s h (XJ2) = Gs2 (рис. 10, е). Интегрируя урав-
нения (3.18) с учетом гладкости ингибитора в точке χ = XJ2 (т. е. условия
cĥ /cLr = άχ\ιτιΙΑχ при χ = XJ2), получим уравнения для определения %&,
а также значений η (0) = цт и θ (0) = 6 т в центре АС (в точке χ = 0;
рис. 10, е) 32,29*30

5 (J
(3-20)

0ΐΐΐ<Ιη)~1/2(1η,
η π ι Лш

g(e m , Лт. А) = о.

Заметим, что уравнения (3.5) и (3.20), определяющие основные параметры
АС, с точностью до ε удовлетворяют соответственно (3.9) и (3.10).

Для наглядности изложения выше были опущены многие детали, кото-
рые можно установить 2 7 из анализа истинной зависимости η (θ) в АС (жир-
ная кривая на рис. 10, а). Изучая ее поведение, можно уточнить вид η (χ)
и θ (χ) и самосогласованным образом 27 достроить с учетом (3.9), (3.10) потен-
циалы UΆ в (3.8) и UQ в (3.7). В частности, можно показать, что потенциал
UQ В (3.7) представляет собой потенциальную яму, с точностью до ε близкую
к потенциалу Ue в (3.3), изображенному на рис. 9, в (кривая s). Вблизи
экстремальных точек 6 m i n ^ Qsl и 6 m a i л; 9S3 (рис. 10, а) этого потенциала
(рис. 10, д) он ветвится с двумя мелкими потенциальными ямами (глубиной
порядка ε). Области плавных распределений отвечают высшей траектории
движения в этих мелких ямах, а области резкого распределения (стенки
АС) — высшей траектории в глубокой яме (рис. 10, д).

Из изложенной процедуры построения формы АС следует, что в KN-си-
стемах (рис. 10, а) функции В (г) и η (χ) вне стенок АС меняются в фазе
(рис. 10, е), а в КИ-системах (рис. 9, б) — в противофазе (рис. 5, штриховые
кривые). Это по существу единственное, чем качественно различаются АС
в ΚΝ- и КИ-системах.
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В горячих системах с 6 h > θ'ο, т. е. при А > А'с (рис. 6, а, в, кривые с),
существуют холодные АС 26~30 (рис. 5, е, г), процедура построения θ (χ) и
η (χ) в которых аналогична изложенной выше для горячего АС. Максималь-
ное 8 т а х = 0S 3 и минимальное Э т 1 п = 0S1 значения Θ, а также значение
η = r\s в стенке холодного АС с точностью до ε также определяются из урав-
нений (3.5), а его ширина, а также распределения θ (χ) и η (χ) из уравне-
ний (3.3) и (3.20), (3.17) — (3.19), в которых индексы I и III, а также 1 и 3
следует поменять местами 29.32.

Заметим, что уравнения (3.3), (3.5), (3.17) — (3.20) определяют пара-
метры и форму АС при ! < £ и в системах, свойства которых описываются
уравнениями более сложными, чем (2.2), (2.3), содержащими, например, пере-
крестные члены ο=νη· V0. Этот и другие выводы можно строго обосновать 3 2,
используя излагаемую ниже асимптотическую теорию АС.

Из изложенной выше качественной процедуры также следует 25>27, что
кроме простейших статических АС (рис. 5, а—г) в системе можно возбудить
АС сложного вида, как зеркально-симметричные (рис. 7,6), так и несим-
метричные (рис. 7, в). Последние содержат несколько областей — страт —
высокого (низкого) значения активатора, имеющих разную ширину и нахо-
дящихся на различных расстояниях друг от друга. О возможности возбуж-
дения сложных АС свидетельствуют численные расчеты 1 1 7,1 1 8 *) .

3.3. А с и м п т о т и ч е с к а я т е о р и я . Стенки АС, в которых акти-
ватор резко меняется на малой длине ~l <C L, можно рассматривать как по-
граничные слои. Наличие таких погранслоев позволяет использовать для
анализа АС идеи теории сингулярных возмущений, развитые для других
задач с погранслоями "β,ιβο-ιβϊ Так, можно убедиться, что с точностью до
ε = llL <C 1 уравнения (2.2), (2.3) для стационарных состояний в соответ-
ствии с общей теорией 8 сводятся 5 9,в 0,1 6 3 к уравнениям для резких (3.3) и
плавных (3.14) распределений. Для построения АС из множества резких
и плавных распределений нужно составить такое решение, которое удовлет-
воряет интегральным (3.9), (3.10) и соответствующим граничным условиям 27.

Используя идеи теории сингулярных возмущений ш , можно показать
29>32, что решением, описывающим форму АС (рис. 10, е), с точностью до
ε <С 1 являются функции Q(x), η (χ), удовлетворяющие (3.17) — (3.20).
Действительно, учитывая симметрию АС относительно точки χ = 0 (рис. 10, е),
рассмотрим два участка: т = I, 0 ^ χ ^ х0 == XJ2 и т = 2, где х0 ==С

^ χ < оо. Граничные условия для функций X!jm> (χ) в уравнениях (3.12)
на каждом из участков т — 1, 2 имеют вид

Согласно теории сингулярных возмущений 1 1 е, запишем решения системы
(3.12) в виде

ХГ> = Ζ Γ (ζ, ε) + ХГ (Ι, ε) (i = 1, . . . , 4; m = 1, 2), (3.22)

где ζ = χ — хд, ξ = (χ—xo)/e; так называемые 1 1 6 внешнее .Χ4™' (ξ, ε) и
внутреннее (пограничное) Х{ш) (ξ, ε) решения будем искать в виде рядов по ε:

Xi (ζ, ε) = Xu 0 (ζ) + eXt,! (0 + .. · + *%, h (ζ) + · ·., (3.23)

Xt (ξ, ε) = Xit0(I) + eXt,,(£) + . . . + *kXt,k(l) + ... (3.24)

*) Существование в системе различных сложных АС означает, что в четырехмер-
ном фазовом пространстве переменных Θ, d6/da;, η, άη/άζ реализуется множество двояко-
асимптотических траекторий, замыкающихся при χ -*· ± оо в особой точке θ = 6Ь, η = η^.
Последняя согласно теории динамических систем 9 есть седловая точка типа О 2>2, и ей
отвечает множество различных замыкающихся в ней траекторий.
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Подставим (3.22) — (3.24) в (3.12), (3.13). Разлагая далее функции f} (Xt)
в ряды по степеням ε и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях
β (отдельно зависящие от ζ и отдельно зависящие от ξ 1 1 β ) , получим в нуле-
вом по ε приближении систему уравнений

= Л4, О \Ъ)1 (Ο.ΔΟ)

(3.26)

E / 2 , 0 -

dX(m>

— 3 ^ = 0 (ί = 1, . . . , 4; m = l , 2), (3.28)

тде

Ъ. о = /. ТО (0) + ВД (?)) - /; ТО (0)), (3-29)
и граничные условия

*(4?о (-*„> = 0; ВД (0) = Х[% (0) (i = 3, 4),

XiVo (0) + Χ(ι\ (0) = X\f о (0) + Х[2,\ (0), (3.31)
Х(

2!
)о(0) = ^ )

0 ( 0 ) , (3.32)

в которых использовано, что 1 1 6

Х^о ( - оо) = Xfo (00) = 0 (Г = 1, . . . , 4). (3.33)

Из (3.27), (3.28) и (3.33) следует, что

ЭД (I) = ВД (й = 0 (го = 1, 2). (3.34)
Для совместного выполнения условий (3.32) — (3.34) необходимо, чтобы ре-
шения Χψ$ ( |), Xffi (ξ) двух первых уравнений (3.27) отвечали сепаратрисе,
идущей из одной седловой точки в другую. Такая ситуация реализуется лишь

при условии Хз?о (0) = η 8 (го = 1, 2), где η 8 удовлетворяет (3.5). Полагая,
что Х\Ц (0) = В„ - θ 8 3, X™ (0) = θ 5 2 - θβ1, из (3.25) - (3.34) получим
<3.17) - (3.20).

Вид статических АС в ΚΝ- и КИ-системах (рис. 5, α, β), установленный
в изложенной теории 26~28, детально подтвержден численными и аналитиче-
скими исследованиями различных моделей 16,33,1<"')ii7)ii8)i28Ii64-ie7 (CM<j н а _
лример, рисунки в п. 1).

3.4. Р а д и а л ь н о - с и м м е т р и ч н ы е а в т о с о л и т о -
н ы 2 7. 2 8. Радиально-симметричные статические АС, как следует из (2.2),
(2.3), описываются следующей системой уравнений:

_ 0 , (3.35)

(3.36)

где радиус ρ измеряется в единицах L, a Ue и U'„ определены в (3.7), (3.8);
-s = 0 (пли 1) в случае цилиндрической (или сферической) симметрии. Реше-
ния (3.35), (3.36) формально можно рассматривать как траектории движения
двух взаимодействующих «частиц», движущихся со временем ρ вдоль осей θ
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и η в потенциалах ί/θ и ί/η, но в отличие от уравнений (3.7), (3.8) при нали-
чии сил трения, убывающих по мере роста р. При возрастании ρ «работа сил
трения» уменьшается, а уравнения (3.35), (3.36) все менее отличаются от урав-
нений (3.7), (3.8) для одномерного АС. Отсюда следует, что распределения
θ (ρ) и η (ρ) в АС большого радиуса р 0 ~ L (рис. 11, а) качественно совпа-
дают с θ (я) и η (χ) в одномерном широком АС (рис. 5, а). При этом в стенке
АС радиуса р 0 > L с точностью до ε == UL <C 1 значение η = η8 (3.5), а рас-
пределение θ (ρ) совпадает с θ (χ) для одномерного АС (п.3.2). Эти резуль-
таты на основе теории сингулярных возмущений обоснованы в 29,32, где также
получены простые уравнения, описывающие θ (ρ) и η (ρ) в АС большого ра-
диуса.

Рис. 11 .Радиалыю-симметричные АС· в виде горячего шара или пятна большого (а) и малого (б) радиусов,
полого горячего шара или кольца (в), холодного шара или пятна (г), полого холодного шара или пятна (й)

Для описания АС радиуса р 0 <; L (рис. 11, б) следует учесть, что за счет
работы «сил трения» при движении «энергии частиц» убывают, т. е. «части-
цы» движутся в потенциалах ί/θ

 и U^ по наклонным вниз траекториям. От-
сюда вытекает, что в стенке АС радиуса р0 <С L величина η == r\sb Φ η 8 ,
причем для горячего АС в KN-системах r| s h > η8 (рис. 11, б), а в КИ-систе-
мах T]sh < %. Кроме рассмотренных АС в виде горячего сгустка или пятна
(рис. 11, а, б) в холодных системах (A <z Ас, рис. 6, кривые а) существуют
АС в виде полого шара или цилиндра (рис. 11, в). Такие состояния с боль-
шим внутренним радиусом р 0 1 (рис. 11, в) в сечении имеют распределения
θ (ρ) и η (ρ), близкие к θ (χ) и η (χ) в одномерном АС (рис. 5, а).

В горячих системах (при А > А'с, рис. 6, а, б, кривые с) можно возбу-
дить радиально-симметричные АС в виде холодного сгустка или пятна
(рис. 11, г), а также в виде холодного сферического или цилиндрического·
слоя (рис. 11, д).

3.5. « Л о к а л ь н ы й п р о б о й » и д е л е н и е АС. Из анализа (3.20)
или (3.10) вытекает, что при увеличении уровня неравновесности системы
(бифуркационного параметра А) размер горячего АС Х& (рис. 10, е) возраста-
ет 2 6,2 8. Вместе с тем из физики существования АС следует, что размер Х&

ограничен сверху величиной~L (п. 1). Этот же вывод следует и из процедуры
построения АС (п. 3.2) 2 6,1 6 8. Действительно, распределению η (χ) в АС отве-
чает наивысшая траектория движения «частицы» с координатой η в потен-
циале UΆ (рис. 10, в). Координата η снизу ограничена величиной т^. Поэто-
му наивысшая траектория движения «частицы», проходящая через точку
η = η^, в принципе ограничивает ширину АС.
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Такая предельно высокая траектория (рис. 10, г) реализуется в случае,
когда при некотором А = Ad < 4 С (значение А = Ас определяет точку
расслоения однородного состояния системы, см. п. 2.2) выполняется условие

(θ A) Э·£/
) у

(θη, T)h, Ad). Это условие, определяющее критическую
Τ,η,Ρ

6

4

2
η

ΓΗΛ
XT

I i

Ρ

t=t,

'h _ ! I 1 I

Р и с , 12. Кинетика деления АС в «плотной» ЭДП « распределение температуры θ = Т/Т., концентра-

Чии n/njj и давления носителей η = P / n h T ; в различные моменты времени: (, = 2тг, t2 — 15τ , t, =

= 25τΓ, f4 = 180τΓ

величину А = Αά, учитывая результаты п. 3.2, с точностью до ε <С 1 можно
записать в виде

η, (3.37)

is is

При этом из (3.20) вытекает, что максимально возможный размер АС равен

"s η

<?(θΠ Ι(η), η, Αά άη. (3.38)

Поскольку при А > Αά решение в виде горячего АС не существует, то
исходное состояние в виде АС должно динамически перестроиться. Такая
перестройка будет происходить в результате эффекта «локального пробоя»29.168,
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т. е. скачкообразного уменьшения значения активатора в центре А С
Последнее определяется тем, что при А = Ай значение η в центре АС дости-
гает величины т^, поэтому при А >» АА активатор, как видно из рис. 10, а,
должен скачком уменьшиться от величины 0 т та θ0' до 6d.

Обусловленное «локальным пробоем» последовательное деление АС
наблюдалось при численных исследованиях АС в «плотной» ЭДП (рис. 12) 91.
По-видимому, «локальным пробоем» объясняется и деление АС (в виде доме-
нов), наблюдаемое при численных исследованиях композитных сверхпровод-
ников 169,"',22

Последовательное деление АС, обусловленное «локальным пробоем»,,
является одним из сценариев динамической перестройки автоструктур 168„
в результате которой происходит самоорганизация без участия флуктуации.
Эффект «локального пробоя» может определять не только самоорганизацию,,
происходящую при квазистационарном изменении бифуркационного пара-
метра А, но и кинетику формирования автоструктур. Так, например, в ре-
зультате «локального пробоя» при возбуждении системы кратковременным,
но достаточно широким импульсом образуются две страты 1 7 0,1 1 7, которые
могут разбегаться, и в системе при А <С Ай образуется два АС ш .

В результате эффекта «локального пробоя» в системе могут спонтанно·
образовываться АС сложного вида. Так, например, АС в виде горячего шара
(или пятна) (рис. 11, а) при А > Αά может превратиться в АС в виде полого
горячего шара (или квльпа) (рис. 11, в).

Из процедуры построения (п. 3.2) холодного широкого АС (рис. 5, в)
в горячей системе следует 1 6 8,2 9, что при некотором А = А& может возникать
эффект «локального пробоя» в центре такого АС, т. е. лавинообразное увели-
чение значения активатора от величины 0Ш » θ 0 до θ = θ^ (рис. 10, о).
Значение Αά и Xmax = Xs (А&) для холодного АС определяются из условий

J <?(θπΐ(η), η, A'u)dr)= ξ 0(θΐ(η), η, Α'ά) (1η,

ч . η 2

η), η, Α'ά) άη) ~ϊβ <1η.

4. Устойчивость и эволюция статических AC (KN- и КИ-системы).

4.1. У с т о й ч и в о с т ь и э в о л ю ц и я с т р у к т у р в с и -
с т е м а х м а л о г о р а з м е р а 2 8,3 1,1 5 7. Для исследования устойчивости
состояний в одномерных системах размера X <С L линеаризуем уравне-
ния (2.2), (3.2) и циклические граничные условия вблизи рассматриваемого
стационарного распределения θ (χ) относительно возмущений вида

δθ (χ, t) = δθ (χ) e-v*, δη (ί) = δη е-*, δΑ (t) = δΑ e~v. (4.1).

В результате получим

(Ηθ - у) δθ = - #ηδη _ q'J,A,

δη = - [<<?βδθ> + (Q'A) δ Α] (μ0 - γα-!)""1, (4.3)
άδθ

где μ0 = (Οη); χ измеряется в единицах I, а время — τ θ . Из (4.1) видно, что>
распределение θ (χ) неустойчиво, если Re γ < 0.
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Заметим, что в однопараметрических однородных системах *), в кото-
рых ингибитор отсутствует (6η = 0), используя только свойства трансляцион-
ной симметрии задачи, можно сделать вывод о том, что все неоднород-
ные распределения θ (χ) неустойчивы. Дей-
ствительно, из (4.2) следует, что задача
об устойчивости распределений θ (χ) при
δη = 0 и заданном значении А сводится
к анализу собственных значений самосопря-
женной задачи

и (4.4) с нормированными собственными
функциями δθ η . Следуя 7 1, для нахождения
спектра λη продифференцируем уравнение
(3.3) по х:

#9-jj!L = 0. (4.6)

Из (4.6) и (4.5) видно, что Ьвт <*> άθ/άχ
является m-собственной функцией оператора

Не, отвечающей Я т = 0, где т — число
узлов функции d0/d.r в интервале (0, X).
При рассматриваемых циклических гранич-
ных условиях (4.4) функция θ (χ) имеет
хотя бы один экстремум. В результате
δθ с/э d9/d.r имеет хотя бы один нуль, т. е.
согласно осцилляционной теореме172»173 не
состояния задачи (4.5), (4.4), поэтому у = λ0 <

Рис 13. К анализу устойчивости ши-
рокой страты (а): вид «потенциала»
Vg (б) и соответствующих ему функций
первого «возбужденного», δθ, (β), и «ос-

новного» состояния 6ΘΟ (г)

является функцией основного·
() () у у 0 0.

В двухпараметрических системах малого размера распределения θ (χ),
имеющие несколько экстремумов (п. 3.1), также неустойчивы. Для того·
чтобы убедиться в этом, разложим функции δθ (χ) в (4.2) — (4.4) по собствен-
ным функциям δ θ η задачи (4.5), (4.4) и подставим их в (4.2) и (4.3). Подстав-
ляя (4.3) в (4.2) при δΑ = 0, после соответствующих преобразований, полу-
чим

2 «
?г=0

п = 0

где коэффициенты

β» = - θη> μ ο " ι >0

(4.7)

(4.8>

в соответствии с условиями (2.7), (2.9) и (2.10). Используя свойства трансля-
ционной симметрии решений θ (χ), задачу (4.2) — (4.4) можно свести к рас-
смотрению устойчивости распределений θ (χ), симметричных относительно·
центра страты — точки χ = £12 на рис. 13, а. Относительно этой точки*
ίη(θ (χ)) и Q'Q (θ (χ)) являются четными функциями; функции 6Вп (х) с чет-
ными значениями η — четные функции χ (рис. 13, г), а с нечетными η — не-
четные (рис. 13, в)172,173. Поэтому при нечетных η коэффициенты ап = 0, а
согласно (4.7) значения у = λη. Отсюда вытекает, что если распределение
θ (χ) имеет больше чем один экстремум, т. е. η > 1, то оно неустойчиво * * ) ,
поскольку для него по крайней мере у — Ях < 0.

Распределение θ (χ) в виде одной страты (рис. 9, ж и 13), благодаря демп-
фирующему действию однородно меняющегося ингибитора, оказывается

*) О влиянии неоднородности в однопараметрических системах см. в 2 1 .
**) Этот вывод по существу заимствован из теории устойчивости доменов в биста-

бильных полупроводниках 1 9 , 2 0 . Он справедлив и при нейтральных граничных усло-
виях (3.1) **.
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устойчивым в широком диапазоне изменений А. Такое распределение имеет
•один экстремум, поэтому функция dG/dr (рис. 13, в) имеет один узел, и ей
•согласно (4.5), (4.6) отвечает функция δθχ с λχ = 0. Отсюда следует, что для
всех нечетных значений η > 1 величина γ = λη > 0. Для четных значений
η только λ0 < 0, а все остальные λη > 0. Согласно (4.7), одиночная страта
(рис. 13) неустойчива, если функция

D(y, an [(λη 'ω2) + на (1 + α-*μ?'λη)1

n = 0

(4.9)

»имеет хотя бы один нуль в верхней полуплоскости комплексной частоты ω.
В (4.9) η — четные числа. Число таких нулей (Ν) согласно принципу аргу-
мента 1 2 в

Ν = Ρ + (2η)-1 Δ arg D (ω), (4.10)

где Ρ — число полюсов функции D (ω) в верхней полуплоскости ω. Согласно
(2.7) μ0 > 0, поэтому, учитывая, что для страты только λ0 ·< 0, из (4.9)

ЫД(ь>)

И(0)<0

Re ΰ(ω,) >0

Рис. 14. Качественное поведение комплексной функции D(G>) при обходе верхней полуплоскости ω
при Κ(ω) > 0 (а) К(0) < 0 (б)

вытекает, что Ρ = 1. Из (4.9) видно, что Re D (ω) —четная функция ω,
a Im D (ω) —нечетная, причем D (±оо) = 1 (рис. 14). Поэтому когда
D (0) > 0 (кривая 1 на рис. 14, а), то N = 1, а следовательно, страта не-
устойчива.

При D (0) < 0 величина Δ arg D (ω) зависит от поведения функции

(ω) =
n = 0

*= ω~» Im D (ω). (4.11)

Β ΚΝ- и КИ-системах благодаря α

+ λ0 > 0,

1 (п. 2.2) обычно выполняется условие

(4.12)

при котором величина К (ω) при всех конечных ω заведомо больше нуля,
так как все ап ^ О (4.8). В этом случае Δ arg D (ω) = —2π (кривая 2 на
рис. 14, а), т. е. N = 0, а следовательно, при D (0) < 0 страта устойчива.
Таким образом, при изменении уровня неравновесности системы в точке
А = Аь, где величина D (0) меняет знак, у функции D (ω) (4.9) в верхней
полуплоскости появляется один нуль с Im у = 0. Отсюда следует, что при
выполнении условия (4.12) неустойчивость страты носит апериодический
характер, а граница ее устойчивости определяется условием

п = 0
λ η

(4.13)

Покажем, что условие (4.13) определяет точку А = Аь, где ац/dA = оо.
Для этого разложим функции δθ в (4.2) и (4.3) в ряд по δθ η . Домножим (4.2)
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слева на δθ η и усредним по объему системы. В результате, учитывая (4.3) и
полагая γ = ш, после соответствующих преобразований получим

-gj- - (D (ω))-ι [ ^ «&δθη) (q'A6Qn) (λη - ίω)"' - <^>] (μ0 - йвсП)-!. (4.14)
n=0

Из сравнения (4.14) с (4.13) следует, что в К-системах страта теряет устой-
чивость в точках, где dr]/cL4 = оо на частоте ω = 0.

Из условия (4.13) можно оценить критическую ширину страты в точке
потери ее устойчивости. Для этого заметим, что функция δθ1 оо d9/dz лока-
лизована в областях стенок широкой страты (рис. 13, в) и экспоненциально
спадает вне их. Последнее следует из того, что экстремальные точки 9 m a i

и 9 m l n распределения θ (χ) в виде широкой страты экспоненциально близки
к седловым точкам θ = 9S 3 и 9S1 уравнения (3.3). При приближении к ним8

θ (*) - θ β 1 ι ϊ «э «-^i. s, lU9 = l(Ve(QBUJ)-w*il, (4.15)

где χ — расстояние от стенки страты. Эти же выводы можно получить и из
квантовомеханической аналогии, на основе которой можно восстановить
также вид 690 (х) и оценить величину λ0. Действительно, из построения
(п. 3.1) широкой страты (рис. 9) следует: при θ = 9 т ш = 9S1 и 9 = 9 т а х =
= 9S 3 производная q'a > 0. Величина q'e <; 0 только при значениях 9, близ-
ких к точкам пересечения ветви II кривой ЛС (п. 2.2) с прямой η = η 8

(рис. 9, а, б). Отсюда вытекает, что в «гамильтониане» Нв «потенциал» F 9 =
= q'e в (4.2) для широкой страты имеет вид двух узких (размера ~1) потен-
циальных ям, локализованных в стенках страты (рис. 13, б) и разделенных
потенциальными барьерами высотой F e = q'e (9S1>3) ~ 1. Таким образом,
значение λχ = 0 расположено глубоко в этих ямах. Поэтому функция δθχ

должна представлять собой асимметричную комбинацию функций δθ^0' основ-
ного состояния каждой из изолированных ям потенциала VQ (рис. 13, б).
Вне этих потенциальных ям локализованные функции δθ^"' экспоненциально
затухают, причем по тому же закону 1 7 2, что и (4.15). Функция основного
состояния δθ0 (рис. 13, г) потенциала VQ (рис. 13, б) есть симметричная ком-
бинация 1 7 2 функций 69дО) основного состояния каждой из изолированных ям.
Благодаря экспоненциально малому перекрытию функций δθ'0 ) функции
δθ 0 отвечает 1 7 2 собственное значение λ0 ~ —ехр (—XJI), где Xs — размер
горячей страты (рис. 13, а). Поскольку | λ0 | <С 1, то в суммах (4.7) и (4.13)
можно ограничиться лишь первым членом и при а > 1 и γ -*• 0 найти, что

γ = λβ + α0, Z)(O) = l + -g- = O. (4.16)

Выражения (4.16) наглядно иллюстрируют приведенный выше вывод о том,
что условие (4.13) отвечает точке, где γ = 0. Напомним, что критическая
флуктуация δθ 0 при δη = 0 имеет инкремент —λ0. Ее нарастание демп-
фируется соответствующим изменением ингибитора, что описывается коэф-
фициентом а о > О в выражении (4.16) для γ. Учитывая условия (2.9) и (2.10),
а также локализованный характер нормированной функции δθ 0 (рис. 13, г),
из (4.8) получим, что

αο«-^-Κ?η>8ΐι<(?β>8ΐιΙ μ ο ' ~ ^ τ > (4.17)

где символ (...}Sh означает усреднение функции по области стенки страты,
точнее области локализации функции δθ0 (рис. 13, г). Подставляя в (4.16)
оценки для λ0 и а0, из условия у = 0 найдем, что критический размер
3 УФН, т. 157, вып. 2
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страты примерно равен

£ ь ~ П п - ^ - . (4.18)

Заметим, что (4.18) получено из условия порога устойчивости страты (4.13),
которое определяет точку А = Аъ, где άη/d^l = оо. При уменьшении А
ширина страты уменьшается (п. 3.1), поэтому в точке А = Аь страта, имея
ширину Xs = Хь (4.18), скачкообразно исчезнет. Более подробно эволюция
страты при X <с L проанализирована в 28, а радиально-симметричных состоя-
ний — в 31.

В дву- и трехмерном случае при исследовании устойчивости страты сле-
дует учитывать флуктуации δθ оо δθ (χ) exp (tkj^r^ — yt) с kj φ 0 (k\ =
= (2πΙ·η1/Χυ)

ί -f- (2ηΙ·η2/Χζ)
2; η 1 2 = 1, . . .). Для таких неоднородных

вдоль стенок страты флуктуации в (4.7) все коэффициенты ап = 0г а λ η

меняются на λη -f k\. Поэтому из (4.7) следует, что

У ψ 1 (ά 1QY

Подставляя в (4.19) λ0 ·~ —exp (—XJl), получим критическую ширину
страты, при которой она расслаивается в плоскости своих стенок: Xs ~
~ Z-ln {Xllf.

4.2. У с т о й ч и в о с т ь АС в о д н о м е р н ы х с и с т е м а х 25~28.
Линеаризуем уравнения (2.2), (2.3) вблизи решения в виде одномерного
АС относительно флуктуации вида

δθ (г, t) = δθ (χ) exp ( Λ ± Γ Χ — yt), δη (r, t) = δη (χ) exp ( ik x r ± — yt).

(4.20)

В результате для одномерного случая (к± = 0) придем к системе уравнений

( £ θ - ν ) δ θ = -?ηδη, ^ e = - ^ + F e , F 9 = q'9 (θ (χ), η (ζ), Α), (4.21)

Α),

в которых длина и время изменяются, соответственно, в единицах I и τ^.
Дифференцируя уравнения (3.7), (3.8) по х, легко убедиться, что δθ оо

оо άθ/άχ и δη оо ά·η/άχ есть собственные функции задачи (4.21), (4.22) при
циклических граничных условиях, отвечающие собственному значению
γ = 0. Этот результат является следствием трансляционной симметрии зада-
чи. Из него для систем с η (χ) = const однозначно следует, что любое реше-
ние θ (χ), для которого функция άθ/dx имеет более одного узла, неустойчиво
(п. 4.1).

Для рассматриваемой сложной задачи (система уравнений (4.21), (4.22)
четвертого порядка), в отличие от задачи (4.5), (4.4), осцилляционной теоре-
мы не существует. Устойчивыми оказываются состояния не только в виде
широкого АС, для которого άθ/άχ имеет пять узлов (рис. 10, е), но и более
сложные состояния 2 7,1 6 в.

Устойчивость и эволюцию АС при изменении неравновесности системы
удобно анализировать (п. 4.3), используя бифуркационную характеристику
системы — зависимость от А (рис. 15) значения η = η 8 в стенке АС (рис. 10, е).
В К-системах порогу устойчивости АС на этой характеристике отвечает точка
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4̂ = Аъ, где dT]s/(L4 = сх> (рис. 15). Это утверждение представляет собой
обобщение результата, приведенного в п. 4.1 для систем с X < L, для кото-
рых η (х) — %· Его можно установить из следующих простых соображений.

Малые изменения άθ и αη исходных распределений θ (χ) и η (χ), вызван-
ные малым изменением параметра А, согласно (3.7), (3.8) определяются из
уравнений

НвЛв=—дчаг\-д'лаА, Нп ац= - Q'o ά θ - Q'A AA. (4.23)

Наличие точки, где dr\sHA = оо, означает, что в ней при сЫ = 0 прираще-
ния άη (х) и άθ (χ) не равны нулю и не отвечают функциям 6η <^ άη/d^ и
6Θ ел de/dar, описывающим малый сдвиг АС. Из (4.23) при dA = 0 видно, что

I 1
г/

X

Рис. 15. Вид бифуркационных харак-
теристик для разогретой излучением
или электрическим полем ЭДП
(п 11) 2 · ' β β (α), для разогретой в
процессе оже-рекомбинации вырожден-
ной ЭДП (п. 1 .3)" (б) Кривые
Ι,ΙΙ,ΙΙ' отвечают соответственно од-
нородному состоянию ЭДП, горячему
и холодному АС; штриховые участки
кривых соответствуют неустойчивым

состояниям

Рис 16 К исследованию устойчивости статическо-
го АС η — Распределение активатора в широком
АС б, в — Вид «потенциалов» У„ (б) и V (в)
дня фтуктуаций г, в — Вид критических (г) и
«сдвиговых» (9) флуктуации активатора 6θ0,! и
соответствующих демпфирующих их возмущении

такие приращения Аг\ (х) и сШ (х) отвечают нетривиальному решению системы
уравнений (4.21), (4.22) при γ = 0. Отсюда вытекает, что порог устойчиво-
сти АС в К-системах (γ = 0) коррелирует с точкой А = Аъ (рис. 15), где
производные по А характерных для АС величин (η8, Xs и др.) обращаются
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в бесконечность *). Из этого утверждения однозначно не следует, что в прин-
ципе не может'существовать других значений А Ф Аъ, в которых Re 7 ме-
няет знак. Например, АС сложного вида (рис. 7, б, в) могут терять устойчи-
вость, не доходя до точки А = Аь (см. последний абзац п. 4.3).

Устойчивость широкого АС при А > Аь связана с тем, что «опасные»
флуктуации активатора демпфируются соответствующим неоднородным из-
менением ингибитора (рис. 16). Для того чтобы убедиться в этом и провести
оценку величины критического размера АС в точке А = Аъ, рассмотрим
собственные функции и значения задач

# θ δ θ η = ληδθη, # η δη* = μ*δηΛ, (4.24)

для которых функции δθ η и 6% нормированы и удовлетворяют циклическим
граничным условиям. Из (4.21), (4.22) видно, что собственные функции δθ η

и значения λη описывают флуктуации активатора при δη = 0, а 8цк и μη —
флуктуации ингибитора при δθ = 0.

Согласно (4.22) и (2.7) в «гамильтониане» Я„ «потенциал» FT1 = Q'^ > 0.
Отсюда вытекает 1 7 2, что все μ& > 0, причем согласно осцилляционной тео-
реме 1 7 2 , 1 7 3 чем больше индекс к, тем больше значение μ .̂ Это отражает тот
факт, что благодаря Q'v > 0 (п. 2.2) все флуктуации ингибитора при δθ = 0
являются затухающими.

«Потенциал» Ve = q$ в «гамильтониане» Ηθ (4.21), так же как и в слу-
чае системы малого размера (рис. 13, б), представляет собой две узкие (раз-
мера порядка Ζ) потенциальные ямы (рис. 16), локализованные в стенках АС,
т. е. расположенные на расстоянии Xs друг от друга. Действительно, в KN-
и КИ-системах (п. 2.2) производная q'% < 0 для ветви II кривой ЛС и qe > 0
для ветвей I и III кривой ЛС (рис. 10, а). Поэтому из процедуры построения
АС (п. 3.2) следует, что в областях плавных изменений θ (χ) (вне стенок АС
на рис. 10) величина Уд = q% > 0 и лишь в некоторых областях резких из-
менений θ (χ), т. е. стенок АС, величина VQ <C 0. Вне стенок АС величина
Ι̂ θ = 9Θ ~ 1> поэтому основные функции δ%0) каждой уединенной потен-
циальной ямы (рис. 16, б) сильно локализованы.

Для нахождения соответствующего этим функциям собственного значе-
ния λ<0) продифференцируем уравнение (3.7) по х, домножим его слева на
δθ<0) и усредним по х. Домножим затем первое из уравнений (4.24) для η = 0
слева на άθ/άχ и усредним его по х. Вычитая полученные таким образом урав-
нения друг из друга и учитывая эрмитовость оператора Н$, найдем, что

' ~ -ψ. (4.25)

При оценке λ[,0) в (4.25) было использовано, что собственная функция 69J,0)

локализована в области ямы размером ~ 1 (I), где θ изменяется на величину
~ 1 , а η — на величину ~ &XJL. Поскольку глубина и ширина я м ы ~ 1 , то
λ^0) — λ|>0> — 1 m , т. е. первому «возбужденному» состоянию в яме отвечает
значение λ'0' ~ 1.

«Потенциал» VQ представляет собой две одинаковые ямы, разделенные
горбом величиной ~ 1 (рис. 16, б), поэтому благодаря экспоненциально сла-
бому перекрытию основного состояния каждой из «изолированных» ям уро-
вень λ^0) расщепится на два экспоненциально близких уровня 1 7 2 : λ1 ~
~ — &XJL и

^ ( 4 . 2 6 )

*) Это утверждение справедливо в том случае, когда на пороге устойчивости Im y =
= 0. Иная ситуация реализуется в ΚΩ-системах (п. 6.2).
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При этом собственным значениям λ0 и %г оператора # η отвечают функции δθ0

и δθ ΐ 7 которые есть связывающая и антисвязывающая комбинации функций
основного состояния δθί,01 каждой из «изолированных» ям (рис. 16, гид) 1 7 2 .
Учитывая, что λ\0> ~ 1, можно сделать вывод, что в спектре λη имеются толь-
ко два отрицательных значения. Отвечающие им функции δθ0 и 6вх являются
единственными нарастающими (с инкрементами —λ0 и —λχ) флуктуациями
активатора при δη = 0. Демпфирующее воздействие на нарастание этих
функций ингибитора описывается членом —<?ηδη в (4.21). Учитывая, что
δθ0 (χ) — четная, а δθχ (χ) — нечетная функции χ относительно центра АС
(рис. 16), легко убедиться, что так же, как и в системах малого размера
(п. 4.1), нарастание этих функций происходит независимо.

Функция δθχ с точностью до ε <С 1 близка к истинной флуктуации акти-
ватора δθ с/э dG/da; (рис. 16, д), которая описывает малый трансляционный
сдвиг АС. Поэтому соответствующее функции δθ Λ; δθχ собственное значение
задачи (4.21), (4.22) γ χ = 0. Таким образом, среди флуктуации активатора δθ
в задаче (4.21), (4.22) единственно «опасной» оказывается флуктуация δθ «
« δθ0 (рис. 16, г). Ее нарастание может подавляться соответствующим изме-
нением ингибитора, которое согласно (4.22) равно

δη - - {TQ'Bm0) = - Σ δη* <δηΙ<?θδθο> (μ, - ог^Г 1 , (4-27)
ft=0

где Γ (χ, χ', у) — функция Грина однородной задачи (4.22); символ (...)
означает усреднение функции по объему системы, а к •— четные числа, по-
скольку для нечетных к интегралы в (4.27) равны нулю из-за разной симмет-
рии функций δη^ и δθ0.

Подставим (4.27) в (4.21) с функцией δθ = δθ0, домножим полученное
уравнение слева на δθ 0 и усредним его по объему системы. В результате полу-
чим уравнение для определения критического значения γ:

с»

Φ (Τ) = Κ - у + Σ α*μ* СИ* - «"'Τ)""1 = 0, (4.28)

fe=0

где все коэффициенты

ah = - <δηίφδθο> <δη^ηδθο> μϊ«>0 (4.29)
в соответствии с условиями (2.7), (2.9) и (2.10). Из (4.28) следует, что АС
устойчив, когда функция Φ (у — ш) не имеет нулей в верхней полуплоско-
сти комплексной частоты ω· Из анализа этой функции (см. п. 6.2) следует,
что в К-системах, в которых выполнено условие (4.12), величина у вблизи
порога устойчивости АС равна

оо

γ = λ ο + Σ α * , (4.30)

где к — четные числа. Так же как и в (4.16), второе слагаемое в (4.30) опи-
сывает демпфирующее воздействие ингибитора на нарастание критической
флуктуации δθ Άί δθ 0. С ростом индекса к величина μ^ увеличивается, а чис-
ло узлов у функции δηΛ растет. Поэтому в сумме (4.30) можно сохранить
лишь первый член. Полагая в (4.30) величину у = 0 и учитывая (4.26),
найдем оценку для критической ширины АС (в точке А =• Аъ)'·

Z,(Ab) = Zb~lln-j-. (4.31)

При выводе (4.31) было учтено, что а0 ~ IIL. Эта оценка следует из форму-
лы (4.29), если в ней учесть условия нормировки функций δθ0 и δη 0 и то, что
δθ0 локализована в стенках АС размера ~Ζ, а плавно меняющаяся функция
δη0 — в областях размера ~ L (рис. 16, г).
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Заметим, что (4.31) совпадает с (4.18), если в последней заменить X на
L — характерный размер области локализации АС (рис. 10, е).

4.3. Э в о л ю ц и я а в т о с о л и т о н о в 2 5,2 6,2 9. При А < Ас в устой-
чивой системе можно возбудить горячий АС (рис. 5, а), для которого значе-
ние η = η 8 в стенке АС (п. 3.2) существенно отличается от η = T]h (рис. 15).
При уменьшении А (уровня возбуждения системы) АС сужается (п. 3.2) и
в точке А = Аь, где его размер Xs = Хъ (4.31), АС скачкообразно исчезает
(скачок 1 -*• 2 на рис. 15, а). Значение А = Аъ отвечает точке, где dr\s/dA =
= оо (п. 4.2). Поскольку согласно (4.31) при L » I величина Хь 3> I, то
практически во всей области существования АС его основные параметры и за-
висимость η 8 (А), т. е. бифуркационная характеристика системы, определяют-
ся из простых уравнений (3.5) и (3.20). При этом с точностью до ε <С 1 вели-
чина Аъ = Аа. (Величина А = Ав определяется из уравнений (3.5) и (2.5),
в которых T)h = %, a 9h == 0S1 (п. 3.1)).

При увеличении А размер АС увеличивается, и при А > Ас в резуль-
тате неустойчивости однородного состояния вне области локализации АС
в системе возникают страты. Однако возможен и другой сценарий перестрой-
ки АС. При А = Ай < Ас ширина АС может достигнуть критического раз-
мера, при котором в центре АС произойдет «локальный пробой», приводящий
к делению АС (п. 3.5). В результате последовательного деления образую-
щихся АС вся система заполнится стратами (рис. 12) 9 1.

При А > А'с в горячей устойчивой системе можно возбудить холодный
АС (рис. 5, в), который при увеличении А сужается и скачкообразно исчезает
в точке А = Аь, где dr)s/d.4 = оо (скачок Г -*• 2' на рис. 15). Для критиче-
ского размера АС при А = А'ь справедлива формула (4.31). Таким образом,
основные параметры холодного АС, так же как и горячего, практически
во всей области его существования с точностью до ε < 1 определяются из
простых уравнений (3.5) и типа (3.20) (см. п. 3.2), причем величина А^ = А'А.
(Величина А = A's определяется из уравнений (3.5) и (2.5) при цъ = η 8

и 6h = 9S3 (п. 3.1).) При уменьшении А ширина холодного АС увеличивается
и в точке А = А'с или A'd > А'с (рис. 15, а) вся система в результате флук-
туационной или динамической перестройки заполняется стратами (п. 3.5).

АС могут образовываться в системе и спонтанно. В однородных систе-
мах при А = Ас в результате неустойчивости однородного состояния скач-
кообразно образуются страты (п. 2.2). При уменьшении А число страт
вследствие неустойчивости (типа «перекачки») *) 25>26 скачкообразно спон-
танно уменьшается, и при А ->- Аъ в ней образуется АС 2 5 , 2 6 · 2 9 . В реальной
системе АС может спонтанно скачкообразно образовываться у малой неодно-
родности 2 9 при А, близких к Ас (или А'с).

Изложенная картина эволюции АС объясняет результаты численных
исследований моделей композитных сверхпроводников 2 2, 1 в 7, 1 6 9 и электронно-
дырочной плазмы (рис. 15) 9 1, 1 0 0, 1 7 1.

Отметим особенности перестройки формы сложных АС при изменении А.
В сложном АС (п. 3.2) «локальный пробой» может произойти лишь в наибо-
лее широкой страте (области высокого или низкого значения активатора).
Это может привести не к заполнению стратами всего образца (п. 3.5), а к воз-
никновению более сложного АС, содержащего большее количество страт.
В сложном АС неустойчивость типа «перекачки», возникающая в окрестно-

*) Неустойчивость двух близко расположенных страт связана с тем, что из-за
сильного диффузионного расплывания ингибитора его изменения не могут локально
отслеживать нарастания антисимметричных флуктуации активатора 25.29. Такая «пере-
качка» активатора между стратами приводит к нарастанию амплитуды или ширины
страты за счет «съедания» соседней. Эффект «перекачки» определяет минимально воз-
можное расстояние jfm in между стратами. Величина J£min зависит от А 31. Из-за эффекта
«перекачки» нельзя возбудить два АС на расстоянии % < Хты, что подтверждают и
численные исследования 117.
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сти двух наиболее близко расположенных страт, может привести к образо-
ванию АС, содержащему меньшее количество страт. Такая неустойчивость
возникает, не доходя до точек Аь или Ль, которые определяют границы
устойчивости простого АС (рис. 15, а).

4.4. А в т о с о л и т о н ы в д в у - и т р е х м е р н ы х с и с т е -
м а х 27~29. Горячий широкий одномерный АС (рис. 16, а) в двух- и трехмер-
ных системах устойчив, но в меньшем диапазоне изменений А, чем в одно-
мерных. На границах этого диапазона [АЪ1, Ас1] одномерный АС теряет
устойчивость относительно флуктуации вида (4.20) с к± φ 0, неоднородных
в области стенок АС, т. е. приводящих в двумерной системе к гофрировке
поверхности его стенок, а в трехмерной — к появлению на них ячеистой
структуры или же стремящихся разбить АС на более мелкие области. Для
того чтобы убедиться в этом, учтем в (4.20) к± φ 0 и после соответствующих
преобразований придем к уравнениям (4.28), (4.29), в которых следует за-
менить λ0 на λ0 4- к\, а μ̂  на \ih -f- г~2к\. В результате вместо (4.30) получим

+ Σ < № ( μ * + β-2*1)-', (4.32)

где пъ дается (4.29). Ограничиваясь в сумме (4.32) лишь первым членом и
учитывая оценку для а0 ~ ε и локализованный характер функций δθ0

(рис. 16, г), получим, что стенки АС расслаиваются относительно критиче-
ских флуктуации δθ да δθ0 (χ) ехр (гкхг±) сА х ~ (ZAL)1/4 (IL)~1/Z, а ширина
АС в точках А = АЬ1 и А = Ас1 соответственно равна

(4.33)

Более строгий результат, учитывающий всю сумму в (4.32), можно получить
в случае, когда Q'4 = В = const. Для таких систем функция Грина в (4.27)
равна

Г (х, х', у) = -н—ехр [ — sw (х — х')] при

= γ- ехр [ειν (χ — χ')] при

где w = (В -f- г~2к\ — γα" 1 ) 1 ' 2 . Используя (4.34), получим выражение для
γ, из анализа которого следует, что к± ~ (Z/L)1/* (IL)~1/2, a

Из сравнения (4.33), (4.35) с (4.31) видно, что Хь < %bl, т. е. при умень-
шении А автосолитон расслаивается в точке Abl > Аъ (рис. 15). Этот ре-
зультат более строго можно получить из анализа (4.32) и (4.30).

С другой стороны, поскольку Хс1 ^ L, то при увеличении А расширяю-
щийся АС может расслаиваться вдоль стенок при А = Ас1, не доходя до
точки А = Ad или А = Ас (п. 4.3).

Аналогичные выводы можно сделать и о расслоении устойчивого одно-
мерного холодного АС (рис. 5, в, г) при изменении уровня неравновесности
горячей системы. Об устойчивости широких одномерных АС в двумерных си-
стемах свидетельствуют и численные расчеты 1 1 8.

В трехмерных системах можно возбудить радиально-симметричный АС
(п. 3.4) в виде сгустка (рис. 11, а, б, г) или полого шара (рис. 11, е, д), а
в двухмерных — в виде пятна или кольца. Критические фулктуации δθ ло-
кализованы в поверхностном слое (толщиной ~ Г) сгустка или пятна радиуса
ρ = Ро 3> I· Инкремент нарастания такой радиально-симметричной флуктуа-
ции δθ0 при δη = 0 примерно равен 3 5 λ0 ~ —·ερ0ΑΖ> — {Про)2· Нарастание
•δθ0 демпфируется соответствующим изменением ингибитора вплоть до точки
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А = Аъ, где dr)JdA = оо. При А = Аъ сгусток скачкообразно исчезает
(рис. 15). При увеличении А радиус сгустка (пятна) увеличивается, но он
может потерять устойчивость, не доходя до точек А = Ad или А = Ас

(рис. 15) относительно радиально-несимметричных флуктуации. АС в виде
полого шара или кольца с внутренним радиусом р 0 1 > L устойчив при таких
значениях А, для которых его толщина Xs — р 0 2 — р 0 1 меняется в диапа-
зоне, границы которого ХЪ1 и Хс1 определяются (4.33) или (4.35). Вне этого
диапазона АС теряет устойчивость относительно радиально-несимметричных
флуктуации 29.

Отсюда следует, что картина эволюции радиально-симметричных АС
может быть весьма сложной. При увеличении А расширяющийся АС в виде
сгустка (рис. 11, а) может в результате «локального пробоя» (п. 3.5) превра^
титься в полый шар (рис. 11, е), который затем в результате нарастания ра-
диально-несимметричных флуктуации может раздробиться на более мелкие
части. В результате в системе может возникнуть много АС или один АС, но.
весьма сложного вида.

5. Пичковые статические автосолитоны (ΚΛ-, KV-системы). В п. 3 и 4
рассмотрены АС в KN- и КИ-системах, амплитуда которых согласно (3.5)

— в т т = θ ε 3 — 9si) определяется наличием ветви III однозначной

% н^—ПГл*!ГГГХ-Н; ηΊ
Рис. 17. л построению структур в Λ- и V-системах малого размера, а, б — Кривые локальной связи
для Λ- (α) и V-систем (б), в — Вид потенциала {/д. г, д — Вид узкой пичковой страты (г) и узкого пич-

кового АС (в). Штриховые кривые — значение ингибитора в Л-системах

зависимости θ (η) на Ν- или И-образной кривой JIC (рис. 9, а, б). Значения
θ > θ'ο, отвечающие этой ветви, можно в определенном смысле рассматривать
как соответствующую η = ηδ «горячую устойчивую фазу» системы с «тем-
пературой» θ ~ 0S3 (рис. 10).

Иная ситуация реализуется в КА- и К V-системах (п. 2.2), кривая ЛС
которых имеет Λ- или V-образный вид (рис. 17, а, б). В таких системах при
I <C L могут существовать пичковые АС двух типов: узкие (п. 5.2) 2 5. 2 8 и ши-
рокие (п. 5.3) 8 9,1 7 4. Ширина пичка (£&) узкого АС независимо от малости
ε = IIL <С 1 составляет величину ~Ζ, а широкого АС — величину ~ L .
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5.1. С т р у к т у р ы в с и с т е м а х н а л о г оТр а з м е р а 20.28̂ 57
Распределение θ (χ) и значение η (χ) = T]sh = const в системах размера

< ^ < L определяются уравнениями (3.3) и (3.4). Из вида кривой ЛС в Λ-
и V-системах (рис. 17, а, б) следует (п. 3.1), что потенциал Ue в (3.3) имеет
два экстремума, один из которых θ = θχ отвечает максимуму Ue (рис. 17, в).
Высшая траектория движения «частицы» в таком потенциале £/θ отвечает
сепаратрисе уравнения (3.3), замыкающей в точке θ = θ^ Она описывает
единственное решение θ (χ) в виде узкой страты размера ~1 (рис. 17, г),
имеющее лишь один максимум. В п. 4.1 было показано, что при циклических
граничных условиях среди всех возможных распределений θ (χ) (π. 3.1)
только решение в виде одной страты (рис. 17, г) устойчиво вплоть до точки
А = Аь на бифуркационной характеристике, где drish/(Ll = 00 (рис. 18).

Для иллюстрации общих результатов рассмотрим распределение θ (χ)
и вид бифуркационной характеристики в моделях, допускающих аналити-
ческое решение. Для модели брюсселятора (1.12) уравнения (3.3), (3.4)
имеют вид

(5

Из них следует 2 5,1 7 5, что при X ;§> I (точнее, при ηδ ] 1 <С (1 -f- А)2ИВ)

r] s h = A(1 + Af [1 Τ {1 - Ш [ΧΑ* (1 + .4)V*]-i}V2] ( 20 h)-i, ( 5 . 2).

θ (ζ) ̂  + ( 0 ^ - 9 ^ 1 1 - 2 - ^ , (5.3)

где
6 m a x - θ1 =

Для модели (1.14) при X ~^> I ингибитор 1 7 6

а распределение активатора θ (χ) определяется (5.3)1 1 4, в котором

Выражения (5.2) и (5.5) определяют бифуркационные характеристики
рассматриваемых моделей (рис. 18). Значения ингибитора для однородного
состояния в модели (1.12) Tih = А/В, а в (1.14) r\h = С [(А/С) + В]* и, как
следует из (5.2) и (5.5), существенно отличаются от значений r\sb для страты
(рис. 18). При этом верхний знак в (5.2) и (5.5) определяет значение i ] s h

в устойчивой страте большой амплитуды, для которой справедливы выра-
жения (5.4) и (5.6). Из (5.2) и (5.5) следует, что предельное значение пара-
метра А = Аъ, при котором страта скачкообразно исчезает (рис. 18), Аь со
с/з (1/Х)1/2, т. е. тем меньше, чем больше размер системы X.

Подставляя (5.2) и (5.3) в выражение для «гамильтониана» Ηθ в (4.2),
получим, что входящий в него «потенциал» есть

Ve = де (θ (х), η Λ ) = (i + A)[i- 3 ch-a (1 + ̂ 1 / 3 я ] . (5.7)

В таком потенциале (задачи (4.5), (4.4)) с экспоненциальной точностью значе-
ние λχ = 0, а λ0 и δθ0 равны 1 7 2

δθ0 = [ 1
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Из (5.8) видно, что функция δθ0 локализована в области страты размера
и ей отвечает λ0 ~ — 1 .

Вывод о том, что в спектре λ η задачи (4.5), (4.4) для узкой страты %г = О,
а λ0 ~ —1 носит общий характер. Действительно, строгое равенство λχ = О
«ледует из трансляционной симметрии задачи для страты (п. 4.1). Условие
λ-ι — λ0 -~ 1 вытекает из того, что «потенциал» VQ ДЛЯ страты имеет размер
и глубину ~ 1 . Из (4.16) следует, что при λ0 ~ —1 для устойчивости страты

Рис. 18 Вид бифуркационных характеристик а — Для модели (1 12) «брюсселятор» 25> " · б — Для
модели Гирера — Маннхардта (1 14) 37> " · . β — Для разогретой электромагнитным излучением смеси

нейтральных газов 5 2 Штриховые участки кривых соответствуют неустойчивым состояниям

необходимо, чтобы а0 > 1. При амплитуде страты в ш а х — θχ ^ 1 согласно
(4.17) коэффициент а0 ~ ИХ «С 1- Поэтому условие а0 > 1 не может вы-
полняться для страт малой амплитуды (рис. 18, штриховые кривые). Из про-
цедуры построения узкой страты (рис. 17) следует, что условие (3.4) можно
приближенно записать в виде

Q (вшах, η6η) I = № - (5.9)

Для узких страт большой амплитуды обычно величина | Q (θχ) | > 1, т. е. усло-
вие (5.9) при %s~ l справедливо, когда \Q ( 0 m a x ) | > Х11^$> 1. Последнее
может быть выполнено лишь в системах, для которых Q (Θ) есть возрастаю-
щая функция θ. Β Λ- и V-системах, для которых это не реализуется, могут
образовываться широкие пичковые страты 1 7 6, которые согласно (5.9)
должны иметь размер Xs~ XII.

5.2. У з к и е п и ч к о в ы е а в т о с о л и т о н ы 2 5,2 7,2 8. Качествен-
ный вид узкого пичкового АС в протяженных Λ- и V-системах можно установить
из простых соображений: при возрастании X значение η = r\sh φ ц^в цент-
ре страты (рис. 17, г) на ее периферии должно плавно с характерной длиной
~ L переходить к значению η = r\h (θ — к 9h) для однородного состояния
(рис. 17, д).
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Для построения узкого дичкового АС воспользуемся методом, изложен-
ным в п. 3.2. В отличие от N- и И-систем потенциал для резких распределений
Uв в Λ- и V-системах (рис. 17, в) имеет лишь один максимум. Это отличие при-
водит к тому, что в А- и V-системах могут существовать только пичковые
АС. Построение узких пичковыхАС (рис. 17, д) изображено на рис. 19. Для

"mas

Гис 19. К построению узкого пичкового АС. а— Вид локальной связи (кривая 1), кривой УС (2) и истин-

ной зависимости η(θ) (3). б — Вид ветвей 1 η II потенциала V для плавных распределений, в — Вид

истинного потенциала U , наивысшая траектория движения в котором (J) отвечает распределению

щ (х) в автосолитоне (г), д — Вид потенциала Ug; штриховой кривой показан потенциал в приближении

резких распределений, а сплошной — истинный потенциал UQ, наивысшая траектория движения ча-

стицы в котором отвечает распределению θ (χ) на рис. г

построения истинного потенциала ί/η (рис. 19, в) в (3.8) использовано первое
из условий (3.10), из которого приближенно следует, что

«?>Sh = - B (5.10)

где символы (... >sh и (... >sm означают усреднение функции Q (θ, η) по обла-
сти резких и плавных распределений соответственно. Обычно | (@) sm | ;>
> 1, т. е. согласно (5.10) величина | ((?>Shl > ε - 1 ; > 1 . Производная dUJdr\ =
= — Q, поэтому потенциал U^ в (3.8) вблизи η = r\sb резко отходит
вверх от ветви I потенциала ϋΆ в (3.14) для плавных распределений (рис.
19, б), образуя крутую стенку, т. е. приобретает вид потенциальной ямы
{рис. 19, в). Распределению η (χ) (рис. 19, г) отвечает финитное движение
«частицы» в такой яме (траектория 1 на рис. 19, е).

Из процедуры построения АС следует (п. 3.2), что распределения θ (χ)
и η (χ), учитывая симметрию АС относительно точки χ = 0, приближенно
можно записать в виде

= e s h (x) - (χ) οο), η (χ) = η ΐ (χ) ( 0 < χ οο),

(5.11)

где 0 s h (χ) — полученное в п. 5.1 резкое распределение, отвечающее сепарат-
рисе уравнения (3.3), замыкающейся в седловой точке θ = θχ (рис. 17, г); фун-
кции η! (χ) и 0j (χ) — плавные распределения ингибитора и активатора,
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которые есть решения уравнения (3.18), отвечающие граничным условиям
rjj (оо) = r\h, У\Г (0) = г\вЪ; значение T]sh можно оценить,1 из уравнения 2 9 . 1 7 6

сю оо

$ Q Φι (х), тц (χ), Α)άχ=- J (ζ>(θε1ι (x), r\Bb, A)-Q (6 l t η Λ , .4)) da:,
Ό Ό

(5.12)

которое по существу вытекает из (ЗЛО). Найденная в общей теории 2 5, 2 7

форма узкого пичкового АС (рис. 19),подтверждается результатами аналити-
ческих и численных исследований различных моделей 16,114,120,175-177

Рис 20 К анализу устойчивости узкого пичкового АС (о) вид «потенциала» VQ (б) и соответствующих

ему собственных функции 6θβ (β) и 6Θ, (г) и возм>щении 6η, демпфирующих нарастание опасной флук-

туации δθ яа 6ΘΟ и «сдвиговой» флуктуации 6Θ с о άθ/άχ

Так же как и для страты (п.5.1), для узкого пичкового АС (рис.20, а}

потенциал Vg в «гамильтониане» Йв (4.21), определяющий инкремент на-
растания и вид критических флуктуации активатора δθη при δη = 0(4.24)г

имеет вид узкой ямы (рис. 20, б). В спектре такой ямы только λ0 и λχ < 0,
причем28 λχ ιζ — ε, а Я 0 ~ — 1. Отвечающие λ0 и %1 функции δθ0 и δθ1 лока-
лизованы в области пичка АС (рис. 20, в, г). Функция 6вг близка к δθ со
со άθ/άχ (рис. 20, г), которая описывает малый сдвиг АС, т. е. для нее уг =
= 0.

АС существует в диапазоне от Л = Аъ до Ас (п. 4.2): при А < Аь он
скачкообразно исчезает (рис. 18); при увеличении А амплитуда АС возраста-
ет, и при А > Ас в результате неустойчивости однородного состояния (п.2.2}
вне АС в системе возникает более сложная автоструктура 25>29.

Выражения (5.11) для некоторого вида функций Q (θ, η), q (θ, η) можно·
строго обосновать 1 7 6 на основе идей теории сингулярных возмущений П 6 .
В отличие от процедуры построения АС в ΚΝ- и КИ-системах (п. 3.3) для

узких пичковых АС в КА- и KV-системах внешние Хг и внутренние Х£
решения будем искать в виде рядов по ε, допускающих отрицательные, в.
том числе дробные, степени ε:

Xt(x, e) = .
(5.13)

где ξ = χ/ε, at = NJm, $t = MJm; JV,, Μτ — любые целые числа; т —
целое положительное число. Коэффициенты а,, рг определяются граничными
условиями и конкретным видом функций Q (θ, η) и q (θ, η).
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Использование этой процедуры для модели (1.14) с С = i? = 1 позво-
ляет доказать, что выражения (5.11), (5.12) справедливы с точностью до

1> и найти, что в старшем по величине ε приближении 1 7 6

1 , (5.14)

(5.15)

Следующая поправка для η равна

~й~ \ " ι ' " " οι * * " " " 9; / (0.10)

я обеспечивает выполнение условия (Ιη/άζ = 0 в точке χ = 0. Выражения
{5.14)—(5.16) справедливы при А2 > ε. Величину А = Аъ, при которой
исчезает решение в виде АС (рис. 18), можно оценить из (5.5), положив в нем
X = 2L·. Это следует из того, что выражения (5.14) и (5.15) в окрестности
тшчка АС (точки χ — 0, рис. 17, д) по существу переходят в выражения (5.5),
•(5.6), если в них положить X = 2L.

Заметим, что в двух- и трехмерных системах одномерные узкие пичко-
вые АС неустойчивы 2 7 относительно неоднородных вдоль плоскости АС
флуктуации вида (4.20) с к± ~ (-ZL)1/2. Это вытекает из (4.32), если в нем учесть,
что λ ο ~ — 1. В таких системах устойчивыми являются пичковые радиально-
•симметричные АС радиусом ~ I, распределение θ и η в сечении которых сов-
падает с изображенным на рис. 17, д. Эти выводы объясняют результаты чи-
сленных исследований ш .

5.3. Ш и р о к и е п и ч к о в ы е а в т о с о л и т о н ы 8 9,1 7 4. В неко-
торых КА-и KV-системах с I <c L образуются широкие пичковые АС, ширина
пичка которых составляет величину порядка L. Это, как уже отмечалось в
п.5.1 при обсуждении условия (5.9), может реализовываться в системах, в
которых величина | Q | не возрастает при увеличении Θ, точнее условие
{5.10) даже при больших значениях Э т а х не выполняется. Для построения
АС в таких системах нельзя пользоваться понятиями резких и плавных рас-
пределений (п.п. 3.2 и 5.2), лежащими в основе метода, развитого в 2 5. При
атом также оказываются неоправданными разложения (5.13) в виде экспо-
ненциального пограничного слоя 1 7 6 .

Широкие пичковые АС реализуются, например, в невырожденной разо-
гретой ЭДП, описываемой уравнениями (1.2)—(1.5) 8 9,1 7 4. Из п. 1.1 (уравне-
ния (1.5)) следует, что

Q= ( " ~ G T r ) ^ η θ - 1 - " - ! ,

где θ = T/Tlt η = nD (Т)/О°пъ = nQi+a/nh, nb = Gxt, D со Т1+а. В этом
•случае условие (3.10) имеет вид

оо оо

\ (n-GTT)nbldx= \ (ф-1-а-1)ах = 0, (5.17)
— ОО — ОО

т. е. описывает интегральный баланс частиц в АС: носители, выброшенные
благодаря термодиффузии (п. 1.1) из пичка АС, где высока температура носи-
телей (рис. 21, а), скапливаются на его периферии (рис. 21, б). Поскольку в
центре пичка Q ~ — 1 (рис. 21, б), то условие (5.17) может быть выполнено,
лишь когда Xs — L. Именно такой широкий АС и был обнаружен 8 9 при
численном исследовании разогретой невырожденной ЭДП при Ть больших
температуры Дебая полупроводника (рис. 21).
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Поразительное свойство широких пичковых АС состоит в том, что их
амплитуда, т.е. величина 6 г а а х в центре АС, может иметь гигантскую величи-
ну при не очень малых значениях ε = IIL. Так, в численных исследованиях

Рис. 21 Вид широкого пичкового АС в разогретой невырожденной ЗДП '": распределения активатора —
температуры θ = Г/Г;, ингибитора η — nD (Τ)Ιη-^Ώ (Гр(о), концентрации носителей п и величины

Q (б)

АС в ЭДП было установлено ββ, что при ε = 1/10 величина ΘΓ

(рис. 21), а уже при ε = 1/15 величина 6 т а х ~ 103.
100

5.4. С и л ь н о н е р а в н о в е с н ы е о б л а с т и в с л а б о н е -
р а в н о в е с н ы х с и с т е м а х 5°-52. Из исследования моделей (1.12) и
(1.14) следует (п. 5.1 и 5.2), что чем меньше значение ε = IIL, тем больше
бтах ( с м · (5.14)) и тем меньше минимальное значение А = Л ь , при котором
существует АС (рис. 18). Это означает, что при ε<ξ^ 1 в физических системах,
слабо отклоненных от термодинамического равновесия, могут образовываться
АС в виде сильнонеравновесных областей. Проиллюстрируем этот эффект на
примере смеси легкого и тяжелого газов, слабо разогретой излучением, пог-
лощающимся легкой компонентой газа (п. 1.2) *).

Пусть газ заключен в трубке малого размера. Распределение температу-
ры У в такой трубке описывается уравнением (1.7) для одномерного случая,
в котором W = пОфФ, где η — концентрация легких частиц; Оф, Φ — се-
чение поглощения и плотность потока фотонов. Диффузия легкого газа в
тяжелом с концентрацией Ν~^> η описывается уравнением (1.2), в котором
/ е = — Τ (д/дх) (nD (Τ) Τ'1) — поток частиц легкого газа V 8 . Из анализа
этих уравнений, описывающих распределение η и Τ вдоль трубки, аналогич-
но проведенному в п. 5.1 и 5.2 для моделей (1.12) и (1.14), следует, что мини-
мальная мощность излучения, при которой существует АС, Φ = Ф ь ^
со (l/L)1/2, где L равно X — размеру трубки в случае нереагирующих газов
(G = В = 0) или диффузионной длине легких частиц. При Φ = Ф ь одно-

*) Бистабильность, колебания и расслоение такой двухкомпонентной сильно разо-
гретой смеси рассмотрены в S3,92,i78_
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родный разогрев смеси Τ = Тъ может составлять доли процента от его равно-
весной температуры, а температура газа и концентрация в центре АС
(рис. 3, а) могут на несколько порядков превосходить равновесное значение:
fmax « Th {Lll)4\ n m a x « {LIT) nh.

Области высокой температуры могут образовываться в полупроводнико-
вых пленках, слабо разогретых излучением, поглощающимся электронами
и дырками, термализованными с решеткой, распределение концентрации
(ге = р) и температуры которых описываются уравнениями (1.2), (1.7) и
(1.8). Области высокой температуры («горячие пятна») наиболее детально эк-
спериментально (см., например,151,179) и теоретически 1 5 7 изучены в полупро-
водниковых структурах, поскольку возникновение таких областей опре-
деляет качество и надежность многих современных приборов электроники
(этому вопросу посвящена весьма обширная литература, см. обзоры 1 8 0 , 1 8 1 ) .

6. Пульсирующие автосолитоны (ΚΩ-системы). Условия е<с 1 и а < 1 ,
определяющие ΚΩ-системы (п. 2.2), выполняются для многих физических и
химических систем (п. 1). В большинстве из них I = (Όθτθ)

1/2 и L = (Ζ)ητη)1/2,
где/?в! -Оη — коэффициенты диффузии. При этом малость ε = (ctD θ /^ η)1/2 <С
<g 1, как правило, связана с малостью α = τ θ /τ η <^ 1· Поэтому в зависимо-
сти от отношения D9/Dη могут реализовываться различные соотношения меж-
ду ε и а.

Благодаря ε<§; 1 форма статических АС в К-системах (п. 3.5) и в ΚΩ-
системах совпадает. Однако в ΚΩ-системах статические АС существуют в
меньшем диапазоне изменения А. На границах этого диапазона благодаря
малости α может выполняться условие 3 1

λ0 + αμ 0 < 0, (6.1)-

которое по существу определяет порог потери устойчивости статического·
АС относительно пульсаций *), т. е. нарастания флуктуации вида (4.20)
с Re γ < 0 и Im γ = шс Φ 0. Это связано с тем, что благодаря большой инер-
ционности изменения ингибитора (τη >> τ θ) он не успевает демпфировать кри-
тические флуктуации активатора, меняющиеся с частотой ω = «ос : Τη1 <
< шс < те1· По этой причине в ΚΩ-системах кроме статических существуют-

пульсирующие АС (рис. 5, д—з)31"34.

6.1. П у л ь с и р у ю щ и е с т р у к т у р ы в с и с т е м а х ма -
л о г о р а з м е р а 3 1 . Критерий возникновения пульсаций широкой стра тыз
(рис. 13, а) при а < 1 можно найти из анализа нулей функции D (у = ia>)
(4.9) в верхней полуплоскости комплексной частоты ω. В области устойчиво-
сти страты относительно флуктуации с Im γ = 0 величина D (0) < 0 (п.4.1)~
Учитывая, что для широкой страты λ0 < 0 и | λο | <с 1 (п. 4.1), из выражения
(4.11) следует, что при выполнении (6.1) величина К (0) < 0. Однако уже>
при некотором ω = сох<с1 величина К (ω) меняет знак. Аналогично, при
некотором ω = шс величина Re D (шс) = 0, так как Re D (0) = D (0) < 0,
a Re Z) (oo) = 1. Из анализа D (ω) (4.9) следует, что при К (0) < 0 страта
устойчива (в (4.10) Ν = Ρ — 1 = 0 ) , если Re D (ωχ) < 0 (кривая 3 на рис.
14, б), и неустойчива (Ν = Ρ + 1 = 2), если Re D (о^) > 0 (кривая 4 на
рис. 14, б). При некотором А = АЬ(Л частота ω2 = сос, а величина D (а>с) =
= 0, т.е. действительная частота шс является нулем функции D (ω) на
пороге устойчивости страты. Таким образом, согласно (4.14) порог устойчи-
вости страты относительно пульсаций совпадает с точкой А =АЬ(Л, где
«восприимчивость» системы dr|/d.<4 = оо на частоте ω = о)с.

*) Условие возникновения пульсаций ранее было получено при анализе устой-
чивости «горячих пятен» в полупроводниковых структурах 157. Оно переходит в (6.1),
если в нем учесть, что τ η = СэТ/е1к (1 + α), τ$ = ττ, μ0 = 1; Съ — эмиттерная емкость,
/к и α — коллекторный ток и коэффициент передачи по току; τχ — характерное время)
изменения температуры (Т) структуры.
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Для того чтобы при α «^ 1 из условия D (сос) = 0 оценить величину
шс и критическую ширину страты Xb(u = Xs (АЪ(а) в сумме (4.9) достаточ-
но благодаря | λ0 | <С 1 ограничиться лишь первым членом. В результате по-
лучим, что

(6.2)

а критерий возникнования пульсаций страты сводится к (6.1). Используя,
что а о ~ ИХ (4.17), a λ0 exp ( — XJI) (п.4.1), из (6.1) и (6.2) легко
найти, что

ХЬа> ~ I 1η (μοα)-ι, ω0 ~ (τθτη)-ι/2 (^Υ'2'. (6.3)

Из сравнения (4.18) с (6.3) видно, что в системах с α<ξ; ИХ величина
Х\т >%ь, т.е. АЬ(й > Аь. Таким образом, при уменьшении А сужающая-
ся страта (п.4.1) в системах с α «С ИХ теряет устойчивость в точке А = АЬа

относительно пульсаций, не доходя до точки А = Аъ на бифуркационной
характеристике, где ац/dA = оо (рис. 15, б).

Формула (6.2) и условие (6.1) определяют также частоту и критерий
пульсаций радиально-симметричных структур в двух- и трехмерных систе-
мах 3 1. При этом из оценок следует, что в точке возникновения пульсаций
критический радиус и частота

где R — радиус системы, s = 0 (1) для цилиндрически(сферически)-симмет-
ричного состояния.

При А = АЪа) неустойчивость связана с нарастанием флуктуации δη =
=^δη cos (ωοί) и δθ ЯЙ δθ0 (ρ) cos (o)ci)· Из вида функций δη = const и
δθ 0 (рис. 13, г), отвечающей λ0 < 0 (п.4.1), можно сделать вывод, что пуль-
сации представляют собой периодические колебания размера и амплитуды
страты (пятна или капли), сопровождающиеся однородными колебаниями
ингибитора.

Справедливость этих выводов подтверждают численные исследования
пульсирующих состояний в модели (1.13) 3 4. Они также показали, что в соот-
ветствии с (6.3) и (6.4) частота пульсирующих структур меньше частоты кри-
тической флуктуации ω ο ~ (твТ„)~1/2 на пороге неустойчивости относительно
однородных колебаний (п.2.2).

Заметим, что для устойчивых состояний в Λ- и V-системах λ ο ~ — 1
(п.5.1), поэтому согласно условию (6.1) пульсирующие по амплитуде пичко-
вые структуры в них могут наблюдаться даже при α ~ 11^7,175.

6.2. У с л о в и я в о з н и к н о в е н и я и в и д п у л ь с и р у -
ю щ и х AC 3 1. В п. 6.1 показано, что порог пульсаций страты при Х<^ L
определяется точкой, где «восприимчивость» системы dr\/dA = сю на частоте
ω 0 φ 0. Этот же критерий определяет и порог устойчивости АС. Действи-
тельно, изменение активатора сШ и ингибитора <1η в статическом АС, вызы-
ваемое малым изменением бифуркационного параметра <Ы (ί) =

= dA exp ( — i<act), как следует из (2.2) и (2.3), определяется уравнениями
А

( # θ - ΐω0) άθ = - q'n άη — q'A dA,
(6.i>)

( # „ - i<ocarl) άη = - Q'e d0 - Q'A dA,

где, как и в (4.21), (4.22), время измеряется в единицах TQ. Наличие точек,
где dr\JdA = оо при оас Φ 0, означает, что в них при (L1 = 0 приращения
α!η (χ) и d0 (ζ) Φ 0. Из (6.5) при (Ы = 0 видно, что такие приращения άη (χ)
и d0 (x) отвечают нетривиальному решению системы уравнений (4.21),
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(4.22) при Re γ = 0 и Im γ = ωο· Таким образом, порог устойчивости АС
относительно пульсаций коррелирует с наличием точек, где производная по
А характерных для АС величин(т]д, Xs и др.) на выделенной частоте ω = сос

обращается в бесконечность.
Оценить частоту пульсаций и критический размер АС можно из анализа

нулей функции Φ (γ = ι ω) — (4.28) в верхней полуплоскости комплексной
частоты ω. Поскольку функция Φ (ω) не имеет в этой полуплоскости полю-
сов, то число ее нулей согласно принципу аргумента ш равно Ν = (2л)"1 X
χ Aarg Φ (ω). Изменение аргумента функции Φ (ω) при обходе верхней полу-

плоскости можно установить, используя свойства функции Φ (ω). Из (4.28)

X |_J

Рис. 22. Качественное поведение комплексной функции Φ (ω) при обходе верхней полуплоскости ω
приК (0) < 0 (а) и К (0) > 0 (б)

видно, что ИеФ (ω) — четная, a Im Φ (ω) — нечетная функции ω; при
Re и = ± оо и Im ω = 0 величины Re Φ = λ0 < 0, Im Φ = — ω = Τ χ ,
а при Im ω = оо величины Re Φ и Im Φ = оо. Отсюда следует, что при
Φ (0) < 0 величина N = 1 (кривая 1 на рис. 22), а следовательно, АС неус-
тойчив. При Φ (0) > 0 величина Aarg Φ (ω) зависит от знака функции
К (ω) = ω" 1 Im Φ (ω). Когда К (0) < 0, то величина К (ω) при всех дейст-
вительных ω заведомо меньше нуля, a iV = 0 (кривая 2 на рис. 22), т.е. АС
устойчив.

Условие К (0) <С 0 выполняется в ΛΓ-системах благодаря а > 1, поэтому
в них АС теряет устойчивость в точке, где величина Φ (0) становится отри-
цательной. Знак величины Φ (0) коррелирует со знаком величины γ в выра-
жении (4.30), вытекающим из (4.28) при а > 1 и | γ | < 1.

В ΚΩ-системах статический АС устойчив в меньшем диапазоне измене-
ния А, чем в К-системах. Он теряет устойчивость при Φ (0) > 0, т.е. в обла-
сти устойчивости статического АС в К-системах (ос > 1), за счет того, что
при а < 1 величина К (0) >· 0. При этом уже при некоторой действительной
частоте ω = G)i<Cl значение К (ω) меняет знак. Аналогично, при неко-
торой действительной частоте ω = сос величина Re Φ (toc) = 0, так как
Re φ (0) = Φ (0) > 0, a Re Φ (ω) = λ0 < 0. Из рис. 22 видно, что при
К (0) > 0 АС устойчив (Ν = 0), если ReФ (ω2) > 0 (кривая 3 на рис. 22),
и неустойчив (Ν = 2), если Re Φ (ω±) < 0 (кривая 4 на рис. 22).

Таким образом, граница устойчивости АС отвечает условию о)г = шс,
при котором Ф(сос) = 0. Так же как и при анализе (4.30), в сумме (4.28)
можно учесть лишь первый член и из условия Φ (сос) = 0 получить, что ча-
стота и условие пульсаций АС определяются, соответственно, (6.2) и (6.1).

4 УФН, т. 157, вып. 2
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Подставляя в (6.1) оценку λ0 из (4.26), получим

^ * V (6.6)

Это условие при α < ε 2 < 1 выполняется при любых значениях Xs, т.е.
в таких ΚΩ-системах статические АС не реализуются (рис. 8). Согласно (6.6)
при ε ! < « ^ ε <С 1 в одномерных ΚΩ-системах статический АС устойчив
в диапазоне А, где его ширина £s меняется в пределах

%ь<л (Aha) < %в < %ω (Α<ύ)ι %ъа>~ I In (αμο)~\ Χω ~ Ζ/μ0 (α/ε). (6.7)

Таким образом, как при охлаждении, так и при разогреве статический АС
может стать пульсирующим при А = АЪ(й > Аъ и Αω < Ас, Ad (рис. 15, б),
т.е. не доходя до точек, ограничивающие существование статического АС в
К-системах (п.4.3). Учитывая, что для АС величина ао~ ε (п.4.2), из (6.2)
следует, что частоты пульсаций одномерного АС при А = i ^ и 4 В по по-
рядку величины совпадают и равны

м с ~ ( - г ) 1 / 2 (τθτη)-ν2. (6.8)

Аналогично можно показать, что радиус устойчивого радиально-сим-
метричного АС в виде пятна (цилинра) или капли (шара) заключен в диапазо-
не от рЬ(0 ~ Ι (αμ ο)" 1 / 2 до ρω ~ Ζμ0 (α/ε). При этом частота пульсаций АС
радиуса ρ0 = ρω равна 2 9

-(т)
(п-2)/2 _

те1, (6.9),

где η = 1, 2, 3 — размерность АС.
Из (6.9) следует, что при α < ε частоты пульсаций на пороге неустой-

чивости статического АС в виде широкого слоя (рис. 5, о), цилиндра или ша-
ра большого радиуса (рис. 11, а) уменьшаются с ростом размерности АС. Чи-
сленные исследования модели (1.13) показали, что этот вывод сохраняется и
для частот стационарно пульсирующих АС в виде слоя, цилиндра или
шара 3 4.

Несколько иные оценки для величин ь̂ш> %а и «>с можно получить
А

для одномерных систем, в которых в «гамильтониане» # η «потенциал» У„ =
= @η = В = const, т.е. отвечающая ему функция δη 0 (4.24) не локализована.
В этом случае связь между δη и δθ0 определяется формулой (4.27), в которой
Г дается (4.34). Подставим δη в (4.21) с δθ = δθ0, умножим это выражение
слева на δθ0 и усредним по объему системы. Из анализа полученного та-
ким образом уравнения для γ следует, что 3 2

Zb(u~ I In (еЪ)-1 '8, %v~ L (a/e)V«,

о с ~ ε1/2 (α/ε)" V· (τ θτη)-ν*. (6.10)

Строго говоря, по формулам (6.9) и (6.10) можно делать выводы о часто-
те пульсирующих АС в случае мягкого режима их возникновения. Вместе с
тем численные исследования показали 33>34, что при а < 1 может осу-
ществляться жесткий режим возбуждения пульсирующих АС. При этом
может существовать интервал А, в котором удается возбудить 3 4 ' 1 0 в стати-
ческий, пульсирующий и бегущий АС (п. 7). Для возбуждения каждого иа
них необходимо подобрать такое возмущение, которое переводит систему в
область притяжения данного типа АС.

Вид пульсирующих АС можно предсказать из тех соображений, что в
точке возникновения пульсаций решение θ (г) и η (χ) в виде статического АС
ветвится с решением θ (χ) ± δθ0 (χ) cos (ωοί) и η (χ) ± δη 0 (χ) cos (ωοί)
в виде пульсирующего АС. В широком АС вид функций δθ0 (χ), δη 0 (χ) изо-
бражен на рис. 16, г. Из него следует, что при А = Αω образуется пульси-
рующий АС, размер которого периодически меняется во времени> точнее,
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в нем активатор описывает антифазные автоколебания стенок АС, в то время
как ингибитор периодически меняется во всей области локализации АС (рис.
5, д).

При охлаждении И- или N-системы широкий АС сужается и все более
приобретает вид пичкового АС (рис. 5, б) с амплитудой ~ 1. Поскольку в та-
ком АС функция δθ0 (χ) локализована в центре АС, то в точке А = А-^ш
(рис. 15, б) может возникать пульсирующий АС с колеблющейся амплиту-
дой (рис. 5, е).

Такие пульсирующие пичковые АС большой амплитуды могут возникать
в Λ- и V-системах, причем даже при α · ~ 1. Последнее следует из условия
(6.1), если в нем учесть, что для пичковых АС величина λο~· —• 1 (п.5.2).

Из анализа нарастания флуктуации δθ, близких к функциям δθη за-
дачи (4.24), отвечающих λη < 0 с η φ О, можно сделать вывод о возможно-
сти существования пульсирующих АС сложного вида S1. Так, при анализе
устойчивости широкого АС было показано (п. 4.2), что в спектре λ η кроме
λ0 < 0 имеется значение К1 <С 0, по величине экспоненциально близкое к
λ0. При этом нарастание флуктуации, близких к δθ0 и 6Θ1? происходит неза-
висимо. Из вида флуктуации δθ « δθχ (рис. 16, 0) следует, что в результате
нарастания таких флуктуации при А, близких к Аа, в ΚΩΝ- и ΚΩΠ-систе-
мах c e 2 < o i ^ ε < 1 могут возникать качающиеся (с синфазно колеблющи-
мися стенками) или бегущие АС 3 5. О возможности возбуждения качающихся
АС свидетельствуют и численные исследования, в которых наблюдались ка-
чающиеся страты в образце конечного размера 10°.

Исследование нарастания флуктуации δθ « δθ0 (χ) ехр ( ^ ± Γ ± —
— tft>ci) с λ0 + к\ < 0 приводит к выводу, что в двух-и трехмерных систе-

мах можно возбудить широкие АС с извивающимися стенками 3 1.
Итак, в двух- и трехмерных ΚΩΛ- и ΚΩν-системах можно возбудить

радиально-симметричные АС с периодически меняющейся амплитудой, а в
ΚΩΝ- и ΚΩΗ-системах, кроме таких АС, можно возбудить АС, в которых в
основном колеблется их радиус, и АС в виде капли или пятна, совершающих
радиально-несимметричные колебания, а также пульсирующие автострукту-
ры сложного вида 3 1.

Качественно изложенные выше результаты относятся и к холодным пуль-
сирующим АС (рис. 5, ж, з), которые можно возбудить в горячих устойчивых
ΚΩΝ- и К^И-системах. Существование пульсирующих холодных АС было
установлено при численных исследованиях модели (1.13) 33>34.

7. Бегущие автосолитоны (ΚΩ- и Ω-системы).

7 . 1 . Ф о р м а и с к о р о с т ь б е г у щ и х АС. Для построения вида
бегущих с постоянной скоростью ν одномерных АС перейдем в уравнениях
(2.2) и (2.3) к автомодельной переменной χ =>- χ — vt:

de , di/e η
dx ^ d6

Здесь и ниже скорость измеряется в единицах Ζ/τθ, длина —I, время — τ θ ;
потенциалы £/θ и 17Ά определены в (3.7) и (3.8). Уравнения (7.1) с цикличес-
кими граничными условиями представляют собой задачу на собствен-
ные значения, спектр которой определяет величины возможных скоростей, а
соответствующие им собственные функции θ (χ) и η (χ) — формы различных
бегущих АС.

Рассматривая в качестве нулевого приближения θ (г) и η (χ) для стати-
ческих АС (п. 3), легко убедиться, что эта задача не допускает решений с
ν<^_ α, ε2, т.е. бегущие АС могут иметь лишь конечную скорость36. Из анали-
за (7.1) следует 3 5, что в Ν- и И-системах величина минимальной скорости
4*
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малого размераmin причем такую скорость имеют АС
~· Ζ In а " 1 ) и только в системах с ос < ε*.

Решения уравнений (7.1) при α, ε < 1 согласно общей теории 8 близки
к решениям, отвечающим сочетаниям плавных и резких распределений
(п.3.2), которые в данном случае удовлетворяют уравнениям

dx2

AQ ι ι*~ Π Γ» χ

7j—I—ruf" = ' Л = С 0 П 8 ^

Ь а " 1 1 ; Т Т + ^ Г = 0 ' 9(θ, η, Α) = <
Ац

(7.2)

(7.3)

Решение системы (7.1) можно рассматривать как траектории движения двух
«частиц», движущихся со временем χ вдоль осей η и θ в потенциалах Uv

и Ug, но в отличие от случая статических АС (п.3.2), при наличии знакопо-
стоянных сил трения, пропорциональных скорости ν27,28,35. формы потенциа-
лов UQ И ί7η в (7.2) и в (7.3) изучены в п. 3.2. При движении «частиц» их
энергии убывают за счет работы сил трения, причем чем больше ν, тем силь-
нее уменьшается их энергия, т. е. тем больше отличается форма бегущего АС
(рис. 23) от статического (рис. 10).

Таким образом, «частицы» в потенциалах 17$ и U^ движутся по накло-
ненным вниз траекториям (рис. 23). Домножая (7.2) на άθ/άχ, а (7.3) на

Рис. 23. К построению формы бегущих АС: распределения θ (ж) и η (ж), которые показаны на рис. б
для случая ε ! « α < ε « 1 и рис. з для a ^ f " (пояснение в тексте)

(Ιη/cLz и интегрируя по χ соответственно на i-м и j-м элементарных участ-
ках θ (ζ) и η (χ), на границах которых равны нулю соответственно dB/dz или
dr\fdx (экстремумы θ (χ) и η (χ) находятся в разных точках х), получим

(7.4)
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где Δ UQ . и Δ ί/η . — уменьшение потенциальной энергии частиц за счет
«работы сил трения» на соответствующих элементарных участках (рис. 23).

Согласно общей процедуре построения АС (п. 3.2) в И- и N-системах
(рис. 23, г), резкое распределение θ (χ), описывающее форму стенки АС
(рис. 23, б), может переходить в плавное, описывающее вид θ (χ) и η (χ) вне
стенок и между ними, лишь вблизи точек максимума потенциала U % (рис.
23, а), т.е. седловых точек уравнения (7.2). В случае статического AC AUQ =
= 0 и полуосцилляция резкого распределения, описывающая стенку АС,
отвечает значению η = % (п. 3.2), которое определяется из (3.5). Вблизи
η = T]s происходит сшивка ветвей I и III потенциала £/η, наивысшая траекто-
рия в котором описывает η (χ) в статическом АС (рис. 10). Для бегущего АС
д£7е > 0, поэтому при переходе от I к III ветви £/η (рис. 23, д, траектория
частицы с / = 1) потенциал U Q должен иметь вид кривой 1 на рис. 23, а.
Такой потенциал, как видно из рис. 9, реализуется при % < η 3 (тц > η8 —
для И-систем). Иными словами, сшивка ветвей I и III потенциала С/„ в
(7.3) происходит при % <; % (рис. 23, д). Из рис. 9 видно, что значению % <
< η 8 отвечают B m l m и 6 m a X l в заднем фронте (стенке) бегущего АС

(рис. 23, б), меньшие, чем Э т 1 п = 9S1 и В т а х = 9S 3 для статического АС
(п.3.2).

Точке поворота траектории движения частицы в потенциале ί/η отвеча-
ет значение η = г\т (рис. 23, д). В этой точке происходит переход от траекто-
рии частицы ) — 1 к траектории / = 2 в потенциале £/η в (7.1), минимум ко-
торого расположен при η 2 > цв (рис. 23, д). Действительно, переход от III
к I ветви потенциала UΆ в (7.3) для плавных распределений может происхо-
дить, когда потенциал Ue имеет вид кривой 2 на рис. 9, в, что возможно лишь
при η 2 > %. Отсюда следует, что 0 m a i a и Qmm2 в переднем фронте (стенке)
бегущего АС (рис. 23, б) больше соответствующих значений для статического
АС. Последовательная сшивка отрезков плавных и резких распределений
приводит к самосогласованной достройке потенциалов UQ, Uη И распределе-
ний θ (ζ), η (χ) (рис. 23, а, б, д) S5,28.

Из изложенной процедуры построения бегущего АС следует, что ν огра-
ничено сверху величиной~ 1 (ί/τβ). Действительно, при ν^$> 1 из (7.2) вид-
но, что работа положительных сил трения намного превосходит кинетичес-
кую энергию «частицы», движущейся в потенциале UQ, т.е. она будет застре-
вать в его минимуме (рис. 23, а), не достигая второго максимума, отвечающего
точке сшивки с соответствующим плавным распределением (рис. 23). Согла-
сно (7.4) скорость У ~ Ι/τ в реализуется, когда % и η 2 отличаются от η 3 на
величину ~ 1. Из построения потенциала [/η (рис. 23, д) следует, что это
возможно, когда кинетическая энергия «частицы», движущейся в потенциале
ί/η, меньше или порядка работы сил трения. Последнее согласно (7.3) реали-
зуется, когда диффузионная длина L ^ ντΆ = L — дрейфовой длины. Учи-
тывая, что г; ^ IIIQ, ИЗ последнего равенства вытекает, что бегущий широ-
кий АС можно возбудить в N- и И-системах только при α ^ ε «с 1 (рис. 8).

При уменьшении А широкий АС сужается и трансформируется в узкий.
Чем меньше размер Х& бегущего АС, тем меньше изменение η (χ) между его
стенками, т.е. тем меньше отличается % от η 2 . В свою очередь, η χ < η 8, а
η 2 > η 8 (рис. 23), и их отличие от величины τμ определяет ν. Отсюда следует,
что при сужении широкого АС его скорость уменьшается и при некотором
размере Xs (Ay) = Ху решение в виде АС, движущегося со скоростью
ymin> «1/2> исчезает (рис. 23, в).

Это утверждение справедливо при ε4 <с α ^ ε -С 1, поскольку только в си-
стемах с а <С ε4 широкие АС при сужении (уменьшении А) могут трансформи-
роваться в медленные, движущиеся C D ~ α 1 / 2 . Отсюда вытекает также, что
чем меньше отношение α/ε, тем меньше величины vmln и Av (рис. 23, б). За-
метим, что изложенные здесь результаты относятся и к периодической по-
следовательности бегущих страт (импульсов) 35->2В.
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Форма бегущих АС, изображенная на рис. 23, б, реализуется в ΚΩΝ
(и KQI4)-CHCTeMax, для которых величина а не слишком мала по сравнению
с ε<С 1 · При c i « 6 распределение θ (ι) и η (χ) на вершине и между стенками
АС становится монотонным (рис. 23, з). Действительно, при а<С ε, точнее

L^> L, «кинетической энергией частицы», т.е. членом E~2C12T]/CL·:2 В (7.1),
можно пренебречь и считать, что изменение «потенциальной энергии» ί/η

целиком расходуется на работу «сил трения». Это означает, что траектория
движения частицы соответствует скольжению по ветвям многозначного по-
тенциала C/η, т.е. при L^> L траектории / = 1, 2 на рис. 23, д вырождаются
в / = 1,2 на рис. 23, е. При этом в распределении η (χ) минимум η = % = цт

и расположен в заднем фронте АС (рис. 23, з); в переднем фронте значение
η == Ль (рис. 23, е), а величины 9 m l n = 0h и 9 т а Х 2 есть минимальный и мак-
симальный корни уравнения q (θ, r)h, A) = 0.

Когда α < ε2, при всех возможных скоростях L > L, т.е. распределение

η (χ) характеризуется не диффузионной длиной L, а дрейфовой L. Таким об-

разом, при а < ε2 (L ̂ > L) условие использования приближения резких и

плавных распределений сводится к L^> I, т.е. малым параметром задачи яв-
ляется не ε, а а < 1. При этом на величину ε сверху не накладывается ни-
каких ограничений.

Отсюда вытекает, что в ΩΝ ^И)-системах(г> 1, α<ξ; Ι; π. 2.2), в которых
статические и пульсирующие АС не реализуются (рис. 8; см. п. 3,6), можно
возбудить бегущий со скоростью ν -̂ α1/2 АС, форма которого совпадает с изо-
браженной на рис. 23, з. Эти результаты по существу установлены из иссле-
дований моделей типа ФХН М2,5 8-6 0, которые являются предельным случа-
ем Ω-систем при ε -*- оо, т.е. описываются уравнениями (2.2), (2.3) с L = 0.
Из исследования этих моделей было также выяснено V9, что зависимость
ν от бифуркационного параметра А имеет вид, изображенный на рис. 23, и:
большим скоростям отвечают широкие устойчивые АС, а малым — узкие
неустойчивые АС (пунктирный участок кривой на рис. 23, и). Минимальное
значение скорости г;ш1п~ α1/2 (1/τθ), а максимальное v~ ll%Q и достигается
при А, близких к Ас (рис. 23, и) 5 9. При А > Ас однородное состояние систе-
мы неустойчиво (п.2.2), т. е. бегущий АС возбудить нельзя.

Из построения бегущего АС в Ω-системах (рис. 23, з), которое строго
обосновано 8 9 ' 6 0 с помощью теории сингулярных возмущений 1 1 в, а также
физики его образования (п.1.4), следует, что его передний фронт представля-
ет собой волну переброса активатора из состояния θ = θ^ в θ = 9 m a x 2 при
•Ч ~ Ль — const. Поэтому два бегущих навстречу друг другу АС при столкно-
вении аннигилируют 12> 1 6.

В ΚΩΝ- и ΚΩΗ-системах, как уже отмечалось, бегущий АС реализуется
при α < ε<ξ; 1 (рис. 8) 3 5,2 8. При этом чем больше величина отношения
α/ε, тем больше величина vmn и Av (рис. 23, в), т.е. тем в меньшем диапазоне
изменения A (Av < А < Ас) в системе можно возбудить бегущий АС. При
А, близких к Ас или АА (п. 3.5), в ΚΩΝ (1ШИ)-системах с б ! < а ^ ε < 1 ,
наряду с бегущим, можно возбудить статический и пульсирующий АС
(п.З и 6) 3 5. Отсюда вытекает, что в таких системах при столкновении двух бе-
гущих АС может образовываться статический или пульсирующий АС. ЭТО
связано с тем, что в ΚΩ-системах, в отличие от Ω-систем, перед передним
фронтом бегущего АС бежит «диффузионный предвестник» — область плав-
ного изменения ингибитора от η 2 до η^ (рис. 23, б).

Заметим, что все приведенные результаты относятся и к холодным бегу-
щим АС (рис. 5, л, м), которые можно возбудить в горячих Ω- и ΚΩ-системах
с Ν- или ίΐ-образной кривой ЛС.

В Ω- и ΚΩ-системах, в которых кривая ЛС имеет Λ - или V- образный вид
(рис. 6, б, г), можно возбудить бегущие пичковые АС (рис. 5, к) большой ампли-
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-гуды. Такие одномерные бегущие АС по той же причине, что и пичковые
статические АС (п. 5.2), в дву- и трехмерных системах неустойчивы отно-
сительно их разбиения на более мелкие области, поэтому сложные автоволны
(спиральные, радиально расходящиеся и др.) в них возбудить не удается.

7.2. О б о л е е с л о ж н ы х а в т о в о л н а х . В одномерных систе-
мах кроме бегущих АС (импульсов) можно возбудить периодическую 1, 1 2- 1 6,
а возможно, и стохастическую 1 6,2 7,1 8 2 последовательность импульсов, форма
которых близка к одной из изображенных на рис. 5, и-м.

Из анализа устойчивости, аналогичного проведенному в п. 4.2 и 4.4,
можно сделать вывод 2 9 ' 3 2, что при α < ε одномерные широкие бегущие АС
устойчивы относительно гофрировки их стенок в дву- и трехмерных систе-
мах. Устойчивость бегущих АС в Ω-системах была установлена при числен-
ных исследованиях двумерных автоволн в моделях типа ФХН (см., напри-
мер, 1 8 , 6 1 - 6 9 ) . Одномерный бегущий АС в двумерных системах, встречаясь
с неоднородностью, может возбудить спиральную автоволну — ревербера-
тор 54,13,15,183-185̂  К О Т О р а я впервые наблюдалась и наиболее детально изучена
в химических реакциях типа Белоусова — Жаботинского (п.1.4) 48>49. В трех-
мерных системах можно возбудить сложные автоволны в виде свитков, ко-
лец и других вихрей «,οβ-β»,!·11.

В ΚΩ-системах кроме перечисленных автоволн можно возбудить пуль-
сирующий АС (п. 6.2) и другие автоструктуры 31>29. Пульсирующий с доста-
точно большой амплитудой АС в виде сгустка (пятна или слоя) может при-
водить к возбуждению сферически (цилиндрически или одномерно) расходя-
щихся от него без затухания автоволн, которые вдали от центра в сечении
близки к бегущему АС (рис. 23, б). Иными словами, пульсирующий АС мо-
жет проявлять себя как ведущий центр (источник радиально — расходя-
щихся автоволн), обнаруженный экспериментально в химических реакциях
48>16. Стационарный ведущий центр в двухмерной ΚΩ-системе был обнаружен
при численных исследованиях модели (1.13)34. Образование ведущего центра
в Ω-системах может быть связано с неоднородностью, которая всюду устой-
чивую среду в локальной области переводит в автоколебательный режим
1 2ι1 5. В ΚΩ-системах малая неоднородность может приводить к спонтанному
возникновению ведущего центра при Ай < А < Ас: малая неоднородность
будет провоцировать образование АС (п.4.3), в процессе его формирования
в центре АС будет происходить «локальный пробой» (п.4.4), в результате че-
го могут образовываться радиально расходящиеся автоволны. Условия воз-
буждения ведущего центра легче выполняются в трехкомпонентных 12>16 и в
более сложных активных системах с диффузией 1 8 в.

8. Особенности автосолитонов в бистабильных (триггерных) системах.

8 . 1 . С и с т е м ы с д и ф ф у з и е й . Ν-и И-системы, в которых кривые
ЛС и УС (п. 2.2) пересекаются в трех точках, принято называть триггерны-
ми (рис. 24, а). Такая ситуация может реализовываться, например, в полу-
проводниках 1 4 9,1 5 0,3 2 и газовой плазме 9 0, а также в химических реакциях
4 8 > т . В триггерных системах При заданном А из трех однородных состояний
два устойчивы — отвечающие холодному (θ^χ, η hi) и горячему состоянию
системы (Э^з, т]!^; рис. 24, а). Изложенная в п. 3, 4, 6 и 7 теория АС, реа-
лизующихся в моностабильных системах, относится и к АС в триггерных
(бистабильных) системах, для которых выполнены условия (2.7), (2.9) или
Х2.10) i9,32. Из нее следует 29> 3 2, что в таких бистабильных К-системах,
в отличие от моностабильных (п. 3 и 4), области существования горячего
и холодного АС смыкаются при некотором уровне возбуждения А = А^: в
холодной системе ( 9 h l < ; θ0; π. 2.2) можно возбудить горячий АС (рис. 5, а, б)
вплоть до А = Аъ (п. 4.2), а в горячей системе (9 h 3 > θ̂ ) можно возбудить
холодный АС (рис. 5, в, г) вплоть до А = А{> (п. 4.2)32.
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Это связано с тем, что бистабильные системы имеют два устойчивых одно-
родных состояния, отвечающих ветвям I и III кривой ЛС (рис. 24, а). Эти
состояния согласно п. 3.2 определяют точки максимума потенциала Ό\ в ура-
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Рис. 24. К пояснению свойств АС в триггерных системах, а, б — Кривые ЛС и УС. г — Вид широких
АС (з и з') и сложной доменной стенки (4). в, д, е — Бифуркационные характеристики, ж, а — Вид
функций связи. Сплошные участки на рис. е, б, е отвечают устойчивым АС, а штриховые — неустойчи-
вым состояниям. Номера кривых в, 3', 4 на рис. г коррелируют с соответствующими точками на бифур-

кационных характеристиках рис. в, θ

внении для плавных распределений (3.12), т. е. ветви I и III потенциала
ΙΙΆ имеют вид потенциальных горбов 2 8. Для построения истинного потенциа-
ла в (3.8) эти ветви надо сшить в точке η = η8 (пч3.2). Согласно (3.14) значе-
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няя ΙΙη в точках максимумов совпадают, когда выполнено условие 2 9.3 2

J 0(θΐ(η), η, ̂ 4κ)(1η= ξ,<?(θ Ι Π(η), η, Лк) άη,

"hi "hi, R .

которое с точностью до ε >с 1 определяет величину А = А^. Наивысшая тра-
ектория движения «частицы» в таком потенциале описывает переход из одно-
го устойчивого состояния в другое. В холодной системе величина максиму-
ма t/η, отвечающего ветви I, меньше, чем III, а наивысшая траектория движе-
ния «частицы» в таком потенциале соответствует горячему АС (рис. 5, а). В
горячей системе ситуация меняется на противоположную, т. е. в них реали-
зуется лишь холодный АС (рис. 5, в).

При А —*- Аь ширина АС стремится к бесконечности и в системе реализу-
ется состояние в виде сложной статической доменной стенки, описывающей
переход из состояния η = r|h l, θ = 0 h l в состояние η = -цЬз, θ = 6 h 3 (рис.
24, г, кривая 4) 32>39.

В рассматриваемых К-системах можно возбудить волны переброса слож-
ной структуры, переводящие систему из холодного в горячее состояние или·
наоборот. Эти волны реализуются в различных диапазонах изменения А,
смыкающихся в точке А = Л к, в которой скорость волн ν = 0.

В двух- и трехмерных К-системах одномерные АС устойчивы относи-
тельно расслоения в плоскости их стенок (п. 4.4) в диапазоне изменения А,
границы которого определяются значениями ХЬ1 и Хс1, даваемыми (4.33)
или (4.35).

В одномерных ΚΩ-системах с ε 8 < α < ε < 1 АС теряют устойчивость
относительно пульсаций (п. 6.2) на границах диапазона, определяемого
условиями (6.7) или (6.10) 3 2,3 9.

В Ω-системах кроме бегущих АС и других автоволн (п. 7) можно возбу-
дить автоволны переключения, переводящие систему из холодного состоя-
ния 01 = г]ы, θ = 0h l) в горячее (щя, 0 h 3; рис. 24, а) и наоборот — из горя-
чего в холодное 6 0!2 9. Существование в Ω-системах ( в отличие от К-систем)
при одном и том же значении А двух таких различных волн переключения,
движущихся в одном направлении, является одним из характерных эффек-
тов, отличающих рассматриваемые двухпараметрические системы от одно-
параметрических систем с диффузией, например от полупроводников с
S-образной ΒΑΧ. В последних можно возбудить лишь одну волну, переводя-
щую систему в одно из двух устойчивых состояний 1 9. Возможность поочеред-
ного переключения системы из холодного состояния в горячее и наоборот
позволяет возбуждать в ней весьма произвольные последовательности авто-
волн разной ширины.

Вытекающие из общей теории особенности свойств АС в триггерных си-
стемах подтверждаются 1 6 4- 1 β β результатами аналитических исследований:
аксиоматической кусочно-линейной модели (рис. 24, б), описываемой урав-
нениями (2.2), (2.3), в которых

д(в,1\,А) = в + ц-Н(е-А), Q (θ, η) = η - Βθ, (8.2>

где Η = 1 при θ̂ 2= А и Η — 0 при θ < А, т.е. А определяет порог возбуж-
дения среды. Модель (2.2), (2.3) с L = 0, τ η > τ θ (а<с 1) и с q (8.2) широко·
используется для анализа автоволн 15,18',188> реализующихся в Ω-системах
(п.7).

Установлено 1 8 8, что форма бегущего АС (импульса) имеет вид, изобра-
женный на рис. 23, з. Заданному значению А отвечают два решения — в виде
устойчивого быстрого широкого импульса и неустойчивого медленного уз-
кого. Не доходя до точки А = Ач, где dv/dA = оо (рис. 23, и), a vmln =
= \^3а1/2, импульс скачкообразно исчезает 1 5.
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Можно убедиться, что эти результаты справедливы и при ε<^; 1, но
α < ε 4 . С ростом отношения α/ε, в соответствии с общими утверждениями
{п.7.1), увеличивается минимальное значение скорости vmin, при которой
бегущий АС скачкообразно исчезает (рис. 23, в). При 3~г^г < а < 1 решение
в виде бегущих АС не реализуется.

Для данной модели при ε < 1 можно найти аналитические формулы,
описывающие распределения θ (.г) и η (χ) в статических АС 1 в 4, 1 6 6, вид ко-
торых совпадает с изображенным на рис. 5, а—г. По этим формулам можно
восстановить вид потенциалов UQ И Un в (3.7) и (3.8) и убедиться 1 6 в, что
их форма совпадает с вытекающей из общей теории (п. 3.2). Из ана-
литического исследования также следует166, что для рассматриваемой
модели θ ^ = 0, 9 h 3 = (1 + В)-1, Ак = 0,59h3, Аь = 0,5 {1 — гВ (1 +
+ В)-1/' (1 + In [(εβ)"1 (1 + В)1"])}, А'ъ = 2Лк — Аъ, а бифуркационные

характеристики, т. е. зависимости % или Xs от А имеют вид рис. 24, в,д.
Ветвь / отвечает горячему (рис. 5, а, б), а /' — холодному АС (рис. 5, е, г).
При α > 1 устойчивым АС отвечают сплошные участки на бифуркацион-
ных характеристиках (рис. 24, в, д). При А ~> А^ размер АС неограниченно
увеличивается (рис. 24, г, кривые 3 и 3'), а при А = А^ обращается в бес-
конечность, точнее реализуется структура в виде сложной доменной стенки
'(рис. 24, г, кривая 4). При А -*- Аъ (или А'ъ) размер АС уменьшается, а в
критических точках 2 и 2' (рис. 24, е, д) становится равен =£ь = Ζ In Ι ε"1 (1-f-
+ В)1/2В~г\, что согласуется с оценкой (4.31). Для рассматриваемой модели
подтверждаются также формулы (4.35) и (6.10).

8.2. С и с т е м ы с д а л ь н о д е й с т в у ю щ и м и с в я з я м и . Вы-
ше рассматривались свойства АС в двухпараметрических системах, в которых
дальнодействие ингибитора определяется диффузионными процессами. Ана-
логичными свойствами обладают АС в активных (возбудимых) системах, в
которых неоднородное распределение активатора вызывает дальнодействую-
щие «силы», приводящие к подавлению (ингибированию) процесса актива-
ции. Такая ситуация реализуется, например, в распределенных нейронных
сетях, в том числе, по-видимому, в коре головного мозга 1 8 9, 1 9 0, так называ-
емом TV-аналоге з в и активных распределенных оптоэлектронных средах

191. В физических системах дальнодействующие силы могут иметь различ-
ную природу (электрическую, деформационную, магнитную). В оптоэлект-
ронных средах дальнодействующие «силы» определяются оптическими и
электрическими связями 1 9 1.

В нейристорных сетях и подобных им средах реализуются коротко-
действующие возбуждающие и дальнодействующие тормозящие связи
ΐ89-ΐ92ΐ зв_ Благодаря первым осуществляется процесс активации, а вторым —
дальнодействующее ингибирование. В простейшем одномерном случае про-
цессы в нейристорных сетях описываются интегральным уравнением вида
189

dt

ИЛИ

aQ = -θ + [ Φ (χ' - χ) Η (Q (χ1, t) - A) dx' (8.3)

- |L = - θ + Β [ \' Φ (χ' - χβ (χ', t) dx' - Л] , (8.4)
— οο

где функция связи Φ (χ) описывает короткодействующую активацию и
дальнодействующее ингибирование (рис. 24, ж).

Решение уравнения (8.4) в стационарном случае описывает локальное
состояние элементов возбудимой среды (0 или 1) и имеет вид прямоугольни-
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ка: θ (χ) = Η (χ + XJ2) — Η {χ — XJ2), где Xs — ширин.ι AC — опре-
деляется из уравнения 1 9 2

\ Φ(χ)άχ = Α. (8.5)
Ό

Пространственное распределение порога в такой среде имеет более сложный
вид, совпадающий с распределением активатора θ (ζ) в модели (8.3). Дей-
ствительно, простым преобразованием 1 8 9,1 9 2

оо

в(х)= \ Φ (χ'- χ)θ (χ') άχ' (8.6)
— оо

уравнение (8.4) сводится к (8.3).
Несмотря на качественное отличие уравнений (8.3) или (8.4) от системы

(2.2), (2.3), (8.2), бифуркационная характеристика Xs (А) моделей (8.3) и
(8.4) 1 9 2, определяемая (8.5), качественно совпадает с изображенной на рис.
24, д для модели (8.2) 1 6 6 (п. 8.1). Для модели (8.3) 6 h l = 0, 9 h 3 = 2Ak (соот-
ветственно точки 1 и Г на рис. 24, с*)192

оо а

АК = J Φ (χ) dx, Ab = J[ Φ (χ) άχ, A'b = 2Ak - Аъ, У ь = α, (8.7)
Ό Ό

где а — положительный корень функции Φ (χ) (рис. 24, ж). Ветвь / бифур-
кационной характеристики (рис. 24, д) описывает эволюцию простейшего
горячего АС, для которого 1 9 2

)

Φ(χ')άχ' (θ(^)=Λ). (8.8)

Ветвь / ' отвечает холодному АС, в котором распределение активатора
равно 2Лк — θ (χ), где θ (χ) дается (8.8).

Учитывая вид функции связи Φ (χ) (рис. 24, ж), из (8.8) легко сделать
вывод, что распределения θ (χ) в виде горячего и холодного АС имеют вид,
совпадающий с изображенным на рис. 5, а—г и 24, г. При этом эволюция и
основные свойства АС в рассматриваемых моделях (8.3) и (8.4) и в одномер-
ной модели активной среды с диффузией (2.2), (2.3), (8.2) (п.8.1) полностью
совпадают.

Когда функция связи Φ (χ) имеет осциллирующий характер (рис. 24, з),
при А, близких к 4 к - (8.7), может реализовываться много АС различ-
ного размера Xsn, число которых неограниченно возрастает при А —>- Лк

(рис. 24, е)192. Распределение активатора в п-ш горячем АС дается формулой
(8.8), в которой надо заменить ¥s на Xsn

 1 9 2. Оно отличается от изображенно-
го на рис. 5, а, б и 24, д (кривая 3) лишь тем, что па периферии АС спад 0 (х)
происходит не монотонно, а носит осциллирующий характер (рис. 7, а).

Согласно теории устойчивости АС (п. 4.2) устойчивые и неустойчивые
участки существования АС на бифуркационной характеристике (рис. 24, с)
разделены точками А = Αγ,η и А{п, где dXJdA = оо. Значения АЪп, Atn

и соответствующие ширины горячих АС равны 1 9 2

Ahn~ J Φ (ж) da:, Atn = J Φ (a·) da-, Xhn = a2n_i, Xtn- a2n

где an — положительный п-ш корень функции Φ (χ) (рис. 24, з).
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Подчеркнем, что модели (8.3) и (8.4) описывают среды, в которых про-
цесс торможения (ингибирования) является дальнодействующим, но безы-
нерционным, т.е. они относятся к К-системам (п. 2.2).

Среды, в которых процесс торможения является не только дальнодей-
ствующим, но и более инерционным, чем процесс активации (возбуждения),
по своим свойствам аналогичны ΚΩ-системам (п.2.2), точнее в них кроме ста-
тических АС могут реализовываться пульсирующие и бегущие АС. Перед
передней стенкой бегущего АС в таких системах бежит «рефракторная зона»
(здесь она связана не с диффузией, (п.2.2 и 7.1), а с дальнодействующим тор-
можением). Это объясняет, почему при численных исследованиях одной из
моделей такой среды 3 6 бегущие АС не аннигилируют, а отталкиваются или
же образуют статический АС, т. е. проявляют свойства, характерные и для
других ΚΩ-систем (п.2.2).

Заключение. Свойства многих реальных физических, а тем более хими-
ческих 4 9 , т и биологических 1 6 систем описываются несколькими дифферен-
циальными уравнениями. Однако если в них выделить процессы активации и
ингибирования, то описание АС, как правило, удается свести к анализу двух
уравнений диффузионного типа (п. 2.1). Поэтому результаты изложенной в
обзоре теории АС носят весьма общий характер.

В реальных системах процессы активации и ингибирования могут иметь
совершенно различную природу и описываться не только уравнениями диф-
фузионного типа, но и другими уравнениями, в том числе и интегральными (п.
8.2). Из изложенной в обзоре теории АС следует, что тип АС в первую оче-
редь определяется характерными пространственными и временными масш-
табами изменения активатора и ингибитора. Обобщая результаты п. 2.2,
к К-системам, в которых образуются статические АС, следует отнести систе-
мы, где процесс ингибирования (торможения) по сравнению с активацией
(возбуждением) является менее инерционным и более дальнодействующим;
к Ω-системам, в которых реализуются бегущие АС — системы, где ингиби-
рование оказывается более инерционным, но короткодействующим; к ΚΩ-
системам, в которых реализуются статические, пульсирующие и бегущие АС,
— системы, где ингибирование является более инерционным и дальнодей-
ствующим. Естественно ожидать, что типы и основные свойства АС в каждом
из этих классов систем, независимо от физической природы процессов акти-
вации и ингибирования, будут аналогичны рассмотренным для активных
систем с диффузией. Этот вывод подтверждают результаты, приведенные в
п. 8.2, для АС, реализующихся в активных средах, описываемых интеграль-
ными уравнениями, а также численных исследований АС в активных средах,
описываемых несколькими дифференциальными уравнениями 1 1 2,1 8 6, в том
числе и сложного вида 193> 1 9 4 .

Изложенные в обзоре результаты теории АС используются для объясне-
ния разнообразных явлений в химии и биологии 12-17,37,109,114 ца основе
теории АС удается объяснить образование страт в газовом разряде 44, сгуст-
ков горячих носителей в газовой и полупроводниковой плазме 4 5,4 6,6 1

1 све-
тящихся точек при лавинном пробое p-n-переходов 4 7 и локальных областей
проплавления на поверхности кристалла при однородном импульсном ла-
зерном возбуждении 1 9 5.

В полупроводниках и полупроводниковых структурах АС могут пред-
ставлять собой сильно неравновесные области, в которых высока температу-
ра электронов или решетки 2 5. Поэтому многие деградационные эффекты в·
микроэлектронных приборах могут быть связаны со спонтанным образова-
нием АС у малых неоднородностей.

Разнообразие свойств АС и та важная роль, которую они играют в био-
логии 12>16, вызывает все возрастающий интерес 86,117,118,191 к СОзданию различ-
ных микроэлектронных устройств запоминания, хранения и обработка
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информации на основе активных распределенных сред с диффузией или с
дальнодействующими связями.

Как уже отмечалось в п.2.2, статический или пульсирующий АС под
действием внешних сил может сноситься со скоростью, пропорциональной ве-
личине вызываемого ими потока. АС могут возникать и в системах, неравно-
весность которых определяется самой величиной потока. В таких системах
АС существуют благодаря тому, что диссипативные потери в них компенси-
руются «подкачкой» энергии от потока (течения). Например, в вязкой жид-
кости, стекающей по вертикальной поверхности трубки ш или плоскости 7 6,
могут возникать двумерные движущиеся АС; во вращающейся жидкости или
атмосфере планет могут образовываться АС в виде вихрей 8°-82.

АС можно возбудить и в области неустойчивости однородного состояния
•системы, в которой образуется устойчивая периодическая автоструктура.
АС здесь может представлять собой один из видов «дефектов»*) периодичес-
кой структуры 1 9 4. АС можно возбудить и в турбулентной среде. Примером
•такого АС является образование тайфунов в турбулентной атмосфере 1 9 7,1 9 8.

Поскольку условия образования АС носят весьма общий характер, то АС
могут наблюдаться в системах самой разнообразной природы. Не исключено,
что многие из загадочных явлений природы, такие как шаровая молния
1 9 9, образование высокотемпературных скоплений газа в космосе 2 0 0, а также
-северное сияние и многие другие наблюдаемые неоднородности в ионосфере
2 М, можно объяснить на основе изложенных в данном обзоре представлений
•об АС.

Авторы считают своим приятным долгом выразить благодарность
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