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Поскольку электромагнитное
поле является классической наблю)
даемой, казалось бы, его кванто)
вание следует рассмотреть в первую
очередь. По иронии судьбы, однако,
из всех рассматриваемых полей это
поле наиболее трудно для кванто)
вания.

(Дж. Бьеркен, С. Дрелл. Релятивистская
квантовая теория)

1. ВВЕДЕНИЕ

Хотя электромагнитное поле было первой динамической системой с бес)
конечным числом степеней свободы, подвергнутой квантованию
удовлетворительное с современной точки зрения изложение этой процеду)
ры, по)видимому, отсутствует.

Трудности квантового описания электромагнитного поля коренятся
в сочетании псевдоевклидова характера пространства)времени со свойством
калибровочной инвариантности теории, т. е. с наличием нефизических степе)

ней свободы у вектор)потенциала Последние допускаются в теорию
с целью достижения ее явной релятивистской инвариантности. В классике
калибровочный произвол устраняется добавлением к уравнениям движения
подходящего калибровочного условия, например,



содержит операторы уничтожения). В той же статье
 13

 он сформули)
ровал довольно громоздкую процедуру квантования, включавшую усло)
вие (1.4). По существу, Гупта постулировал существование вспомогательного
гильбертова пространства, которое затем наделялось индефинитной метри)
кой; при этом переопределялась операция эрмитова сопряжения (см.

 14
,

а также раздел 6.1). Тотчас после появления работы
 13

 Блейлер
 15

 обобщил
ее на случай взаимодействующих полей. Впоследствии Гупта, по)видимому,
осознал, что квантовой электродинамике внутренне присуща индефинитная
метрика и отказался от искусственного введения вспомогательного гильбер)
това пространства с дефинитной метрикой

 16
. Поскольку первоначальная

схема
 13

 к тому же не обладала явной релятивистской инвариантностью
(утверждалось

 17
, что она вообще лоренц)неинвариантна), Гупта посвятил

отдельную работу
 18

 доказательству релятивистской инвариантности окон)
чательной конструкции. Ее недостаток (впрочем, безобидный) связан с при)
сутствием в физическом подпространстве векторов с нулевой нормой. Подоб)
ные состояния, разумеется, не могут иметь физического смысла. Вся про)
цедура получила название квантования по Гупте — Блейлеру, ее первый
вариант

 13, 15
 обычно воспроизводится в учебниках

 2, 19, 20
. В книге Яуха

и Рорлиха
 21

 изложены обе схемы квантования, т. е. с условиями и (1.3),
и (1.4).

В целом после ознакомления с литературой по обсуждаемой проблеме
не остается впечатления полной ясности. Данный вопрос, однако, имеет
не только методический интерес. Типичными системами подобного рода
являются поля Янга — Миллса, гравитационное поле; аналогичная пробле)
ма возникает при квантовании струны. С целью квантового описания гра)
витации была разработана гамильтонова механика систем со связями п сфор)
мулированы общие правила их канонического квантования

 22–24
. В соответ)

ствии с этой теорией электродинамика есть система с двумя связями первого

рода. Ниже проблема канонического квантования электромагнитного поля
анализируется в деталях.

Это релятивистски)инвариантная лоренцова калибровка. В квантовой тео)

операторы, подчиняющиеся определенным коммутационным
соотношениям

 2

метрический тензор, D — перестановочная функция скалярного без)
массового поля, т. е. предполагается, что поля свободные), поэтому пере)
несение на них условия (1.1) недопустимо. Действительно, применяя к (1.2)

и учитывая (1.1), получаем что не так. Послед)
нее обстоятельство отчетливо понимали творцы квантовой электродинамики

(КЭД). Единственный способ сохранить условие (1.1) в классическом пре)
деле, не вступая в конфликт с постулатами квантовой механики,— это потре)
бовать его выполнения лишь на физических векторах гильбертова простран)
ства

равенство записано в гейзенберговом представлении. Условие (1.3) связывают
с именем Ферми

 3–5
 (статьи

 3–5
 переведены на русский язык

 6
; см. также

 7

и раздел 6.5). В последующем именно его использовал Дирак
 8, 9

. Между
тем в период создания современной КЭД был поднят вопрос о допустимости
этого условия.

Рядом авторов
 10–12

 было указано на ненормируемость физических
состояний в схеме с условием (1.3) (критику см. в разделах 4.2, 6.4), в связи
с чем Гупта заменил его на более слабое

 13



О б о з н а ч е н и я . Принята метрика ( + – – – ) . Греческие индек)
сы пробегают значения 0, 1, 2, 3, латинские, если не оговорено особо,—
1, 2, 3. Используются сокращенные обозначения для оператора дифферен)

и оператора Даламбера
По повторяющимся греческим индексам одинаковой вариантности предпо)
лагается суммирование с надлежащим метрическим тензором, например,

Физические векторы состояний обозначаются
в дальнейшем Ф, физический вакуум — Ф

0
, математический вакуум

Состояния, порождаемые операторами условно име)
нуются состояниями с «времениподобными» и «продольными» фотонами.

символы Кронекера; { , } — классические скобки Пуас)

Используется хевисайдова (рационализированная) си)
стема единиц, всюду положено электрический заряд.

2. КЛАССИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ

2.1. Л а г р а н ж е в ф о р м а л и з м

Динамика свободного электромагнитного поля задается плотностью
функционала Лагранжа

няется при калибровочных преобразованиях
произвольная функция координат, т. е. теория инвариантна относи)

тельно бесконечномерной группы преобразований, и, согласно второй тео)
реме Нетер

25
, между уравнениями движения существует тождественное

соотношение. Это означает, что уравнений движения меньше, чем неизвест)
ных, т. е. закон изменения некоторых переменных со временем не содержится
в (2.1). Лагранжевы уравнения движения, вытекающие из (2.1), таковы:

а упомянутое тождественное соотношение между четырьмя уравнениями (2.2)
для четырех функций (тождество Нетер). Калибровоч)
ный произвол устраняется добавлением к (2.2) требования (1.1). Остальные
уравнения Максвелла выполняются тождест)
венно при любых

2.2. Г а м и л ь т о н о в ф о р м а л и з м

Калибровочная инвариантность затрудняет переход к гамильтонову
формализму. Если L — функция Лагранжа, то для этого необходимо разре)
шить N уравнений

относительно скоростей и затем исключить их из выражения

Система (2.3) разрешима лишь в том случае, если матрица



Ввиду (2.8), а также в связи с тем, что гамильтонов формализм не должен
содержать скоростей, последний член в (2.9) обычно опускают. Теперь нужно
убедиться в непротиворечивости динамической системы, т. е. в том, что (2.8)
не противоречит уравнениям движения и будет выполняться при всех вре)

менах. Для этого необходимо равенство
= div E, где

Так как, согласно (2.7), напряженность электрического поля
канонический импульс, то (2.10) также есть связь (вторичная связь). Дру)
гих связей нет, поскольку {div Е, Н

0
} = 0. Для дальнейшего существенно

выяснить, чему равны скобки Пуассона обеих связей. Имеем
т. е. связи находятся в инволюции (связи первого рода). Данный факт играет
важную роль при построении квантовой теории

 24
, ибо подобные связи могут

рассматриваться как некоторые обобщенные импульсы; условия (2.8) и (2.10)
нельзя переносить на операторы, не вступая в конфликт с каноническими
коммутационными соотношениями

 7 , 24
.

Выше отмечалось, что наличие связей в теории отражает наличие нефи)
зических переменных. Их число (если нет связей второго рода) равно числу
связей. Следовательно, электродинамика, формулируемая в терминах век)
торного поля есть система с двумя нефизическими степенями свободы;
остающиеся две физические компоненты описывают два возможных поля)
ризационных состояния фотона. То, что решения уравнений движения (2.2)
содержат лишь одну произвольную функцию, означает, что изменение со
временем одной из нефизических степеней свободы целиком определяется
законом изменения другой.

— классические скобки Пуассона, приходим к новому условию

невырождена. Этого нет в электродинамике, где, согласно (2.1), матрица (2.4)

вырождена, ибо, будучи диагональной, она имеет на диагонали нуль:
Данное обстоятельство и ведет к появлению связей

 24
. При разрешении (2.3)

скорости из части уравнений выпадают, и они превращаются в соотношения
между координатами и импульсами вида

именуемые связями (связями называют также сами функции
анализ подобных систем дан в

 24
. Применительно к электродинамике в ка)

честве (2.3) имеем

откуда заключаем, что один из канонических импульсов равен нулю (пер)
вичная связь):

Именно так проявляется в гамильтоновом формализме наличие нефизиче)
ских степеней свободы. Вычисляя гамильтониан, находим



Данный рецепт справедлив лишь в декартовых координатах и недвусмыслен,
если нет проблемы упорядочения операторов в гамильтониане

 8
. Наличие

связей усугубляет трудности
 22–24

. Электродинамика является типичной
системой со связями и содержит помимо физических переменных также и не)
физические. Есть два способа распорядиться ими в квантовой теории.

1) Изгнать все нефизические переменные; при этом теряется явная
ковариантность теории.

2) Допустить наряду с физическими степенями свободы также и нефи)
зические. Этот способ обычно предпочитают, ввиду его явной релятивистской
инвариантности.

3.1. И с к л ю ч е н и е н е ф и з и ч е с к и х п е р е м е н н ы х

Проиллюстрируем первый способ на примере скалярной электродина)
мики, заданной лагранжианом

Введение взаимодействия с заряженными полями не вносит существен)
ных изменений в проделанный анализ

 8, 9, 24
. Теория сохраняет калибровоч)

ную инвариантность; в гамильтоновой формулировке динамика, как и преж)

де, характеризуется наличием двух связей первого рода

4)вектор электрического тока), т. е. видоизменяется лишь

вторичная связь.

3. КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ

Переход к квантовому описанию динамической системы сводится к за)

мене во всех выражениях канонических переменных q, p операторами
подчиняющимися перестановочным соотношениям

где V описывает самодействие комплексного поля Ф. Удобно от Ф перейти

к паре вещественных скалярных полей которые будем
трактовать как двумерный вектор Тогда (3.2) перепишется
в виде

матрица Паули, Переходя к гамиль)
тоновому формализму

Как отмечалось, при включении взаимодействия первичная связь остается

вторичная же меняется; вместо (2.10) имеем
генераторы калибровочных преобразований. Вычисляя скобки

Пуассона G с убеждаемся, что G есть генератор (точнее, его плотность)
поворотов в плоскости. Чтобы лучше понять физическое содержание модели,



образуют пары канонически
сопряженных переменных. Из (3.5) вытекает, что

согласно (3.6) и определению калибровочно)инвариантными перемен)
ными будут пары тогда как меняются при сдвигах, гене)

рируемых G: произвольная бесконечно)
малая функция. Из этих формул следует, что комбинация
калибровочный инвариант. Следовательно, две «нефизические» переменные

меняющиеся при калибровочных преобразованиях, в действительности
являют собой линейные комбинации физической и нефизической компонент.
В соответствии с этим перейдем к новым каноническим переменным

*) Калибровочная инвариантность — это необходимый признак физической вели)
чины, но отнюдь не достаточный. Например, есть калибровочный инвариант,
так как инварианты

выделим среди канонических переменных физические
 26

; от
декартовых переменных перейдем к полярным с канони)
чески сопряженными импульсами

единичный орт), а электромагнитные поля разобьем на компоненты

образуют пару нефизических переменных, тогда
пару физических (они не меняются при калибровочных преобра)

зованиях) *). Запишем гамильтониан (3.4) в новых переменных

Как и полагается, нефизическая степень свободы оказывается цикличе)
ской. В

 26
 показано, что фазовое пространство переменных

вертываемый в полуплоскость конус.
Мы выявили физические переменные, однако переходить в (3.8) к опе)

раторам нельзя, так как используются криволинейные координаты. Нельзя,
строго говоря, и исключать до квантования нефизические степени свободы,
полагая их в (3.8), например, равными нулю, поскольку операции исключе)
ния переменных и квантования, вообще говоря, не перестановочны

 26, 27
.

Чтобы получить правильное выражение для оператора энергии без вспомо)
гательных нефизических степеней свободы, нужно вернуться к формуле (3.4),

записанной в декартовых координатах, заменить канонические переменные
операторами и вспомнить, что связи, согласно общей теории

 22–24
, обращаются

в нуль только на векторах Ф из физического подпространства

При интегрировании по частям в (3.10) мы пренебрегли внеинтегральными

членами. Учитывая, что нулевая компонента тока есть
и что, согласно (3.7),



Третий член здесь описывает кулоново взаимодействие зарядов. В (3.11)
так как «нефизическая» составляющая вектора

отнесена в фазу поля где она, комбинируясь с превращается
При переходе в (3.4) и связях к операторам нет проблемы их упорядо)

чения, поэтому оператор (3.11) и есть искомый гамильтониан.

3.2. Ф и к с а ц и я н е ф и з и ч е с к и х п е р е м е н н ы х
( в ы б о р к а л и б р о в к и )

Если мы хотим сохранить явную релятивистскую инвариантность теории
и после квантования, то должны строить формализм с участием всех четырех
компонент вектора включая нефизические. Но нефизические кано)
нические переменные в классической физике, вообще говоря, совершенно
произвольны

 24
, поэтому встает вопрос: какие операторы сопоставлять им

в квантовой теории?
В отличие от классики, в квантовой теории уже условие (3.1) для нефи)

зических q, р определенным образом их ограничивает, ибо не всякая пара
операторов ему удовлетворяет. Требование (3.1) означает, что нефизические
переменные, как и физические, связаны в разные моменты времени унитар)
ным преобразованием, генератор которых для первых совершенно произво)
лен *). Из сказанного вытекает, что при построении конкретной теории
нефизические переменные нужно как)то фиксировать, т. е. указать закон их
изменения со временем. Очевидно, фиксация подобного закона нарушает
явную калибровочную инвариантность теории — это равнозначно выбору
калибровки. В целом теория, разумеется, остается калибровочно)инвариант)
ной в том смысле, что перемена калибровочного условия не влияет на физику
(ситуация здесь аналогична выбору системы отсчета в механике). Теорию
желательно строить так, чтобы физические и нефизические компоненты
формально были равноправны. Этой цели отвечает добавление в лагранжиан

(2.1) (или (3.2)) некоторого члена снимающего вырождение матрицы
(2.5) (о требованиях, предъявляемых к см. раздел 6.3). Рассмотрим кон)
кретный пример, когда

Итак, пусть

*) Другое ограничение заключается в требовании, чтобы они коммутировали с фи)
зическими величинами.

чаем: с учетом (3.10) и условий (3.9) физический оператор Гамильтона
отвечающий (3.4), дается формулой

Добавленное слагаемое снимает вырождение при любом значении параметра
и нарушает калибровочную инвариантность. Случай 1 отвечает

калибровке Фейнмана; при произвольном говорят о классе калибровок
Ферми. Впервые указанный класс калибровок ввели Гейзенберг и Паули

 28
.

то добавок сокращается со вторым членом в (2.1) и уравнения
движения выглядят особенно просто

поэтому в последующем положим



3.2.1. Свободное электромагнитное поле

Изучим сначала свободное поле. Построим гамильтонов формализм.
Имеем

Чтобы записать H0 в форме, удобной для перехода к операторам рождения
и уничтожения, выразим функционал (3.15) через потенциалы

удовлетворяет уравнению Даламбера, поэтому спра)
ведлива формула

Подставляя выражение (3.17) в (3.16) и выполняя необходимые интегриро)
вания, находим

Перейдем к квантовому описанию. Поскольку классические скобки
Пуассона канонических переменных

то, согласно (3.1), имеем для соответствующих операторов

Пользуясь в (3.21) формулой (3.14) и учитывая перестановочность полей
в точках, разделенных пространственно)подобным интервалом, заключаем,
что для полей имеют место коммутационные соотношения

Коммутационные соотношения для операторов следуют из (3.22),

если их выразить через посредством равенств

решения уравнения Даламбера с положи)
и отрицательными энергиями, обладающие свойствами

в формулах (3.23) и следующих
использовано стандартное скалярное произведение



Оператор энергии свободного поля получается из выражения (3.19) заменой

С формулами (3.25), (3.26) и связаны основные неприятности квантовой

электродинамики.
1) Согласно (3.25) в теории имеются состояния с отрицательной нормой

(так как

имеет место неравенство

2) Согласно (3.26) возможно появление состояний с отрицательной энер)

гией (так как форма знакопеременна).
Обе неприятности обязаны своим происхождением времениподобным

фотонам. Покажем, что если ограничиться физическим подпространством
полного гильбертова пространства которое фиксируется

условиями (3.9) и корректно определить операцию «эрмитова сопряжения»

для оператора (раздел 4.2), то трудности снимаются. Согласно (3.14)

и «инвариантная» С учетом

(3.22) — (3.24) находим

Условия (3.9) с учетом (3.27), (3.28) переписываются следующим образом:

для вывода (3.30) можно воспользоваться формулами, аналогичными (3.23).
Ввиду равенства

условия (3.30) не противоречат друг другу.
Теперь несложно убедиться, что норма векторов всегда поло)

жительна, а энергия отвечающих им состояний неотрицательна. Действи)
тельно, отрицательной нормой могут обладать лишь состояния с нечетным

числом времениподобных фотонов. Но состояния вида не принадле)
ибо, согласно (3.25), (3.29)

т. е. первое из условий (3.30) не выполняется,
Если отказаться от второго условия (3.30), то в теории сохраняются нефизи)

ческие состояния с нулевой нормой вида После их исключения
остаются лишь состояния с положительной нормой.



Чтобы доказать отсутствие в физическом подпространстве состояний

с отрицательной энергией, представим оператор
виде

Используя коммутационные соот)

ношения (3.32) и комплексно сопряженные им, находим, что
коммутаторы в (3.33) взаимно сокращаются, а члены, содержащие опера)

обращаются в нуль на физических векторах. Итак, вклад в энер)
гию дают только физические фотоны, тогда как нефизические не дают вклада
даже в энергию основного состояния (бесконечная постоянная, появляющаяся

после приведения к нормальному виду).

По существу доказательство самосогласованности теории закончено.

Убедимся, тем не менее, что гамильтониан в процессе движения не выво)
дит физические векторы за пределы физического подпространства. Это выте)
кает из равенств

согласно которым Итак, теория удовлетворяет всем
физическим требованиям.

3.2.2. Взаимодействующее электромагнитное поле

Мы рассмотрели квантование свободного электромагнитного поля.
Легко видеть, что включение взаимодействия не требует изменения схемы
квантования. Действительно, лагранжиан, например, спинорной электро)
динамики есть

 2

Модифицированный лагранжиан (3.12) при дает уравнения

движения (3.13), из которых ввиду сохранения электрического тока

вытекает
 3

, что оператор удовлетворяет уравнению Даламбера
= 0. Полностью сохраняются формулы (3.14), (3.20), (3.21), а следовательно,
сохраняют внешний вид формулы для связей

Выше, однако, мы видели, что вторичная связь (2.10) меняется при включе)
нии взаимодействия (см. (2.11), (3.5)). Покажем, что здесь нет противоречия.

Действительно, пользуясь уравнением движения

Нужно лишь убедиться, что оператор эволюции
не выводит физические состояния за пределы т. е. убедиться, что

есть инвариантное подпространство относительно действия операто)

Но это тривиальным образом следует из факта непротиворечивости

теории



ибо, согласно (3.37), в (3.37) означает
равенство на векторах из

Обсудим кратко вопрос о том, как выглядят условия на физические со)
стояния в различных представлениях. В гейзенберговом представлении

физические векторы фиксируются условием (1.3). Так как оператор
удовлетворяет уравнению Даламбера, то (1.3) обеспечивается выполнением

всего двух условий в момент времени t = 0:
ввиду (3.37), эквивалентно двум условиям (3.9) в шредингеровом представ)
лении (даже при включенном взаимодействии, см. (3.36)). Тем самым стано)
вится ясной связь между квантованием по Ферми с единственным условием
(1.3) и квантованием по рецепту Дирака

 24
 с двумя условиями (3.9) на век)

торы Ф.
Чтобы записать (3.9) в представлении взаимодействия, нужно в форму)

лах для перейти к свободным полям, т. е. в выкладках

(3.36) воспользоваться уравнением в результате полу)
чаем

 29

Это и есть связи в представлении взаимодействия. Отсюда следует, что усло)
вие (1.3), справедливое при любом в представлении взаимодействия пере)
пишется в виде

 29, 30

так как, согласно (1.2), (3.22), при справедливы равенства: D (x) = 0,

4. СТРУКТУРА ГИЛЬБЕРТОВА ПРОСТРАНСТВА

4.1. Г и л ь б е р т о в о п р о с т р а н с т в о в к а л и б р о в к е
Г е й з е н б е р г а — П а у л и — Ф е р м и

Если допустить в формализм все компоненты вектора то структура
полного гильбертова пространства определяется коммутационными соотно)

шениями (3.25) для операторов и несет на себе печать структуры про)
странства Минковского. Покажем это.

Прежде всего обсудим вопрос о вакууме. Если теория задана формулами
(3.25), (3.26) без ограничений на векторы состояний, то формально матема)
тический вакуум фиксируется условиями

Для операторов 1, 2, 3 требование (4.1) очевидно. Сомнение мо)

жет вызвать лишь допущение, что (4.1) выполняется и для
6.4). Но это представляется неизбежным, если постулировать релятивист)
скую инвариантность вектора так как преобразованный по Лоренцу oпe)

может содержать и нулевую компоненту. Трудность (мнимую)

вызывает аномальный знак у коммутатора по сравнению с ком)

мутаторами пространственных компонент, поскольку, казалось бы,
жен играть роль оператора рождения. В действительности вопрос сводится

к определению оператора сопряженного к Легко видеть, что если

оператор умножения на функцию то, согласно (3.25),



(см. (4.7)), и условие (4.1) выполняется. Такой вид опера)

диктуется релятивистской инвариантностью.

Итак, постулируем существование лоренц)инвариантного циклического
удовлетворяющего условию (4.1). Векторы, получающиеся при)

менением к нему всевозможных операторов вида
образуют базис гильбертова пространства. Среди базисных векторов имеются
таковые с отрицательной нормой, поэтому гильбертово пространство обла)
дает индефинитной метрикой. Имея в виду физические приложения, разло)
жим вектор по базисным векторам
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стандартный вектор, то
Так как среди векторов (4.2) есть изотропные, то они образуют неортого)
нальный базис. Построим операторы

и эрмитово сопряженные к ним Операторы обладают, оче)

видно, теми же свойствами, что и операторы

Применяя к находим, что гильбертово простран)
распадается на подпространства

Базис подпространства получается применением к операторов

операторов соответственно, базис

операторов и т. д. Векторы
дают положительной нормой, тогда как нормы, например, векторов из

равны нулю — следствие (3.31), (4.1), (4.4) и вытекающих
из (4.2') коммутационных соотношений

Подпространства не ортогональны ввиду (4.5).
Теперь ясно, какие состояния исключаются условиями (3.30). Первое

из них в силу (4.1), (3.31), (4.5) и (4.6) исключает состояния, порождаемые

операторами т. е. отсекаются подпространства
Тем самым мы получаем гильбертово пространство в формализме Гупты

Векторы из подпространства
тональны векторам и имеют норму нуль. Второе условие (3.30) исключает
нефизические состояния с нулевой нормой. Остается подпространство состоя)
ний физических фотонов с положительно определенной метрикой. Чтобы

выяснить его структуру, найдем физический вакуум.



Решение (4.11) легко интерпретировать — физический вакуум есть состояние
без поперечных (физических) фотонов с неопределенным числом находящихся
в суперпозиции времениподобных и продольных фотонов для каждого зна)
чения вектора q, q

2
 = 0. Состояние Ф

0
 ненормируемо. Но это не есть порок

теории, ибо ясно, что ненормируемость Ф
0
 имеет ту же природу, что и ненор)

мируемость состояний с определенным импульсом в теории рассеяния (моно)
хроматические плоские волны — обобщенные собственные векторы, см.

 32
).

Подобно тому, как в теории рассеяния от ненормируемости плоских волн
можно избавиться переходом к пространству конечного объема, так и здесь
от ненормируемости Ф

0
 можно избавиться, например, перейдя к «размазан)

Тем самым, в теорию
допускаются нефизические состояния с нормой нуль, которые, однако, без)

можно устремить к нулю. В работе
 11

 прямым
вычислением показано, что ненормируемость Ф

0
 не влияет на физические

результаты.

*) Обратим внимание на то, что как оператор вариационного дифференцирова)

ния имеет другой знак по сравнению с Этот знак диктуется коммутационными соотно)
шениями (3.25).

Решение первого из них с учетом (4.9') есть произвольный функционал от
Второе условие (4.10) фиксирует функционал F:

Справедливость представления (4.8) проверяется непосредственно; так как

для стандартного вектора причем, согласно (4.7),

кроме того, вакуум должен удовлетворять условию отсутствия физических
фотонов

4.2. В а к у у м в ф о р м а л и з м е Ф е р м и

В представлении, где есть оператор умножения на функцию

есть, согласно (3.25), оператор вариационного диффе)

ренцирования:

Учитывая, что

переписываем условия (3.30) для вакуумного вектора Ф
0



также не инвариантно относительно преобразований Лоренца. Вектор
как и Ф

0
, ненормируем. В отличие от реализации (4.7), реализация (4.12)

дает ненормируемый вакуум (4.14), даже если отбросить второе условие

(3.30) (или (4.13)). Отметим, что ненормируемость именно
послужила толчком для поиска новых путей квантования

 13, 30
. Из сказан)

ного ясно, что может быть отождествлен с вакуумным состоянием только

по недоразумению.
Имея в руках вектор Ф

0
, находим базис в физическом подпространстве.

Его образуют векторы вида

4.3. О с к а л я р н о м п р о и з в е д е н и и
в г и л ь б е р т о в о м п р о с т р а н с т в е

До сих пор мы придерживались традиционного подхода к гильбертову
пространству в квантовой электродинамике, не задумываясь об определе)
нии скалярного произведения в нем. Между тем этот вопрос заслуживает

специального обсуждения.
Действительно, возьмем, к примеру, четверку векторов гильбертова

пространства Они образуют вектор пространства Минков)

ского. Сопряженный также преобразуется как вектор
при преобразованиях Лоренца. Следовательно, лоренц)инвариантное ска)
лярное произведение подобных векторов может быть образовано только
с помощью метрического тензора например,

в (4.15) учтены соотношения (3.25). Обобщая это определение на многофотон)
ные состояния, заключаем, что лоренц)инвариантные нормы всех элементов

будут положительны. При использовании данного аппарата следует
проявлять осторожность. Так, может показаться, что норма состояния

которое дается формулой
 21

Такое представление алгебры (3.25) нарушает явную релятивистскую инва)

риантность теории (нет равенства Поэтому и решение
нений

В литературе
 10–12, 20–21

 обычно используют другую реализацию алгеб)
ры (3.25)



есть лоренцев инвариант. С другой стороны, что противоречит
утверждению о положительности всех инвариантных норм. В действитель)

есть фактически оператор рождения в базисе (4.2). В самом деле,

метрический тензор в этом базисе есть

не есть инвариант, но преобразуется как компонента
черкнем в связи с этим, что хотя лоренц)инвариантные нормы и определены
положительно, гильбертово пространство псевдоевклидово и нефизические
состояния подлежат исключению. То обстоятельство, что в электродинамике
понятие ко) и контравариантных (относительно преобразований в простран)
стве Минковского) векторов следует вводить и для элементов гильбертова
пространства, впервые установили Кониси и Огимото

 33
 (см. также

 34
).

4.4. П р о т и в о р е ч и в а л и с х е м а Ф е р м и ?

Одним из доказательств противоречивости второго условия (3.30) слу)
жит следующее рассуждение

 14
, заимствованное из

 2
, где оно проводится

в координатном пространстве. Вакуум есть состояние без фотонов, следова)
тельно, отвечающий ему вектор аннулируется операторами уничтожения.
Поскольку вакуум есть физическое состояние, то, согласно (3.30),

Применяя к (4.17) оператор (4.3) и пользуясь формулами (4.1), (4.5),
приходим к противоречию

(к равенству Ошибочность вывода связана с отождествлением мате)
матического вакуума определяемого условием (4.1), с физическим ва)
куумом Ф

0
 (4.11). Утверждение, что физический вакуум должен подчиняться

условию (4.1), является совершенно произвольным и не вытекает из форма)
лизма. Вектор Ф

0
 должен прежде всего удовлетворять условию отсутствия

физических фотонов (4.9'). Другое требование, которому он должен подчи)
няться, есть выполнение условий (3.30), общих для всех векторов физиче)
ского подпространства. Ясно, что при таком определении Ф

0
 противоречия

не возникает: операторы коммутируют с (см. (4.6)), а равенство
(4.18), в котором совершена замена теряет силу, так как, согласно

Другое «доказательство» противоречивости условия (1.3) опирается на
утверждение, что коммутационные соотношения (1.2), взятые между физи)
ческими состояниями

не выполняются, ибо левая часть (4.19) есть нуль. Неправомерность послед)

него утверждения связана с тем, что при его доказательстве оператор



тогда как слева должна стоять величина положительная. Но (4.21) свидетель)
ствует фактически лишь об отрицательности нормы состояния с нефизиче)
ским фотоном, как это следует из конкретной реализации (4.7) алгебры (3.25)
и из содержания разд. 4.3. В заблуждение вводят слова «комплексно сопря)
женный» в применении к На деле вектор, сопряженный определяется

равенством и знак квадрата нормы

диктуется коммутационными соотношениями (3.25). Трудность здесь скорее
психологическая, поскольку мы уверены в положительности квадратов норм
всех состояний. Однако согласившись допустить в теорию нефизические
объекты, нельзя настаивать на том, чтобы они обладали теми же свойствами,
что и физические динамические переменные. В данном случае можно требо)
вать лишь непротиворечивости формализма.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Подведем итог. Имеются две равноправные схемы квантования электро)
магнитного поля. Одна — это так называемый «новый» формализм Гупты,
изложенный в разд. 6.2; он базируется лишь на условии (1.4) (или на первом
условии (3.30)). Если брать релятивистски)инвариантную реализацию (4.7)
алгебры (3.25), то физический вакуум Ф

0
 в этой схеме совпадает, с точностью

до некоторого ортогонального ему слагаемого с математическим
вакуумом Недостаток формализма связан с наличием нефизических со)
стояний нулевой нормы. Реализация (4.12) алгебры (3.25) не обладает явной
релятивистской инвариантностью и дает ненормируемый, релятивистски)
неинвариантный вакуум (4.14), даже в схеме с одним условием (1.4).

Другая — это первоначальная схема Ферми
 3–6

, которой всегда при)
держивался Дирак

 8, 9
; она использует оба условия (3.30) на физические век)

торы, вытекающие из общего анализа динамики электромагнитного поля
как механической системы. Подключением второго условия (3.30) из теории
изгоняются нефизические состояния с нулевой нормой. Физический вакуум
Ф

0
 имеет четкий математический смысл — это есть обобщенный собственный

вектор операторов т. е. он ненормируем, что, однако, не вызывает
затруднений при вычислениях (см.

 11
 и разд. 4). В обеих схемах отсутствует

потребность в искусственном введении индефинитной метрики
 13

 с помощью

оператора (разд. 6.1).

в выражении перебрасывается на левую обкладку, чего,
вообще говоря, делать нельзя. Используя эту логику, легко прийти, напри)
мер, к заключению о недопустимости в квантовой механике состояний с опре)

деленным импульсом. Пусть

откуда заключаем, что правая часть (4.20) есть нуль. Некорректность рас)
суждения связана, во)первых, с тем, что состояния ненормируемы, а во)

вторых, с очевидным неравенством: в коорди)

натном представлении при перебрасывании на левую обкладку возникнут
внеинтегральные члены.

Наконец, можно встретить утверждение о противоречивости условий
(3.25) и (4.1) для нулевых компонент операторов

 2, 14
. Действительно, умно)

жая вектор на комплексно сопряженный, имеем



6. ПРИЛОЖЕНИЕ

6.1. « С т а р ы й » ф о р м а л и з м Г у п т ы
 13

Для удобства читателя изложим вкратце существо предложения Гупты.
Трудности, встретившиеся при квантовании электромагнитного поля, были
связаны не только с отсутствием положительной определенности энергии
и метрики гильбертова пространства (раздел 3), но и с интерпретацией опе)

Так как их коммутатор имеет, согласно (3.25),

обратный знак по сравнению с коммутатором то стандартный анализ
 8

показывает, что оператор, увеличивающий собственные значения

для простоты

здесь взят квантово)механический гармонический осциллятор,
= —1, подробнее см. разд. 6.4). Но такая интерпретация нарушает явную
релятивистскую инвариантность, поскольку из инвариантности вакуума

и условия вытекает: что неприемлемо. Одной
из попыток разрешить эти трудности была первая работа Гупты. В ней, по
существу, постулируется, что коммутационные соотношения (3.25) есть след)
ствие внесения индефинитной метрики в некоторое гильбертово простран)
ство с положительно определенной метрикой. Именно, полагается, что в осно)

ве теории лежат операторы подчиняющиеся коммутационным
соотношениям

оператор, эрмитово сопряженный символ Кронекера. Все

операторы в этом вспомогательном пространстве можно считать опера)

торами уничтожения, а операторами рождения. Вакуум определяется
привычной формулой

В этом пространстве меняется скалярное произведение, именно, вводится
индефинитная метрика, что, очевидно, может изменить понятие эрмитова
сопряжения некоторых операторов. Новая метрика подбирается так, чтобы
сопряженные по Эрмиту в смысле новой метрики операторы удовлетворяли
перестановочным соотношениям (3.25). Технически это осуществляется сле)

дующим образом. Берется некоторый метрический оператор
которого определяется новое скалярное произведение векторов

Оператор, сопряженный определяется согласно правилу

Остается подобрать оператор так, чтобы удовлетворить условиям (3.25).
Ясно, что должны выполняться равенства



так как, согласно (3.31), коммутирует с Состояния
с нормой нуль принадлежат физическому подпространству вследствие все

того же соотношения (3.31) и ортогональны век)

торам из Итак, физическое гильбертово

пространство формализма Гупты есть прямая сумма подпространства
векторов с нормой нуль и ортогонального ему подпространства векторов

с положительной нормой Произвольный физи)
ческий вектор в этой схеме имеет вид
чение нефизических векторов можно осуществить переходом к фактор)

пространству

6.3. О ф и к с а ц и и к а л и б р о в к и

Обсудим вопрос о том, какие требования следует предъявить к фикси)
рующему калибровку члену («фиксатор калибровки», см. (3.12)). При)
менительно к теории возмущений они естественным образом распадаются

на две группы. К первой относятся требования, которые должны выполняться
безусловно. Перечислим их. Добавляемый к

оператор числа времениподобных фотонов. В данной схеме исполь)
зуется только дополнительное условие (1.4).

Недостатки подхода бросаются в глаза. Как известно, нефизические
фотоны допускаются в формализм ради достижения его явной ковариант)
ности. Между тем оператор (6.8) этим свойством не обладает, т. е. фактически
теория теряет явную лоренц)инвариантность (хотя неявно она, конечно, ло)
ренц)инвариантна). Неприятен и тот факт, что построение теории начинается
с явно нековариантных соотношений (6.1). Наконец, искусственным выгля)
дит все построение — ведь уже коммутационные соотношения (3.25) свиде)
тельствуют о том, что в теории с самого начала имеются состояния с отрица)
тельной нормой. В дальнейшем Гупта устранил из конструкции ненужные
элементы.

6.2. « Н о в ы й » ф о р м а л и з м Г у п т ы
 16,18

Итоговый формализм по существу эквивалентен изложенному в разде)

лах 3, 4, но без второго условия (3.30). Операторы подчиняются соот)
ношениям (3.25), математический вакуум определен равенством (4.1).
Физическое подпространство выделяется условием (1.4), т. е. математиче)
ский вакуум также принадлежит физическому подпространству. Базис пол)
ного гильбертова пространства образуют векторы, получающиеся приме)

нением к произвольного числа операторов Среди них имеются состоя)

ния с отрицательной нормой (они содержат нечетные числа времениподобных
фотонов). Гильбертово пространство содержит также состояния с нормой
нуль. Последние получаются применением к физическим состояниям Ф

операторов

и, если выполняются соотношения (6.1), то операторы удовлетворяют
коммутационным соотношениям (3.25). Нетрудно найти явный вид опера)

тора

антикоммутирует с Отсюда имеем



1) должен снимать вырождение лагранжиана;
2) должен обладать релятивистской инвариантностью;
3) не должен менять уравнений для физических переменных (уравнений

Максвелла);
4) не должен вести к противоречию.

К требованиям, выполнение которых желательно, относятся:
5) член должен удовлетворять всем условиям, налагаемым обычно

на лагранжианы: локальность, перенормируемость, отсутствие производ)

ных от полей, старше первых.
Первое условие самоочевидно. Смысл добавления к лагранжиану

заключается в задании уравнений движения для нефизических степеней сво)
боды (фиксация калибровки). Отметим, что это условие не эквивалентно

условию
1') член должен нарушать калибровочную инвариантность. Разу)

меется, снятие вырождения автоматически влечет нарушение калибровочной
инвариантности, но обратное не верно. Пример:

нарушает калибровочную инвариантность, но не снимает вырождения, так
как при переходе к гамильтонову формализму по)прежнему возникнут
связи, но уже второго рода

 36
.

Второе условие можно было бы отнести в разряд необязательных. Но это

было бы непоследовательным, ибо нефизические переменные и были допу)
щены в теорию ради ее явной ковариантности.

Третье и четвертое условия самоочевидны. Первое из них исключает
член (6.10). Необходимость последнего вытекает из следующего примера:

Уравнения движения в данном случае имеют вид

применяя к ним оператор приходим к абсурду: 1 = 0 .
Желательность выполнения оставшихся условий очевидна, во всяком

случае при использовании теории возмущений. Если не вводить вспомога)
тельных полей, то перечисленные требования практически однозначно ведут

из класса Ферми (3.12) (правильнее говорить о классе калибровок Гей)
зенберга — Паули — Ферми; см. раздел 6.5).

6.4. « Р е л я т и в и с т с к и й » о с ц и л л я т о р

Поясним проблему интерпретации операторов
щем простом примере. Рассмотрим систему, заданную лагранжианом

метрический тензор пространства Минковского, а

инвариантный параметр («время»). Данная модель
хорошо иллюстрирует существо затруднений, возникающих при квантова)
нии электромагнитного поля в калибровке Гейзенберга — Паули — Ферми,
поскольку и здесь динамической переменной является 4)вектор. Переходя

к гамильтонову формализму

Ясно, что энергия не определена положительно.

Перейдем к квантовому описанию. Классические скобки Пуассона

определяют коммутатор операторов



лоренц)инвариантно, но ненормируемо. Именно это обстоятельство побудило
обратиться к реализации (4.12) в КЭД (аналог (6.16)) и явилось первопри)
чиной затруднений. Дилемма разрешается переходом к физическому под)
пространству, которое выделяется условиями (3.9) или (3.30). В данной мо)

дели это условия Они определяют «фи)
зическое» подпространство, которое образовано векторами вида

квадратично интегрируемая функция. Ф есть
хорошо определенный математический объект (обобщенный собственный век)
тор

 32
).

6.5. К р а т к а я и с т о р и я в о п р о с а

Квантовое описание электромагнитного поля впервые было дано Дира)
ком

 1
; рассматривалось поле излучения, которое трактовалось как набор неза)

висимых осцилляторов. Пионерская работа Дирака стимулировала дальней)
шее исследование в этом направлении. Иордан и Паули

 37
 (статьи

 7, 28, 37

переведены на русский язык
 38

) установили релятивистски)инвариантные
коммутационные соотношения для операторов электромагнитного поля,
ввели функционалы и функциональные производные от полей. В фунда)
ментальной статье Гейзенберга и Паули

 28
 присутствовали почти все основные

элементы современной спинорной электродинамики. Теория была сформу)
лирована релятивистски)инвариантным образом, отмечено появление связей

введен класс калибровок, именуемый ныне
классом калибровок Ферми. В том же году вышла работа Ферми

 3
, в которой

впервые появились условия хотя и не обсуждался их
смысл в квантовой теории. В следующей работе

 7
 Гейзенберг и Паули недву)

смысленно указали на то, что эти условия следует понимать как условия
не волновые функции (функционалы). Точно так же их трактовал Ферми

 4, 5
,

Выразим гамильтониан через операторы

Функция (6.17) нормируема (именно поэтому операторами уничтожения бра)

но не обладает релятивистской инвариантностью (именно
поэтому этот выбор неприемлем). Если же потребовать

то, решая эти уравнения, в x)представлении:
находим

Так как среди четырех независимых осцилляторов один аномальный, рас)
смотрим вопрос о его основном состоянии Если положить



причем им была найдена волновая функция, удовлетворяющая этим усло)
виям. Таким образом, к началу 30)х годов было завершено построение основ
квантовой электродинамики.

В конце 50)х годов, когда создавалась современная квантовая электро)
динамика, условие (1.3) оказалось в центре внимания. Было обнаружено,
что оно ведет к ненормируемости вакуума (4.14)

 10–12
. Нужно сказать, что

решение (4.14), основанное на реализации (4.12) алгебры (3.25), можно найти
у многих авторов При этом, однако, нигде не отмечалось, что
оно не обладает релятивистской инвариантностью. Впрочем, Дирак исклю)
чил его из 4)го издания своей книги

 8
. В последующих работах Дирака

оно уже не появлялось.
Трудности с интерпретацией операторов и ненормируемость

вакуума (4.14) побудили Гупту к поискам новой формулировки теории (см.
раздел 6.1) и отказу от условия (1.3)

 13
. Мотивируя отказ от (1.3), Гупта

ограничился лишь замечанием, что оно слишком ограничительно, чтобы ка)
кие)либо состояния полей излучения ему удовлетворяли. Несмотря на то,
что впоследствии

 16, 18
 он, очевидно, уяснил ненужность искусственного

построения с метрическим оператором и отказался от него, именно она
вошло в учебники. Случилось так, что основные руководства по квантовой
теории поля и квантовой электродинамике

 2, 19–21
 были написаны в период

между первой
 13

 и второй
 16

 публикациями Гупты. Хотя с тех пор монографии
и учебники переиздавались, первоначальная конструкция Гупты оставалась
в неприкосновенности (справедливости ради отметим, что в 4)м издании мо)

нографии
 20

, вышедшем в 1981 г., конструкция с оператором уже опущена
правда, без указания причин). В последние два десятилетия вопрос о тон)
костях квантования электромагнитного поля почти не обсуждался. Счита)
лось, что теоретически проблема решена Гуптой, а все необходимое для прак)
тических вычислений содержится в постулированных Фейнманом правилах.
Эквивалентность этих правил (в калибровке Фейнмана) квантово)полевой
теории с условием Ферми (1.3) продемонстрирована Нинг Ху

 31
.
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