
вается важная связь между покрытием Пенроуза и свойствами «генератора

покрытий» (tiler mapping) при q = 5 (рис. 1).
Существование в явной форме гамильтониана H

q
 и «генератора покры�

тий» (q — целое) позволяет исследовать многие важные свойства
подобных структур с симметрией типа «квазикристалл». Они определяются
как структуры с симметрией линий уровня Hq (q — целое). Плотность состоя�
ний при близка по своим свойствам к плотности состояний жидкости.
Структуры с q = 5, 7 ... могут являться промежуточными при переходе по�
рядок — хаос (рис. 2).

Семейство линий уровня для Hq состояний — из большого числа одно�
связных областей с различными площадями и геометрией. Это семейство
также фрактально и обладает скейлинговыми свойствами. Распределение
эллиптических и гиперболических точек сосредоточено, в основном, в неко�
торых энергетических зонах и, по�видимому, также сохраняет симметрию
типа «квазикристалл»

 5
.
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Д. Л. Шепелянский. К в а н т о в ы й х а о с : д и ф ф у з и о н н ы й
ф о т о э ф ф е к т в в о д о р о д е . Процесс ионизации высоковозбужден�
ного атома водорода в монохроматическом электромагнитном поле представ�
ляет собой пример необычного фотоэффекта, в котором ионизация на часто�
те, много меньшей энергии ионизации идет гораздо быстрее одно�

фотонной Столь быстрая ионизация связана с возникновением
динамического хаоса

 4
 в классической системе при напряженности поля,

большей критической: (используются атомные единицы,

когда происходит перекрытие нелинейных резонансов
 5–7

.
При этом возникает вопрос о влиянии квантовых эффектов на хаотическое
движение (квантовый хаос), что представляет также и общефизический ин�
терес.

В области хаоса возбуждение электрона описывается диффузионным
уравнением со скоростью диффузии
определенности ограничимся случаем линейнополяризованного поля и на�
чальных состояний с параболическими и магнитным квантовыми числами

и т = 0, в котором динамика может описываться одномерным
уравнением Шрёдингера Из�за быстрого роста D с номером
уровня п диффузионная ионизация происходит за характерное время
~ n

2
/D, а ее скорость во много раз превышает ско�

рость однофотонной ионизации
На рис. 1 представлена зависимость вероятности ионизации (суммарная

вероятность на уровнях с 100 и в континууме в %) в момент времени
с от частоты поля, полученная путем численного модели�

рования классических (1) и квантовых (2) уравнений движения Началь�
ный номер уровня n

0
 = 66, напряженность поля фиксирована

численные данные прекрасно согла�
суются с теоретической скоростью однофотонной ионизации (линия). В ин�



тервале квантовая вероятность удовлетворительно согласуется
c классической, что свидетельствует о том, что в квантовой системе также
идет диффузионное возбуждение. Нижняя граница диффузионного фотоэф�
фекта определяется тем, что при частотах, меньших кеплеровской,
в системе отсутствуют первичные резонансы, и поэтому движение электрона
является устойчивым

Рис. 1

Верхняя граница возникает из�за того, что квантовые
эффекты приводят к локализации хаоса

 2,8
, что впервые наблюдалось для

простой модели квантового ротатора
 9,10

. Вследствие этого в системе уста�
навливается стационарное распределение по уровням вида

с длиной локализации Пример локали�
зации в водороде приведен на рис. 2 для параметров п

0
 = 66,

распределение f
п
 усреднялось в интервале Из не�

го видно, что квантовое распределение (сплошная линия) локализовано,
а классическое (мелкий пунктир — численные данные) удовлетворительно
описывается аналитическим решением диффузионного уравнения (пунктир)

 8
.

Отметим, что на высоких уровнях в распределении возникают пики,
соответствующие цепочке однофотонных переходов Если матричный эле�

мент такого перехода

много меньше, чем расстояние между соседними уровнями

п
–3

, то его вероятность мала и не зависит от n, В этом случае
цепочка однофотонных пиков локализована, а скорость ионизации равна



число пиков, а
скорость перехода с последнего пика в континуум. При
ионизация в классической системе отсутствует, а в квантовой системе идет
благодаря туннелированию сквозь инвариантные кривые:

некоторая числовая константа.

Рис. 2

В области хаоса при l ~ п0 из�за роста D с п в системе происходит дело�
кализация. В этом режиме квантовый процесс возбуждения удовлетвори�
тельно согласуется с классическим

 1–3
. Тем не менее даже в области дело�

кализации в квантовой системе нет локальной неустойчивости. Это при�
водит к тому, что в численном моделировании при обращении времени

в момент вся вероятность (даже из континуума) возвращается
на начальный уровень n

0
 в момент (с точностью 10

–16
)

 3
. В классиче�

ской системе такая обратимость отсутствует из�за экспоненциальной неустой�
чивости траекторий.

В настоящее время фактически имеются всего два лабораторных экспе�
римента

 12,13
, в которых электрон находился в области классического хаоса

Результаты этих экспериментов удовлетво�
рительно согласуются с данными численного моделирования классической
динамики

 12,14
 и в данном случае подтверждают классическую картину диф�

фузионной ионизации. Причина этого заключается в том, что эксперименты
проводились в области делокализации Для наблюдения режима
квантовой локализации хаоса требуется провести эксперименты при более
высокой частоте: В этой области квантовые эффекты играют суще�
ственную роль

 1–3
 и классическая картина процесса ионизации

 7,13,14
 оказы�

вается неправомерной.



с периодическими граничными условиями для волновой функции:

Гамильтониан описывает взаимодействие излуче�
ния, содержащего две частоты, с нелинейной квантовой системой в области
квазиклассического заселения

 2–4
. Параметры перенормиро�

ванные константа ангармонизма, амплитуды и частоты внешнего поля,

k
1,2

 — целые числа. Гамильтониан получен в так называемом приближе�
нии умеренной нелинейности

 2
 и совпадает с гамильтонианом квантового рота�

тора в поле двух волн. В классическом пределе действие)
переходит в и при параметре перекрытия К < К

c
 существеют два

первичных резонанса с центрами по действию в точках
Эти первичные резонансы приводят в классическом случае к появлению
резонансов более высокого порядка. В результате классическое фазовое
пространство обладает свойством ренормализации

5
. В квантовом случае также

может быть развит метод ренормализации исходного гамильтониана
Такая процедура хорошо определена, если число уровней, захваченных в
первичные квантовые резонансы велико,
k

1,2
 = 1) — условие квазиклассичности первичных резонансов. В резуль�

тате, ренормированный гамильтониан, описывающий поведение системы между
ближайшими вторичными резонансами, совпадает по форме с исходным.
Такая ренормализация в квантовом случае (в отличие от классического)
повторяется конечное число раз до тех пор, пока ширина высоких резонансов
по действию не сравняется со значением Численно рассмотрены структура
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Г. П. Берман. О н е к о т о р ы х с в о й с т в а х к в а н т о в о г о
х а о с а . При изучении стохастичности в классических гамильтоновых систе�
мах эффективными и удобными понятиями являются «нелинейный резонанс»
и «параметр перекрытия» нелинейных резонансов

 1
. Переход от регулярного

движения к хаотическому возможен уже в системе двух нелинейных резо�
нансов и возникает при достаточно сильном их взаимодействии (перекрытии).
В докладе рассмотрены характерные динамические и спектральные свойства
системы двух взаимодействующих квантовых нелинейных резонансов, уко�
роченный гамильтониан которой имеет вид


