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ВВЕДЕНИЕ

За семь лет после опубликования в УФН нашего обзора г о возникнове-
нии турбулентности по этой проблеме получен ряд теоретических и экспе-
риментальных результатов, заслуживающих внимания физиков.

Основой теоретического изучения стохастизации движения стала тео-
рия бифуркаций. В этой области наибольшее впечатление производит от-
крытие М. Фейгенбаумом 2 универсальности последовательности бифурка-
ций удвоения периода; для одномерных квадратичных отображений удалось
довольно полно разобраться и в их закритическом стохастическом поведении
с лакунами периодических режимов. Стала очевидной многообразность воз-
можных сценариев стохастизации движения. Приятно отметить «реабилита-
цию» сценария Л. Д. Ландау 3 — Э. Хопфа 4: если рассматривать бифурка-
ции не квазипериодических траекторий, а содержащих их торов, то «упрек»
в отсутствии их структурной устойчивости отпадает.

Однако ощущается преимущественно общематематический характер
теоретических работ, нехватка в них гидродинамической конкретности.
Поэтому представилось целесообразным соединить их изложение с обзором
современного состояния классической теории гидродинамической неустой-
чивости, восходящей к Рэлею, О. Рейнольдсу, В. Гейзенбергу и Дж. Тэйлору
и содержащей наряду с теорией встречающихся в гидродинамике линейных
операторов (еще не вполне завершенной) также такие мощные нелинейные
методы, как уравнения для амплитуд Л. Д. Ландау 3 и вариационный метод
В. И. Арнольда 5 .

Представилось полезным также привлечь внимание широкого круга
физиков к специфике гидродинамической неустойчивости геофизических
течений, для которых существенны стратификация плотности в поле тяже-
сти и вращение планеты — тэйлоровская неустойчивость, число Ричардсона
и так называемая бароклинная неустойчивость, т. е. рост возмущений за
счет доступной потенциальной энергии основного течения, причем специ-
фично, что достаточное условие устойчивости зонального течения (устанав-
ливаемое нелинейным методом В. И. Арнольда) обеспечивается переходом
к вращающейся системе отсчета, обгонающей течение.

В то же время мы не будем рассматривать здесь хорошо известные про-
цессы нелинейной неустойчивости — автомодуляции, самофокусировки,
распадной и взрывной неустойчивости и т. п. (см., например, книгу8), так
как, в отличие от теории бифуркаций, это пока что мало помогает расшиф-
ровке механизмов стохастизации движения, да и эти явления отнюдь не
специально гидродинамические.

Не будут рассматриваться и так называемые «когерентные структуры»,
давно известные в механике турбулентности под наименованием «макро-
структурных элементов». В последние годы они подвергаются активному
экспериментальному изучению (см., например, обзор Б. Кантуэлла 9 3 и кни-
ги 94i 9 б), но их теории пока нет, кроме общих соображений о само-
организации (в противоположность стохастизации) (см., например, гл. 24
книги 8) и методов численного расчета, развитых О. М. Белоцер-
ковским 9 в.

Экспериментальные возможности исследования процессов стохастиза-
ции течений жидкостей обогатились новыми методами визуализации течений,
применением лазерных допплеровских анемометров в соединении с ЭВМ,
использованием экзотических жидкостей (классический жидкий гелий и др.).
Однако представляется, что результатов здесь пока что меньше, чем в тео-
рии; хочется упомянуть, прежде всего, подтверждения теории бифуркаций
удвоения периода и обнаружение (в круговом течении Куэтта) более слож-
ного поведения, чем по имеющимся теоретическим сценариям.

Ряд материалов разделов 1—2, 4, 6 изложен в монографии 6 и в неболь-
шой книжке Л. А. Дикого 7, разделов 3,5—6 — в недавних книгах М. И. Ра-
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биновича и Д. И. Трубецкова 8 (посвященной нелинейным колебаниям)
и А. Лихтенберга и М. Либермана 9 (посвященной преимущественно гамиль-
тоновым системам).

1. НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ТЕЧЕНИЙ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ

Для адиабатических малых колебаний жидкости относительно состоя-
ния покоя (или стационарного движения, описываемого одним из решений
линеаризированных уравнений гидродинамики) из неизменности во времени
их полной энергии вытекает вещественность их частот 0, так что малые на-
чальные возмущения не разрастаются и не затухают со временем. Это спра-
ведливо при условии, что стратификация плотности устойчива, т. е.

0 , (1.1)

где z — вертикальная координата, растущая вверх; р — плотность жидко-
сти; g — ускорение силы тяжести; с0 — скорость звука; N — так называе-
мая частота Вяйсяля — Брента.

1.1. С т а т и ч е с к а я ( т э й л о р о в с к а я) н е у с т о й ч и в о с т ь

Рассмотрим противоположный случай неустойчивой стратификации
плотности, т. е. N2 = —АР < 0. Ограничимся при этом приближением Бус-
синеска, заменяя уравнение неразрывности отфильтровывающим акустиче-
ские волны условием соленоидальности поля скорости div u = 0, так что
линеаризированные уравнения гидродинамики примут вид

divu = 0, _ = _ _ J L + gT1'vr, _ J _ = _ W r , (1.2)

где р̂ . — так называемая потенциальная плотность, определяемая соотноше-
нием д In p*/dz = M2/g; р" = (р#/р0) р' — нормированное отклонение р'
давления от гидростатического распределения р0 (г); г\' = (р' —с^р')/рос„ —
безразмерное возмущение энтропии; р' = р — ра — возмущение плотности.
Локальное уравнение энергии имеет вид

и, например, для слоя 0 ^ z ^ h между горизонтальными твердыми стен-
ками находим

т. е. разность полных кинетической и термобарической энергий возмущений
не меняется со временем, а о поведении каждого по отдельности из этих двух
видов энергии из (1.4) нельзя извлечь никаких выводов (оба они экспонен-
циально возрастают со временем). Рассмотрим только двумерные возмуще-
ния движения в плоскости (х, z) и введем в ней, пользуясь бездивергентно-
стью скорости, функцию тока т|), полагая и = —dty/dz, w = dty/dx. Вычислив
вихрь ускорения (в предположении квазипостоянства потенциальной плот-
ности р̂ .) и исключив г|' с помощью третьего уравнения (1.2), получим для
г|з уравнение

с краевыми условиями w — 0, т. е. т|з = 0 при z = 0, h. Поскольку М2не за-
висит от х и t, элементарные решения этого уравнения можно искать в виде
•ф = if (z) exp [i (кх — at)]. Для комплексной амплитуды г|з (z) из (1.5)
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получается уравнение

0. (1.5')

При квазипостоянном М решение, обращающееся в нуль при z = О, имеет
вид г[) ~ sin mz, где т = —ik [I + (M2/cr2)]V2. Для обращения г|з в нуль
также при z = h следует положить mh = яп, п = 0, ± 1 , ± 2 , . . ., откуда

, (1.6)

так что при каждом фиксированном к имеется счетное множество элемен-
тарных решений, и у всех них значения о" оказываются чисто мнимыми. Таким
образом, здесь всегда существуют элементарные решения, нарастающие
со временем. Это явление называют статической (тэйлоровской) неустой-
чивостью. Ее механизм заключается в ускоряющем действии архимедовых
сил на смещающиеся по вертикали из положения равновесия жидкие части-
цы. При этом, согласно третьему уравнению (1.2), взаимодействие вертикаль-
ной скорости иТ с неустойчивым градиентом потенциальной плотности M2lg
приводит к росту возмущений энтропии г)', а согласно второму уравнению
1.2) их вклад gr\ в архимедово ускорение приводит к росту иг.

1.2. У р а в н е н и е Р э л е я

Разрастание малых возмущений может создаваться не только неустой-
чивым распределением плотности в равновесном состоянии, но и некоторы-
ми формами распределения скорости в нем. Рассмотрим, например, вопрос
об устойчивости плоскопараллельного стационарного течения несжимае-
мой идеальной жидкости, направленного вдоль оси х и имеющего скорость
u 0 = {U (z), 0, 0}. Линеаризированные уравнения гидродинамики будут
иметь вид

d i v u = 0 , _ + £ / _ + w _ ^ = _ _ ? _ . (1.7)

Локальное уравнение энергии теперь имеет вид

J I ^ ^ ^ O , (1.8)
откуда, например, для слоя 0 ̂  z ̂  h между горизонтальными твердыми
стенками получается

w)^podV=-\pouw—6V, (1.9)

так что кинетическая энергия возмущений может меняться со временем
вследствие работы напряжений —р 0 uw на градиенте равновесной скорости
dUldz. Рассмотрим, как и выше, только двумерные возмущения и = —dtyldz,
w = dtyldx. Тогда, вычислив вихрь от уравнения (1.7), получим аналогичное
(1.5) уравнение для г|):

Однако вопрос о поведении решений г|) этого уравнения оказывается гораздо
более сложным, чем в случае (1.5). Будем опять искать элементарные вол-
новые решения в виде г|) = ар (z) exp [i (кх — ot)]. Тогда для комплексной
амплитуды а|) (z) получается так называемое уравнение Рэлея

где с = а/к — фазовая скорость. Это уравнение, во-первых, имеет особую
точку z0, в которой для нейтральных возмущений (вещественные с) коэффи-
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циент U — с « U' (z0) (г — z0) при старшей производной d^/dz2 может
обратиться в нуль, так что там производная dty/dz — (i^?7"/f7r)0 In ( z — z0)
многозначна, и возникает проблема выбора нужной ветви решения. Во-вто-
рых, набор дискретных собственных значений с оказывается, как правило,
лишь конечным, так что далеко не каждое решение уравнения (1.10) для
суждения об его устойчивости может быть представлено в виде суперпозиции
соответствующих элементарных волновых решений. Правда, здесь сущест-
вует еще и непрерывный спектр собственных значений с, в чем легко убе-
диться, переписав уравнение (1.11) в виде

(здесь и далее штрих обозначает производную по z), откуда видно, что с
есть собственное значение суммы оператора умножения на функцию U (z)
(имеющего вещественный непрерывный спектр, заполняющий отрезок
^mm ^ с ^ UmSiX) и вполне непрерывного оператора U"£ ~x (добавле-
ние которого не меняет непрерывного спектра). Однако оператор U"£~l

не является самосопряженным, и теоремы о разложении произвольной функ-
ции по дискретному и непрерывному спектру здесь не имеется. В-третьих,
вследствие несамосопряженности указанного оператора даже вещественные
собственные значения с, скажем, дискретного спектра, если они кратные,
могут приводить к неустойчивости в виде наличия «вековых» возмущений,
линейно растущих со временем.

1.3. У с т о й ч и в о с т ь п о Л я п у н о в у

Пример уравнения Рэлея показывает, что целесообразно исходить из
более общего определения гидродинамической неустойчивости, чем из нали-
чия у линеаризированных уравнений собственных значений с отрицатель-
ными мнимыми частями. Чтобы дать такое общее определение, введем поня-
тие о фазовом пространстве жидкости, сточками» М которого являются
полные наборы независимых (т. е. не связанных синхронными соотношения-
ми) термогидродинамических полей, характеризующих мгновенные состоя-
ния движущейся жидкости. В случае несжимаемой жидкости — это поле
скорости и (х) в занятой жидкостью области пространства, удовлетворяющее
должным краевым условиям; в общем случае к нему добавляются поля плот-
ности р (х), энтропии х\ (х) и концентрации примеси s (x). Эволюция течения
жидкости во времени изображается в фазовом пространстве некоторой ли-
нией М = М (t) — фазовой траекторией течения; у стационарного течения
она состоит из одной точки, у периодического — образует замкнутую линию
(цикл). Совокупность М (t) = FlM (0) фазовых траекторий, проведенных
через все точки фазового пространства М = М (0) и продолженных на всю
ось времени, определяет группу отображений F* фазового пространства на
себя, называемую фазовым потоком. Он описывает эволюцию всех течений
жидкости в данной геометрии при всевозможных начальных данных.

Пусть в фазовом пространстве введена норма его элементов || М | |.
Тогда общее определение устойчивости фазовой траектории М = Мо (t)
по А. М. Ляпунову будет следующим: при каждом сколь угодно малом поло-
жительном числе е существует такое положительное число б = б (е), что
для любой траектории М = М (t) с начальным значением М (0), удовлетво-
ряющим условию || М (0) — Мо (0) | | < б, при всех t > 0 выполняется
неравенство || М (t) — М0 (£) || < е. Нетрудно убедиться, что из наличия
хотя бы одного неустойчивого инфинитезимального волнового возмущения
М' (t) — М (t) — Мо (t) (с отрицательной мнимой частью у = Im о < 0
собственной частоты а) вытекает неустойчивость траектории Мо (t) по Ляпу-
нову. Действительно, пока возмущение М' (t) мало, оно растет по закону e'W
линейной теории; затем, как правило, этот рост замедляется, и достигается
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некоторый конечный предел; уменьшение же амплитуды начального возмуще-
ния лишь затягивает этот процесс, но не меняет его конечного предела —
эта неравномерность по времени сходимости к нулю и означает отсутствие
устойчивости по Ляпунову. Поскольку в реальности малые возмущения всегда
присутствуют, линейная неустойчивость течения Мn (t) означает, что оно
практически нереализуемо (как, например, состояние покоя при неустойчивой
стратификации); в этом, собственно, и заключается основное значение-
понятия гидродинамической неустойчивости.

В ряде случаев удается доказать и обратное утверждение — что линей-
ная устойчивость гарантирует устойчивость по Ляпунову. Так, для урав-
нения (1.10) справедлива следующая теорема (Л. А. Дикий 7 ) : двумерное
плоскопараллельное течение с монотонным профилем скорости U (z), 0 ^
=g; z ^ h, в котором U (0) и U (К) не являются собственными значениями,,
может быть неустойчивым лишь при наличии в дискретном спектре неве-
щественных или кратных вещественных собственных значений.

Идея доказательства заключается в решении задачи Коши для уравнения
(1.10) (при зависимости гр от х по закону егкх) при произвольном начальном
значении г|) (z, 0) при помощи преобразования Лапласа по времени и исполь-
зовании функции Грина G* (г, £, s) преобразованного уравнения. Чтобы
выяснить, ограничена ли функция 1|з (z, t) при t—*- оо, нужно исследовать
поведение обратного преобразования Лапласа от G* (s). Доказывается, что
функция G* (s) аналитически продолжается из верхней полуплоскости s
вниз всюду, кроме точек s = U (0), U (h), U (z) и U (£), и имеет полюсы там
(и той же кратности), где s равно собственным значениям однородного урав-
нения; если s = U (0) и U (h) не являются собственными значениями, то
в верхней полуплоскости и в некоторой окрестности отрезка {U (0), U (h)}
имеется конечное число собственных значений. При вычислении G (t) по
G* (s) следует опустить контур интегрирования по s на фиксированное рас-
стояние под вещественную ось с подъемами оттуда по краям вертикальных
разрезов к точкам s = U (0), U (z), U (£), U (h)n обходом вокруг этих точек
по окружностям с радиусами порядка clt. Тогда при t -> оо интегралы по
горизонтальным частям контура экспоненциально затухают, а по окружно-
стям и вертикальным отрезкам остаются ограниченными, и нужно лишь
добавить сумму вычетов в полюсах между старым и новым контурами интег-
рирования — в тех точках s, которые являются собственными значе-
ниями. В простом полюсе вычет пропорционален G* (s) e~lhst, в ^-кратном
Qk-i [£# ф g-ihstyQ^I-1 _ д т и в ы ч е т ы выделяют волновые решения, которые-
только и могут создать неограниченный рост т|з (z, t), что и доказывает тео-
рему Л. А. Дикого.

1.4. Т е о р е м ы Р э л е я и Ф ь о р т о ф т а

Отметим без доказательств, что для устойчивости течения с профилем
скорости «типа А» — монотонным V (z) > 0 и с одной точкой перегиба
z = z (так что U" = 0), в которой U' (z) максимально (так что U" < 0),
необходимо и достаточно отсутствие невещественных собственных значений
с пчи к = 0 или же выполнение условия Н. Розенблюта и А. Симона 1 0

h h

[V (U—U)]-11 -j- j U"(U')-z (U-U)-1 dz> 0. (1.12)
о о

В частности, достаточно существования такой константы Ко, что (U — К0У
U" ;> 0 (Р. Фьортофт п ) или же просто отсутствия точек перегиба (Рэлей,
1880). Наоборот, течение с профилем скорости «типа А» при 0 ^ z ^ hl2,
симметричным относительно точки z = 1/2, всегда неустойчиво (В. Толл-
миен 1 2 ) . Неустойчив также тангенциальный разрыв скорости U (z) = U№

при г > 0 и (—U0) при z <Г 0 (так называемая неустойчивость Гелъмголъца).



ГИДРОДИНАМИЧЕСКАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ 6 7

Теоремы Рэлея и Фьортофта можно доказать при произвольных началь-
ных данных, не рассматривая элементарных волновых решений. Так, из
уравнения (1.10) для его решения г|), зависящего от х по закону егкх, выте-
кает интегральное соотношение

JL \ (|я|/ |2_|_/<;2 ^ (2) dz — 2ReiA; j U (г|/' — A2i|)) ip* dz = 0. (1.13)

Пусть существует такая константа if0, что функция (U — i(T0)(f/")~1 всюду
непрерывна, ^множив (1.10) на (я);*" — /rif>*)(t/ — Ло)(£/")~\ проинтегри-
ровав по z, взяв вещественную часть и сложив ее с (1.13), получим

| j * \2 + (U-K0) U " - ^ |2(^")-i]dz=0, (1.14)

так что при условии Фьортофта из малости этого интеграла следует малость
в среднем квадратичном величин г|), г|/ и г|>" в любой момент времени, т. е.
устойчивость течения.

1.5. В а р и а ц и о н н ы й м е т о д А р н о л ь д а

Смысл квадратичного интегрального инварианта в (1.1 i) можно понять,
рассмотрев, следуя В. И. Арнольду °, устойчивость по Ляпунову нелиней-
ного двумерного течения несжимаемой идеальной жидкости, у которого
функция тока •$ (х, z, t) удовлетворяет уравнению для вихря

^ + f , o (i.i5)
dt ' д (х, z) v '

z

(его линеаризация относительно ijjj = if -f- \ U (z) dz возвращает к уравнению

(1.10)) с краев ми условиями непротекаемости границы \\> (Г) = const и сохра-

няемости на ней циркуляции ф —-*-dr = const. Здесь не меняется со време-

нем не только кинетическая (энергия на единицу массы) g =—- \ | у ф I2 da; dz,

но и любой функционал от вихря j F = \ Ф(Дг|з) dxdz. Для исследования

устойчивости стационарного течения с функцией тока гр0 (которую будем
считать монотонной функцией от вихря г|)0 = W (Д^о)) подберем сохра-
няющийся функционал F (г|?) = % + jF так, чтобы при я|з = г|з„ он имел
экстремум. Легко убедиться, что для обращения в нуль первой вариа-
ции 8F следует положить Ф' = W. Для плоскопараллельного течения
со скоростью и0 = U (z) будет W (А1^) = U (z)/U"(z)^ и в системе отсчета,
движущейся относительно исходной с постоянной скоростью Ко, получим

.. (1.16)

При условии Фьортофта эта квадратичная форма относительно бг|з положи-
тельна и может быть принята за квадрат нормы || &ф ||*о. Для линеаризи-
рованных уравнений он, согласно (1.14), является точным инвариантом.
Для нелинейных же уравнений таковым является квадрат нормы || 6if> ||*I(,
задаваемый левой частью (1.16). Но эти нормы эквивалентны в том смысле,
что существуют положительные константы Са ^ С2, обеспечивающие нера-
венство Сг || 8г|з | | ( ) ) ^ || бг|5 ||(2) ^ С2 || 6iJ;||(1). Если начальная норма || бо|5 ||(1)

мала, то мала и инвариантная норма || бг|) | | ( 2), а тогда все время малой
остается и || &ф ||(i), так что здесь из линейной устойчивости вытекает нели-
нейная устойчивость по Ляпунову.
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1.6. Ч и с л о Р и ч а р д с о н а

В природных течениях часто встречаются случаи, в которых стабили-
зирующее действие устойчивой стратификации N1 (z) > 0 конкурирует
с дестабилизирующим влиянием неустойчивого профиля скорости U (z).
В атих случаях вместо уравнений (1.5) или (1.10) получается следующая
их комбинация:

Для элементарных волновых решений вида г|з (z) ехр Нк (х — ct)] получаем

U 0. (1.18)

Обозначим U — с = W и введем новую неизвестную функцию W =
Тогда уравнение (1.18) преобразуется к виду

[Y ( ) ] = 0, (1.19)
где

Ri=7V«(C/')-2 (1.20)

— так называемое число Ричардсона. Умножим уравнение (1.19) на комплек-
сно-сопряженную величину W*, проинтегрируем результат по слою 0 ^ z ^
^ h при краевых условиях W = 0 (т. е. w = 0) на обоих концах этого отрез-
ка и выпишем мнимую часть полученного равенства:

h

[ ( | ) ] z = 0. (1.21)

Если всюду Ri (z) ]> 1/4, то это равенство возможно лишь при условии
Im с = 0, т. е. при отсутствии неустойчивых волновых решений. Таким
образом, условие Ri ^ 1/4 достаточно для устойчивости стратифицирован-
ного течения (Дж. Майлс 13, Л. Ховард 14)..

До сих пор мы рассматривали лишь двумерные волновые возмущения
u, w (x, z) плоскопараллельных течений u 0 = {U (z), 0, 0}, так как их
устойчивость достаточна для устойчивости и трехмерных волновых возму-
щений (на волны ехр U (к^х + к2у — ot)] влияет лишь проекция UokA:"1

основного течения). G помощью инварианта (1.14) это можно доказать и для
возмущений, произвольно зависящих от времени: если двумерные возмуще-
ния скорости и вихря ограничены, то ограничены также умноженные на U"
трехмерные возмущения скорости и z-компоненты вихря (а другие его ком-
поненты могут линейно расти со временем).

1.7. О с е с и м м е т р и ч н ы е т е ч е н и я

Остановимся еще вкратце на устойчивости стационарных осесимметрич-
ных течений, направленных вдоль оси х и имеющих профиль скорости
XJ (г), г = (у2 + z2)1/2. Используя цилиндрические координаты (х, г, <р),
рассмотрим малые волновые возмущения вида и (г) ехр \ik (х — ct) + in cp].
Тогда для комплексной амплитуды / = ит (г) из (1.7) получается следующий
аналог уравнения Рэлея (1.11):

rZf 0 е (122)
с краевыми условиями / -*• 0 при г -*- оо (для осесимметричной струи в нео-
граниченном пространстве) или / (R) = 0 (для круглой трубы радиуса R).
Умножив (1.22) на г/* (U — с)"1, проинтегрировав по г и взяв мнимую
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часть, получим

(Imc) j r 4 / l 2 l ^ - c | - 2 - | ^ d r = 0, (1.23)

откуда видно, что для неустойчивости (для выполнения условия Im с -ф 0)
необходимо, чтобы производная dQIdr в какой-то точке меняла знак (Рэлей,
1892). Например, в течении Пуазейля в круглой трубе V (г) = Umax (1 —
— г2//*2), и разрастающиеся неосесимметричные волновые возмущения
(п ф 0) невозможны (при п = 0 здесь dQIdr E= 0, и уравнение Рэлея вообще
не имеет собственных значений). Если dQIdr меняет знак в точке гс и U (гс) =
= UQ, TO ДЛЯ неустойчивости необходимо, чтобы где-то в течении выполня-
лось условие типа Фьортофта (U — Ue) dQldT < 0. Проблема устойчивости
здесь, по-видимому, как и выше, полностью сводится к изучению дискрет-
ного спектра уравнения Рэлея. Отметим, что Дж. Бэтчелор и А. Гилл 1 в

у осесимметричных струй и Г. Сато и О. Окада 1* у осесимметричных следов
обнаружили возможность неустойчивости лишь при п = 1.

2. БАРОКЛИННАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ

В предыдущем разделе мы видели, что в несжимаемой жидкости адиа-
батические возмущения поля скорости могут расти лишь за счет кинетиче-
ской энергии основного течения; см. уравнение энергии (1.9). Такая не-
устойчивость называется баротропной, так как она свойственна вообще
баротропным жидкостям (у которых р есть функция только от р), поскольку
в них баротропная потенциальная энергия, возникающая из-за двумерной
сжимаемости, очень мала. В бароклинных же жидкостях (т. е. таких, у кото-
рых р зависит не только от р, но и от Т и s) становится возможной также так
называемая бароклинная неустойчивость •— рост возмущений за счет до-
ступной потенциальной йнергии основного состояния. Эта неустойчивость
играет большую роль, в частности, в формировании синоптических про-
цессов в земной атмосфере и Мировом океане.

2.1. У р а в н е н и е д л я п о т е н ц и а л ь н о г о в и х р я

Рассмотрим ее на примере Kea3ueudpocmamu4ecKux течений в атмосфере,-
используя для их описания уравнения гидродинамики в изобарических
координатах (в которых ось х направлена на восток, ось у •— на север,
а в качестве вертикальной координаты используется давление р). При этом
будем считать процессы также квазигеострофическими в том смысле, что
в них перепады давления приблизительно уравновешиваются силой Корио-
лиса. При этом из уравнений гидродинамики выводится (см., например,
книгу 17) следующее уравнение для так называемого потенциального

вихря Q = £•§ + /:

где / — параметр Кориолиса (удвоенная вертикальная проекция вектора
угловой скорости вращения Земли); /0 — его квазипостоянное локальное
значение; z — высота изобарических поверхностей; а 2 = H2N2c~2 — безраз-
мерная частота Вяйсяля — Брента (Н — так называемая толщина однород-
ной атмосферы). Отличия от (1.15) заключаются в замене двумерного опера-
тора Лапласа А трехмерным (при устойчивой стратификации — эллиптиче-
ским) оператором ^ и в добавлении создаваемого вращением и сферичностью
Земли слагаемого (df/dy) dtyldx. Краевое условие на поверхности Земли (обра-
щение вертикальной скорости в нуль) приводится к виду 1 ?

ЪГ(Р-Ц- +<**)=<> °Р* Р = Ро. (2.2)
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Докажем, что нелинейные уравнения (2.1)—(2.2) имеют квадратичный ин-
тегральный вариант — полную энергию

« = •!•$ [(Vb^ + ̂ ^ ' J d x d y d p + .l-j^s-dxdi,. (2.3)

Действительно, продифференцировав это выражение по времени, проинтег-
рировав величины типа (dz/дх) d(dz/dt)ldx по частям и применив формулу
Гаусса — Остроградского, получим

где 2 — боковая цилиндрическая поверхность, п — орт нормали к ней,
a S — нижняя поверхность р = р0. Вследствие (2.1) первое слагаемое здесь

пропорционально интегралу от д (z2, Q)ld (x, у), который интегрированием
по частям приводится к интегралу от (z*Qx)y — (z2Qy)x, а затем к интегралу
Г dp ж z2 (£2Ж Ах + Qy dy), или, значит, [ dp £ z2 dQ = 0, так как на бо-
ковой границе при р = const должно быть z = const (условие непротека-
ния). Второе слагаемое в (2.4) обращается в нуль вследствие постоянства

циркуляции на границе ф n Vz dZ = const. Равенство нулю третьего сла-
л

гаемого доказывается, как и для первого, но с использованием (2.2) вместо
(2.1). Таким образом, №ldt = 0.

Заметим, что z — F (р) при произвольной функции F (р) есть вновь ре-
шение уравнения (2.1) при краевом условии (2.2). Поэтому в (2.3) из dzldp

А

можно вычесть произвольную функцию от р, а из z — произвольную постоян-
ну с. Отсюда следует неизменность во времени среднего по х, у значения
dzldp величины dzldp при каждом р, а также и среднего значения z при
р = р0. Если положить F (р) = z (р) и С = z (p0), то получится минималь-
ное значение энергии (2.3):

Первое слагаемое здесь соответствует кинетической, второе — бароклинной
и третье баротропной доступной потенциальной энергии. Отношения
этих слагаемых равны 1 : (ЫЬп)

2 : (ЫЬ0)
2, где L — горизонтальный мас-

штаб возмущений, Ья = HNJ'1 — так называемый радиус деформации
Россби, a Lo = с/"1 — масштаб баротропных возмущений, введенный
А. М. Обуховым 1 8.

2.2. Б а р о т р о п н а я у с т о й ч и в о с т ь

Рассмотрение вопросов устойчивости квазигеострофических течений
начнем с более простого баротропного течения, метод выделения которого
был сформулирован в работе 1 9: он заключается в предельном переходе
а —*• 0, причем производные dzlds перестают зависеть от р. В результате
уравнение (2.1) принимает вид

| д(г|), Zi^ + f) n
"Г д (х у) 'dt Г д (х, у) 2 5

^ ^ = A ^ - i | - i | ) , 1p=gf-iz.

Потенциальный вихрь (средний по толще атмосферы) равняется Q = Xi^p +
'-Ь /, а в полной энергии (2.3') выпадает второе слагаемое (бароклинная до-
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ступная потенциальная энергия). Проанализируем методом В. И. Арнольда
устойчивость стационарного зонального баротропного течения с потенциаль-
ным вихрем Qo> монотонно зависящим от широты, так что функцию тока
можно представить в виде \|)0 = Т(Й0). Тогда, аналогично (1.14), у функцио-
нала F (i|?) = Ш + \ Ф (й) dx dy первая вариация обратится в нуль при
Ф' = W, а вторая окажется равной

82F = \ (V6ij))2-(- -̂ v (6tJ))2-|- W (Qo) (8Q)2 da; dy, (2-6)
J L Co J

откуда видно, что для устойчивости течения (обращения F в минимум при
-ф = -ф01 т. е. выполнения условия 82F > 0) достаточно, чтобы выполнялось

неравенство W (£20) > 0. Обычно в общей циркуляции атмосферы выпол-

няется противоположное условие W (Qo) < 0, так как зональное течение

направлено с запада на восток, т. е. i])0 растет с севера на юг, а поведение Qo

определяется в основном слагаемым /, растущим с юга на север: г|э0 оказыва-
ется убывающей функцией от Qo. Но это поведение можно переменить на про-
тивоположное, перейдя к системе отсчета, вращающейся относительно исход-
ной с постоянной угловой скоростью и обгоняющей зональное течение. Таким
образом, справедлив следующий аналог теоремы Рэлея: для устойчивости
зонального баротропного течения достаточно, чтобы потенциальный вихрь
монотонно зависел от широты (С. Л. Го 2 0 ) .

2.3. Б а р о к л и н н а я у с т о й ч и в о с т ь

Вполне аналогично выясняются достаточные условия устойчивости
зонального бароклинного течения. В этом случае, согласно (2.2), имеется еще
краевой инвариант

|* , а 2

и устойчивость зонального течения с функцией тока -ф0 обеспечивает мини-
мум при т|э = а|з0 функционала

( g 7 ) * d y , (2.7)
Р=Ро

где Ф (р, Q) — произвольная функция двух переменных, а Г — произволь-
ная функция одной переменной. Для обращения в нуль при о|з = I]J0 первой

вариации bF допустим, что £20 при каждом р есть монотонная функция от

широты, так что можно положить ty0 = W(p, Qo), и что

ур ' р

также есть монотонная функция от широты, так что при р = р0 можно поло-
жить

Тогда нетрудно убедиться, что для обеспечения требования 8F = 0 следует

положить дФ/д& = W и

Г' _ ( П Р2
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и что при этом вторая вариация 82F приводится к виду

4£U 5 ftw-U
P=Po

Для устойчивости зонального течения, т. е. &2F > 0, было бы достаточным
выполнение обоих условий dtyo/dQo > 0 при каждом р и X' <С 0 при р = /?0.
Как и в (2.6), первое из этих условий можно обеспечить переходом к опере-
жающей зональное течение вращающейся системе отсчета. Но второе условие
при этом сведется, грубо говоря, к неестественному требованию роста при-
земной плотности от полюсов к экватору. Заменим его условием

=const
р=р 0

(грубо говоря, требованием постоянства приземной плотности); тогда вариа-
ции этого выражения будут равны нулю, и для устойчивости зонального баро-
клинного течения будет достаточно, чтобы при каждом р потенциальный
вихрь убывал с севера на юг (Дж. Чарни, М. Стерн 2 1 ) .

2.4. Л и н е й н а я б а р о к л и н н а я н е у с т о й ч и в о с т ь

Но эти достаточные условия бароклинной устойчивости выполняются
в земной атмосфере и Мировом океане, по-видимому, довольно редко. Для
изучения неустойчивых возмущений линеаризируем уравнения (2.1), (2.2)
относительно стационарного плоскопараллельного течения вдоль оси х
со скоростью —dtyjdy = U (у, р):

дх ) \ V ^ c% dp a 2 dpl^y ду*^ dy c% dp a2 dp ) дх

7+
Уравнение энергии для возмущений, аналогичное (1.9), теперь имеет вид

- J (2-g"£-+iS ££•£)<"»• <*•«>
где чертой сверху обозначается среднее значение по х. Специфическим для
бароклинной неустойчивости здесь является второе слагаемое в правой
части, которое пропорционально величине —v'p' дро/ду и совпадает с ней
по знаку. Таким образом, например, при дро1ду > 0 для неустойчивости
нужно, чтобы было v'p' < 0, так что при нарастании возмущений более
тяжелые частицы (р' > 0) должны, опускаясь, смещаться к югу (v' < 0),
а более легкие (р' < 0), наоборот, поднимаясь, смещаться к северу (v' > 0).
Сосредоточиваясь далее на этом эффекте, будем считать, что U зависит
лишь от р, и будем искать волновые решения г|э уравнений (2.9) в виде
г|з (р) ехр [1кг (к — ct) + ik2y]. Тогда, полагая к\ + к\ = kz, для комплекс-
ной амплитуды г|з (р) получим

df П_ д р* dU
ду с% dp a 2 dp '
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при р = р0

H?)F^O> * = %+Ти- (2Л2)

Уравнение (2.11) отличается от уравнения Рэлея (1.11) в основном лишь
слагаемым dfldy. Но краевое условие (2.12) теперь более сложное: оно содер-
жит собственное значение с. Заменив его условием dty/dp + (аЧр/р) = О,
можно доказать устойчивость при В > О (т. е. теорему Рэлея или частный
случай теоремы Чарни -— Стерна), или если В один раз меняет знак, то
устойчивость при (U — К) В < 0, где К — значение U в точке, в кото-
рой В меняет знак (аналог теоремы Фьортофта). Условие же (2.12) может по-
рождать неустойчивость, но лишь так, что при каждом К не может быть
более одного растущего волнового решения. Это можно доказать для конеч-
но-разностной аппроксимации уравнений (2.11), (2.12), при которой отре-
зок 0 ^ р ^ р0 разбивается точками рг, . . ., Рм_г на N равных частей
длины б = po/N, и уравнения записываются в разностном виде

(U0-c) {^^ + sl^)-F0% = 0, (2.12')

где Гп-1/2 — некоторое среднее значение /jjp2/a2c2 между точками рп и рп-17

а ^ = (а2/р)р=Р0. Тогда справедлива следующая теорема (JI. А. Дикий 2 2 ) :
если все Вп > 0 или все Вп < 0 (условие Рэлея), или же последователь-
ность Вп один раз меняет знак, и существует такая константа Ко, что
(Un — Ко) Вп <С 0 (условие Фъортофта), то уравнения (2.11') при краевых
условиях

Уя = 4>w-i. (2-13)

имеют не более одной пары невещественных комплексно-сопряженных соб-
ственных значений с.

Идея доказательства заключается в том, что собственные значения полу-
чаются как пересечения графиков функции М (с) = (а^ — 'фоУ'̂ о и гипер-
болы К (с), а М (с) есть рациональная дробь, знаменатель которой — мно-
гочлен (N — 1)-й степени без невещественных корней.

3. БИФУРКАЦИИ

Топологические особенности фазового потока М (t) = FfM (0), описы-
вающего эволюцию всех течений жидкости в данной геометрии при всевоз-
можных начальных данных, обычно зависят от некоторого параметра ц,
характеризующего степень неравновесности фазового потока, в случае
вязкой жидкости — от числа Рейнолъдса Re = v^LU (где L и U •— типич-
ные масштабы длины и скорости, a v — кинематический коэффициент вяз-
кости), т. е. типичной величины отношения сил инерции к силам вязкости,
или от того или иного его аналога.

3.1. Т о п о л о г и ч е с к и е о с о б е н н о с т и

В число особенностей фазового потока будем включать неблуждающие
фазовые точки (т. е. такие, что любая их окрестность пересекается с неко-
торой фазовой траекторией по меньшей мере дважды; к ним относятся,
в частности, неподвижные точки, соответствующие стационарным решениям
уравнений гидродинамики, и периодические точки, лежащие на замкнутых
траекториях, соответствующих периодическим по времени решениям);



74 А. с. монин

предельные точки траекторий

(если такие пределы существуют) и состоящие из них предельные множества
£1М (если М£&м, то точка М называется устойчивой по Пуассону); инва-
риантные множества (заполненные целыми траекториями; таковы же и их
границы, так что их можно считать замкнутыми; предельные множества
являются замкнутыми инвариантными; непустое замкнутое инвариантное
множество, не имеющее обладающих такими же свойствами подмножеств,
называется минимальным); рекуррентные точки М, для которых при любом
е > 0 существует такое Т > О, что s-окрестность отрезка траектории
{FlM}, t£ [т, т + Т], при всяком т содержит всю траекторию (по теореме
Биркгофа, для рекуррентности М необходимо и достаточно, чтобы замыка-
ние траектории FlM было минимальным множеством); аттракторы, т. е.

~)

а 5 В г

Рис. 1. Неподвижные точки и = 0 двумерного линейного уравнения и = Аи.
о — Узел, б — Седло, в — Фокус, г — Центр

минимальные множества Л неблуждающих точек, имеющие окрестности,
появляющиеся в которых фазовые траектории все асимптотически прибли-
жаются к Л (аттракторы, отличающиеся от конечных сумм гладких много-
образий, называются странными).

Перечисленные особенности фазовых потоков могут быть весьма раз-
нообразными. Так, например, у простейшей двумерной линейной динамиче-
ской системы и = Ахх неподвижная точка и = 0 в зависимости от собствен-
ных значений Хх, Х2 матрицы А может быть узлом (Кх и Хг вещественны и од-
ного знака), седлом (Xt и Я2 вещественны и разных знаков), фокусом (Хг,
А,2 — комплексногсопряженные) или центром)^, к2 — мнимые сопряженные)
(рис. 1). В частности, в окрестности седла траектории суть гиперболы, обе
асимптоты которых проходят через седло, причем одна из них служит осью
сжатия (так называемое неустойчивое многообразие седла, состоящее из
точки и = 0 и двух уходящих полутраекторий — неустойчивых сепаратрис),
а другая —• осью растяжения (устойчивое многообразие, состоящее из
и = 0 и двух входящих траекторий — устойчивых сепаратрис).

При изменении определяющего параметра \а (например, росте Re) фазо-
вый поток деформируется, и при некоторых критических значениях ц 1 с г ,
(х2сг, . . . какие-то из его особенностей появляются или исчезают, или пре-
терпевают качественное изменение. Такие изменения топологических осо-
бенностей фазового потока называются его бифуркациями (или «катастро-
фами») .

3.2. С м е н а у с т о й ч и в о с т и

Продемонстрируем простейшие бифуркации, рассмотрев эволюцию ма-
лых возмущений u (x, t) стационарного течения и 0 (х) вязкой жидкости,
являющихся решениями линеаризированных уравнений гидродинамики:

и (х, t)=A (t) l 0 (x), A (t) = е-*", а = ±со + iy. (3.1)
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При малых Re стационарное течение и 0 (х) обычно представляет собой в фа-
зовом пространстве устойчивый фокус. Это значит, что все собственные зна-
чения о линеаризированных уравнений имеют отрицательные мнимые части
у < 0, так что любые малые возмущения (3.1) затухают со временем. С уве-
личением Re мнимые части у у некоторых собственных значений возрастают,
и может найтись такое критическое значение Rex cri П Р И котором впервые
какое-то из собственных значений линеаризированных уравнений о (Re)
пересечет вещественную ось в комплексной плоскости а, т. е. будет у (Rex CT) =
= 0. Соответствующее возмущение (3.1) не будет ни затухать, ни разрастать-
ся со временем, т. е. будет нейтральным.

Может оказаться, что при этом одновременно будет со (Rei Сг) = 0 , так
что и в целом a (Re! Cr) = 0; значит, A (t) == 1 и u (x, t) == f0 (x), т.е. воз-
мущенное поле скорости и 0 (х) -\- и (х, t) = u 0 (х) + 10 (х) описывает новое
стационарное течение; тогда говорят, что при Re = Rei Сг происходит бифур-
кация — смена устойчивости. Такая бифуркация наблюдается, например,
при развитии термической конвекции в слое жидкости, подогреваемом снизу
(где из состояния покоя и0 (х) == 0 сначала образуется стационарная кон-
векция в виде роликов или ячеек Бенара), а также в течении Тэйлора, т.е.
круговом течении Куэтта между двумя коаксиальными вращающимися
цилиндрами (где из стационарного ламинарного течения образуются ста-
ционарные тороидальные роликовые вихри Тэйлора). Эти течения мы под-
робно рассмотрим ниже.

3.3. Н о р м а л ь н а я б и ф у р к а ц и я А н д р о н о в а — Х о п ф а

Если же <в (Rei сг) — ©i Ф 0, то возмущение (3.1) при Re = Re x Сг
представляет собой нейтральную волну. При Яэ > Re x Сг уже будут су-
ществовать собственные значения о* с положительными мнимыми частями

Рис. 2. а — Нормальная бифуркация Андронова —Хопфа. б — Рождение двумерного ин-
вариантного тора, в — Бифуркация удвоения периода, г — Обратная бифуркация Андро-

нова — Хопфа

у > 0, т. е. экспоненциально разрастающиеся со временем возмущения
(3.1), так что течение и 0 (х) будет неустойчивым по отношению к малым воз-
мущениям. Э. Хопф 2 3 доказал, что в фазовых пространствах динамиче-
ских систем довольно общего вида при значениях Re в некоторой окрест-
ности Rei cr существует однопараметрическое семейство замкнутых траек-
торий; применимость этой теоремы к уравнениям гидродинамики доказана
Н. Н. Брушлинской 2 4. Появление замкнутых траекторий при Re > Re x c r

(тогда они суть предельные циклы, которым соответствуют периодические
по времени течения), т. е. превращение устойчивого фокуса в предельный
цикл (рис. 2, а), называется нормальной бифуркацией Хопфа (А. А. Андронов
•открыл эту бифуркацию на 13 лет раньше).

3.4. У р а в н е н и е Л а н д а у

Переход неустойчивого малого возмущения (3.1) в периодическое тече-
ние описал Л. Д. Ландау 3 . Пока возмущение мало, его амплитуда A (t)
удовлетворяет уравнению д \ A \2/dt — 2у \ А |2, но при конечных | А \



7 6 А. С. МОНИН

его правую часть следует дополнить следующими членами ее разложения по
степеням А та А*. При этом имеющиеся в (3.1) высокочастотные колебания
с частотой | (Ох | ^> у целесообразно исключить сглаживанием по времени
(по периоду т из интервала [2я | щ \~л, у'1]) — тогда члены третьей степени
выпадут, а из членов четвертой степени сохранится лишь слагаемое, про-
порциональное \ А |4, и с этой точностью получаются следующее уравнение
Ландау и его решение:

= 2у\А\8\А\, 6 > 0 , (3.2)

\A{t)\^AlA\t[A\.\.{Al.-Al)e-^h Лм= (-^-)1/2. (3.3)

Таким образом, при малом начальном Ао амплитуда | A (t) | сначала растег
по линейной теории экспоненциально, как Аоеч*, а затем этот рост замедляет-
ся, и при t —>- оо она стремится к не зависящему от Ао предельному значению
Ах, при малых Re — Re x Сг пропорциональному (Re — Re x Сг)1 / 2 (так как
V ~ Re — Rei сг и б Ф 0). Итак, при малом Re — Rex Сг > 0 возмущение
(3.1) стремится с ростом t к периодическому колебанию иг (х, t) с конечной
амплитудой 4 » и произвольной фазой (определяемой случайной начальной
фазой возмущения и потому представляющей собой степень свободы пре-
дельного течения).

3.5. Б и ф у р к а ц и и п е р и о д и ч е с к и х т е ч е н и й

Если записать уравнения гидродинамики, линеаризированные отно-
сительно периодического решения М (t) с периодом Тг, символически в вид©
dM'Idt = fM', где /' — ограниченный линейный оператор, непрерывно
и периодически с периодом Тг зависящий от t, то для всякого возмущения
М' (t) периодического решения будет М' (t -f Тг) = U (T^ M' (t), где
U (Тг) — линейный и ограниченный так называемый оператор монодромии.
Его собственные значения p n (Re) называются мультипликаторами; один
из них, тривиальный, равен единице и дальше учитываться не будет. Если
все | р п | < 1, то все возмущения при каждом обходе замкнутой траектории
уменьшаются, так что периодическое движение устойчиво; если же | рп | > 1
хотя бы при одном п, то оно неустойчиво. Таким образом, с ростом Re бифур-
кации периодических движений происходят при переходе мультипликаторов
Pn (Re) в комплексной плоскости р через единичную окружность.

Так, с ростом Re может быть достигнуто новое критическое значение
Re 2 с г» при котором пара мультипликаторов примет значения ехр ( ± ш)
(где а ф 0, л, я/2, 2я/3, чтобы исключить резонансы). Тогда произойдет
вторая нормальная бифуркация: периодическое течение и 0 (х) + иг (х, t)
станет неустойчивым относительно какого-то из возмущений вида
e-iat fx (Xj ^г Г д е fx — периодическая по времени функция с периодом
2я/ю1, а собственное значение а имеет вещественную часть ± © 2 . При неболь-
ших Re — Re 2 or это возмущение будет возрастать со временем до конеч-
ного предела — квазипериодического движения с двумя периодами 2n/w1 и
2я/со2 и двумя степенями свободы (фазами колебаний). Таким образом, из
замкнутой траектории образуется траектория на двумерном торе (рис. 2, б).
Если затем произойдет следующая нормальная бифуркация, то образуется
траектория на трехмерном торе, и т. д.

Если при Re = Re 2 c r один из мультипликаторов переходит через еди-
ничную окружность в точке р = — 1 , то U (Гц) М' (t) = —М' (t), т. е.
малое возмущение за один оборот по траектории u 0 (x) -f- щ (х, t) просто
меняет знак. Тогда через следующий оборот получится М' (t + 2ТХ) =
= —U (Тг) М' (t) = M' (f), т. е. возмущенная траектория замкнется. Та-
ким образом, в этом случае при Re = R e 2 cr происходит бифуркация удвое-
ния периода — из периодического движения с периодом Тг рождается устой-
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•чивое периодическое движение с удвоенным периодом 2Т-±, а исходное движе-
ние становится неустойчивым (рис. 2, в). Таким же образом затем может
произойти следующая бифуркация удвоения периода и т. д.

3.6. О б р а т н а я б и ф у р к а ц и я А н д р о н о в а — Х о п ф а

Если предсказываемое теоремой о бифуркации Андронова — Хопфа
однопараметрическое семейство замкнутых траекторий появляется еще при
Re < Re! cr> то в разложении Ландау (3.2) коэффициент б должен быть отри-
цательным, а коэффициент у ~ Re —• Rei Сг будет отрицательным при Re <
< Rei cr и положительным при Re > Rei c r . Значит, при Re < Rei c r

уравнение (3.2) принимает вид

д I A

dt
(3.3)

откуда видно, что замкнутая траектория неустойчива: траектории, лежащие
внутри нее, наматываются на неподвижную точку (иначе говоря, возму-
щения с малыми амплитудами \ А \ <С Ах = {\2 у \1 \ Ь I)1/2 затухают со вре-
менем), а траектории вне ее сматываются с нее и уходят в другие области
фазового пространства (иначе говоря, возмущения с конечными амплиту-
дами \ А | > Аг растут со временем, так что при Re x Cr > Re > Rei Cr —
— а 2 | А |2 движение оказывается неустойчивым по отношению к таким
возмущениям). При возрастании Re < Re x с г замкнутая траектория сжи-
мается, и при переходе Re через значение Reicr она исчезает —-это явление
называется обратной бифуркацией (рис. 2, г). При Re > Rei Сг уравнение
(3.2) с коэффициентами у > 0 и б < 0 имеет решение

(^J)
i/\ (3.4)

•обращающееся в бесконечность за конечное время £х = (1/2у) In [1 +
+ {А\1А1)\. Но ясно, что еще раньше уравнение (3.2) перестает быть при-
годным и должно быть дополнено следующими членами разложения Ландау.
Имеющиеся примеры показывают, что после обратной бифуркации при Re >
> Re! с г движения, по-видимому, быстро приобретают непериодический
характер.

4. НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ТЕЧЕНИЙ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

Рассмотрим сначала вопрос об устойчивости стационарных плоско-
параллельных течений несжимаемой вязкой жидкости, имеющих скорость
u o == {U (z), 0, 0}, так что возмущения поля скорости u (x, t) будут удовле-
творять уравнениям (1.7) с добавлением в правую часть уравнений движения
слагаемого vAu, описывающего ускорение сил вязкости. Назовем такие
уравнения (1.7').

4.1. У р а в н е н и е О р р а — З о м м е р ф е л ь д а

Тогда для двумерных элементарных волновых решений этих уравнений
вместо уравнения Рэлея (1.11) получится следующее так называемое урав-
нение Орра — Зоммерфельда:

d2U , iv I 5 4 ф О 7 , 9 2 г Ь , 1Я \ . . . .

ф ( 2 * а ^ + * Ч ) (4.1)

причем в безразмерных переменных это уравнение будет иметь такой же
вид. и лишь v заменится на (Re)"1. Заметим, что если из четырех уравнений
(1.7'), записанных для трехмерных волновых возмущений, которые зависят
от х, у, t но закону exp [i/Ci (x — ct) + ik2y], исключить неизвестные и, v
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и р', то для w получится такое же уравнение (4.1), лишь с заменой к2 на
к\ + к\ и v на vkki1 (т. е. Re на k-Jc'1 he) . Значит, если при данном значении
Re числа Рейнольдса имеется неустойчивое трехмерное волновое возмущение-
с собственным значением с, то существует двумерное волновое возмущение-
с таким же с, неустойчивое при меньшем числе Рейнольдса А^йт1 Re
(Г. Сквайр 2 б ) . Заметим лишь, что при исключении неизвестных было поте-
ряно решение уравнений (1.7'), у которого w == О, и, значит, ktu + k2v==0,.
причем и и, и v удовлетворяют уравнению

' S Щ - ( и - с ) и = 0 (4.2)

с краевыми условиями и — 0 при z = 0, h. При к2 Ф О это уравнение имеет
дополнительный спектр собственных значений с, отсутствующий у двумерных
возмущений, но он соответствует лишь устойчивым возмущениям, т. е.
Im с < О (В. А. Романов 2 в ) . Действительно, умножив (4.2) на и*, проинтег-
рировав по z и взяв вещественную часть полученного равенства, имеем

A h

j 2 [u|*d* = 0, (4.3)

откуда и видно, что Im с < 0. Таким образом, с ростом Re двумерные вол-
новые возмущения теряют устойчивость раньше трехмерных, и для анализа
устойчивости по отношению к малым волновым возмущениям достаточно-
изучить спектр собственных значений уравнения Орра — Зоммерфельда
(4.1) при краевых условиях if = dtyldz = 0 при z = 0, h. Более того, в отли-
чие от уравнения Рэлея (1.11), уравнение (4.1) не имеет сингулярностей, иР

по-видимому, любое двумерное решение уравнений (1.7') является суперпо-
зицией элементарных волновых решений (хотя полное доказательство этого»
утверждения так и не опубликовано).

4.2. П р и н ц и п и с ч е з а ю щ е й в я з к о с т и

Оказывается, что справедлив следующий принцип исчезающей вязкости?
растущие со временем и нейтральные волновые решения уравнений (1.7)
суть пределы соответствующих решений уравнений (1.7') при v->г 0, зату-
хающие же решения уравнений (1.7') стремятся при этом к соответствующим
решениям уравнений (1.7) лишь вне некоторой области значений z («внут-
реннего пограничного слоя»), в которой их поведение определяется вязко-
стью, какой бы малой она ни была.

Чтобы сформулировать этот принцип в терминах собственных значений:
с уравнения Орра — Зоммерфельда, примем, что функция U (z) определена
не только на отрезке 0 ^ z ^ fe, но и аналитически продолжается в некото-
рую окрестность этого отрезка в комплексной плоскости z. Введем функцию-
r (z) = [i (U — с)]1/2. Будем называть дуги в плоскости z, соединяющие-

точки z = 0 и z = А, допустимыми, если вдоль них U — с Ф 0 ж Re \ r dz

изменяется монотонно. Будем говорить, что с есть собственное значение-
вдоль дуги, если при этом с существует аналитическое вдоль этой дуги реше-
ние уравнения Рэлея, обращающееся в нуль на концах дуги.

Тогда принцип исчезающей вязкости вытекает из следующей теоремы:
если при v -*• 0 собственное значение уравнения Орра — Зоммерфельда
стремится к такому пределу с, при котором в комплексной плоскости г
можно провести допустимую дугу, то с есть собственное значение уравнения
Рэлея вдоль этой дуги; обратно, если с есть собственное значение уравнения
Рэлея вдоль некоторой допустимой дуги, то это с есть предел при v -*- О
собственных значений уравнения Орра — Зоммерфельда (Ц. Линь 27_
В. Вазов 2 8 ).
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Чтобы выяснить, какие дуги являются допустимыми, рассмотрим сна-
чала вещественное с, и пусть z — корень уравнения U (z) = с. Тогда в ок-
рестности zc будет U — с да U'c (z — zc). Пусть С/ (z) — монотонно возра-
стающая функция, так что U'c > 0. Положим

>£' '"

а

а — Линии Стокса при вещественном с.
б—Их образ при отображении ц (z)

Три кривые Re ц = 0 (так называемые линии Стокса) расходятся из крити-
ческой точки z = zc под равными углами и делят ее окрестность на секторы
/, //, в которых проходит отрезок 0 ^ z ^ h, и ///, где он не проходит
(рис. 3, а). Любые два сектора отображаются функцией r\ (z) в плоскость,
разрезанную по лучу, «берегами» которого являются образы линий Стокса.
На рис. 3, б показан образ секторов I + II на плоскости, разрезанной по по-
ложительной части мнимой
оси. В этой плоскости точ- \
ки г| (0) и т] (h) можно £
соединить кривой, на кото-
рой Re Г| меняется моно- д
тонно. Ее прообраз в пло-
скости z обходит критиче-
скую точку снизу — это
и есть допустимая дуга.

При U' (z) < 0, наобо- Рис. 3.
рот, критическую точку
нужно обходить сверху.
При профиле U (z), симметричном относительно точки z = h/2, критиче-
ских точек две, и одну надо обходить снизу (где U'c > 0), а другую — свер-
ху (где U'c < 0). Если Im с > 0 (неустойчивость), и у критической точки
на вещественной оси U' > 0, то zc и весь сектор /// лежат выше, а при-
U' < 0 — ниже вещественной оси, которая при этом и является допустимой
дугой. Если же Im с < 0 (устойчивость), то отрезок 0 ^ z ^ h пересекает
все три сектора, Re r\ изменяется вдоль него немонотонно, а направление-
обхода допустимой дугой критической точки (со всем сектором ///) опреде-
ляется знаком U' вблизи нее так же, как и выше. Собственные функции
уравнения Орра — Зоммерфельда в секторах I я II стремятся к собствен-
ным функциям уравнения Рэлея, в секторе же /// при малых v они, по-види-
мому, быстро осциллируют; в окрестностях пересечения линий Стокса
с вещественной осью образуются внутренние пограничные слои.

4.3. П л о с к и е т е ч е н и я К у э т т а и П у а з е й л я

Переходя к рассмотрению конкретных плоскопараллельных течений,,
начнем с плоскопараллельного течения Куэтта с линейным профилем ско-
рости U (z) = Az. Согласно всем проводившимся расчетам, это течение ли-
нейно устойчиво, т. е. в нем не происходит нормальных бифуркаций, и
Rei с г = °° (хотя полное доказательство этого так и не опубликовано).
В то же время из экспериментов известно, что оно неустойчиво по отношению
к конечным возмущениям, по-видимому, в области внутри некоторой «нейт-
ральной поверхности» в трехмерном пространстве параметров (k, Re, A).
Ее приближенно рассчитывали С. Кувабара 2 9 и Т. Эллингсен, Б. Гьевик
и Е. Пальм 3 0. По первой из этих работ, неустойчивость возникает лишь
при Re = (i/2)v~1 Ah2 > Re c r , min ** 45 000в довольно маленьких областях
плоскости (к, А).

Плоское течение Пуазейля с параболическим профилем скорости
U (z) = 4£/max (z/h)(l — zlh) в идеальной жидкости линейно устойчиво,
и обнаруженная В. Гейзенбергом 3 1 его линейная неустойчивость в вязкой
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жидкости при больших Re (нормальная бифуркация) сначала показалась
парадоксальной (так как казалось, что вязкость может быть только стаби-
лизирующим фактором). Но затем эта неустойчивость была подтверждена
Ц. Линем 3 2 и последующими авторами, рассчитавшими «нейтральную кри-
вую» в плоскости (к, Re), внутри которой у > 0 (где к измеряется в единицах
{А/2)"1, Re = (1/2)v^/if/max, и у определено в (3.1)); см. сплошную кривую
на рис. 4. При этом получилось Re x с г « 5800, кст да 1, и обе ветви нейт-
ральной кривой при Re —>• оо стремятся к оси абсцисс к = 0, верхняя—
как Re~1 / / n, а нижняя — как Re~1 / 7. Таким образом, сростом Re возмущение
с фиксированным не слишком большим к сначала оказывается устойчивым,
затем попадает в область неустойчивости, но при очень больших Re (вклю-
чая Re = оо, т. е. идеальную жидкость) опять становится устойчивым.
Упомянем также течение Пуазейля — Куэтта

(4.5)

При а = 0 получается течение Пуазейля. С ростом а значение Rei Сг здесь
быстро возрастает и обращается в бесконечность уже при а да 0,55 — задол-
го до достижения течения Куэтта.

Однако плоское течение Пуазейля все же не является «благополучным»
примером нормальной бифуркации: экспериментальные данные не подтвер-

ждают упомянутую выше рассчитан-
ную «нейтральную кривую» и показы-
вают, что потеря устойчивости про-
исходит при значениях Re ~ 1000—
2500 — значительно ниже Rei Сг
линейной теории. Это заставляет
подозревать наличие обратной бифур-
кации и неустойчивость по отноше-
нию к возмущениям конечной ампли-
туды. И действительно, В. Рейнольде
и М. Поттер 3 3, С. Пекерис и
Б. Школлер 3 4, рассчитав коэффи-
циент б = б\ + б2 + б3 разложения
Ландау (3.2) (бх описывает приток
энергии от наиболее неустойчивого
возмущения, искажающий ламинар-
ное течение, б2 — генерацию этим

возмущением старших гармоник, б3 — искажение его формы), устано-
вили, что в плоскости (к, Re) получается б < 0 (за счет б3) всюду,
кроме области, ограниченной на рис. 4 штриховой кривой. При этом кри-
вые у (к, Re) = 0 и б (к, Re) = 0 делят плоскость на четыре области с раз-
ными комбинациями знаков у и б. Особенно любопытна область у > 0,
& > 0, в которой могут существовать периодические движения конечной
амплитуды. Согласно Д. Мексину 3 8, Re c r , min ~ Ю00 получается при не-
которых трехмерных возмущениях.

4.4. Н е у с т о й ч и в о с т ь п о г р а н и ч н о г о с л о я

Зато нормальная бифуркация вполне надежно обнаружена у течения
в пограничном слое около плоской пластинки, трактуемого при расчетах
как приблизительно плоскопараллельное. «Нейтральную кривую» для него
впервые рассчитал В. Толлмиен з в, в 1929 г.— для профиля U (z) из отрезков
лрямых и парабол, а в 1930 г.— для профиля Блазиуса (с Re4 Сг = 420, где
R e = v~xb*U, б* —так называемая толщина вытеснения, U — скорость набе-
гающего потока). Такой расчет был затем проведен также Г. Шлихтингом
и последующими авторами. Он подтвержден экспериментами Дж. Шубауэра

460

5 > 0, у < 0 ^* --~^"ГГ~—.

Б<0,у<0

1 1 1 1 1

1Z 16 20 24
Re-Ю-3

Рис. 4. {Области неустойчивости плоского
течения Пуазейля по С. Пекерису и

Б. Школлеру (1967)
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и Г. Скремстейда 3 7 с порождаемыми вибратором возмущениями г|) (z) exp X
X li (кх — (at)] с фиксированной (вещественной) частотой со, которые при
Im к < 0 нарастают вниз по течению (но поскольку со = ск, «нейтральные
кривые» Im А; = О и I m c o = 0 совпадают). «Нейтральная кривая» здесь
качественно такова же, как на рис. 4, но последующие расчеты показали,
что при профиле скорости U (г) с точкой перегиба течение более неустой-
чиво: при Re -*• оо верхняя ветвь «нейтральной кривой» стремится к асимп-
тоте к = кп, > 0, так что возмущения с к < к«,, ставшие при некотором R e c r

неустойчивыми, остаются таковыми при всех Re > R e c r , вплоть до идеаль-
ной жидкости (см. ниже рис. 8, б).

Эксперименты П. Клебанова, К. Тидстрома и Л. Сарджента 3 8 и других
авторов показали, что дальнейшая эволюция неустойчивой волны Толл-
миена — Шлихтинга в пограничном слое около плоской пластинки приво-
дит при Re 2 с г ко второй нормальной бифуркации — наложению на пер-
вичную двумерную вторичной трехмерной волны, периодической по попереч-
ному направлению у и имеющей групповую скорость по х, близкую к фазо-
вой скорости первичной волны. Вторичная волна чрезвычайно быстро нара-
стает вниз по течению, создает вихри с продольными осями, осуществляющие

0,07 Ujlf

Рис. 5. Нарастание вниз по течению
пульсаций продольной скорости во вто-
ричной волне в пограничном слое над

плоской пластинкой.
1 — Для х = 7,6 см; 2 — Для х = 15,2 см;

3 — Для х = 19 см

Рис. 6. Пузырьковые изохроны (т. е.
линии постоянного времени; вид сбоку)
в пограничном слое около плоской пла-
стинки, генерируемые вертикальной
нитью (левая кромка фотографии, тече-

ние слева направо)

резкое^поперечное перераспределение интенсивности пульсаций продоль-
ной скорости и (рис. 5), и становится нелинейной. Последнее приводит к фо-
кусированию вторичного волнового пакета на гребне первичной волны,
а также к исчезновению во вторичной волне участков с положительными
аномалиями продольной скорости 1 7 > 0 и оставлению только участков с от-
рицательными импульсами U < 0 (этот эффект объяснил М. Ландаль 3 9 ) .
Сначала образуется один импульс на цикл колебаний вибратора, ниже по
течению — два и т. д., и, по-видимому, после режима с четырьмя импульса-
ми на цикл течение становится хаотическим.

Визуализация при помощи цепочек микронных пузырьков, периодиче-
ски генерируемых электрическим током на платиновой нити, и микроинъек-
ций краски (С. Клайн с соавторами *°-46), а также при помощи взвешенных

6 УФН, т. 150, вып. 1
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частиц (Э. Корино, Р. Бродки 46) указала на две взаимодействующие друг
с другом мелкомасштабные формы течения в вязком подслое у стенки: вихри
с поперечными осями и знаком U' и ручейки замедленной жидкости в лож-
бинах вторичных поперечных волн.

Ручейки образуются на высотах z+ = v~1a#z = 2,5 — 10 (щ —«ско-
рость трения» на стенке), имеют ширину 6г/+ = 10 — 30 и разделены рас-
стояниями Аг/+ ~ 100. Они медленно всплывают под действием продольных
вихрей, но из-за отрицательных градиентов давления под проплывающими
выше поперечными вихрями отрываются от стенки и проникают вверх в быстрее

текущую жидкость, создавая на мгновен-
ном профиле скорости искривления
с точками перегиба (рис. 6). После этого
на ручейке возникают колебания, и
вскоре его конец «взрывается», соз-
давая хаотическое движение (преиму-
щественно на высотах z+ = 10 — 30 и на
расстояниях от точки отрыва Ьх+ ~
~ 1000 — 1500). Подсчитано, что во
«взрывах» осуществляется почти вся

Образование подковообразного ПР°ДУКЧИЯ турбулентной энергии.
вихря При отрыве ручейка центральная

часть связанного с ним поперечного-
вихря всплывает и уходит вниз по течению, образуя «подкову» (рис.7; про-
дольное сечение «ноги» такой «подковы» видно на фотографии рис. 6). Верх-
няя часть «подковы», обгоняя поверху следующий ниже по течению замед-
ленный ручеек, создает на нем отрицательный градиент давления и приво-
дит к его отрыву и образованию новой «подковы». Наложение двух «подков»-
приводит к их объединению, но чаще они пересекаются, производя «взры-
вы»— так, локализованно, происходят здесь и «стохастизация», и перенос
энергии по спектру в сторону меньших масштабов.

Рис.

4.5 Т е ч е н и я в б е з г р а н и ч н о м п р о с т р а н с т в е

Из плоскопараллельных течений в безграничном пространстве упомя-
нем прежде всего плоскую струю, например, с профилем скорости U (z) =
= Uo [ch (z/h)]~2, которая всегда неустойчива относительно антисиммет-
ричных возмущений, причем R e c r , min

 = (v~1^^o)cr ^ 3,7 и hkCT на 0,25,.

kh\ kh>

Re Re Re Re
a 5 О z

Рис. 8. Области линейной неустойчивости в плоскости (kh, Re).

а у плоского течения Пуазейля. б — У пограничного слоя около плоской пластинки, в— У плоской
струи, г — У плоской воны перемешивания

а с ростом Re верхняя ветвь «нейтральной кривой» монотонно поднимается
(рис. 8, в). Неустойчивы при любых Re сглаживающие тангенциальный
разрыв скорости ламинарные «зоны перемешивания»: у них нижняя ветвь
«нейтральной кривой» совпадает со всей полуосью к = 0, а верхняя с рос-
том Re монотонно поднимается (рис. 8, г).
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4.6. Т е ч е н и е П у а з е й л я в т р у б е

Из осесимметричных течений ограничимся здесь рассмотрением лишь
течения Пуазейля в круглой трубе. Для него задача о собственных значе-
ниях уравнения типа Орра — Зоммерфельда, обобщающего на случай вяз-
кой жидкости уравнение Рэлея (1.22), оказалась математически очень слож-
ной, и был рассчитан лишь ряд частных случаев (осесимметричные возму-
щения с п = 0 и некоторые другие).

Неустойчивых возмущений обнаружено не было, так что течение Пуазей-
ля в трубе, как и плоское течение Куэтта, по-видимому, линейно устойчиво,
т. е. Re x сг = °°-

В то же время эксперименты, начиная с самого О. Рейнольдса (1883),
с несомненностью показывают, что это течение всегда остается ламинарным,
как бы велики ни были начальные возмущения на входе в трубу, лишь при
Re = 2v~ 1i?t/m a x < R e c r , mm ~ 2000, а выше некоторого R e c r оно теряет
устойчивость — очевидно, по отношению к конечным возмущениям, так
как уменьшением начальных возмущений можно «затянуть» ламинарный
режим до очень больших Re (у В. Пфеннигера 4 7 — даже до Re = 100 000).
Потеря устойчивости происходит в форме появления перемежающихся
коротких по х, но заполняющих все сечение трубы «турбулентных пробок»,
вниз по течению удлиняющихся и сливающихся друг с другом.

Область неустойчивости в пространстве параметров (к, Re, А) для этого
течения рассчитали А. Дэви и Г. Нгуйен 4 8 . Отметим, что при наличии на оси
трубы стержня, на поверхности которого скорость должна обращаться
в нуль, течение ведет себя подобно плоскому течению Пуазейля на рис. 4 —
у него появляются и область линейной неустойчивости, и область обратной
бифуркации.

4.7. С л е д ы з а т е л а м и

В заключение раздела 4 в качестве примера поведения следов за обте-
каемым вязкой жидкостью телом перечислим бифуркации следа за перпен-
дикулярным набегающему потоку цилиндром кругового сечения. При Re ~
~ 10 происходит смена устойчивости, и вместо монотонного плавного обте-
кания за цилиндром образуется пара стационарных вихрей. При Re > 40
они начинают поочередно отрываться от цилиндра, замещаясь новыми вих-
рями, и уплывать вниз по течению, образуя вихревую дорожку Кармана.
При Re > 100 вихри заменяются быстро турбулизирующимися областями
поочередно отрывающихся пограничных слоев. При Re > 10Б пограничные
слои турбулизируются еще до отрыва, точка отрыва продвигается вниз по
течению, турбулентный след сужается, и сопротивление уменьшается (кризис
сопротивления). При Re ~ 10е турбулентный след расширяется, и сопро-
тивление растет.

Наконец, при Re ~ Ю7 след начинает колебаться как целое. При нали-
чии у жидкости свободной поверхности все эти явления могут видоизме-
няться, и на них еще наложатся так называемые корабельные волны. В
стратифицированной жидкости все они будут сопровождаться генерацией
различных видов внутренних волн.

5. СТОХАСТИЧНОСТЬ

В вязкой жидкости конечное число младших (крупномасштабных)
мод движения полностью определяет и все остальные моды, так как из-за
вязкости старшие (мелкомасштабные) моды сильно затухают и лишь повто-
ряют с уменьшенной амплитудой колебания основных мод (в частности,
имеют тот же тип спектра — дискретный или непрерывный).
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5.1. К о н е ч н о м е р н о с т ь

В связи с этим Э. Хопф 4 высказал гипотезу о том, что все множество
фазовых траекторий уравнений Навье — Стокса при t -*• оо притягивается
к конечномерному множеству. Для двумерных течений вязкой жидкости эту
гипотезу удалось доказать (С. Фойа и Г. Проди 49, О. А. Ладыженская 5 0 ) .
Упомянем естественную оценку числа степеней свободы у развитой (с боль-
шим Re) локальной трехмерной турбулентности N ~ (Re/ReCr)9 / 4 (Л. Д. Лан-
дау и Е. М. Лифшиц 5 1 ) . Аналогичная оценка для двумерной турбулентности
со спектральным переносом энстрофии (т. е. квадрата вихря) в сторону малых
масштабов N ~Re/Re C r менее аккуратна, так как этот спектральный пере-
нос не вполне локален. Более общие оценки размерности аттракторов дву-
мерных уравнений Навье — Стокса будут указаны в разделе 5.7 ниже.
Таким образом, уравнения гидродинамики вязкой жидкости можно запи-
сать в виде

и = F (u, Re), u = (и1 (0, ..., uN (*)), (5.)

где uh (t), например, коэффициенты галеркинского приближения.

5.2. Д и с с и п а т и в н о с т ь

Вязкость создает не только конечномерность фазового пространства,
но и диссипативность фазового потока, т. е. сжатие в среднем фазового

N

объема «вниз по течению». Пусть 8F(u0, 0) = [] 8и% — малый начальный

элемент фазового объема около точки u0, a 8F (u0, t) — его значение после
смещения вниз по фазовому потоку через время t. При малых t будет

bV (u0, t) — \] 8uh, где buh m (duhldu^) 8u£. Поскольку dbuhldt ж (дик1ди*) u»,

относительная скорость изменения б V со временем равна
N N

В разных фазовых точках и 0 эта величина может быть как положительной
(расширение), таки отрицательной (сжатие). Фазовый поток называется дис-
сипативным, если при всех и 0

Л0(и0) = НтГЧп | ^ Ц | < 0 (5.3)

(или, при более общем определении, если каждый шар достаточно большого
радиуса с центром в начале координат в фазовом пространстве является
поглощающей областью). Вследствие диссипативности аттракторы имеют
нулевые фазовые объемы (и размерности меньше N).

5.3. О п р е д е л е н и е с т о х а с т и ч н о с т и

Особый интерес здесь для нас представляют странные аттракторы, на
которых фазовые траектории обнаруживают свойства стохастичности:

1) очень чувствительную зависимость от начальных условий, созда-
ваемую экспоненциальной расходимостью начально близких траекторий
(и приводящую к их непредсказуемости или невоспроизводимости при
задании начальных условий со сколь угодно высокой, но конечной точ-
ностью);

2) всюду плотность на аттракторе почти всех траекторий, т. е. их сколь
угодно близкое прохождение около любой его точки (и, значит, бесконечно-



ГИДРОДИНАМИЧЕСКАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ 85

кратную возвращаемость к ней), причем любое начальное неравновесное
распределение вероятностей (мера) в фазовом пространстве (точнее, в об-
ласти притяжения странного аттрактора) стремится к некоторому предель-
ному равновесному распределению на аттракторе (инвариантной мере);

3) перемешивание, означающее, что для любых (измеримых) подмно-
жеств аттрактора А и В вероятность после выхода из А через большое время
t оказаться в В пропорциональна мере В:

i)(]B} = P(A)P(B), (5.4)

где символ П означает пересечение множеств. Следствием перемешивания
является независимость от начальных условий и 0 (при почти всех и0) сред
него значения по времени (Ф [u (t)]) любой функции Ф (и) на странном аттра
кторе и его совпадение со средним значением по инвариантной мере Ф (и)
(эргодичность):

т
(Ф> == Ига Г" 1 \ Ф [и (*)] dt= \ф{и)Р (du) =з Ф . (5.5)

т-°° о J

Признаком перемешивания является достаточно быстрое затухание при
больших временах т —>• оо корреляционных функций

В>1 (т) = ([и* (0 - (и') \[ul (t + т) - {и1}]} (5.6)

и, значит, непрерывность их преобразований Фурье по т — спектральных
функций.

Турбулентностью представляется целесообразным называть стохасти-
ческую (в смысле (1) — (3)) эволюцию завихренного течения (вязкой) жидко-
сти. Стохастические потенциальные течения жидкости представляются пред-
почтительным называть случайными волновыми полями, а для негидродинами-
ческих систем ограничиваться, когда надо, прилагательным стохастические.

5.4. Г и п е р б о л и ч н о с т ь

Сосредоточимся теперь на первом свойстве стохастичности. Экспонен-
циальная расходимость близких траекторий при сжатии фазового объема
возможна, если по одним направлениям uk в фазовом пространстве {и} про-
исходит расширение, а по другим — сжатие, т. е. неблуждающие фазовые
точки должны быть подобны двумерным седлам. Такие точки называются
гиперболическими. Неподвижная точка и 0 является гиперболической, если
матрица Якоби A (u0) = {dFK/du1} в этой точке имеет К собственных зна-
чений с положительной и JV — К с отрицательной действительной частью,
О < К < N. Множества W^t и Wu0 фазовых точек и 0, через которые прохсь
дят траектории, стремящиеся к и 0 при t —>- +оо и при t —> оо, называют-
ся соответственно устойчивым и неустойчивым многообразиями точки и 0;
в малой окрестности точки и 0 они суть подпространства, натянутые на
N — К ж К собственных векторов матрицы А (и0), соответствующих ее
собственным значениям с отрицательными и положительными действитель-
ными частями.

Точки пересечения устойчивого и неустойчивого многообразий Ws

u и
Wu, отличающиеся от самой точки и, называются гомоклиническими (а пере-
сечения устойчивого многообразия Wu одной неподвижной точки и и неус-
тойчивого многообразия Wy другой неподвижной точки v — гетерокли-
ническими точками). В их окрестности структура фазового потока может
быть особенно сложной (см. ниже).

Периодическая траектория является гиперболическим множеством,
если некоторые мультипликаторы (см. раздел 3) лежат внутри, а осталь-
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ные — вне единичной окружности (тривиальный мультипликатор, равный
единице, опять не учитывается). Множества Ws и Wn траекторий, притяги-
вающихся к предельному циклу при t ->- -f-co и при t -*•—оо, называются
его устойчивым и неустойчивым многообразиями. Если сумма их размерно-
стей равна N — 1, то их пересечение называется трансверсальным.

В качестве иллюстрации гомоклинических структур рассмотрим пере-
сечения устойчивого и неустойчивого многообразий периодической траек-
тории в трехмерном фазовом пространстве. При этом удобно использовать
так называемое отображение последования Пуанкаре, которое в общем виде,
в ./V-мерном фазовом пространстве, заключается в регистрации последова-
тельных точек v0, vx, v2, . . . пересечения траектории (в одном и том же

направлении без касания) с некоторой
секущей (N — 1)-мерной поверхностью 2
в фазовом пространстве, чем определяется
отображение v n + 1 = И (vn, Re) поверх-
ности 2 в себя. Поскольку решение
u (u0, t) уравнения (5.1) существует при
всех t, это отображение обратимо.

В случае N = 3 секущей 2 может
служить некоторая плоскость. Периоди-

Рис. 9. Гомоклиническая траекто- ческой траектории на 2 соответствует не-
рия на секущей плоскости. подвижная точка отображения П, а устой-

Заштрихованы участки плоскости, отобра- „ -
жающиеся друг в друга ЧИВОму И НеуСТОИЧИВОМу м н о г о о б р а з и я м —

устойчивая и неустойчивая сепаратрисы
(рис. 9, на котором для наглядности последовательные точки пере-
сечения 2 фазовой траекторией соединены плавными линиями). Если
у сепаратрис есть общая точка, то и все ее образы при п —>- оо и про-
образы при п —*- — оо также суть точки пересечения сепаратрис, так что их
имеется счетное множество. Они принадлежат так называемой гомоклиниче-
ской траектории, двоякоасимптотической в том смысле, что при t—>-±оо
она сматывается с исходной периодической траектории или наматывается
на нее. При приближении к неподвижной точке, где движение экспоненци-
ально замедляется, гомоклинические точки сгущаются, а амплитуды осцил-
ляции сепаратрис возрастают. В окрестности гомоклинической траектории
любой малый фазовый объем при t -*• ±оо сложно деформируется и расплы-
вается, так что почти все траектории экспоненциально расходятся. Такая
локальная неустойчивость траекторий, заключенных в ограниченный фазо-
вый объем, и приводит к особенной сложности фазового потока, который
здесь включает счетное множество периодических и несчетное множество
двоякоасимптотических к ним траекторий.

Инвариантное множество вообще является гиперболическим, если
в каждой его точке и пространство Ти, касательное к фазовому пространству
(линейное пространство касательных векторов в точке и), есть прямая сум-
ма одномерного подпространства^, натянутого на вектор фазовой скорости,
и устойчивого и неустойчивого подпространств £•„ = {§} и Е^ = {г\} таких,
что действие на их элементы дифференциала фазового потока ~DF{ (линейно
отображающего Ти на TFtu) удовлетворяет неравенствам

при i > 0 ,
при < < 0 , ( ' }

где a, b, с — некоторые положительные константы, не зависящие от и.
Фазовые точки v, для которых Ffv неограниченно сближается с F'u при
£-»-оо (или при t-*•—оо), образуют устойчивое многообразие Wu (или
неустойчивое многообразие W^) точки и; оно касается в этой точке £•„ (или
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ijj)). Объединение этих многообразий для всех и на данной траектории дает
соответствующие многообразия Ws и Wn для траектории. Их пересечения,
как и выше, образуют гомоклинические структуры.

5.5. С т р у к т у р н а я у с т о й ч и в о с т ь

Итак, экспоненциальная расходимость близких траекторий у дисси-
лативных систем связана с наличием в их фазовых пространствах гипер-
болических множеств. Свойственны ли они многим динамическим системам
или являются, наоборот, исключением? В последнем случае малое возму-
щение такой системы (скажем, всегда присутствующими в природе «шумами»)
лишало бы ее этого свойства. В связи с этим полезно использовать вве-
денное А. А. Андроновым и Л. С. Понтрягиным 5 2 понятие структурно
устойчивой, (или «грубой») системы, для (5.1) формулируемое следующим
образом: при любом е > 0 имеется такое б > О, что для любой возмущенной

системы u = F1 (и), отстоящей от исходной по некоторой метрике || F x —
— F || не более чем на б, существует взаимно однозначное и взаимно непре-
рывное преобразование фазового пространства на себя, сдвигающее его
точки не более чем на е и переводящее траектории невозмущенной системы
в траектории возмущенной. Структурно устойчивые системы образуют
открытое множество в пространстве всех возможных динамических систем.

В одно- и двумерных фазовых пространствах структурной устойчи-
востью обладают так называемые системы М. Морса — С. Смейла, у кото-
рых множества неблуждающих точек состоят лишь из конечного числа
неподвижных точек и замкнутых траекторий, причем все они — гиперболи-
ческие, и отвечающие любым таким точкам устойчивое и неустойчивое мно-
гообразия трансверсальны (т. е. либо не пересекаются, либо касательные
к ним пространства в каждой точке их пересечения и в сумме образуют пол-
ное касательное пространство Ти).

В фазовых пространствах большего числа, измерений для структурной
устойчивости по гипотезе С. Смейла 5 3 необходимо и достаточно, чтобы
у каждого осуществляемого фазовым потоком преобразования F* фазового
пространства множество Q неблуждающих точек было гиперболическим,
а множество периодических точек — всюду плотным в Q (это — так назы-
ваемая «аксиома А») и, кроме того, каждое устойчивое и каждое неустойчи-
вое многообразия точек из Q были бы трансверсальными. Достаточность
этих условий доказана в довольно общем виде, а необходимость пока что
лишь при более ограниченном определении структурной устойчивости.

Таким образом, при N ^ 3 для фазовых потоков в определенном смысле
типично наличие бесконечного множества Q гиперболических неблуждаю-
щих точек со всюду плотным в нем множеством периодических траекторий
{Д. В. Аносовым 5 4 обнаружены даже потоки, у которых гиперболическим
множеством является все фазовое пространство).

5.6. К а н т о р о в ы м н о ж е с т в а

Множество Q может иметь очень сложную геометрическую структуру.
Так, С. Смейл ъь доказал, что в широком классе типичных динамических
систем каждая гомоклиническая точка принадлежит некоторому инвариант-
ному подмножеству К множества Q, являющемуся канторовым дисконтинуу-
мом, т. е. нигде не плотным замкнутым множеством без изолированных
точек.

Стандартный пример канторова множества строится следующим обра-
зом: 1) выкинув из отрезка [0, 1] его среднюю треть, т. е. открытый (без
крайних точек) интервал (1/3, 2/3), получим множество Кх из двух отрезков
10, 1/3] и [2/3, 1]; 2) выкинув из каждого из двух отрезков множества Кг
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его среднюю треть, получим множество К2 из четырех отрезков; . . .; га)
выкинув из каждого из 2""1 отрезков множества Кп^ его среднюю треть,
получим множество Кп из 2П отрезков; и т. д. Пересечение всех Кп и будет
канторовым множеством К. Если каждое число из отрезка [0, 1] записать

оо

в троичной системе счисления как 2 о-п 3~п, где все ап принимают значения
п=1

О, 1 и 2, то К состоит из точек, у которых все ап равняются 0 или 2. Значит,
К можно привести во взаимно однозначное соответствие с множеством всех

двоичных последовательностей — всем
отрезком [0, 1], т. е. множество К

и несчетно (имеет мощность континуума).
В качестве примера образования

канторова множества в фазовом про-
странстве рассмотрим динамическую
систему, которая создает за фиксиро-
ванное время Т отображение П (и) внут-
ренности U двумерного тора на себя

Рис. 10. Отображение П (U) внутрен- так, что П (U) есть внутренность вло-
ности U двумерного тора на себя, поро- женного в U тора с одной петлей, по-

ждающее странный аттрактор казанного на рис. 10. Круг S, являю-
щийся сечением тела U, при этом пре-

образуется в два кружка П (S) внутри S. Следующая итерация П2 (S)
даст по два кружочка внутри кружков П (S) и т. д. Пересечение всех итера-
ций П" (S) дает канторово множество точек в S, так что пересечение всех
итераций Пп (U) есть канторово множество линий — так называемый одно-
мерный соленоид Р. Вильямса.

5.7. Ф р а к т а л ь н о с т ь

Канторово множество фрактально, т. е. его хаусдорфова размерность
dimH К превышает обычную топологическую размерность (у него равную
нулю). При этом dimH-4 определяется через хаусдорфову а-меру мно-
жества А:

mesH а (А) = lim inf 2 [D (U)f, (5.8)
е - 0 ГСЛ)

где нижняя грань берется по конечным или счетным покрытиям Г множе
ства А шарами U с диаметрами D (U) ^ е. Размерность сНтн-4 опреде-
ляется как такое число а0, что мера (5.8) при а > а 0 равна нулю, а при
а < а 0 — бесконечности. Если в (5.8) используются только покрытия оди-
наковыми шарами диаметра е и берется верхний или нижний предел (т. е.
наибольший или наименьший предел по подпоследовательностям значений
е ->0), то получается верхняя mesc,a (А) или нижняя mesCra (А) емкостная
a-мера и dimc А или dimc А есть нижняя грань значений а, при которых
верхняя или нижняя мера равна нулю (или же верхняя грань значений а,
при которых мера равна бесконечности). При этом dimH A =sj dimc A ^
^ dimc А. Если последние две величины здесь совпадают, то они опреде-
ляют емкость множества А:

i - <5-9>

где N& (А) — минимальное число шаров диаметра е, покрывающих мно-
жество А. Использованные выше при построении К множества KN состоят
из 7V8 = 2" интервалов длиной е = 3-и, так что dimcisT = lim (In 2")/(ln 3n)
= In 2/ln 3 » 0,631.
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Ю. С. Ильяшенко 9 7- 9 9, О. А. Ладыженской 10°, А. В. Бабиным и
М. И. Вишиком 1 0 1 - 1 0 3 строгими методами получены оценки хаусдорфовой
размерности аттракторов двумерных уравнений Навье — Стокса при перио-
дических граничных условиях (в работах 97> 9 8 — для их галеркинских
приближений), имеющие вид Сх Re ^ dim A ^ С (Re) 4.

5.8. П о к а з а т е л и Л я п у н о в а

Экспоненциальную расходимость близких траекторий в среднем по вре-
мени можно количественно охарактеризовать так называемыми показателями
Ляпунова, для чего в точках u (t) траектории с начальным условием и (0) =
= и 0 вводится касательный вектор w = w (w0, t) с начальным условием
w (u0, 0) = w0, так что | |w(u0, t) || характеризует проекцию на направление w
расстояния в момент t между траекториями с близкими начальными точ-
ками и 0 и u 0 + w0. Вектор w удовлетворяет линеаризованному относи-
тельно u (t) уравнению (5.1), имеющему вид w = A [u (t)] w, где А =
{dFh/du1} — матрица Якоби в точке u (t). Это уравнение имеет полную систе-
му фундаментальных решений Wj, . . ., wN, и для каждого из них опреде-
ляется свой показатель Ляпунова

Их нумеруют в порядке их убывания: ог ^ о 21> . . . ^ aN. Для анализа
стохастического движения теорию показателей Ляпунова одним из первых
использовал В. И. Оселедец 1 0 4. Дивергенция фазового потока (5.3) равна

N

Ао = 2 а м т а к ч т о У диссипативных потоков не только aN < 0, но, кроме
i=i

того, модуль суммы отрицательных ог больше суммы положительных о ;.
Если траектория u (t) притягивается к неподвижной точке (или к периоди-
ческой или квазипериодической траектории), то все at (или все, кроме ах =
= 0, где вектор w1 направлен вдоль предельной траектории) отрицательны.

Если траектория притягивается к странному аттрактору А, то обяза-
тельно о\ > 0. Если на аттракторе существует инвариантная мера и есть
эргодичность, то средние значения по времени в (5.10) не зависят от и0 и
могут быть заменены средними по инвариантной мере. Пусть к — такой

h h + l

номер, что 2 ai ^ 0 и 2 о"; < 0. Тогда ляпуновской размерностью аттрак-
i = l i=l

тора А называется величина

Т. Ли и Дж. Йорк 5 в высказали гипотезу, что эта величина совпадает с хаус-
дорфовой размерностью множеотва А (определенной как нижняя грань
хаусдорфовых размерностей множества единичной инвариантной меры,
предельной для меры Лебега в фазовом пространстве). Численные расчеты
для нескольких двумерных отображений и одного трехмерного потока
показали, что величины (5.11) и (5.9) практически совпадают.

6. СЦЕНАРИИ СТОХАСТИЗАЦИИ

До сих пор ни для одной геометрии течений вязкой жидкости не уста-
новлено с должной строгостью, какая последовательность бифуркаций при
возрастании Re приводит к превращению стационарного (ламинарного) тече-
ния в стохастическое (турбулентное). Сведения раздела 4 показывают, что
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при разной геометрии течений такие последовательности бифуркаций, по-
видимому, могут быть весьма различными. Наиболее правдоподобные гипо-
тезы о последовательностях бифуркаций, ведущих к стохастичности, будем
называть сценариями и рассмотрим некоторые из них.

6.1. С ц е н а р и й Л а н д а у
3
 — Х о п ф а

4

Это — последовательность нормальных бифуркаций, порождающая пре-
дельное квазипериодическое течение u [x, <px (t), . . ., ср̂ - (£)], имеющее
период 2я по каждому из аргументов <pft (t) = akt + <хх с, вообще говоря,
несоизмеримыми частотами (ох, . . ., м № занимающее в фазовом простран-
стве область, соответствующую всевозможным наборам начальных фаз
а17 . . ., aN, и эргодическое в том смысле, что наматывающаяся на него
траектория с течением времени проходит сколь угодно близко от любой
точки указанной области (так как в моменты tk = 2лк/(о1, к = 0, 1, 2, . . .,
когда <рх (t) = аъ фаза любого другого колебания ср2 (tk) = 2пк(о2/(а1 после
приведения к интервалу [0, 2л] может иметь значение, сколько угодно близ-
кое к любому наперед заданному).

Временные корреляционные функции скоростей здесь, вообще говоря,
не стремятся к нулю на бесконечности, но сначала они быстро спадают (как
{/V-1/2), а В р е м я т д 0 следующего максимума (период возврата Пуанкаре)
очень велико: Т ~ e a i V , где а ~ 1 (В. И. Арнольд 5 7 ) . Много хуже то, что
последовательность нормальных бифуркаций и результирующее квазипе-
риодическое движение не обладают структурной устойчивостью (И. Эк-
манн 58) и не типичны даже в том смысле, что подчиняющиеся этому сцена-
рию фазовые потоки не образуют в пространстве всех фазовых потоков бэров-
ского множества (счетного пересечения открытых всюду плотных множеств).
В связи с этим Дж. Селл 6 9 предлагает уточнить этот сценарий как последо-
вательность бифуркаций /с-мерных торов Th ->- Th+1, не требуя, чтобы тече-
ния на них были квазипериодическими. Такие бифуркации возможны и при
наличии странных аттракторов и в некотором смысле обладают структурной
устойчивостью.

6.2. С ц е н а р и й Р ю э л л я — Т э к е н с а 60

|Это — появление странного аттрактора после трех нормальных бифур
каций. Этот сценарий обладает структурной устойчивостью: в каждой доста-
точно малой окрестности фазового потока с тг-мерным инвариантным тором
при п 2з= 3 имеется открытое множество фазовых потоков со странным атт-
рактором, удовлетворяющим аксиоме А (причем малость окрестности пони-
мается в смысле С^-нормы:

| | F | | = max
(u)

где D(ft) F (u) обозначает любую производную порядка к, а при п ^ 4
и в смысле нормы С°°). В 1971 г. эта теорема была доказана при п ^ 4
(и привлекла всеобщее внимание к процессам стохастизации в диссипатив-
ных системах), а на случай п = 3 она обобщена в работе этих же авторов
совместно с С. Ньюхаузом в 1.

Доказательство теоремы Рюэлля и Тэкенса основано на возможности апп-
роксимации потока с тором Th потоком с обвивающей тор замкнутой траек-
торией (где все сог/сой при i = 1, . . ., к — 1 — малые рациональные числа),
в который можно вложить канторовский аттрактор, например типа соленои-
да Вильямса. Иначе гооворя, в этом механизме трехчастотное движение раз-
рушается путем нелинейной синхронизации (образования резонансов) его
высоких гармоник. Такой механизм, по-видимому, слишком мягок (по
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о

Рис. 11. Диаграмма Кенигса —
Ламерея

Б . В. Чирикову в книге9 — слишком «нежен») для возникновения турбу-
лентности. В проводившихся экспериментах стохастизация больше похожа
на разрушение двухчастотного движения Г2 — биений, вероятно, путем
их синхронизации и затем либо бифуркаций удвоения периода образую-
щегося цикла, либо слияния и исчезновения устойчивого и седлового
циклов (и образования аттрактора из гомоклинической структуры седло-
вого цикла или из складок исходного негладкого тора).

6.3. С ц е н а р и й Ф е й г е н б а у м а

Это — появление странного аттрактора в результате бесконечной после-
довательности бифуркаций удвоения периода. Рассмотрим такие бифурка-
ции сначала на примере одномерного необратимого (однозначного и непре-
рывного) отображения £„+! = П (хп, ц) отрезка 0 ^ х ^ 1 в себя, причем
•функция П имеет на этом отрезке один квад-
ратичный экстремум, скажем, максимум. Итера-
ции такого отображения удобно изображать на
так называемой диаграмме Кенигса — Ламерея
{рис. 11), на которой по оси абсцисс отклады-
ваются значения хп, по оси ординат — значения
хп+1, проводятся график П (х) и биссектриса
координатного угла, и между ними строится
лестница Ламерея так, что образ хп+1 стано-
вится прообразом для хп + 2, п = 0, 1, 2, . . .

Точка ж* = П (х%) пересечения графика
П(х) с биссектрисой является неподвижной точ-
кой отображения. Она устойчива, если у
нее имеется сколь угодно малая окрестность,
итерации точек которой сходятся к х+; для
этого достаточно условия | П' (х%) \ < 1 (при этом график П (х) пере-
секает биссектрису под углом к оси абсцисс либо меньше 45° — тогда итера-
ции сходятся к х% монотонно, либо больше 135° — тогда итерации сходятся
колебательно). Множество точек xi+1 = П (xt) -ф хи i = 1, 2, . . ., п — 1;
хп+1 = П (хп) = х1 является и-кратным циклом (его лестница Ламерея
замкнута). Все его точки суть неподвижные точки га-кратной итерации Пп,
и он устойчив, если в некоторой из них | Щ (х) | < 1. Сохраняя у П (х)
только квадратичную часть, отображение можно, не теряя общности, при-
вести к логистическому уравнению

*п+1 = V-Xn (1 — *п) (6.1)

Интересен лишь диапазон 1 < \х ̂  4 (так как при \х ̂  1 все траектории
притягиваются к точке х = 0, а при \у > 4 появляются значения П (х) > 1).
В нем отображение имеет две неподвижные точки — неустойчивую х = О
и точку х0 = 1 — [I-1, устойчивость которой определяется собственным зна-
чением К линеаризованного в ней уравнения (6.1). Нетрудно убедиться,
что К = 2 — \х, так что область устойчивости | А, | <; 1 точки х0 есть 1 <
< (Д. < 3. При \i ^ [1г = 3 эта точка становится неустойчивой, и, кроме
того, появляется двукратный цикл — пара отличающихся от х0 корней

л\, х[ уравнения х — П2 (х). График этой функции имеет два максимума,
а минимум между ними вполне подобен перевернутому графику П (х): при
На < [х < ц2 ~ 3,45 точки х\ и х\ устойчивы, а при jx ^ \i2 они становятся
неустойчивыми, и, кроме того, в их окрестностях появляются двукратные
циклы (х\, Xj) и (х\, xl) отображения П2, образующие четырехкратный цикл
отображения П, который при \х2 < [х < \х3 устойчив, и т. д.

Таким образом, при значениях fxn, п = 1, 2, 3, . . ., происходят би-
фуркации удвоения периода: 2п-1-кратные циклы теряют устойчивость,
и появляются устойчивые 2п-кратные циклы. М. Фейгенбаум обнаружил.
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что последовательность \лп сходится (к пределу [д,» « 3,57) асимптотически,
как геометрическая прогрессия с довольно большим знаменателем:

= 4,6692 (6.2>

Более того, при помощи функциональных уравнений он доказал, что этот
закон и значение б универсальны: они справедливы не только для отображе-

ния (6.1), но и для всякого-
отображения П (х) указан-
ного выше общего вида.
Таким образом, зная Цо
и fij, можно предсказать.

Hoo»M<o + -g^-(Hi — Цо)-

М. Фейгенбаум доказал;
универсальность также для
расположения на отрезке-
О ̂  х ^ 1 периодических
точек последовательных
2°, 21, 22, 23, . . .-кратных

циклов х0,

Рис. 12. Бифуркационная диаграмма отображения
хп+1 = 1 — цх% отрезка — 1 < х < 1 в себя при

0,35 < ц < 2

\, l), Эти точки
устойчивы на интервалах
3 < ц < цг, цх < ц < ji2,
ц2 ^ ji ^ 3, . . . и на гра-
фике х (|i) изображаются
отрезками кривых, кото-

рые в точках [гх, ^ 2 , ц3, • . . раздваиваются (несимметрично), в сумме-
образуя «дерево» (рис. 12, построенный численно для квадратичного ото-
бражения, эквивалентного (6.1)). Универсальность этого «дерева» заключа-
ется в том, что каждое последующее раздвоение подобно предыдущему
с коэффициентами подобия для разных ветвей (—а-1) или ос-2, где а =
=2,5029... (подобие также асимптотическое, но устанавливается практически;
уже после первых итераций):

(6.3>

При больших п, заменяя (путеминтерполяции)последовательность х°п, х
г

п, . .,
функцией с непрерывным аргументом хп (t) и представляя ее в виде ряда
Фурье

2 У ш / 2 П (б.4>

можно установить универсальный закон подобия для амплитуд | Х% |. Так,
получаем

(6.5)

При четных к = 21 из (6.3) получается #n+i (t) х- хп+1 (t + 2П) л; жп (^)г

и тогда (6.5) принимает вид Х^\, л; Х^, т. е. на этой частоте фурье-ампли-
туда при всех последующих бифуркациях не меняется.- При нечетных
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к — 21 + 1 из (6.3)—(6.5) выводится рекуррентное соотношение

(6.6)

В предположении плавной зависимости от т модуля амплитуды X£m+1

и случайности ее фазы при замене 21 + 1 непрерывным аргументом £ из
{6.6) получается закон подобия

V 2 ' (6.7)

При [д, > ц<х, при некоторых ц рождаются (парами — устойчивая и не-
устойчивая) траектории периодического движения (последовательно с пе-
риодами 1, 6, 5, 3, . . .,; см. рис. 12), каждая из которых затем испытывает
последовательность бифуркаций удвоения периода со своей точкой сгущения.
Кроме того, здесь на отрезке 0 ̂  х ̂  1 существуют полосы стохастического
движения, причем при значениях ц^ < . . . <; ц* < \x,*-i < < jx* они

б бф
р ц ц \i j

испытывают обратные бифуркации удвоения периода, при которых коли-
чество полос уменьшается вдвое, а сами они расширяются (и сливаются),
-следуя закону подобия с теми же константами б и ее, что и выше. Так, после
{п + 1)-й бифуркации средняя квадратичная ширина полосы равна Wn+1 =
= [(а-2/2) + (а-4/2)]^2 Wn, откуда Wn = W0$-n, где р = у/ /2 » 3,29. По-

этому дисперсия стохастической части движения пропорциональна И72 ~
•~ Р~2П ~ {\in — М.<х>)т, где т = 2 In p/ln б «; 1,544 . . . (здесь мы исполь-
зовали закон подобия (6.2)). Таким образом, стохастичность возникает не
«качком, а нарастает с ростом ц, постепенно (и не монотонно, а прерываясь
•областями, в которых самоорганизуются периодические движения).

Одномерное отображение имеет единственный показатель Ляпунова

N

JV -t-OO

n=l

-Он ПОЧТИ всюду не зависит от х0, при \i < ц,оо отрицателен (так как сущест-
вует предельный цикл), а при ц, — Цоо > 0 преимущественно положителен
и сначала пропорционален (\i — fi<x,)ft, где к — In 2/ln б « 0,4498 . . .
(Б. Хьюберман, И. Рудник 6 2 ), а затем оказывается сложной функцией
ОТ [1.

Инвариантная мера (плотность вероятности) р (х) для отображения
П (х) с одним экстремумом вследствие сохранения «числа траекторий» удов-
летворяет сотоношению р (х) dx = р (х^) dx1 + р (х2) dx2, где xL и х2 — два
прообраза точки х. Отсюда получается функциональное уравнение

p{x)=p{xi)
dU(xj)

дх

- 1
+ Р

Ш (я„) - 1
(6.9)

решать которое можно численно (методом итераций). Для треугольного
отображения П (х) с максимумом П (1/2) = 1 очевидное решение есть
р (х) = 1. Отображение_ (6.1) при ц = 4 переходит в треугольное П (х)
при замене переменной х = 2л"1 arcsin ж1/2, так что для него

P{x) = ~=n-nx{i-x)}-"2 (6.10)

-(а показатель Ляпунова равен ]/"2). Стохастическое движение с такой инва-
риантной мерой является перемешивающим. При и.;*, ̂  ц, < 4 распределе-
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ния р (х) оказываются сложными (в частности, имеют разрывы). При ц =
= (Лоо аттрактор эргодичен, но не обладает перемешиванием (И. Экманн 6 8 ) г

что представляется некоторым недостатком рассматриваемого сценария.
Рассмотрим теперь двумерные отображения хп+1 = П (xn, \i), где

х = (х, у) и якобиан д (хп+1, yn+i)ld (хп, уп) отличен от нуля (обратимость
отображения) и по модулю меньше единицы (диссипативность). Примером
может служить отображение

хп+1 = П (xnt ц) + уп, уп+1 = р*п, | р | < 1, (6.11)

где П (х) — необратимое одномерное отображение. Якобиан у (6.11) равен
(—Р), и, поскольку для к-й итерации якобиан (—p)fe-*-0 (А—кос), ясно,,
что предельный аттрактор лежит в окрестности кривой х = П (y/f>). Би-
фуркации двумерных отображений подчиняются тем же универсальным
законам М. Фейгенбаума, так что достаточно ограничиться квадратичными
отображениями, которые, как нетрудно показать, при постоянном якобиане
всегда могут быть приведены к виду (6.11) с функцией П (х) вида (6.1).

Такое отображение имеет две неподвижные точки — неустойчивую»
х = у = О и устойчивую х = 1 — (1 — Р) ц"1, у = fix. При некотором
V- ~ Ma (P) вторая из этих точек теряет устойчивость, и, кроме того, появ-
ляется двукратный цикл, т. е. неподвижная точка второй итерации
х п + 2 = П2(хп). В окрестности своей неподвижной точки эта вторая итера-
ция путем перенормировки значений х, ц и р приводится к такому же функ-
циональному виду, как исходное отображение (причем перенормировка р

-4

О а
о-

О 10 30 50 10 30 50 10 30 50

Рис. 13. Фазовый поток О.
Рёслера в проекции на пло-
скости (х, у) и спектраль-
ные плотности для z (t) при:
ц = 2,6 (а), 3,6 (б), 4,1 (в),
4,23 (г), 4,30 (д) и 4,60 (<?)

имеет вид р2 = р2). Поэтому далее происходит последовательность бифур-
каций удвоения периода с асимптотическими законами подобия Фейгенбау-
ма при тех же параметрах б и а, с той же точкой накопления |iioo (при Роо =
= 0) и с аналогичным вышеизложенному дальнейшим поведением при
\i > М-оо- Для эквивалентного (6.11), (6.1) отображения

•̂ 71 + 1 = : -̂  Ц^П V Уп1 Уп±\ =Z Р^П \ )

М. Хенон в з рассчитал (при \i = 1,4 и Р = 0,3) 5-Ю6 итераций, которые
нарисовали в плоскости (х, у) множество линий, по всей видимости, канто-
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ровской структуры, хотя стохастичность этого аттрактора строго еще не
доказана (при замене в (6.12) а£ на \ х п\ это сделано М. Мисюревичем 6 4 ).
Первый показатель Ляпунова здесь определялся численно, второй равен
сг2 = In p — ох, и ляпуновская размерность аттрактора (5.11) получилась
равной 1 + ох | о 2 I"1 « 1,26.

Функциональные уравнения М. Фейгенбаума обобщаются и на случай
(N — 1)-мерных отображений последования Пуанкаре x n + i = П (xn, \i) для
iV-мерных диссипативных фазовых потоков: если при некотором цг у них
происходит бифуркация удвоения периода, то затем с ростом и.а происходит
бесконечная последовательность таких бифуркаций, удовлетворяющая зако-
нам подобия с универсальными постоянными б и а и с некоторой точкой
сгущения \х,сс, в которой возникает стохастическое движение (вначале —
эргодическое, но без перемешивания). Приведем в качестве примера трех-
мерный фазовый поток О. Рёслера 6 5:

:. .. , у 1
x=—y (6.13)

Результаты аналогового моделирования этой системы в проекции на плос-
кость (х, у) и спектральные плотности для z (£) при трех докритических и трех

Рис. 14. Топология аттрактора О. Рёслера

закритических значениях и. (здесь и^ « 4,20) показаны на рис. 13; на спектр-
рах хорошо видны прямые и обратные бифуркации удвоения периода. В се-
чении этой проекции по линии у = 0 получается почти одномерное прибли-
зительно квадратичное отображение хп+1 = П (хп); на самом деле эта «линия»
имеет толщину, так как аттрактор состоит из бесконечного множества ли-
стов канторовой структуры: топологически он получается из листа, расши-
ряющегося вдвое поперек траекторий и складывающегося вдвое по продоль-
ной оси, после чего его правый край приклеивается к левому (рис. 14).

6.4. С ц е н а р и й П о м о — М а н н е в и л я 6 6

Это — возникновение перемежаемости во времени периодического и
стохастического движения после обратной тангенциальной бифуркации
(слияния и исчезновения устойчивой и неустойчивой неподвижных точек
отображения Пуанкаре, т. е. устойчивой и неустойчивой периодических
фазовых траекторий), причем промежутки времени со стохастическим дви-
жением случайны, а с периодическим— пропорциональны | fx — |дсг |"V2.
Примером может служить бифуркация слияния устойчивой и неустойчивой
траекторий с периодом 3 у отображения (6.1) при значении цс « 3,83, слу-
жащем точкой накопления для последовательности обратных бифуркаций
удвоения этого периода.

М. И. Рабинович и Д. И. Трубецков 8 указывают возможность объясне-
ния перемежаемости специальным видом отображения Пуанкаре хп+1 —
= П (хп, (i). Пусть график П (х) состоит из трех кривых отрезков: 1 — круто
восходящего, 2 — участка с минимумом, 3 — круто падающего. Пусть
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яри ц <С Цс участок 2 пересекает биссектрису в двух точках; они соответ-
ствуют устойчивой и неустойчивой периодическим траекториям отображае-
мого фазового потока. Пусть с ростом ц этот участок поднимается вверх,
и при (i = iic точки его пересечения с биссектрисой сливаются. При очень
небольшом превышении ц > ц 0 между участком 2 и биссектрисой образуется
•столь узкая щель, что вписанная в нее лестница Ламерея имеет много сту-
пенек: в течение многих итераций (большого времени) траектория потока
остается близкой к исходной периодической. При выходе из участка 2 у лест-
ницы появляются большие ступени (резкие флуктуации траектории), при
возвращениях же в участок 2 вновь возникают длительные интервалы близ-
кого к периодическому движения.

6.5. К р у г о в о е т е ч е н и е К у э т т а

Наиболее детальные иллюстрации перечисленных выше сценариев
были получены при специальных измерениях потери устойчивости кругового
течения Куэтта (в зазоре между двумя коаксиальными вращающимися

Цилиндрами) и нагреваемого снизу слоя жид-
кости (развития термической конвекции).

Круговое течение Куэтта в цилиндриче-
ских координатах г, <р, z с осью z, направлен-
ной по оси цилиндров, имеет компоненты
скорости

(6.14)

В = - ЩЩ (Q2 - Q,) (Д| -

-ZOO -100

Рис. 15. Область неустойчивости
кругового течения Куэтта в плос-
кости (Qlt Q2) при RjRi = 1,13

где i?! < В2 — радиусы, (a Qx и Q2 — угл о-
вые скорости вращения внутреннего и внеш-
него цилиндров. В идеальной жидкости
вследствие закона сохранения момента им-
пульса жидкой частицы mr U = const при ее
смещении с радиуса г0 до г > г0 ее ско-
рость станет равной r0U (ro)/r, и если задей-

ствующее на нее центробежное ускорение r\U2 (ro)/rs окажется больше его
равновесного значения U2 (r)lr при условии д (rU)2/dr < 0, течение будет
неустойчивым (Рэлей, 1916). Этот критерий приводится к виду ( Q ^ l —
— &IR]) U <С.О, так что при вращении цилиндров в разные стороны тече-
ние всегда неустойчиво (поскольку где-то в зазоре U меняет знак), а при
их вращении в одну сторону критерий неустойчивости принимает вид
QJQX < (В1/В2)

2 (рис. 15).
В вязкой жидкости для комплексных амплитуд малых волновых воз-

мущений скорости вида u (r) exp [i (kz + шр — со£)] с произвольными к
и целыми п получаются уравнения

? **+*•(*-*)]«.-

дг* "f" г дг г2 ^ v vr
(6.15)

с краевыми условиями иТ = диг1дг = иф = 0 при г = Ви В2. Эти урав-
нения не имеют сингулярностей, так что, очевидно, при фиксированных
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параметрах (включая кип) всегда существует дискретный спектр собствен-
ных значений со;-, и соответствующий набор собственных функций обладает
полнотой. Долгое время предполагалось, что с ростом Re терять устойчивость
первыми должны осесимметричные возмущения (с п = 0). Для них уста-
новлено (хотя достаточно полно пока еще не доказано), что первой бифурка-
цией является смена устойчивости — переход от течения (6.14) к новому
стационарному течению вида и (г) exp (ikCT z), тороидальным роликовым
вихрям Тэйлора (впервые рассчитанным Дж. Тэйлором 6 7 при малом dlRa,
г д е d = R2 — i?! и i? 0 = 1/2 (R1 + i?2))- По ним и строились области неус-
тойчивости типа рис. 15 (показывающие, что здесь вязкость играет стабили-
зирующую роль, но при Qjj/Qi < (RJR2)

2 и достаточно больших Re неустой-
чивость все же развивается). Долгое время считалось, что они отлично со-
гласуются с экспериментальными данными (см. точки на границе заштри-
хованной области на рис. 15).

Однако позже оказалось, что при не слишком малых отрицательных
Q2/Q± возмущения с п Ф 0 теряют устойчивость немного раньше, чем осе-
симметричные. Так, по расчетам Е. Крюгера, А. Гросса и Р. Ди-Прима ю

при d/R1 = 1/20, на лучах Q2/Q1 = —0,7; —0,8; —0,9; —1,0 и 1,25 с рос-
том Re первыми теряют устойчивость возмущения с ге = 0, 1, 3, 4 и 5. Это
подтверждается экспериментальными данными, в частности, Г. Снайдера 6 9.

И теоретические расчеты (Дж. Стюарта70, А. Дейви п , А. Дейви,
Р. Ди-Прима и Дж. Стюарта72), и экспериментальные данные (Р. Доннелли и
К. Шварца 73, Г. Снайдера и Р. Ламберта 74) показывают, что при Re =
= v~1Q1/?1<i > Rex or нарастание интенсивности осесимметричных вихрей
Тэйлора отлично описывается уравнением Ландау (3.2).

Специально поставленные для проверки сценариев эксперименты
Дж. Голлуба и Г. Суинни 75, П. Фенстермахера, Г. Суинни и Дж. Голлуба 76,
В. С. Львова и А. А. Предтеченского 77, А. Брандштетера и др. 1 0 5 показа-
ли, что при R e 2 сг вихри Тэйлора теряют устойчивость и на них появляются
азимутальные изгибные волны. С ростом Re при последующих бифурка-
циях (по-видимому, нормальных хопфовских) возникают еще одна — три
независимые частоты (и, кроме того, на спектре флуктуации скорости иТ (t)
посередине зазора дискретные пики расширяются, а непрерывный фоновый
спектр растет, что сценариями Ландау — Хопфа и Рюэлля — Тэкенса не
предусматривается). После следующей бифуркации при Re = Re c остается
только стохастическое движение с непрерывным спектром.

Количественные характеристики обнаруженных в этих экспериментах
бифуркаций меняются, в частности, в зависимости от размеров цилиндров
и от начальных данных. Так, в первом из них было Rx = 22,54 мм, i?2

 =

= 25,40 мм, d = R2 — i?i = 2,86 мм, d/R1 = 0,14, высота цилиндров h =
= 20d, Q2 = 0, Rc = 2501. Вихри Тэйлора появились при R* = Re/Rec =
= 0,051 (в количестве kh/2n = 17); при R* = 0,064 на них появились изгиб-
ные волны (четыре на окружность, с безразмерной частотой /* = 2я/1/£21 =
= 1,30, причем в спектре ur (t) были видны шесть ее гармоник); при R* =
= 0,54 появилась вторая (малая) частота /2; с ростом R* она убывала до ну-
ля при R* = 0,78, где появилась третья частота /* « (2/3) /*; при R* ~ 1
обратимо и безгистерезисно происходила стохастизация.

В экспериментах Львова и Предтеченского было Rt = 17,5 мм, R2 =
= 27,5 мм, d = 10 мм, dlR^ = 0,57, h = 30d, Q2 = 0. Вихри Тэйлора поя-
вились при Re ~ 74 (в количествах 22—36, при медленном разгоне 28—
30). При 30 вихрях изгибные волны появились в интервале Re = 995—
1015 (шесть на окружность, fx = 1,93 Q1? две гармоники); затем при Re =
= 1040 в спектре мф (t) появилась и альтернировала с первой вторая частота
/2 = 0,55 Q l 5 а также комбинационные гармоники; затем появилась третья
частота /3 = 0,95Qx; при Re = 1901 отчетливых максимумов в спектре уже
не было (но отдельные острые пики появлялись и исчезали и при дальней
шем росте Re). Течение с 28 вихрями вело себя совершенно иначе (в част-
7 У Ф Н , т. 150, вып. 1
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ности, при Re = 1100—1200 оно переходило в состояние с 29 вихрями)..
В целом эволюция вихрей Тэйлора хотя и походила в общих чертах на сце-
нарий Рюэлля и Тэкенса, но в деталях оказалась заметно более сложной.

6.6. Т е р м и ч е с к а я к о н в е к ц и я

Рассмотрим теперь термическую конвекцию в горизонтальном слое
0 ^ z =£̂  h, описываемую уравнениями Буссинеска

divu = 0. *1=—32L_gar + vAu, ^ = хА?1' (6.16).

(где а — коэффициент термического расширения) с фиксированными крае-
выми значениями температуры T'z=o = То и T'x=h = Тг. Стационарное реше-
ние этих уравнений имеет вид и = 0, Т' = Т$ = То — (То — Тг) zlh. Введя
числа Рэлея Ra = ga (То — 7\) hs/v% и Прандтля а = v/%, измеряя длины
масштабом h, времена — масштабом №/% и полагая Т — T's = (То — j /
приведем (6.16) к безразмерному виду

divu = 0, | l = —vn + o^Vr + aAu, -^ = wRa+A®, (6.17)

где П — безразмерное отклонение давления от его стационарного гидро-
статического распределения. Линеаризуя эти уравнения (что сводится
к замене d/dt на dldt) и отыскивая неизвестные функции в виде / (z) X
X ф (х, у) ехр (—io(ot), где Аф + к2ц> = 0, для комплексной амплитуды

•& (z) получим

) (& ) ( § ) * = 0 (6.18).

с краевыми условиями ф = •&" — •б1'" — (А;2 — гаю) •&' = 0 на одной и
О = О" = •ftiv = о на другой стенке. Первой бифуркацией здесь оказы-
вается смена устойчивости (А. Пеллыог Р. Саусвелл 78)< Рэлей установил это-
для слоя с двумя свободными поверхностями, где получилось Rax Cr =
= 27xi4/4 « 657,5 и кСТ= л/у~2 л : 2,2; позже для слоя с жесткими поверх-
ностями получены значения Raj с г « 1708 и кст « 3,12, а при жесткой
нижней и свободной верхней поверхностях Ra! с г ^ 1100) — возникновение'
периодического по х, у стационарного движения. Его форма ф (х, у) (кон-
вективные ролики, квадратные или шестиугольные ячейки и т. п.) из линей-
ной теории не определяется.

А. Шлютер, Д. Лорц и Ф. Буссе 79 установили, что при очень неболь-
ших Ra — Rax Cr > 0 из стационарных конвективных движений линейно
устойчивы (в узкой полосе плоскости к, Ra) только ролики. Е. Пальм 8 0

и последующие авторы получили более общие результаты, установив, что
формирование шестиугольных конвективных ячеек А. Бенара (1900) опре-
деляется температурной зависимостью материальных свойств жидкости,
прежде всего, вязкости: v' = | dv/dT |. Для возмущения вида

w = [ 4 , (t) cos ky + А2 (t) cos kx^1 cos -^-] sin Iz (6.19)

Пальм вывел систему уравнений типа Ландау

имеющую стационарные решения А2 = + 2 ^ , соответствующие шестиуголь-
ным ячейкам. Установлено, что при Rax Сг < Ra, < Ra < Р?..2 устойчивы
только шестиугольники, пли г'г 2 < ^ а < RR-I — и шестиугольники, и ро-
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лики, а при Ка > Ка3 — только ролики. При v' ->0 и Ra^ и Ra2, и Ra 3

стремятся к Rai сг, так что восстанавливается результат Шлютера, Лорца
и Буссе.

Рассмотрим конвективные ролики, вытянутые вдоль оси у, так что для
них уравнения (6.17) оказываются двумерными и после введения в плоскости
(х, z) функции тока \р приводятся к виду

р + а Д ( Р + R a + A e (6.21)

С ростом Ra > Rai Cr движение в роликах перестает быть стационарным
и нарастает со временем. Вначале его можно описать следующими тремя
модами:

^-Y/3 X-V2sinkx-sinnz,
v A '_ (6.22)

•д = Ro (Y-Y2coskx-sin nz— Zsin 2nz),
где i?0 = k~2 (я2 + А;2)3. Ф. Буссе 8 1 доказал, что у инфинитезимальных воз-
мущений амплитуды других мод суть малые более высокого порядка. Учиты-
вая это, подставляя (6.22) в (6.21) и пренебрегая взаимодействиями со всеми
другими модами, получаем для X, Y, Z систему уравнений

X = -оХ — oY, Y = -Y + гХ — XZ, Z = —bZ + XY, (6.23)
где точка обозначает производную по (k?R0)

x/z t; Ъ = 4я2 (k2R0)-V3 — гео-
метрический фактор (при рэлеевском А; = п/у2 равный 8/3); г = R~l R а —
относительное число Рэлея. Эта система, впервые полученная Э. Лоренцем 8 2,
прославилась как первый пример системы со странным аттрактором (бес-
конечнолистный аттрактор канторовской структуры был заподозрен еще
самим Лоренцем, но строгого математического доказательства этому еще
не получено).

Подчеркнем, что уравнения Лоренца (к которым мы еще вернемся)
описывают реальную конвекцию лишь при небольших г. В экспериментах
Дж. Уиллиса и Дж. Дирдорфа 8 3 было установлено, что при Ra2 Cr ^
ж 3Raj с г на конвективных роликах, как и выше на тороидальных роликах
Тэйлора, возникают поперечные волны. Их расчет в рамках линейной тео-
рии выполнил Ф. Буссе 8 1, а по нелинейной теории — Дж. Мак-Лафлин
и П. Мартин 8 4 , рассчитавшие, во-первых, восьмимодовое движение с роли-
ками (6.22) и одной гармоникой вдоль оси у и построившие для него разло-
жение Ландау (3.2) (для которого получилось б > 0, что соответствует
нормальной бифуркации). Во-вторых, они численно рассчитали 39-модовое
движение с роликами (6.22) и четырьмя гармониками вдоль оси у и при
kjn = 0,072, &2/я = 0,1, а = 1 получили г2 с г ?к 1,25, при г = 1,4 перио-
дический, при г — 1,45 слегка непериодический, при г = 1,5 и 1,55 опять пе-
риодический, при г = 1,6 резко непериодический режим (а при исключе-
нии четвертой гармоники — при г = 1,6; 2 и даже 20 — периодические
режимы).

Рассмотрим теперь уравнения Лоренца (6.23). Дивергенция фазового
потока (5.2) у них отрицательна: Л = —(а + Ъ + 1), так что все траектории
стремятся в некоторое множество нулевого объема. Величина W ~ IX2 -f

+ Y2 + (Z — г — а) 2 ] 1 / 2 удовлетворяет условию W ̂  — CXW + C2 с по-
ложительными Сх и С2, так что все траектории входят в шар W =ŝ  2Ci!C1.
Система не меняется при замене (X, Y, Z) -*-(—X, —Y, —Z). При г < 1
единственной неподвижной точкой является устойчивый узел 0 в начале
координат. При г ^ 1 (начало конвекции) он теряет устойчивость (стано-
вится седлом с двумерным устойчивым многообразием и двумя неустой-
чивыми одномерными — сепаратрисами Г+, Г~), и появляются еще две не-
подвижные точки С+, С- = ( ± [Ъ (г — i)]V2, ±[Ъ (г — I)]1/2, г — 1). к ко-

7*
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торым стремятся сепаратрисы. При 0 < Ъ + 1 они устойчивы, при а >
> Ъ + 1 (далее, следуя Лоренцу, будем рассматривать случай а = 10,
Ъ = 8/3) устойчивы при 1 < г < г 3 = а(ст + Ь + 3)(ст — Ъ — I ) - 1 « 24,74,
а при г > г3 теряют устойчивость. По линейной теории, при г = г3 здесь
возможны нейтральные возмущения с частотой со = [2Ьо (а + 1)(0 — b —

Рис. 16. Бифуркации в системе
Лоренца

а — Для 1 < г < г,, б — Для г = г,.
в — Для ri < г < г2. г — Для г = г2.
9 — Для г2 < г < г3- в — Для г = гз

— I)- 1] 1/ 2, скажем, SX = A cos со£. При г немного меньше г3 к 8Х прибав-
ляется малая нелинейная поправка порядка | А |2, для которой Дж. Мак-
Лафлин и П. Мартин 8 4 построили с точностью порядка а-1 уравнение Лан-
дау (3.2) и получили у = (b/2aV*)[(r - 1)1 / 2 - (г3 - 1)1/2] и б = -37/72 ст,
так что бифуркация при г = г3 оказалась обратной.

Далее изложим результаты В. С. Афраймовича, В. В. Быкова и
Л. П. Шильникова 8 5 (рис. 16). При г = гг « 13,92 они обнаружили бифур-
кацию, при которой сепаратрисы возвращаются в седло. При г > гх из пе-
тель сепаратрис рождаются седловые периодические движения L+, L~ вокруг

Рис. 17. Пример траектории на аттракторе Лоренца при г = 28.
Плоскость X, Y соответствует Z = 27

фокусов С+, С- (и одновременно появляется не являющееся аттрактором
инвариантное множество линий Qx канторовой структуры, включающее
счетное множество седловых периодических движений); сепаратрисы Г+, Г-
пересекаются и стремятся к фокусам С-, С+. При г = г2 як 24,06 сепаратри-
сы Г+, Г- вместо фокусов наматываются на циклы L-, L+, а вместо Qx появ-
ляется бесконечнолистный аттрактор Лоренца Qa, область притяжения
которого ограничивают устойчивые многообразия циклов L~, L* (так что
возбуждение стохастичности является жестким). При г~> гг он устойчив,
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включает О, Г+, Г- и потому не является структурно устойчивым, и на нем
всюду плотны периодические движения (способные испытывать последо-
вательности бифуркаций удвоения периода и могущие исчезать с ростом г
лишь путем влипания в петли сепаратрис). При г = г3 циклы L+, L~ стя-
гиваются в точки С+, С-, и последние теряют устойчивость. При г3 < г <
< г4 « 220 единственным устойчивым предельным множеством является

Л

Рис. 18. Топология аттрактора Лоренца

о •>Ч
Хаос

i » г
Рис. 19. График показателя Ляпунова

WO ZOO 300 Г

! (г) при Ъ = 4, а = 16

Рис. 20. Бифуркации удвоения периода в конвективных роликах

аттрактор Лоренца (отметим, что при уменьшении г от г4 до г2 фазовая точка
М (t) остается в аттракторе, а при г < г2 он теряет устойчивость, и М (t)
стремится к С+ или С~).

Пример траектории на аттракторе (при г = 28 пересекающей плоскость
Z = 27) см. на рис. 17; она выходит из начала координат, обходит С+, затем
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раскручивается и притягивается к С~, уходит от С- по спирали к С+ и т. д.,
причем период обращения вокруг С+ или С- равен 0,62, а радиусы спиралей
меняются за оборот на 6 %. Указанное еще самим Лоренцем для этого приме-
ра отображение Пуанкаре Zn+1 = П (Zn) последовательных максимумов Z
имеет треугольную форму, причем всюду | П' (Z) | > 1; оно эргодическое
и перемешивающее (Л. А. Бунимович, Я. Г. Синай 8 6). Топологически ат-
трактор Лоренца получается из двух листов, расширяющихся поперек
траекторий, причем правый край каждого из них приклеивается к левым
краям обоих листов (рис. 18). X. Мори и X. Фуджисака 8 7 рассчитали для
аттрактора Лоренца, как функцию от г, показатель Ляпунова ог (второй
сг2 равен нулю, третий а3 — Л — а1 отрицателен, а ляпуновская размер-
ность аттрактора равна 2 + ах \ о3 | - 1 ) . При г < 1 он отрицателен, при
г = 1 (появление конвективных роликов) обращается в нуль, при 1 < г < г3

опять отрицателен и при г = г3 достигает нуля, но при г = г2 выше нуля
возникает и при г ~> г2 возрастает новая ветвь a l t при очень больших г
многократно прерываемая «лакунами» нулевых значений, соответствую-
щих периодическим движениям (см. на рис. 19 пример при Ъ = 4, сг = 16;
здесь при г = 40 получается ляпуновская размерность 2,06).

В последние годы экспериментальные условия изучения конвекции резко
улучшились вследствие использования классического жидкого гелия с малой
теплоемкостью стенок по сравнению с жидкостью и с температурной чув-
ствительностью Ю-7 (группы Дж. Алерса 8 8 и А. Либчабера 8 9), лазерного
допплеровского анемометра с точностью Ю-4 см/с (группы Дж. Голлуба 9 0

и П. Берже 91> 1Ов) и ЭВМ. Это дало возможность наблюдать (по спектрам)
квазипериодические движения с 2—3 несоизмеримыми частотами, последо-
вательности бифуркаций удвоения периода с законом подобия (6.7) для
амплитуд (на рис. 20 пример из работы Дж. Голлуба, С. Бенсона и
Дж. Штейнмана 9 0), перемежаемость, абсолютную неустойчивость тонких
слоев, краевые эффекты (ролики, перпендикулярные стенкам) и т. п.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Нам очень хотелось вставить в определение турбулентности в разделе
5.3 требование ее многомодовости, т. е. хаотичности ее пространственной
структуры в любой фиксированный момент времени, так как, например,
описываемое уравнениями Э. Лоренца стохастическое движение в геомет-
рически регулярных структурах конвективных роликов уж слишком не по-
хоже на наши интуитивные представления о турбулентных течениях жидко-
стей и газов, одной из важнейших особенностей которых представляется
возможность каскадных процессов передачи по спектру масштабов сохра-
няющихся свойств — энергии, энстрофии, потенциальной энстрофии, кон-
сервативных примесей, волнового действия и т. п. Этим представлениям
лучше всего соответствуют модели цепочек из зацепляющихся триплетов
А. М. Обухова 92 (с возможностью стохастического поведения в смысле раз-
дела 5.3 каждого из триплетов). Мы, однако, удержались от такого допол-
нительного требования, предпочтя сохранить его для определения развитой
турбулентности и соглашаясь относить теорию странных аттракторов к про-
цессам возникновения турбулентности.

Чего хотелось бы ожидать в ближайшем будущем? Во-первых, доделки
незавершенных задач линейной теории неустойчивости (некоторые из них
указаны в разделе 4); так, например, желательно дать качественное объяс-
нение коренным различиям в поведении течений Пуазейля в каналах и тру-
бах. Во-вторых, математической разработки новых сценариев стохастиза-
ции (которые, несомненно, многообразны), в том числе расшифровки
механизмов стохастизации после обратной бифуркации Хопфа, а также ма-
тематического описания процессов взрывной стохастизации мелкомасштабных
форм течения в вязком подслое у твердых стенок. Впрочем, есть ощущение,
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что математическая часть теории уже попала на надежные рельсы. В-треть-
их, и этого, пожалуй, не хватает больше всего, лабораторных исследований
возникновения турбулентности с использованием новой экспериментальной
техники (например, лазер-допплеровских измерений течений в стеклянных
трубах).
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