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ВВЕДЕНИЕ

Теория суперсимметрии * является очередным шагом на пути реализации
мечты теоретической физики о построении единой теории элементарных
частиц *). Теория суперсимметрии не имеет пока подтвержденных на опыте
экспериментальных эффектов, но она дала целый ряд замечательных «тео-
ретических эффектов», среди которых такой принципиальный для квантовой
теории поля 2 результат, как построение 4-мерной модели без ультрафиолето-
вых расходимостей **) .

Мы дадим ниже краткое описание некоторых недавних результатов по
суперсимметрии, которые для удобства изложения разбили на разделы:
подход Калуцы — Клейна, аномалии и суперструны. Следует, однако, иметь
в виду, что наиболее интересные результаты получены на стыке разных
областей, с привлечением разнообразных математических и физических
идей, что наглядно демонстрирует стремление к единству и сложной про-
стоте. Это относится в первую очередь к обсуждаемой ниже суперструне

*) В этой короткой статье при цитировании мы по большей части ограничиваемся
ссылками на недавние публикации и обзоры, не касаясь истории вопроса.

**) Имеется в виду (N = 4)-суперсиммет] ичная теория Янга — Миллса (см. 3) и ее
обобщения типа мягкого включения массы *.
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Грина и Шварца 6i6 с калибровочной группой SO(32) или Е 8 X Е 8 — одним
из современных кандидатов на роль единой теории, объединяющей все извест-
ные взаимодействия — слабое, электромагнитное, сильное и гравитационное.

1. ПОДХОД КАЛУЦЫ — КЛЕЙНА

а) П р о б л е м ы т е о р и й б о л ь ш о г о о б ъ е д и н е н и я

В последние годы в теории элементарных частиц возродилась фанта-
стическая идея Калуцы 7 о том, что пространство-время имеет больше чем
4 измерения 8. Современное развитие этого подхода началось с работ Шерка
и Шварца 9 и Креммера и Шерка 1 0 в связи со струнными дуальными моде-
лями. Они предложили рассматривать дополнительные измерения как физи-
ческие, равноправные с наблюдаемыми 4 измерениями. Очевидное различие
между 4 наблюдаемыми и добавочными микроскопическими измерениями
было предложено интерпретировать как спонтанное нарушение симметрии
вакуума или, другими словами, как результат спонтанной компактификации
дополнительных измерений.

Здесь мы дадим обзор основных идей, которые привели к заключению,
что кандидата на роль реалистической единой теории нужно искать среди
на первый взгляд странных моделей в пространстве-времени размерности
больше 4, причем необходимо учитывать гравитацию.

Как известно, теории большого объединения п> 1 2, имеющие значитель-
ные успехи в объяснении свойств стандартной SU(3) X SU(2) X Щ1)-модели
электрослабых и сильных взаимодействий, встречаются с рядом проблем.

1. Проблема иерархии взаимодействий, т. е. необходимость объяснить
огромное различие в масштабах масс электрослабого взаимодействия М^ ~
~ 102 ГэВ и большого объединения, Мх ~ Ю15 ГэВ.

2. Не объясняется наличие трех поколений фермионов.
3. Проблема киральных фермионов, т. е. требуется объяснить, почему

правые и левые фермионы входят в лагранжиан несимметрично.
4. Выбор калибровочной группы в значительной мере произволен.
5. Для описания хиггсовых бозонов требуется большое число пара-

метров.
6. Теории большого объединения не включают гравитацию, хотя харак-

терная масса в этих теориях Мх -~ Ю15 ГэВ не так уж далека от планков-
ской массы М-р ~ 1019 ГэВ.

Решение проблемы иерархии взаимодействий должно быть устойчивым
относительно вычисления радиационных поправок. Это привело к использо-
ванию глобальной суперсимметрии 1 3 для обеспечения жесткого отношения
M-^flMxi поскольку в суперсимметричных моделях часть обычных для
квантовой теории поля расходимостей отсутствует, и это позволяет сделать
отношение Mw/Mx постоянным. Для того чтобы получить реалистический
спектр частиц в таком подходе, нужно иметь спонтанное нарушение супер-
симметрии. Это оказалось возможным только при учете супергравитации ы,
а именно, в теории, включающей (N = 1)-супергравитацию, (N = ^-супер-
симметричную теорию Янга — Миллса и некоторое число N = 1 скалярных
киральных полей (последние призваны обеспечить нарушение калибровоч-
ной и суперсимметрии). Замечательно, что если раньше высказывалась
надежда 1Б> 1 6, что гравитация может быть важна в теории элементарных
частиц, то сейчас выяснилось, что без гравитации фактически невозможно
построить феноменологически удовлетворительную теорию. Однако и эта
теория имеет свои проблемы: она не является перенормируемой, имеет много
свободных параметров и не решает вышеперечисленные проблемы 2—5.
Следовательно, такая теория не может быть фундаментальной и является
только эффективной теорией. Если считать, что фундаментальной является
полевая теория, то такая теория должна обладать более высокой симметрией,
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чем (N = 1)-супергравитация. Повысить симметрию можно двумя спо-
собами:

п е р в ы й заключается в том, чтобы рассмотреть теории с расширенной
./V-суперсимметрией в (d = 4)-мерном пространстве-времени 17;

в т о р о й , восходящий к идее Калуцы — Клейна, заключается в том,
чтобы рассматривать теории, в которых симметрией является группа локаль-
ных (N = 1)-суперпреобразований d-мерного пространства 1 8 (d ;> 4).

В первом случае, чтобы получить феноменологическую теорию, нужен
механизм, нарушающий (N >• 1)-суперсимметрию до (N = 1)-суперсиммет-
рии,— спонтанное нарушение суперсимметрии, а во втором — механизм,
нарушающий общекоординатную симметрию d-мерного пространства до
симметрии пространства Mi X Вй~*. О втором механизме принято говорить
как о механизме спонтанной компактификации. Однако трудности с непе-
ренормируемостью этих теорий заставляют и их (имеются в виду теории
в размерности d ^ 10) в свою очередь рассматривать как эффективные, полу-
чающиеся из более фундаментальной — суперструны в 10-мерном простран-
стве-времени 19. В теории суперструн, по-видимому, отсутствуют расходи-
мости 6. 19. Возможно, и в расширенной супергравитации имеется скрытая
симметрия, благодаря которой теория окажется перенормируемой 2 0 *).

б) Р а с ш и р е н н ы е с у п е р г р а в и т а ц и и
в (d — 4) - м е р н о м п р о с т р а н с т в е - в р е м е н и

В размерности d = 4 возможны iV-расширенные супергравитации сА' ^
= 1, . . ., 8 (N указывает число суперзарядов теории). Ограничение на
число N связано с тем, что для N >> 8 возникают поля, соответствующие
частицам со спином, большим 2, а последовательной теории таких полей,
взаимодействующих с гравитацией, не существует 1 1 S. Максимально сим-
метричная модель супергравитации — (N = 8)-супергравитация 1Т. Известно
несколько вариантов этой теории 2 1. 2 2, однако во всех этих теориях элемен-
тарные калибровочные поля преобразуются по группе, которая не может
включать SU(3) X SU(2) X U(l). Следовательно, (TV = 8, d = 4)-супергра-
витация не может рассматриваться как реалистическая, если не апеллиро-
вать к идее использовать составные калибровочные поля 17> 2 3.

Попытки построить реалистическую теорию на основе iV-супергравита-
ции с 2 ^ N ^ 4, взаимодействующей с полями материи, не привели к удо-
влетворительной модели, поскольку для них трудно обеспечить механизм,
нарушающий суперсимметрию до N — 1.

Таким образом, реалистическая теория с расширенной суперсимметрией
в 4-мерном пространстве-времени пока отсутствует. Более перспективными
представляются теории в многомерном (d > 4) пространстве-времени. Основ-
ная идея здесь заключается в том, чтобы написать геометрическую модель
при d > 4, из которой затем при помощи спонтанной компактификации
получить более сложную реалистическую теорию для d = 4. Заметим, кстати,
что 4-мерные теории с расширенной суперсимметрией были построены именно
с помощью простейшей размерной редукции из многомерных теорий.

в) С у п е р г р а в и т а ц и я
в ( d > 4 ) - м е р н о м п р о с т р а н с т в е - в р е м е н и

Максимальная размерность пространства-времени, при которой супер-
гравитация может быть построена, равна 11 1 2 1. Максимальное число
(N = 8) расширенных суперсимметрий в размерности d = 4 связано с мак-

*) Метод обратной задачи, скрытая симметрия и высшие законы сохранения в супер-
пространстве для похожей на супергравитацию (N = 4)-суперсимметричной теории Янга
— Миллса рассмотрены в uo,»8,2o,98,ri7_ Суперсимметричная формулировка этой теории
дана в 10°. Геометрическая формулировка (N = 1)-супергравитации дана в ия, 1 0 2.
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симальной размерностью 11, поскольку при размерной редукции (см. ниже)
32-компонентные спиноры-генераторы простой суперсимметрии Qj., Л =
= 1, . . ., 32, в 11-мерной теории разбиваются на 8 групп (N = 8) 4-ком-
понентных спиноров-генераторов расширенной суперсимметрии — Qai, a =
= 1, 2 , 3 , 4; i = l, . . ., 8, в четырехмерном пространстве. При d = 11
нет мультиплетов, содержащих поля только со спином / , / ^ 1 (мульти-
плетов полей материи) 1 1 В , и мы получаем в качестве унифицирующей един-
ственно возможную теорию 1 8 . Эта теория содержит 11-мерное поле реперов
вы (44 бозонные степени свободы), поле гравитино ^ а (128 фермионных сте-
пеней свободы) и антисимметричный тензор третьего ранга AMNK (84 бо-
зонные степени свободы).

Компонентное содержание моделей супергравитации, включая возмож-
ное взаимодействие с мультиплетами материи, в зависимости от размерности

Т а б л и ц а

/V 1
i¥ 1

d = 10,
iV = l '

d=6,
7V = 2

Состав мультиплетов

Гравитационный мультиплет

Ум — поле Рариты—Швингера,
AMNP — антисимметричный тен-

зор,
М, N, Р = 0,1, . . . , 10

Гравитационный мультиплет

(еМ' Ум' ВМР, Я, ф);
векторный мультиплет (Ам, У)',
Ум—поле Рариты —Швингера,

ВМР — антисимметричный тензор,
%—поле Дирака,
Ф—скаляр,

Ам — поле Янга —Миллса,
М, N, Р = 0,1, . . . , 9

Гравитационный мультиплет

(ем> ^Mi В^р); антисиммет-
ричный тензорный мультиплет
(В^р, %, ф); калибровочный
мультиплет (Ам, ^); гипер-
мультиплет (\|)д, Ф*);

В+(~)—авто(анти)дуальная
напряженность,

Ум и к—левые фермионы,
X—правые,
Ф* — скаляры, параметризующие

Я Р (71-1, 1),
Ф—скаляр, уА — Бр(ге)-спиноры,
М, Р = 0,1, . . . , 5; о = 1 , . . .
...,71 (2ге-|-1) — изотопический ин-
декс, i = l, ...,4re, Д = 1 , . . . , 2гс

Бозонная часть лагранжиана

Г Г 1 1
S — \ d %е ~~ёг~ В — "TQ- FMNPQ F "T"

1 2 e

 r M i . . .M,i w
i "6(4!) 2 x

М1МгМзМ4 МэМеМтМд МдМюМц j

6 1 - f d 1 0 a:e /-i-7? — У м ф У М ф —

e pa paMN
4g2 MN

IS Г» 1

MNK "\M"Nli\ '

+ tr ^ [ M FNL] ifA[MANAL])

S= \d>xe\—R ^ - У м ф У М ф -

e JJ ffMNK_J__ pa paMN
6g4 4^2 MiV

1 G -D iDM<bi ~ Ф ^ Г Ф * Л '
2 1.7 Мф -* J '

Gij — кэлерова метрика

Гравитационная постоянная х равна 1; g—янг-миллсовская постоянная, е^ —
поле реперов, FMN — янг-миллсовская напряженность, HMNK — напряженность
поля В МР с точностью до членов Черна—Саимонса калибровочного поля
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яространства-времени приведено в таблице, причем приведены только наи-
более реалистические кандидаты на роль унифицирующей теории. Мульти-
плеты полей материи существуют только при d =sC 10 1 1 9. В 10-мерном случае
единственно возможным является (N = 1)-янг-миллсовский мультиплет 1 2 0.
Этот мультиплет содержит только поля спина 1/2 и калибровочные поля и не
содержит скалярных полей. При d =- 10 имеются три теории супергравита-
ции: (N = 1)-супергравитация 24, (N — 2)-супергравитация 26 и (N — 2)-ки-
ральная супергравитация 2в. (N - 1, d = 10)-супергравитация взаимодей-
ствует с мультиплетом, содержащим калибровочные поля (см. таблицу),
причем единственной независимой постоянной является гравитационная
постоянная ш .

(N = 2, d = 6)-теория содержит несколько мультиплетов — гравитаци-
онный мультиплет, антисимметричный тензорный мультиплет, калибровоч-
ный мультиплет и гипермультиплет. В состав гипермультиплета входят ска-
лярные поля ф\ на которые наложены дополнительные ограничения — они
являются параметрами некомпактного кватернионного кэлерова многообра-
зия HP (п — 1, п) (число п связано с размерностью калибровочной группы).

Изучение физических свойств этих теорий основано на механизме спон-
танной компактификации.

г) С п о н т а н н а я к о м п а к т и ф и к а ц и я :
в а к у у м н ы е р е ш е н и я

Механизм спонтанной компактификации в теориях типа Калуцы —
Клейна заключается в следующем 8~10. В d-мерном пространстве-времени
рассматриваются уравнения, описывающие гравитационное поле, возможно,
взаимодействующее с полями материи. Ищется решение специального вида
(вакуумное решение) этих уравнений, отвечающее представлению d-мерного
многообразия в виде Md = Mi X Bd~i, где Af4 — четырехмерное простран-
ство-время (желательно — пространство Минковского, но часто рассматри-
вают и пространство анти-де Ситтера) и Bd~i — компактное «внутреннее»

о

пространство. Вакуумная метрика £млг имеет блочный вид:

.IV (*) 0
О

0 gmn (2/Ъ

здесь х& — координаты на М4 и ут — координаты на £d"4. В качестве М*
и Bd~* обычно рассматриваются пространства Эйнштейна 2 9 (т. е. тензор Риччи
пропорционален метрике). Естественно предположить, что вакуумное реше-
ние должно быть в некотором смысле стабильным и обладать симметрией.
Затем выполняется разложение всех полей, обозначим их Ф (х, у), по гар-
моникам (собственным функциям оператора массы М2) на 5d~4:

Ф (ж, у) = 2 ФЙ (х) Хк(у), M\h (у) = т%хк (у);
k

коэффициенты разложения ср̂  {х) интерпретируются как физические поля.
Оператор массы задается некоторым дифференциальным оператором на Bd~*,
определяемым разложением действия до второго порядка по флуктуациям
относительно вакуумного решения. Уравнения для эффективной 4-мерной
теории получаются при помощи интегрирования по у и описывают бесконеч-
ный набор массивных состояний с массами порядка 1/L, где L — характер-
ная длина .Bd~4, и конечный набор безмассовых состояний — нулевых мод.
Если взять L порядка планковской длины, то получаются массивные состоя-
ния с чрезвычайно большой планковской массой далеко за пределами экспе-
риментальных возможностей *). Наблюдаемыми в этом подходе являются

*) Более точно: если — Kk, к = 1, 2, . . .,— собственные значения оператора Лап-
ласа с граничными условиями Дирихле или Неймана на re-мерном компактном римано-
вом многообразии объема г, то имеет место оценка Х^ ̂  c n (A7v)2/™ при всех к 1 2 7 .
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только безмассовые частицы. Таким образом, дополнительные измерения
проявляются при низких энергиях только в специальном, в зависимости от
модели, виде взаимодействий безмассовых частиц.

Уравнения движения гравитационного поля в й-мерном пространстве
имеют вид

RMN——eMNB- = TMN — AgMN, (1.1).

где TMN — тензор энергии-импульса полей материи, Л — ламбда-член.
При Л = 0 вакууму с TMN = 0 соответствует компактификация Мй =
= Мг X Bd~T, где Мт — пространство Минковского, В — риччи-плоское
компактное пространство. В качестве В можно взять (d — г)-мерный тор
Td~r. Однако в такой теории имеются только абелевы калибровочные поля
(см. ниже), и желательно иметь более нетривиальную компактификацию за
счет того, что в вакууме тензор ТMN отличен от нуля.

Блочное представление метрики gMN совместно с уравнениями, если
предположить, что

Т^ = -Yiguv (x), Tmn = y2gmn (у). (1.2)

Из (1.1), (1.2) следует, что Md = М* X 5 d " 4 , где М* и Ва~* — пространства»
Эйнштейна, т. е.

д (d
- " ( I V 2

2 ьтп-

Вакуумные решения для полей могут быть двух типов:
1. Решения, не нарушающие максимальной симметрии 4-мерного про-

странства-времени, т. е. отличны от нуля компоненты векторных и тензорных
полей только во внутреннем пространстве (для тензора 4-го ранга остается
возможность быть пропорциональным ê vxa — полностью антисимметрич-
ному тензору 4-го ранга).

2. Решения, допускающие нарушение максимальной симметрии 4-мер-
ного пространства, так называемые космологические решения.

Если рассматривается взаимодействие гравитации с векторными, тензор-
ными и скалярными полями без потенциального члена, т. е. слагаемого
в ТMNI пропорционального gMN^ (ф)> то в первом случае оказывается, что

у2 — 7i — Yi> гД е Yi — постоянная того же порядка, но в несколько раз
большая, чем у г В силу положительности энергии, Тоо > 0, постоянная ух

положительна. При этом из (1.3) следует, что если Л = 0, то Mi является
пространством анти-де Ситтера (adS4), a Bd~i — компактное пространство,
и получить в качестве вакуумного решения плоское четырехмерное про-
странство с ТMN Ф 0 невозможно. Если же в ТMN входит потенциальное
скалярное слагаемое, то решение ср = const эквивалентно введению Л-члена
и плоское пространство М 4 возможно при неплоском пространстве Bd~*,
как это и происходит в (d = 6, N = 2)-теории.

Существуют следующие возможности построить без эффективного Л-чле-
на решение, соответствующее пространству Минковского М 4 и имеющее
TMN Ф 0.

Учесть члены с высшими производными 3 2 . 3 3 , радиационные поправки 8 в

или духовые поля 3 0 *) , которые появляются для гипермультиплетов, содер-
жащих некомпактные пространства 3 4 .

Принять гипотезу 3 1 о существовании нескольких временных измерений,
т. е. использовать, например, сигнатуру (—(- + Н V • • • + ) 30-

*) При спонтанной редукции теории с духовыми полями появляются компактные
пространства отрицательной кривизны 3 0 .
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д ) М е х а н и з м ы с п о н т а н н о й к о м п а к т и ф и к а ц и и

Основная задача при построении компактификации Md = М* X Bd~*
состоит в том, чтобы найти решения классических полевых уравнений, тензор
энергии-импульса которых удовлетворяет условиям (1.3а), (1.36). Будем
рассматривать вакуумные решения, в которых только бозонные поля отлич-
ны от нуля, т. е. нужно найти решение уравнений, следующих из лагран-
жианов, приведенных в таблице, совместные с расщеплением (1.3а), (1.36).

Известны следующие механизмы спонтанной компактификации:
1) механизм, предложенный Фройндом и Рубином зь, использующий

специальный анзац для антисимметричных тензоров, а также механизм
Энглерта 3 6 ;

2) погружение связности для группы внутренних симметрии в лорен-
цеву связность 37» 5 0 ;

3) монопольный или инстантонный механизм 3 8;
4) компактификация за счет скалярных киральных полей 39> 4 0 ;
5) компактификация за счет радиационных поправок 8 6 .

Механизм Фройнда — Рубина

Этот механизм обычно применяется в (N = 1, d = 11)-супергравитации.
Решения уравнений движения для бозонных полей — уравнений Эйнштейна

с TMN = FMKPLF^- L—rrgMNF2 и уравнения для антисимметричного тен-

зорного поля

VMFMNPQ= _ _ ^ _ e M l . . . M . W P Q F M t . . . M 4 F M i . . . M , , (1.4)

совместные с блочным видом £млг» ищутся в виде

(1-5)

/ — постоянная, остальные компоненты FMNPQ равны нулю. Для Rnv и Rmn

получаются уравнения (1.3а), (1.36).

Механизм Энглерта

Имеются и более сложные решения уравнения (1.4), приводящие к тен-
зору энергии-импульса вида (1.2). Для решений типа Энглерта з в тензор
FMNPQ имеет также неисчезающие компоненты во внутреннем пространстве.
Решение типа Энглерта впервые было построено на сфере S7 с кручением.
Оно может быть построено 83» 8 4 на любом пространстве Эйнштейна В7, на
котором метрика удовлетворяет уравнению Rmn = 6№gmn и которое допус-
кает по крайней мере один спинор Киллинга, удовлетворяющий уравнению
[Vm — (^/2)ут]т) = 0. Тогда решение дается следующим анзацем:

= — 2Ке (х) 8p,v J W, Fmnkl = —

при этом R^ = — 10A,2g,,VI ym — матрицы Дирака, Г т п й г = Y[mYnV*Yfc)-

Механизм погружения янг-миллсовской связности в лоренцеву связность

ЭТОТ механизм 3 7 > 5 0 основан на том, что по заданной метрике на одно-
родном римановом пространстве можно построить янг-миллсовскую связ-
ность, удовлетворяющую условию параллелизуемости

BpF^N = 0; (1.6)

D — янг-миллсовская производная.
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Для случая, когда в качестве пространства 5 d~ 4 рассматривается сфера
S4'* и если калибровочная группа имеет в качестве подгруппы группу
О (d — 3), напряженность калибровочного поля, удовлетворяющая (1.6)
и тождествам Бианки, имеет вид

г — радиус сферы, е% — поле реперов. Формулы для Fmn в случае, когда
Ва~* является однородным пространством G-/H, можно найти в з т .

Монопольный механизм

В частном случае абелевой калибровочной группы монопольный меха-
низм совпадает с механизмом Фройнда — Рубина, при котором отличен от
нуля антисимметричный тензор 2-го ранга — напряженность электромаг-
нитного поля Fmn = се (у) гтп, гтп — полностью антисимметричный тензор
2-го ранга. Такой механизм компактификации используется в (d = 6,
N = 2)-супергравитации 28.

Компактификация при помощи киралъных полей

Уравнения имеют вид

RMN = •&• hmn (ф) дмф
т дяф

п,

-f дм (eg^hmnd^) = g™ - ^ " дмф
рд„ф*.

Используется 3 9 следующий анзац: фт{х, у) = уш, gmn = —(2/А,2) hmn;
8\1\ — метрика Минковского; здесь hmn — метрика постоянной положитель-
ной кривизны.

Гелл-Манн и Цвибах 4 0 рассмотрели также случай, когда hmn — мет-
рика постоянной отрицательной кривизны. В этом случае они построили
спонтанную размерную редукцию на некомпактную поверхность конечной
площади.

е) Н у л е в ы е м о д ы

1) Калибровочные поля

Выше при обсуждении вакуумных решений было отмечено, что наблю-
даемыми в области низких энергий в теории Калуцы — Клейна являются
только безмассовые состояния (нулевые моды оператора массы, т. е. опера-
торов Бельтрами — Лапласа, Дирака и Лихнеровича). Для того чтобы полу-
чить эффективную низкоэнергетическую теорию для безмассовых калибро-
вочных полей, применяется следующий стандартный «анзац Калуцы —
Клейна»:

^v = i v (*) + Al (х) А* (х) Кта (у) Кп* (у) gmn (у),

ё'цп = ^ " (я;) Кт« (у) 'gmn (у), gmn = °gmn (у);
о •

здесь (gnV (x), gmn (у)) — вакуумное решение на М 4 х В*-*. Предпола-
гается, что В имеет группу изометрий G с векторами Киллинга Кта (у);
а пробегает количество значений, равное размерности группы G. При инфи-
нитезимальных преобразованиях координат ут -*~ ут -\- е а (х) Кпих (у) ве-
личины Л" (х) преобразуются как калибровочные поля:
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Таким образом, поля Янга — Миллса с калибровочной группой G в теории
Калуцы — Клейна возникают как компоненты метрики. В рамках чистой
многомерной гравитации метрика вида (1.8), вообще говоря, не удовлетворяет
уравнениям движения 4 1, а для полей А%, не получается ai 4 3 стандартный
лагранжиан Янга — Миллса. Важными исключениями являются компакти-
фикация на тор (в этом случае группа G абелева), а также случай В — Н,
где Н — компактная полупростая группа Ли. Тогда левоинвариантные век-
торные поля являются векторами Киллинга Кта' для биинвариантной
метрики на Н и выполняется соотношение (Киллинга — Картана)

В этом случае анзац (1.8) удовлетворяет уравнениям движения. То же спра-
ведливо и для случая, когда В — однородное пространство. В обоих случаях
калибровочная группа редуцируется к некоторой подгруппе группы G»
Согласованность анзаца (1.3) с уравнениями движения может потребовать
также включения скалярных полей (как в первоначальной работе Калуцы).
При наличии полей материи анзац (1.8) может быть согласован с уравнениями
движения (как, например, в 11-мерной супергравитации 4 1 ) , но для каждой
конкретной модели требуется отдельный анализ.

2) Скалярные поля

Скалярные поля играют очень значительную роль в современных кали-
бровочных теориях поля 1 2, поскольку они обеспечивают механизм Хиггса
спонтанного нарушения симметрии и для описания скалярных полей тре-
буется большое число параметров. Поэтому геометрическая интерпретация
скалярных полей приобретает важное значение. Скалярные поля как ком-
поненты метрики появляются в теориях Калуцы — Клейна 7» Bi 4 2, однако
результаты сильно зависят от модели и их взаимодействие при этом описы-
вается экзотическими лагранжианами, имеющими мало общего со стандарт-
ным лагранжианом Янга — Миллса — Хиггса.

В работе 4 3 было предложено рассматривать теории Калуцы — Клейна
с динамическим кручением и интерпретировать определенные компоненты
кручения как скалярные поля. Если задана линейная связность T^IN, то
тензор кручения определяется как TMN = ^MN — ^NM- Будем считать,
что кручение в плоском пространстве Минковского отсутствует, и положим
Т^т = бцФщ (х)- Тогда для скалярных полей Ф т (они преобразуются по
некоторой калибровочной группе) получается лагранжиан Янга — Миллса —
Хиггса.

Отметим, что кручение появляется также в подходе Вайнберга 4 4 к теории
Калуцы — Клейна и в 11-мерной супергравитации 36> 4 5.

3) Фермионные поля

Безмассовый фермион со спином 1/2 описывается в теории Калуцы —
Клейна уравнением Дирака в d-мерном пространстве:

Y^VM^ = О,
или

^; (1.9)

здесь VM — ковариантная производная, y'Vn — обычный 4-мерный опера-
тор Дирака, а ут V™ — оператор Дирака в пространстве В. Из (1.9) видно,.
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что собственные значения оператора YmVm будут играть роль массы для
4-мерной теории. В частности, низкоэнергетическими наблюдаемыми будут
нулевые моды ymVmi соответствующие кваркам и лептонам 4 6. Число нуле-
вых мод (т. е. число кварков и лептонов) зависит от геометрии многообра-
зия В. Например, на многообразиях положительной кривизны, которые
часто возникают при компактификации, нулевые моды у оператора Дирака
вообще отсутствуют (теорема Лихнеровича 4 7 ) . К счастью, в теориях супер-
гравитации есть еще поля Рариты — Швингера со спином 3/2, некоторые
компоненты которых проявляются в 4-мерном пространстве-времени как
поля со спином 1/2. Оператор Рариты — Швингера может иметь нулевые
моды и на многообразиях положительной кривизны.

Однако в теориях Калуцы — Клейна с фермионами возникает следующая
основная проблема 46< 4 8. Как известно, наблюдаемые правые и левые фер-
мионы преобразуются по различным (комплексным) представлениям кали-
бровочной группы. Однако получить эту асимметрию при помощи много-
мерной гравитации не удается. Имеется теорема Атьи и Хирцебруха 49- 5 0,
что для любой непрерывной группы симметрии нулевые моды оператора
Дирака образуют вещественное представление. Виттен 5 0 показал, что то же
верно для оператора Рариты — Швингера на компактных однородных мно-
гообразиях.

Предлагались два способа решения этой проблемы киральных фермио-
нов. Первый способ — введение дополнительных калибровочных полей 60> 5 1

(помимо тех, которые появляются как компоненты метрики). Такие поля
всегда существуют в теории суперструны 19. При наличии нетривиальной
конфигурации этих полей во внутреннем пространстве решение проблемы
киральных фермионов возможно 60i 5 1. Другой способ — рассмотрение неком-
пактных внутренних пространств конечного объема 5 2. Этот способ, возмож-
но, окажется полезным в 11-мерной супергравитации 5S.

С проблемой киральных фермионов связана проблема аномалий (см.
ниже).

В настоящее время большинство примеров спонтанной компактификации
детально разработано для случая, когда пространство Md представляется
в виде прямого произведения Md = М 4 X Bd~i, т. е. является тривиальным
расслоением над М4. В более общем случае при спонтанной компактификации
возможно появление на Md структуры нетривиального расслоения с базой
М4. Такой модельный пример рассмотрен в 1 2 3.

Для получения 4-мерной теории из многомерной, помимо метода спон-
танной компактификации, используется метод размерной редукции 61. При
этом на метрику на М* X G/H вместо требования, чтобы она удовлетворяла
уравнениям движения, накладывается условие G-инвариантности. Такая
метрика описывается в терминах полей на М4.

ж) К о с м о л о г и я — о к н о в в ы с ш и е и з м е р е н и я S4

При высоких температурах спонтанно нарушенная симметрия восстанав-
ливается ъъ. Поэтому с точки зрения идеи о спонтанной компактификации
в экстремальных условиях раннего этапа развития Вселенной пространство-
время имеет свои «истинные» 10 (или 11) измерений. Затем происходит ком-
пактификация в принципе во все возможные вакуумные решения. В резуль-
тате могут образовываться «острова», в которых пространство-время может
иметь разную топологию 1 2 2, разную размерность 5 6 и разную сигнатуру 31> 3 0 * ) .
Не исключено, что могут быть туннельные переходы и образование пузырьков
(ср. 57) одного вакуума в другом вакууме.

*) Заметим здесь, что наличие добавочных пространственно-временных измерений
в подходе Калуцы — Клейна, куда можно поместить хотя бы мысленно наблюдателя,
по-видимому, открывает возможность для новой интерпретации квантовой теории, отлич-
ной от копенгагенской интерпретации и от интерпретации Эверетта 1 М .
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Процесс раздувания Вселенной может бить связан с коллапсом внут-
ренних измерений 6 8.

В принципе, возможна экспериментальная проверка теории Калуцы —
Клейна, поскольку в этом подходе постоянная тонкой структуры и гравита-
ционная постоянная изменяются со временем 8Э.

Поскольку в теории суперструн отсутствуют расходимости 6, то эта
теория, возможно, поможет пролить свет на природу космологической син-
гулярности. В работе 6 0 высказано предположение, что фазе большого взрыва
(точнее — вместо нее) предшествовала струнная нелокальная фаза с d = 10,
затем наступила спонтанная компактификация и фаза локализации (т. е. стру-
ны превратились в обычные частицы), после чего началось расширение.

з) С п о н т а н н а я к о м п а к т и ф и к а ц и я (d = 11)-
с у п е р г р а в и т а ц и и

Здесь будут описаны вакуумные решения 11-мерной супергравитации.
В принципе, следует рассматривать все вакуумные решения, так как воз-
можны туннельные переходы и различные решения могут реализоваться
в различных островах Вселенной.

Простейшая компактификация получается, когда Mi — пространство
Минковского, а В7 = Т7 — семимерный тор. Безмассовый сектор дает
(d = 4, N = 8)-теорию Креммера и Джулии 1 7, которая имеет (глобальную
Е7) X (скрытую локальную SU (8))-симметрию (скрытая калибровочная сим-
метрия реализуется на составных калибровочных полях, образованных из
скаляров и их производных).

Другое решение с (N = 8)-суперсимметрией в 2 имеет вид М11 = adS* X
X i?7, где adSi — пространство анти-де Ситтера и S7 = SO (8)/SO (7) — 7-
мерная сфера со стандартной метрикой. Эта теория имеет (локальную SO (8)) X
X (скрытую локальную SO (8))-симметрию. Других решений с (N -— 8)-
суперсимметрией нет в з. Оказывается, что SO (3,2) (симметрия анти-де Сит-
тера)-бозонная симметрия совместно с (N = 8)-фермионной симметрией рас-
ширяется до суперсимметрии OSp (4 \8) 6 4. Безмассовый сектор в линейном
приближении 6 6 дается (d = 4, TV" = 8)-калибровочной супергравитацией де
Вита и Николаи 2 1, которая была получена из теории 1 7 введением калибро-
вочных полей для SO (8)-подгруппы Е7. Однако в нелинейной теории это
совпадение, возможно, отсутствует б 6. Существуют еще другие 2 2 калибро-
вочные версии (d = 4, N = 8)-супергравитации, отвечающие некомпактным
подгруппам Е7.

Сфера S7, помимо стандартной метрики, допускает вторую эйнштейнов-
скую метрику 6 7 (squashed metric), которая дает теорию с SO (5) X SU (2)-
калибровочной симметрией и (N = 1 или N = О)-суперсимметрией, в зависи-
мости от ориентации S7. По две эйнштейновские метрики допускают также
7-мерные однородные пространства NPqr = SU (3) X U (1)/U (1) X U (1),
где p, q, г описывают различные вложения U (1) X U (1). Эти решения имеют
SU (3) X SU (2)-калибровочную симметрию и (N = 1)-суперсимметрию 68.

Калибровочная группа SO (8) для элементарных калибровочных полей
не содержит феноменологической SU (3) X SU (2) X U (1)-подгруппы. По-
этому для того, чтобы получить реалистическую теорию, нужно рассмотреть
более сложные вакуумные решения. Как отмечалось Виттеном 7 7, замечатель-
но, что п = 1 — минимальная размерность пространства Вп, имеющего
SU (3) X SU (2) X U (1)-группу изометрий.

Каждое компактное однородное пространство G/H, где Н — максималь-
ная подгруппа, допускает метрику Эйнштейна 8 9, а следовательно, такие
7-мерные пространства являются решениями уравнений (d = 11)-супергра-
витации. Группа изометрий этой метрики совпадает с G. Для наиболее
интересного случая калибровочной группы G = SU (3) X SU (2) х U (1)

8 УФН, т. 146, вып. i
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введенное Виттеном 7 7 соответствующее пространство Эйнштейна имеет вид

Mvqr = s u (з) х SU (2) X U (1)/SU (2) X U (1) X U (1),

где целые числа р, q, r характеризуют характер вложения знаменателя
в числитель. Все остальные 7-мерные пространства Эйнштейна вида GIH
описаны в п .

Для пространств Mvqr при р Ф q группа голономии есть SO (7) и супер-
симметрия полностью нарушена. При р — q группа голономии есть SO (3)
и имеется (N = 2)-суперсимметрия.

Был получен полный спектр частиц для решений типа Фройнда — Руби-
на как на сфере S1, так и на произвольных однородных пространствах 72.
Оказалось, что помимо безмассовых калибровочных мультиплетов есть также
квазибезмассовые мультиплеты, в которых скаляр не имеет массы, а все
другие состояния со сшшбм/, / ^ 1/2, массивны. Возможно, такие мульти-
плеты могли бы играть роль мультиплетов материи, взаимодействующей
с калибровочной супергравитацией, и участвовать в механизме супер-Хиггса.
Эффективный потенциал теории при этом меняется, и не исключено, что
таким образом можно получить решение проблемы космологической посто-
янной.

Однако все построенные модели, основанные на компактных простран-
ствах В1, страдают следующими недостатками:

1. Они не решают проблему киральных фермионов.
2. Суперсимметрия нарушается до N = 0 или до N = 2 (но не до N = 1)

в случаях, когда группой калибровочной симметрии является SU (3) X
X SU (2) X U (1).

3. В размерности d = 4 получается не плоское пространство, а про-
странство анти-де Ситтера, и соотношение между калибровочной константой
связи и космологической постоянной таково, что одна из них обязательно
нереалистична.

В работах 52>53 трудности с киральными фермионами предлагается пре-
одолевать за счет рассмотрения в качестве В некомпактного пространства
конечного объема.

Если удастся построить динамическую теорию составных калибровоч-
ных полей, несмотря на появление духов 1 0 3 при d ^ 4, то в этом случае
скрытая SU (8)-калибровочная симметрия теории де Вита — Николаи была
бы достаточна для феноменологии, и можно было бы даже получить кираль-
ные фермионы 2 3i 4 2. Однако в 11-мерной программе, даже если удастся пре-
одолеть перечисленные выше трудности, остается открытой проблема с непере-
нормируемостью 11-мерной супергравитации.

и) С п о н т а н н а я к о м п а к т и ф и к а ц и я
1 0 - м е р н ы х м о д е л е й

10-мерные суперсимметричные полевые модели играют особую рольг

так как они получаются в низкоэнергетическом пределе из суперструны 1 9.
Построение вакуумного решения для этой теории наталкивается на

7 3 втрудность 7 3, связанную с уравнением для скалярного поля

— (1.10)

Отсюда видно, что если ср = const и отличны от нуля компоненты F и Н
только для внутреннего замкнутого пространства с положительной сигнату-
рой, то уравнение (1.10) не удовлетворяется, поскольку в левую часть (1.10)
входит сумма положительных слагаемых.

Таким образом, в этой теории при обычных предположениях отсутствует
спонтанная компактификация вида М 4 X Ве, если Mi — пространство с ма-
ксимальной группой симметрии. Обойти эту трудность можно следующим
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образом. В 3 1 высказана гипотеза о существовании областей Вселенной с раз-
личной игнатурой метрики. В 3 0 найдены решения эффективной полевой
теории суперструны 5 и теории 2 7 вида МА X adS3 X В3, где М* — простран-
ство Мпнковского, adS3 — 3-мерное пространство анти-де Ситтера (оно содер-
жит временную переменную), Б3 — компактное пространство (в этой ситуа-
ции, по-видимому, следует говорить не о спонтанной компактификации, так
как adS3 некомпактно, а о спонтанной редукции). Таким образом, гипотеза^,31

о существовании нескольких временных измерений в динамической теории
Калуцы — Клейна позволяет решить проблему космологической постоянной.
Решение проблемы духов в теориях с дополнительными временными изме-
рениями предложено в 1 3 0.

В работе 3 2 построена вакуумная конфигурация для эффективной поле-
вой теории Грина — Шварца. Эта конфигурация имеет (N = 1)-суперсим-
метриго, 4-мерное пространство Минковского и компактифицируется на риччи-
плоское (аналогично и в 11-мерной супергравитации требование (N = 1)-
суперсимметрии в пространстве Минковского приводит к риччи-плоскому
внутреннему пространству 104) кэлерово многообразие и приводит к 4 поко-
лениям киральных фермионов. Эта конфигурация не удовлетворяет уравне-
ниям (1.10) теории Грина — Шварца, однако является решением модифи-
цированной теории с добавочным членом с высшими производными, который
получается из Е 8 X Е8-суперструны 74.

к) С т а б и л ь н о с т ь в а к у у м н ы х р е ш е н и й

Вакуумное решение должно быть стабильным относительно классических
или квантовых возмущений.

Одним из критериев стабильности является отсутствие духов и тахионов
в спектре, вычисленном в линейном приближении на фоне данного вакуум-
ного решения 7 5. Другой критерий: всякое возмущение должно обладать
большей энергией, чем вакуум 7 е. Если решение обладает суперсимметрией,
то оно стабильно 77>78. Формально это вытекает из того, что гамильтониан
равен сумме квадратов суперзарядов и обращается в нуль только в супер-
симметричном состоянии. В частности, стабильными оказываются супер-
симметричные решения в (N !> 4)-супергравитации, хотя скалярный потен-
циал здесь и неограничен снизу 7 6.

Несуперсимметричные решения также могут быть стабильными, напри-
мер, в силу топологических причин 79. Это имеет место, например, для
(d =• 6)-системы Эйнштейна — Максвелла с компактификацией на сферу S2

при помощи монополя Дирака 8 0 и для (d —- 8)-теории с инстантонной ком-
пактификацией на сферу iS*4 8 1.

Необходимое и достаточное условие классической стабильности 8 2 реше-
ния типа Фройнда — Рубина, компактифицирующегося на В7 (Втп — ygmn),
состоит в том, что все собственные значения к оператора Лихнеровича AL,
действующего на симметрические поперечные бесследовые тензоры hmn,

™ = - Ahmn - 2Rmnpqh™ + 2R{n?hn)p = Xhmn

(здесь A — оператор Бельтрами — Лапласа), должны удовлетворять нера-
венству % ̂ г у/2. В частности, решение (squashed S1) стабильно. Простран-
ства Mvqr дают стабильные решения только при

27 117

т. е. при р и q в некоторой окрестности суперсимметричного решения
с p/q = 1.

Решения типа Энглерта нестабильны, если В1 допускает не менее двух
спиноров Киллинга 8 4. Нестабильно 8 6 также решение типа Энглерта на дефор-
мированной (squashed) сфере S7.
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Даже стабильные классические решения могут быть нестабильными
в квантовой теории. Однопетлевые поправки рассматривались в работах 86.

Помимо условия стабильности вакуума, теория должна также удовлет-
ворять условию отсутствия аномалий.

2. АНОМАЛИИ

Хорошо известны киральные аномалии, связанные с нарушением "^-ин-
вариантности и возникающие в треугольной диаграмме с безмассовыми фер-
мионами 1 2i8 7. Аномалии позволяют объяснить распад л° —*- 2Y В рамках
алгебры токов, а также дать решение U (1)-проблемы в квантовой хромо-
динамике.

Аномалия возникает также при взаимодействии поля Янга — Миллса
с линейной комбинацией векторного и аксиального токов, как, например,
в стандартной SU (2) X U (1)-теории электрослабых взаимодействий. По-
скольку при наличии аномалий в калибровочной теории происходит нару-
шение калибровочной инвариантности и, следовательно, унитарности, теория
с аномалями не является согласованной. В частности, обычная SU (2) X U (1)-
теория осмысленна только при взаимодействии с кварками, когда аномалии
сокращаются. Аномалию нельзя сократить добавлением к лагранжиану
локальных контрчленов.

Приведем основные формулы для четырехмерных аномалий 88~91.
А б е л е в ы а н о м а л и и возникают вследствие нарушения на кван-

товом уровне симметрии г|з (х) -> eiu(sc>v51|) (х) классического лагранжиана,
описывающего взаимодействие безмассовых фермионов с полем Янга —
Миллса. В квантовом случае дивергенция аксиального тока /£ =
равна

Появление абелевых аномалий можно интерпретировать как неинвариант-
ность фермионной меры в континуальном интеграле 9 2 при киральном пре-
образовании.

Н е а б е л е в ы а н о м а л и и также возникают в треугольной диа-
грамме с безмассовыми фермионными линиями и связаны с нарушением на
квантовом уровне неабелевой симметрии г|з (х) ->• eiu(x^bty (x), и (х) =
= иа (х) ка; Ха — генераторы алгебры калибровочной группы G.

Рассмотрим взаимодействие поля Янга — Миллса А^ (х) с киральными
(левыми) фермионами:

ехр[1Г(Л)]= J (h|)d^exp[i J ^ (д + Л^^-) i|:d4z], (2.1)

При калибровочном преобразовании A^-^-A^-^-D^u (D^ — ковариантная
производная) функционал Г (Л) преобразуется как

Г (A) -v Г (А + Du) = Г (А) + 1 (А, и), (2.2)

й (A, u)^8uT(A)=-i ^ddxtv(u(x)DVLj^), (2.3)

т. е. на функционалах от А генератор калибровочных преобразований есть
—ШцЫЬАр. Если бы Г (А) было калибровочно инвариантным, как следует
из формальных преобразований, то мы имели бы D^bT/ЬА^, (х) = 0. Однако
аккуратное вычисление с учетом регуляризации дает следующий результат:

(2.4)
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Формула (2.4) приводит к нарушению ковариантного сохранения тока в при-
сутствии внешнего калибровочного поля:

) D» -^г г Ф о.

Формула (2.4) показывает отсутствие инвариантности относительно инфи-
нитезимальных калибровочных преобразований. Относительно калибровоч-
ных преобразований Ац-+ А^ g'1 (х) (А^ — id^) g (x) Г (А) преобразует-
ся следующим образом:

Т(А')-Г{А)=-2п ) d ' J + ^ f « , + 1 ( ^ ) - a ) d + 1 ( ^ ) ] ; (2.5)

здесь d --- 4 и интегрирование происходит по R.+ = { ( ^ х&) I %ъ ^ }
o) d + 1 (Л) — плотность действия Весса — Зумино (она является (d + 1)-
мерным классом Черна — Саймонса); для d — 4 имеет место формула

(2-6)

В формулу (2.5) входят калибровочные поля, зависящие от точек (d + 1)"
мерного пространства, и можно брать произвольное (если нет топологиче-
ских препятствий, которые могут приводить к квантованию физических
параметров; подробнее см. 89-91.93) продолжение полей А^ (х) в (d + 1)-мерное
пространство.

Появление геометрических характеристик в формуле (2.5) не случайно.
Само появление аномалий обусловлено нетривиальной топологией про-
странства орбит калибровочной группы. Нормировка неабелевой аномалии
фиксируется нормировкой абелевой аномалии, которая представляет собой
локальный вариант теоремы Атьи — Зингера об индексе 9 6 . 9 1 . Интерпрета-
ция аномалий в терминах коциклов дана в 9 4 .

а) К и р а л ь н ы е а н о м а л и и в в ы с ш и х р а з м е р н о с т я х

Теории типа Калуцы — Клейна, которые приводят к киральным фермио-
нам, потенциально аномальны. Они могут быть осмысленны, только если
происходит сокращение аномалий. Для того чтобы проследить за сокраще-
нием аномалий, нужно знать их явный вид, т. е. иметь формулы типа (2.4).
В последнее время были проделаны вычисления калибровочных аномалий
в многомерном пространстве 8 8~ 9 1 . Мы приведем ниже вывод формул для
неабелевых аномалий в 2/г-мерном пространстве, пользуясь языком диффе-
ренциальных форм *). Поскольку 6иГ (А) ^ <$[ (и, А) соответствует беско-
нечно малому преобразованию калибровочной группы, то должно выпол-
няться следующее условие (условие Весса — Зумино 9 6 ) :

8иШ (A, v) - 60Я (А, и) = Я (А, [и, v]). (2.6')

Условие (2.6) накладывает нетривиальные ограничения на возможный
вид аномалий. Покажем, что уравнению (2.6) удовлетворяет следующий
функционал от А и и:

Я ( А и ) = d-i8ud-iQ2n+2 (A). (2.7)

*) Для иллюстрации приведем на языке дифференциальных форм уравнения Мак-
свелла. Введем 1-форму А = А^ dx^ и 2-форму F = (1/2) F^ dx^ /\ di v. Тогда соотноше-
ние Ftlv = дцА v — дуА ц запишется в виде F = <\А. Уравнение d^F^-i- diFiLv + dvFx\>. =
= 0 будет иметь вид dF = 0, а уравнение d^F^ = 0 запишется в виде d * F = 0, где
*F — дуальная к F 2-форма. Аналогично можно записать уравнения Янга — Миллса.
Внешнее умножение дифференциальных форм с матричными коэффициентами выпол-
няется по естественным правилам.
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Поясним обозначения *) в (2.7): Й а п + 2 (А) — (2п -\- 2)-форма в (2п + 2)-
мерном пространстве (введены две вспомогательные переменные) — класс
Черна — Понтрягина,

(2.8)

d~1Q2Ti+2 iA) — э т о (2» + 1)-форма й2п+1 (А) такая, что

02„«(4) = Ао2п+1(4). (2.9)

Форма coBn+i (.4) существует, поскольку условие локальной разреши-
мости d Q 2 n + 2 = 0, очевидно, выполнено.

Выражение Ьа(л1п+1 (А) означает вариацию за счет бесконечно малого
калибровочного преобразования. Чтобы было осмысленно применение опе-
ратора d"1 к 6иа>2п+1 (-4)» проверим, что d6uG)2n+i = 0. Действительно,

d6uCL>Jn+1 = 6U dcojn + 1 = 6 t t Q 2 n + 2 = 0

в силу калибровочной инвариантности Qin+i (А). Поэтому найдется такая
2ге-форма <л\п (А, и), что

du\n(At u) = 6uu>0

2n+i(A). (2.10)

Покажем, что (2.7) решает (2.6). Имеем

биб„Ю2п+1 (А) = (в силу (2.10)) = бц da>2n (A,v) = (би и d коммутируют) =
= d6u<ojn (А, У),

и, следовательно, тождество

(б„б0 — б„би — б[и> „]) СО2П+1 {А) = 0

может быть записано в виде

d6ucojn (A, v) - сЮХ, (А, и) - d(*ln (А, [и, v]) = 0. (2.11)

Интегрируя соотношение (2.11) по (2тг + 1)-мерному многообразию, грани-
цей которого является Min, в силу формулы Стокса получаем соотношение

M2n M 2 n Min

которое и показывает, что (2.7) решает (2.6).
Формула (2.6) удобна для того, чтобы следить за возможным сокраще-

нием аномалий, поскольку выражение (2.7) для формы й 2 п + 2 имеет простой
вид. Таким образом, чтобы выявить сокращение аномалий в 2и-мерной
теории, достаточно в силу (2.6) провести вычисления в (2/г + 2)-мерном про-
странстве. Заметим, что след в (2.8) берется в представлении, соответствую-
щем фермионным полям. В суперсимметричных теориях фермионы прини-
мают значения в присоединенном представлении, и для этих теорий в (2.8)
входит trad7-. С другой стороны, вклад калибровочных полей в лагранжиан
суперсимметричных теорий записывается как след в фундаментальном пред-
ставлении, поэтому в формуле для £22п+2 удобно пересчитать tradJ- на след
в фундаментальном представлении. В частности, для (N = 1, d = 10)-кали-
бровочной теории Янга — Миллса имеем

G = SO(re), (2.12а)

8 x E 8 . (2.126)

ратор
•) Мы используем обозначения С. П. Новикова 9 3; d"1 естественно обозначает опе-
|, обратный к оператору внешнего дифференцирования d.
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Отметим, что уравнение (2.7) определяет 21 (А, и) с точностью до коэф-
фициента, который может быть найден непосредственно из фейнмановских
диаграмм, или с помощью метода Фуджикавы 9 2. Нормировка абелевых ано-
малий, которая наиболее просто вычисляется, используя теорему Атьи —
Зингера об индексе, также фиксирует нормировку неабелевых аномалий 9 6 i 9 1 .

б) Г р а в и т а ц и о н н ы е ' а н о м а л и и

В пространстве более чем четырех измерений Альваресом-Гоме и Витте-
ном были обнаружены аномалии нового типа с чисто гравитационными вер-
шинами, отвечающие нарушению общекоординатной инвариантности97. Чисто
гравитационные аномалии появляются у вейлевских спиноров со спином 1/2
и спином 3/2 в пространствах размерности d = Ак + 2, к = О, 1, 2, . . .
В гравитационную аномалию дает вклад также бозонное антисимметричное
поле BMN.

Приведем ответ для формы QJ»r, соответствующей 10-мерной чисто гра-
витационной аномалии в (N = 1)-супергравитации, взаимодействующей
с материей:

-[(rc-496)/7560]tri?5; (2.13)

здесь п — число левых фермионов спина 1/2 из мультиплета материи.
Появляются также и смешанные аномалии, соответствующие диаграм-

мам, в вершинах которых стоят калибровочные поля и тензор энергии-
импульса.

Как показано в 9 7, для (d = 10, N = 2)-киральной супергравитации
имеет место непосредственное сокращение аномалий.

в) С о к р а щ е н и е а н о м а л и й

Замечательным образом оказывается, что для (N = 1, d = 10)-супер-
травитации, взаимодействующей с SO (32)- или Е8 X Е8-калибровочным
полем (эти модели получаются в низкоэнергетическом пределе струны типа I),
часть членов в (2.12) и (2.13) исчезает. А именно, последний член в (2.12а)
исчезает при п = 32 и последний член в (2.13) исчезает для G = SO (32)
и Е 8 X Е8, так как п = 496 —• размерность присоединенных представлений
SO (32) и Е8 X Е8. Как показано в 5, оставшиеся аномальные слагаемые
могут быть скомпенсированы добавлением в исходное действие локальных
слагаемых. Эти слагаемые содержат высшие производные и могут быть полу-
чены из низкоэнергетического разложения суперструны.

Сокращение аномалий происходит также и для (N = 2, d = 6)-супер-
гравитации, взаимодействующей с мультиплетами полей материи (см. табли-
цу) для калибровочной группы Е6 X Е 7 X U (1) 1 2 6.

3. СУПЕРСТРУНЫ

Теория суперструн имеет парадоксальную историю. Эта теория возникла
при исследовании феноменологии адронов, но буквально заставила рассмат-
ривать себя как фундаментальную единую теорию элементарных частиц.
В конце 60-х годов исследование взаимодействий адронов при помощи диспер-
сионных соотношений и реджистики привело к дуальной резонансной модели
Венециано, удовлетворительно описывающей феноменологию мезонов 1 0 5.

Дуально резонансную амплитуду можно представить при помощи набора
осцилляторов, и было показано, что эти осцилляторы можно рассматривать
как нормальные возбуждения релятивистской струны. В теории имеются
состояния с отрицательной нормой (духи), которые отсутствуют, только если
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пространство-время имеет критическую размерность d — 26 (возможно,
что учет конформных аномалий 1 0 6 и выбор правильного основного состоя-
ния 1 0 7,1 2 8 может понизить эту размерность). Появление нефизической раз-
мерности привело в дальнейшем к возрождению идеи Калуцы — Клейна.
Фермионные степени свободы были учтены в модели Рамона — Неве —
Шварца 1 0 8, для которой критическая размерность d - 10. Эта модель
послужила одним из истоков современной теории суперсимметрии. Струнная
модель адронов, хотя и была интуитивно привлекательна (представление
о кварках, соединенных струной, весьма наглядно), сталкивалась, однако,
со следующими проблемами. Во-первых, для того чтобы исключить духи,
параметр модели (коэффициент наклона траектории Редже а') должен иметь
нефизическое значение. Далее, в теории даже в критических размерностях
остаются частицы с мнимой массой — тахионы. Кроме того, имеются без-
массовые адроны со спином 2, которых не существует в природе.

Радикальное изменение в интерпретации, позволившее решить (или по
крайней мере обойти) эти проблемы струнных моделей, было сделано Шерком
и Шварцем V0 9, которые показали, что можно рассматривать частицы со спи-
ном 2 как гравитоны, а теорию струны как единую теорию элементарных
частиц, включающую гравитацию. В этом случае характерный масштаб длины
теории L ~ (а')"1/2 естественно считать порядка планковской длины, L ~
~ 10~33 см (в то время как для струнной модели адронов L ~ 10~13 см). Эта
программа была разработана Шварцем и Грином в теории суперструн 1в.
Они построили явно суперсимметричные теории суперструн двух типов
(различающихся значениями суперзарядов) без духов и тахионов при d - 10.
Каждая теория суперструн имеет безмассовый сектор плюс бесконечный
набор массивных возбуждений с произвольно большими спинами. Безмассо-
вый сектор имеет такой же набор состояний, как и некоторая суперсиммет-
ричная полевая модель (при d = 10), в которую и переходит суперструна
в низкоэнергетическом пределе (а' -*• 0). Суперструны типа I могут быть
открытыми (со свободными концами) или замкнутыми. Взаимодействие без-
массовых возбуждений открытых струн в низкоэнергетическом пределе
описывается суперсимметричной теорией Янга — Миллса, замкнутых струн —
(N = 1, d = 10)-супергравитацией. Каждая из этих полевых теорий имеет
киральные аномалии. Однако в низкоэнергетической полевой теории, описы-
вающей как замкнутые, так и открытые суперструны типа I, для калибровоч-
ных групп SO (32) и Е 8 X Е 8 аномалии сокращаются 5. Суперструны типа II
могут быть только замкнутыми. Безмассовый сектор в низкоэнергетическом
пределе описывается (N = 2, d = 10)-супергравитацией. Аномалии здесь
также сокращаются 8 7.

Важным свойством суперструнных теорий является отсутствие ультра-
фиолетовых расходимостей. На уровне одной петли эти теории конечны,
и есть основания ожидать конечности и в высших петлях в. Причины отсут-
ствия расходимостей формально объясняются просто. Суперструна имеет
две размерные константы — гравитационную к и реджевский параметр а .
По существу, а' играет роль параметра обрезания, и при а' > 0 мы имеем
конечную струнную теорию. При а' —*• 0 получается полевая неперенорми-
руемая теория, включающая гравитацию. Физическая причина отсутствия
расходимостей заключается в том, что мы имеем дело с протяженным объектом.

Теория суперструн, как сейчас представляется, должна рассматривать-
ся в духе подхода Калуцы — Клейна и не имеет непосредственной связи
с адронными струнами, из которых она выросла *). Опосредствованную связь
можно представить себе следующим образом. Из суперструны нужно полу-
чить квантовую хромодинамику, а из нее в пределе большого числа цве-
тов 1 1 2 — адронную струну.

*) Фройнд 126 предположил, что 10-мерная суперструна может быть получена иа
26-мерной бозонной струны.
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Известно, что для того, чтобы удовлетворить условию причинности,
взаимодействие двух протяженных объектов должно быть локальным 16.
Вакуумные флуктуации препятствуют локальности взаимодействия и, вообще
говоря, приводят к нарушению причинности. Однако, если модель супер-
симметрична, то вакуумные флуктуации сокращаются и появляется возмож-
ность для последовательного включения взаимодействия.

а) С в о б о д н ы е с т р у н ы

1) Бозонная струна

В d-мерном пространстве-времени Md с координатами хм, М = 0, 1, . . .
. . ., d — 1, и метрикой gMN (х) мировая поверхность струны задается урав-
нением хм = хм (а, т), где а — пространственноподобная, а т — времени-
подобная координаты. Действие для струны имеет вид

S= ~iT 5 d° 1 d^ap(Q^M(Dd^(QgMN{x{l)); (3.1)
о t ,

здесь £ = (о*, x), T]aP (£,) — метрика на мировой поверхности струны, да =
= (д/да, д/д%), Т -~ I/a' — размерный параметр (натяжение струны). Метри-
ка SMNI вообще говоря, нетривиальна, ее следовало бы определять динами-
чески из экстремума эффективного действия "^о?,!*5,116. Однако в теории
суперструн детально разработан только случай, когда Md — пространство
Минковского с метрикой gMN = diag (—1, + 1 , . . ., +1) (а также случай
компактификации на 6-мерный тор 1 9 ) , которого мы и будем придерживаться
в дальнейшем.

Используя инвариантность действия S, можно выбрать светоподобную
калибровку, в которой т]ар = diag (1, —1), независимыми переменными
являются поперечные координаты ХГ (£), i = 1, . . ., 8, и действие имеет вид

я

S = - 1 T J da j dTTfP^*1 (Q д,? {I). (3.2)
о

Решение классических уравнений, следующих из действия (3.2), для откры-
той струны (дах

1 = 0 при a = 0, я) можно записать в виде

Xх (о, %) = ХГ + р {т + г 2 "~ ап c o s noe~inx,

х+ (а, т) = ~ (х° + Xs) = х+ + р+т;

здесь х1, рг, <%1, х+, р+ — постоянные.
Каноническое квантование приводит к перестановочным соотноше-

ниям

[«
Оператор массы

и имеет в качестве низшего собственного состояния тахион. Алгебра Пуанкаре
замкнута только в размерности d = 26. Возможно, появление этой критиче-
ской размерности связано с процедурой квантования в светоподобной калиб-
ровке, и не исключена возможность того, что каким-то образом удастся про-
квантовать струну прямо в 4-мерном пространстве-времени.
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2) Свободная суперструна

Действие для суперструны в светоподобной калибровке имеет вид
я

s= -4- J d o 5 d T ( i ^ V + i ^ я°рЧЛ°); (3.3)
о

j>+ — постоянная.
Мы будем рассматривать суперструну в критической размерности d =

= 10. Действие (3.3) SO (8)-инвариантно. Напомним, что алгебра SO (8)
имеет три неэквивалентных 8-мерных представления, одно векторное и два
спинорных. Используем индексы i, / для векторного представления, а, Ъ для
одного спинорного и а, Ъ для другого спинорного представления. В выраже-
нии (3.3) р а — 2 X 2-матрицы Дирака (матрицы Паули), ферми-поле КаА

имеет 2-компонентный спинорный индекс А и 8-компонентный спинорный
индекс а. Решение уравнений движения для каА имеет вид

= 2 Й«-™(т-о), Х а 2 = 2 Qne-in(x+a), (3-4)

а антикоммутационные соотношения — вид
т, Qb

n}=2P

В этом случае тахион отсутствует, низшие состояния оператора массы
образуют безмассовый супермультиплет, состоящий для открытых струн

типа I из вектора А1 и спинора г|з°, который совпадает с янг-миллсовским
мультиплетом в размерности d = 10. Можно считать, что эти состояния пре-
образуются по некоторому представлению произвольной калибровочной
группы.

Для замкнутых струн с периодическими граничными условиями реше-
ния уравнений движения записываются в виде

я1 (а, ч) = х* + рЧ + ± 2 ^Ke- 2 i ^-°> + ^e-2in(*+a)), (3.5)
п¥=0

Ча, т ) = 2 Сп°е-12п(*-о), Я,а2(а, т ) = 5 $ в

Имеются два генератора суперсимметрии (суперзаряды), которые в данном
случае совпадают с Q\a и @j;a. Если оба суперзаряда сохраняются и принадле-
жат одному и тому же представлению группы SO (8), то такая (замкнутая)
струна называется типа Пб. Эта теория киральна (зеркально асимметрична).
Говорят, что суперструна имеет тип Па, если суперзаряды принадлежат
различным спинорным представлениям SO (8). Наконец, если сохраняется
только один суперзаряд, то такая (замкнутая) суперструна имеет тип I.

Безмассовый спектр замкнутой суперструны типа I имеет следующий
состав (при d = 10): 1 гравитон gx\ 1 антисимметричный тензор Вг', 1 ска-
ляр ф, 1 спинор г(за, 1 состояние Рариты — Швингера я|эа\ Ответ на вопрос,
каков спектр безмассовых состояний в 4-мерном пространстве-времени, зави-
сит от процедуры компактификации. При простейшей компактификации на
6-мерный тор получается обширный набор безмассовых частиц, не наблю-
дающихся в природе.

б) В з а и м о д е й с т в у ю щ и е с т р а н ы

Взаимодействие струн вводится весьма просто. Либо две струны могут
соединиться концами, образуя третью струну, либо струна может разорвать-
ся на две. При этом учитывается ориентация струн. Ориентация связывается
с направлением волны, бегущей по замкнутой струне. Замена а —>- л — a
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соответствует в формулах (3.5) перестановке ап ** ап, Qx

n ++ Qn- При этом
для струн типа I ничего не меняется, и они оказываются неориентируемыми,
а для струн типа II меняется ориентация. Для открытой струны (типа I)
можно ввести группу внутренней изотопической симметрии, если мысленно
поместить на ее концах «кварк» и «антикварк». Соединив концы такой струны,
получим замкнутую струну; она будет ориентированной, если «кварки» отли-
чаются от «антикварков», как, например, для группы SU (п). С другой сторо-
ны, струны типа I неориентируемы, следовательно, изотопическая группа
SU (п) запрещена. Была разработана теория суперструны только с калибро-
вочными группами SO (n) и Sp (2га) 1 9i 1 1 4.

Однако недавно была построена 7 4 теория замкнутых суперструн, кото-
рая в низкоэнергетическом пределе описывается (d = 10, N = ^-супер-
гравитацией, взаимодействующей с суперсимметричной теорией Янга —
Миллса с калибровочной группой Е8 X Е8 или Spin (32)/Z2. Эта теория была
получена как гибрид (d = 10)-фермионной струны и (d = 26)-бозонной стру-
ны при помощи компактификации 16 дополнительных бозонных координат
на максимальный тор определенного радиуса (26 — 10 = 16 = 8 + 8!). Эта
струна не имеет духов и тахионов и свободна от аномалий.

Аналогично тому, как для описания взаимодействия точечных частиц
переходят от первично квантованных переменных х, р ко вторично кванто-
ванным полевым оператором ф (х), так и для описания взаимодействующих
суперструн вводятся полевые операторы Т [xl (a), •0s (а), х+, р+] (для замк-
нутых струн) и Ф а Ь [х1 (а), •&* (а), х+, р+] (для открытых струн); здесь •&* (а) —
антикоммутирующие функции, s = 1, . . ., 8; а, Ъ — изотопические индексы.
В отличие от обычных квантованных полей, которые зависят от точки х,
здесь Т и Ф являются операторными функционалами. (Математический
смысл функционалам от антикоммутирующих функций можно придать
в духе работы 113.) Гамильтониан, отвечающий динамике по переменной х+

(см. (3.2)), является суммой свободного гамильтониана и гамильтониана вза-
имодействия d^int- Для теории типа II гамильтониан SSynt имеет вид взаимо-
действия типа 3

(3.6)

=х j (п

здесь х — гравитационная постоянная, zk = (xl (a), •&% (а)), А1в — б-функ-
ции, оператор К содержит вариационные производные, Y (1), Y (2), W (3) —
полевые операторы от соответствующих аргументов.

Для открытых струн имеются также слагаемые типа Ф3, OW, Y3, Ф21?
и Ф4.

Теория возмущений для суперструн во многом напоминает старую тео-
рию возмущений в квантовой теории поля до введения фейнмановских диа-
грамм. Ковариантный формализм в настоящее время отсутствует.

Интересно, что, в отличие от квантовой супергравитации, где взаимо-
действие неполиномиально по х, в теории суперструны оно имеет простой
вид (3.6) *). Ультрафиолетовые расходимости (по крайней мере в одной
петле) отсутствуют. Переход от гравитации к суперструне можно сравнить
с переходом от неперенормируемого 4-фермионного слабого взаимодействия
к современной теории электрослабого взаимодействия.

Обсуждение спонтанной компактификации для низкоэнергетической поле-
вой теории суперструн см. выше, в разделе и) гл. 1. Решения уравнений
эффективной полевой теории Грина — Шварца вида adS3 X S1 X S3 X Ss

*) Имеется гипотеза, что теория взаимодействующих суперструн может оказаться
в некотором смысле точно решаемо i u o и обладать скрытой симметрией в.
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получены в 1 2 9. В 1 3 0 построены решения в этой теории вида Af4 X Л3 X В3,
где М 4 — пространство Минковского, Л3 — компактное многообразие посто-
янной отрицательной кривизны, В3 — многообразие положительной кривиз-
ны. При этом предполагается, что 6 дополнительных измерений времени-
подобны. Там же обсуждаются условия на компактификацию, при которых
получается удовлетворительная 4-мерная теория безмассовых полей без
духов.

В работах 1 3 1 рассмотрены возможные феноменологические следствия
предложенной в 3 2 вакуумной конфигурации с риччи-плоским кэлеровым
многообразием с SU (З)-группой голономии, для которой исходная Е8 X Е8-
калибровочная группа нарушена до Е6 X Е8. Показано, что дальнейшее
нарушение калибровочной инвариантности при помощи механизма Хиггса
и нарушение суперсимметрии при помощи конденсата глюино может приво-
дить к моделям, качественно согласующимся с (d = 4, N = 1)-низкоэнерге-
тическими теориями супергравитации 14.

Низкоэнергетические полевые теории суперструн содержат члены с выс-
шими производными, которые, вообще говоря, могут приводить к наруше-
нию унитарности. В 1 3 2 показано, что при определенном соотношении между
константами перед этими членами духи отсутствуют.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение, возвращаясь к проблемам, сформулированным в гл. 1,
которые должна решать фундаментальная теория, перечислим еще раз моде-
ли, которые представляются в данный момент заслуживающими наибольшего
внимания.

1) Максимально симметричные модели супергравитации: d — 11, Лг = 1
и d = 10, N = 2. Нерешенными остаются проблемы киральных фермионов
и космологической постоянной.

2) Калибровочная киральная (d = 6, N — 2)-модель. Здесь имеется
компактификация на пространство Минковского, можно получить кираль-
ные фермионы, и для некоторых калибровочных групп показано сокращение
аномалий. Однако классическая стабильность вакуумного решения имеет
место только для двух поколений фермионов.

3) Свободная от аномалий (d = 10, N — 1)-супергравитация, взаимо-
действующая с SO (32)- или Е 8 X Е8-калибровочными полями. Эта теория
могла бы быть реалистической в том смысле, что могла бы привести к эффек-
тивной 4-мерной SU (5)-калибровочной теории с любым числом поколений.

Все эти теории обладают еще одним общим недостатком — они формаль-
но неперенормируемы. С определенной долей уверенности можно сказать,
что эта проблема решается в теории суперструн.

4) Теория суперструн дает возможность решать проблемы, связанные
с квантовыми числами,— проблему киральных фермионов, проблему поколе-
ний и устраняет расходимости в квантовой гравитации. Следует подчеркнуть,
что впервые из теоретических соображений удалось фиксировать калибро-
вочную группу (Е8 X Е 8 или SO (32)).

Остаются нерешенными окончательно такие важные динамические вопро-
сы, как спонтанная компактификация, спонтанное нарушение калибровочной
симметрии, вычисление реалистического спектра масс и др.

Однако в настоящее время теория суперструн выглядит весьма привле-
кательно как возможная единая теория элементарных частиц. Эта теория
способна качественно ответить на многие вопросы физики элементарных
частиц. Удастся ли построить количественную теорию и будет ли она в согла-
сии с экспериментом, покажет будущее.

Математический институт им. В. А. Стеклова
АН СССР
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