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1. СИЛА ТОРМОЖЕНИЯ ИЗЛУЧЕНИЕМ ДЛЯ ОДНОГО ЗАРЯДА

Уравнения движения заряженных частиц включают, как известно,
силы радиационного трения, возникающие вследствие обратного действия
на частицы электромагнитных полей, создаваемых при их движении. Хотя
в лабораторных условиях эти силы обычно малы по сравнению с остальными
действующими силами, их присутствие придает уравнениям движения вид,
существенно отличающийся от вида уравнений при игнорировании таких
сил. Поэтому правильное определение и условия использования сил тормо-
жения излучением в уравнениях движения ускоренно движущихся заря-
женных частиц явились предметом многочисленных исследований, в которых
накопилось немало разногласий. Хотя радиационные силы с успехом при-
меняются в расчете движения частиц в ряде физических ситуаций и неодно-
кратно раздавались призывы исключить проблему сил торможения из «веч-
ных» вопросов механики заряженных частиц и классической электродинами-
ки, она до сих пор обсуждается в литературе, а многие фундаментальные
монографии и учебники по теории электромагнитного поля излагают ее
уклончиво. О связи же торможения системы релятивистских частиц с их
совместным излучением до последнего времени вообще ничего не было из-
вестно.

Еще в 1871 г. Стьюарт г высказал мысль о том, что движущееся тело,
взаимодействующее с другими в конечном объеме посредством теплового
излучения, должно тормозиться за счет этого излучения. В 1892 г. Лоренц а
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показал^ что сила, совершающая над частицей с зарядом е работу, равную
потере еюУэнергии на излучение при ее ускоренном квазипериодическом
движении, содержит третью производную от радиуса-вектора положения
частицы и (в системе отсчета, где скорость частицы мала) равна

в силу чего уравнение движения частицы во внешнем электромагнитном поле
с напряженностями Е и Н принимает вид

тт = eE + j - [vHj + J j T . (1.2)

Сила (1.1) получила название силы радиационного трения или силы тормо-
жения излучением, так как можно было показать, что по крайней мере
в некоторых легко анализируемых случаях действие силы (1.1) уменьшает
скорость частицы.

В 1904 г. Абрагам 3, исходя из баланса энергии и импульса при излу-
чении, нашел, что в произвольной системе отсчета сила (1.1) имеет вид

V У(УУ) • 3v(vv) , 3v(vv)2
(vv)2 I ft _ v_
- P 2 ) 3 J ' P ~ c 'f

1 3c3 L l - P 2 "•" c2(l-P2)2 +

 C2(l-P*)« "•"
если исключить как член, бесконечный для точечной частицы, так и все
члены, обращающиеся в нуль для такой частицы. Лауе 4 показал, что (1.3)
получается из (1.1) преобразованием Лоренца. Планк 5 одним из первых
применил уравнение (1.2) к рассмотрению затухающего движения осцил-
лятора.

Сила (1.3) была получена исключением электромагнитного поля из
уравнений Максвелла и уравнения движения частицы в заданном поле,
но роль отброшенных членов оставалась неясной. В связи с этим дальней-
шее развитие теории торможения излучением пошло по двум различным
путям. В первом случае (см. гл. 2—6 настоящего обзора) в основу были
положены понятие элементарной частицы, а также требования релятивист-
ской ковариантности уравнений и точного соблюдения законов сохранения
энергии, импульса и момента. Как известно, элементарность частицы и реля-
тивистская ковариантность ее описания совместимы, если только частица
рассматривается как точечная. Во втором случае (см. гл. 7) подчеркивалось
влияние возможной структуры частицы на силу торможения излучением.
Непротиворечивый учет такого влияния при конечном числе степеней сво-
боды частицы возможен в классической теории только в нерелятивистском
пределе. Оказывается, однако, что все реально встречающиеся задачи,
включающие торможение излучением и в то же время не требующие примене-
ния квантовой теории, допускают приближенное описание, синтезирующее
главные черты обеих точек зрения (см. гл. 8).

2. СИЛА ТОРМОЖЕНИЯ ИЗЛУЧЕНИЕМ ДЛЯ ТОЧЕЧНОЙ ЧАСТИЦЫ
И ЕЕ СВОЙСТВА

В 1938 г. Дирак в рассмотрел вопрос о силе торможения излучением
точечной частицы в четырехмерном виде и показал, что сила (1.3) получается
в предположении, что на частицу действует предел полуразности запазды-
вающего и опережающего полей, создаваемых при ее движении, если учесть
баланс энергии и импульса на трехмерной поверхности бесконечно тонкой
трубки, окружающей мировую линию частицы. Предел рассматривается
при стремлении к нулю всех компонент четырехмерного вектора, проведен-
ного от частицы к точке поля, трехмерная часть которого перпендикулярна
скорости частицы. Член, отброшенный при выводе (1.3) в силу его бесконеч-
ной величины для точечной частицы, в процессе этого предельного перехода
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•сокращается, и (1.3) оказывается точным выражением трехмерной силы f,
определяющей четырехмерную силу *) gt = {f/(c Y\ — р2), ifv/(c2 уЧ — p2)},
входящую в уравнения движения точечной частицы:

^ (2.1)

где ds = с &t ]/Ч — р2, их = dxt/ds есть четырехмерная скорость, F^ —
тензор внешнего поля и

й г Зс V ds2 ' ' R ds J / Зс L ds 2 l \ ds / J '

При преобразовании одного выражения (2.2) в другое, а также ниже, учи-
тываются тождества d'/ds' (мгыг + 1) = О, I = 0, 1, . . . Используется так-
же, ЧТО Ш = {У/(С 1/1 - р2), i / / l - р2}, t^ = dW;/ds= {[W/C2 (1 - Р2)] +
+ [v (vw)/c4 (1 — |32)2], ivw/c3(l — P2)2}. Дирак также показал там же,
что сила (2.2) может быть представлена в виде

gi = rf Fl£uh, F\T = ~ (щик- им). (2.3)

где точки означают дифференцирование по ds.
Выражение (2.2) удовлетворяет тождеству

= 0 (2.4)

и приводит к следующим выражениям для изменения энергии, импульса
и момента частицы при прохождении ею некоторой области пространства,
где действует внешнее поле:

Pi (s2) — Pi («i) = -f j *1f "ь ds + j gt As =
Sl Si

—3T"

+ -37 {{xi (s2) ^ (s2) — xj (s2) ц;г (s2)] — [xt (s t) W; (sj) — я , (sO Wj (s t)]}. (2.6)

Первый член в каждой из правых частей (2.5) и (2.6) есть изменение
энергии, импульса и момента частицы под действием внешнего поля. Второй
член последнего выражения (2.5) и сумма второго и третьего членов в послед-
нем выражении (2.6) равны, с точностью до знака, как мы проверим ниже,
соответственно энергии, импульсу и моменту, уходящим из области движе-
ния частицы с излученным ею электромагнитным полем. Последние чле-
ны (2.5) и (2.6) представляют собой невязки в балансе энергии, импульса

*) Здесь и ниже четырехмерные векторы взяты в виде, имеющем мнимые четвертые
компоненты, индексы суммирования в четырехмерных скалярных произведениях в ряде
ф

д
«формул опущены.
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и момента, связанные с возможным накоплением (или расходованием) этих
величин в поле заряда. Точный баланс энергии, импульса и момента без
какой-либо невязки соблюдается только в двух случаях, когда либо Wi (s2) =
= Wi (Sj) и Xj (s2) = Xj (sj, либо wt (s2) = wt (sx) = 0. Первый из этих слу-
чаев относится приближенно к квазипериодическому движению частицы,
когда s2 — Sj составляет один или несколько периодов (чем меньше, тем
лучше приближение). Второй же осуществляется либо при произвольных
sx и s2 при движении частицы в пространстве, где внешнее поле полностью
отсутствует, либо при прохождении частицей всей области, где действует
внешнее поле, причем sx = —оо, s2 = +00 и предполагается не только

lim wt (s) = 0, но и lim xt (s) w} (s) = 0. Указанные условия существен-

но ограничивают отбор физически приемлемых решений уравнения (2.1),
чего мы коснемся ниже.

3. ОБОСНОВАНИЕ ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ СИЛЫ ТОРМОЖЕНИЯ ИЗЛУЧЕНИЕМ

Поставим теперь вопрос в обратном порядке, рассматривая соотноше-
ния (2.4), (2.5) и (2.6) (при отсутствии невязки) как уравнения, определяю-
щие силу gt. Прежде всего возникает вопрос об однозначности выражения
(2.2) как решения этих уравнений. Бъабъа 7 показал, что для точечной
частицы, в отличие от протяженной, баланс момента не следует еще из балан-
са энергии и импульса. Он нашел, что учет потока момента через поверх-
ность бесконечно узкой трубки, окружающей мировую линию частицы,
делает (2.2) единственным решением указанной системы уравнений, если
исключить члены с более высокими производными скорости. Он же нашел 8 ,
что к (2.2) можно добавить бесконечное число членов, каждый из которых
является некоторым полиномом из компонент вектора Ui и его производных
возрастающих порядков, но эти члены учитывают наличие у частицы не
только заряда, но и магнитного момента, а для сложных систем — высших
электрических и магнитных моментов. Нужное число таких членов легко
учесть в (2.2), но, во-первых, при наличии у частицы заряда они в боль-
шинстве физических ситуаций дают пренебрежимо малый вклад в силу
торможения излучением, поскольку содержат более высокие производные
скорости, а во-вторых, все соответствующие моменты имеют квантовое
происхождение и учет их в классической теории не оправдан. Тогда мы
возвращаемся к выражению (2.2).

Инфельд и Уоллейс 9 получили уравнение (2.1) с силой (2.2), исходя
из уравнений движения общей теории относительности. К тому же уравне-
нию разными путями пришел ряд других авторов 1 0- 1 8. Такое же уравнение
получили Уилер и Фейнман 1 в, исходя из концепции полного поглощения
излучения другими заряженными частицами. С другой стороны, в 20~22

было показано, что тот же результат может быть получен при использова-
нии одних запаздывающих 'полей в окрестности мировой линии частицы
и перенормировки массы частицы, так как лишь использование предела
полуразности запаздывающих и опережающих полей обеспечивает автома-
тическую перенормировку массы. Это не удивительно, так как в пределе
нулевых расстояний от частицы опережающее поле, взятое с обратным зна-
ком, отличается от запаздывающего только знаком члена, соответствующего
перенормировке массы.

В работах других авторов 23~26 высказывались сомнения в убедитель-
ности или правильности вывода выражения (2.2), либо вместо него пред-
лагались 26~37 другие выражения для gt. Эти предложения не получили
поддержки. В частности, в работах 3 8 и 2 3 показано, что уравнение, пред-
ложенное в 3 0, приводит к противоречиям. В з в показано, что уравнения
работы 3 4 не могут быть правильными, так как в 'одномерном случае они
сводятся к уравнению движения частицы без торможения излучением.
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Штёккель 3 7, подробно перечисливший все, по его мнению (с аргументами
от вполне справедливых, но безвредных для теории, до вздорных) существен-
ные недостатки уравнения (2.1) с силой (2.2), предложил иное уравнение,
противоречащее соотношениям (2.5) и (2.6). Одну из последующих работ
Дирака 4 0, не получившую развития в литературе, можно считать отрица-
нием обратного действия излучения на частицу.

4. БАЛАНС ЭНЕРГИИ, ИМПУЛЬСА И МОМЕНТА

(Выражение (2.2) для силы торможения излучением, удовлетворяющее
соотношениям (2.4), (2.5) и (2.6), не может быть представлено в виде, для
которого баланс между изменением энергии, импульса и момента, переда-
ваемыми частице внешним полем, энергией, импульсом и моментом, приобре-
таемыми частицей, и энергией, импульсом и моментом, уносимыми излуче-
нием в волновую зону, соблюдается синхронно, для каждого момента вре-
мени. Эта проблема, в частности, кажущееся противоречие между исчезно-
вением силы торможением излучением при равномерно ускоренном движе-
нии (гиперболическое движение для релятивистских частиц) и наличием
излучения, обсуждалась в <u-6o,iB,5i-eo_ g T 0 T баланс соблюдается только для
полного периода нахождения частицы в поле. Действительно, для выпол-
нения (2.4) необходимо равенство коэффициентов двух членов выраже-
ния (2.2) (в частности, отсюда следует, что коэффициент при первом члене
не равен нулю), а тогда для согласия (2.2) с (2.5) необходимо, чтобы интеграл
от первого члена (2.2) для указанного периода исчезал. Это возможно, если
ускорение частицы wt либо одинаково на пределах интегрирования, либо
достаточно быстро исчезает на каждом из них. Наличие в (2.2) указанного
первого члена, интеграл от четвертой компоненты которого по конечному
интервалу времени иногда называют шоттовской энергией, отражает тот
факт, что энергия и импульс запасаются полем частицы, движущейся уско-
ренно во внешнем поле, а затем расходуются на излучение или, наоборот,
сначала излучение частично или полностью происходит за счет энергии
поля частицы, а затем дефицит энергии поля восполняется. Аналогично,
должны исчезать интегралы от соответствующих членов, дополнительных
к (2.2) и связанных с высшими моментами.

В свое время в 4 2 и 4 5 высказывалось мнение, что при гиперболическом
движении излучения не происходит, так как исчезает сила торможения
излучением. В и отыскивался способ изменения граничных условий для
поля, при котором этого излучения нет. Однако это излучение происхо-
дит 52>53 за счет энергии поля, так как шоттовская энергия точно равна излу-
чаемой энергии. Возражение против этого объяснения, основанное на отсут-
ствии излучения, регистрируемого сопутствующим ускоренно движущимся
наблюдателем, отвергается 6 2.6 0, так как у такого наблюдателя есть горизонт
событий, а все излучение, как оказывается, происходит за этим горизонтом.

Заметим, что первый член силы (2.2), который мешает синхронному
балансу энергии и импульса, необходим для согласия между (2.6) и излучае-
мым моментом.

5. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ И ОТБОР РЕШЕНИЙ

Уравнения (1.2) или (2.1) представляют собой системы трех обыкновен-
ных дифференциальных уравнений относительно трех координат частнпы
во внешнем поле, заданном как функция координат и скоростей частицыг

а также времени. Четвертое уравнение системы (2.1) является следствием
первых трех в силу (2.4). Важнейшим их отличием от уравнений механики
без радиационного трения является присутствие третьих производных коор-
динат частицы по времени (и производных более высоких порядков, если
в (2.2) учитываются дополнительные члены). Согласно общей теории систем
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обыкновенных дифференциальных уравнений они имеют однозначное реше-
ние (по крайней мере, в некотором интервале времени; решение может быть
аналитически продолжено, если поле на пути частицы достаточно гладко)
при задании 9 произвольных постоянных, например, координат, скоростей
и ускорений в начальный момент времени. Однако оказывается, что произ-
вольное задание начального ускорения приводит, как правило, к физически
неприемлемым решениям, i. e. нарушающим законы сохранения. В частно-
сти, как мы уже видели выше, для частицы, проходящей через область
пространства, где есть внешнее поле, законы сохранения энергии, импульса
и момента для системы из частицы и поля могут быть выполнены при учете
сил торможения излучением, если ускорения частиц исчезают в областях
вне поля. Согласно же другим решениям уравнений третьего порядка части-
ца может безгранично ускоряться, расходуя энергию своего электромагнит-
ного поля.

Ситуация здесь напоминает ту, которая существует в ряде других разде-
лов теоретической физики, где изо всех решений основных уравнений теории
отбираются только те, которые удовлетворяют некоторым дополнительным
условиям. Так, в квантовой механике для финитного движения частиц
физически приемлемы лишь нормируемые решения уравнения Шрёдингера.
В других случаях отбираются решения уравнения Шрёдингера, обладаю-
щие определенной симметрией. Из волновых решений уравнений Максвелла
используются чаще всего только запаздывающие решения. В этом отноше-
нии уравнения движения с радиационным трением не составляют исклю
чения.

Известным примером не всегда приемлемого решения уравнений движе-
ния служит решение уравнения (1.2) при отсутствии внешнего поля, имею-
щее вид г = а + Ы + с ехр (ЗтсЧ/2е2). Физически приемлемо только реше-
ние с с = 0, а остальные дают «убегающие», «самоускоряющиеся» или «нефизи-
ческие» решения. Другими примерами служат решения уравнения (1.2) для
частицы в постоянном и однородном магнитном поле и уравнения (2.1) для
частицы в постоянном и однородном электрическом поле, параллельном
начальной скорости и начальному ускорению в з. Для последней задачи выра-
жение скорости через быстроту сводит уравнение (2.1) к виду уравнения (1.2).
Иные примеры точных решений уравнений (1.2) и (2.1) нашел Пласс 5 0,
показавший, что авторы работ 3 0 и 6 4, утверждавшие, что в некоторых слу-
чаях уравнения движения с радиационным трением вообще не имеют физиче-
ских решений, пропустили именно физически разумные решения. Во всех
этих примерах оказывается, что пространство начальных данных, приводя-
щих к физически приемлемым решениям, есть 6-мерное подпространство
исходного 9-мерного пространства, причем ускорение в этой точке одно-
значно выражается через скорость и поле в начальной точке. Именно необ-
ходимость выбора среди начальных данных таких их комбинаций, которые
дают физически приемлемые решения, породила обширную дискуссию
о справедливости выражения для силы .радиационного трения. В ней, поми-
мо авторов, упомянутых выше, участвовали авторы работ 65~79.

Необходимость отбора начальных данных, приводящих к разумным
решениям, следует уже из согласования между потерями и излучением.
Действительно, для физического решения интеграл от первого члена (2.2),
пропорциональный разности ускорений на пределах интегрирования, должен
исчезать не только для любого движения частицы сквозь всю область прост-
ранства, занятую полем, но также и для любой области без поля. В против-
ном случае приведенное в предыдущем абзаце решение для движения части-
цы вне поля пришлось бы и при отличном от нуля с считать физическим.
Следовательно, вне поля частица может иметь только нулевое ускорение.
Тогда из теоремы единственности решения системы уравнений при заданных
начальных условиях следует, что в области поля имеется всего одно решение,
соответствующее заданному вне поля положению, скорости и нулевому



СИЛЫ ТОРМОЖЕНИЯ ИЗЛУЧЕНИЕЛ1 3 2 3

ускорению в начальный момент, а после выхода из поля ускорение исчезает.
Самоускорение частицы после прохождения ею любого поля оказывается
физическим мифом, относясь к неприемлемым решениям. Поэтому ньютонов-
ский детерминизм — определение ускорений положениями и скоростями тел
в тот же момент времени (нерелятивистский случай) — сохраняется при
учете силы торможения излучением, размерность фазового пространства
не меняется при повышении порядка уравнений, а сила радиационного
трения лишается какого-либо мистического оттенка и может использоваться
в уравнениях движения даже тогда, когда она не мала по сравнению с силой,
действующей со стороны внешнего поля. То же самое относится к уравне-
ниям более высокого порядка, возникающим при учете членов, дополнитель-
ных к (2.2), но в этом случае асимптотические ограничения накладываются
также на производные координат более высокого порядка.

Остается основной вопрос — как выбирать начальное ускорение при
задании начальных данных в точке, где уже имеется внешнее поле, чтобы
и в этом случае не сбиться с физически разумного решения уравнений дви-
жения? Дирак в предложил выбирать лишь те решения, для которых уско-
рение исчезает по прохождении частицей поля или в магнитном поле части-
ца в конце концов останавливается. Бъабъа 8 полагал, что нужно выбирать
решения уравнений (1.2) или (2.1), непрерывно зависящие от заряда части-
цы е при е -> 0. Правда, Эрли 8 0 заметил, что для разложимости решения
по степеням заряда недостаточно непрерывности, а нужна аналитичность
в окрестности е = 0, но неизвестно, аналитичны ли физические решения.
Калдирола 8 1 предложил считать физическим только такое решение, которое
при любом t переходит в решение для свободной частицы, если устремить
заряд к нулю. Указанные рецепты, гарантирующие выбор правильного
решения, пригодны однако только в тех исключительных случаях, когда
удается точно решить систему уравнений и найти все ее решения, зависящие
от 9 произвольных постоянных. В более общем случае применимо нахождение
физически приемлемого решения путем использования метода последователь-
ных приближений к уравнениям (1.2) или (2.1), считая, что сила gt мала
по сравнению с силой, действующей со стороны внешнего поля, что мы
подробнее обсудим ниже.

6. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ
И ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ

Автоматический отбор физически приемлемых решений уравнений дви-
жения при учете сил торможения излучением возможен при их формулиров-
ке в виде интегральных уравнений, эквивалентных как дифференциальным
уравнениям, так и начальным и конечным условиям. Для нерелятивистского
случая эти уравнения были найдены в работах Хаага и и Рорлиха 2 3, а для
уравнения (2.1) — Рорлихом 2 3 ' 7 1 1 5 . При задании конечного условия wt = 0
по прошествии бесконечного времени они имеют вид

00

gt/To с

w, (т) = - ^ - [F, (х1) -cxowj (х') wj (%') щ (т')] е-'7т. oV,
Т° { (6.1)

{т — собственное время частицы) или, в нерелятивистском пределе,

, т„ = • * = , . (6.2)
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Полученные уравнения легко далее формально проинтегрировать, чтобы
получить в левой части скорости и координаты соответственно, но мы опу-
стим эти очевидные соотношения.

Если начальные и конечные условия задаются в области без поля,
соотношения, аналогичные (6.1) и (6.2), сводятся к равенству wt = 0.

При рассмотрении интегральных уравнений (6.1) и (6.2) прежде всего-
бросается в глаза, что ускорение частицы в каждый момент времени выра-
жается не через прошлое, а через будущее движение частицы, так что уско-
рение частицы определяется полями, до которых частица еще не дошла,
на протяжении по времени порядка т0. Это явление называют «предускоре-
нием» и иногда рассматривают как нарушение причинности.

Грюнбаум и Дженис 8 2 показали, что кажущееся нарушение причинно-
сти в физических решениях для движения заряженных частиц при учете
торможения излучением есть следствие ньютоновской точки зрения на связь
между силой как причиной движения и ускорением как ее следствием,
тогда как можно лишь говорить о том, что сила и ускорение на всем проме-
жутке времени между моментом задания начального положения и началь-
ной скорости частицы и бесконечно удаленным положением, когда наклады-
вается конечное условие нулевого ускорения, взаимно определяют одна
другое. Здесь существенно, что одно из условий задается в будущем. Можно-
сослаться на аналогию со случаем, когда требуется достичь определенной
конечной скорости, например, при запуске космических аппаратов, когда
скорость в каждый момент времени определяется с учётом будущего действия
силы (разность скоростей выражается через интеграл по времени от будущих
сил). Такое описание не вызывает принципиальных возражений с точки
зрения ньютоновской механики, тогда как сторонники точки зрения Аристо-
теля, согласно которой скорость тела определяется силой, действующей на
него в тот же момент, сказали бы, что имеется неестественная «предскорость».

В 2 3 приводятся и другие аргументы в пользу того, что интегральные
уравнения (6.1) или (6.2) вовсе не свидетельствуют о нарушении причинно-
сти, и их следует рассматривать как математический инструмент для нахож-
дения правильной классической картины движения в течение всего времени
нахождения частицы в поле.

Образно действие правых частей (6.1) и (6.2) можно описать следующим
образом: ускорение в каждый момент времени, получаемое с помощью-
интегральных уравнений, определяется тем, чтобы в ближайшем будущем
решение не уклонялось от физически разумного. Для этого в (6.1) и (6.2)
происходит как бы разведка в будущее.

Заметим, что для электрона т0 = 0,62-10~23 с, а для других заряжен-
ных частиц и заряженных макроскопических тел это время еще значительно
меньше. Следовательно, все соответствующие эффекты находятся далека
за пределами применимости классической теории и не могут быть непосред-
ственно исследованы с помощью «пробных» частиц. Однако они проявляются
и вполне наблюдаемы и измеримы при достаточно длительном действии,
например, при спиральном движении частицы в магнитном поле.

Найти решение в квадратурах уравнений (6.1) или (6.2) не проще,
а скорее, труднее, чем решить в квадратурах дифференциальные уравне-
ния (2.1) или (1.2). Поэтому (6.1) и (6.2) служат чаще всего для построения
метода последовательных приближений для нахождения ускорений в каж-
дый момент времени. Записав (6.1) и (6.2) в виде

оо

Wi (т) = \ [Ft (т + ат0) — т0Фг (т + ат0)] е-« da, Ф, = UtWjWjC^ (6.3)
о
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w(t)= \ F(t + axo)e-ada (6.4)
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и, разложив подынтегральные функции в ряд по степеням т0, найдем

Щ. п (х) = wt, „_! (т) + т ? ( П в >
 ( Т ) - Ф К ( Т ) ) , (6.5)

). (6.6)

Для вычисления членов, входящих в последующие приближения (6.5),
нужны значения производных от ускорения, вычисляемые путем дифферен-
цирования (6.3) и подстановки более низкого приближения, чем то, в кото-
рое они подставляются.

Заметим, что разложения (6.5) и (6.6) совпадает с теми, которые можно
непосредственно получить из дифференциальных уравнений (1.2) и (2.1).
Это показывает, что решение уравнений (1.2) или (2.1) путем последователь-
ных приближений, при которых на каждом этапе искомая часть силы тормо-
жения излучением считается малой по сравнению с внешней силой и суммой
уже найденных членов радиационной силы, приводит автоматически к физи-
чески разумному решению. Правда, число членов, которое нужно удержать
в таком ряду, зависит от фактической малости изменения внешней силы
за время т0 в рассматриваемой системе отсчета.

Схема вычисления движения частицы представляется в следующем виде.
В произвольной начальной точке, в поле или вне поля, задаются начальное
положение и начальная скорость. Затем с помощью (6.5) или (6.6) в той же
точке вычисляется ускорение, соответствующее физическому решению.
Далее делается конечный шаг Аг = v At, А\ = w At, соответствующий
шагу по времени At. В новой точке те же вычисления повторяются. Разу-
меется, сильное или быстро изменяющееся поле заставляет делать шаг At
малым, чтобы за счет конечной точности вычислений не отойти слишком
далеко от физического решения. Программы и параметры такого вычисле-
ния, а также критерии согласия полученного решения с интегральными
уравнениями требуют подробного исследования.

Вопросам доказательства существования физического решения уравне-
ний движения в полях общего вида посвящен ряд работ, в частности Эзей-
ло 8 3 и Пласса 8 4. Наиболее полно процесс сходимости последовательных
приближений при решении интегральных уравнений (6.1) или (6.2) иссле-
довали Хэйл и Стоукс 8 6. Они доказали, что для существования физически
приемлемого решения достаточно, чтобы сила, действующая на частицу
со стороны внешнего поля, убывала быстрее первой обратной степени рас-
стояния от области поля на ее периферии (если частица выходит из области
поля) и возрастала не быстрее первой степени скорости частицы. Они тем
самым доказали, что последовательные приближения (6.5) или (6.6), полу-
чаемые с помощью интегральных уравнений (6.3) или (6.4), являются сходя-
щимся (при указанных условиях) методом отыскания решений этих интег-
ральных уравнений.

Эти результаты подтверждаются примерами численного решения (после-
довательными приближениями) ряда модельных задач на одномерное движе-
ние отталкивающихся частиц 8 в. »В 8 7 найдено, что в одномерной задаче
с притягивающимися частицами нет физического решения, что не противо-
речит упомянутой выше теореме, так как в этой задаче не выполнено усло-
вие об асимптотическом исчезновении силы в отдаленном будущем, посколь-
ку нет вообще выходной траектории. Последняя задача становится разреши-
мой, если рассматривать частицы как движущиеся в трехмерном пространст-
ве и не пытаться применять классическую теорию при слишком малом пара-
метре удара.

Могут быть случаи, не охватываемые условиями этой теоремы, напри-
мер, движение частицы в магнитном поле вплоть до ее остановки.

Рорлих 1Б заметил, что результатов работы 8 5 недостаточно для доказа-
тельства единственности получаемого физического решения. Условия, при
которых оно единственно, еще не исследованы. С другой стороны, не найде-
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но задач, в которых физическое решение для движения частицы неодно-
значно.

В 8 8 дан пример, в котором для задачи о заряде, покоящемся перво-
начально вблизи плоского слоя, внутри которого действует ускоряющая
заряд сила, авторы, как они утверждают, нашли два физических решения.
Однако одно из этих решений нельзя считать физически приемлемым, так
как, хотя ускорение после прохождения зарядом слоя обращается в нуль,
отлично от нуля ускорение в области пространства, где нет никакого внеш-
него поля. Об этом условии мы уже упоминали в связи с обсуждением соот-
ношений (2.5) и (2.6). Заметим, что в практически реализуемых физических
ситуациях такое ограничение не может понадобиться (поэтому о нем часто-
и забывают), но его нельзя избежать при рассмотрении модельных задач,
в которых пространственные производные поля терпят разрыв.

Разумеется, теорема о существовании физического решения уравнений
движения частицы еще не указывает той численной процедуры, которая
сочетает точность результатов с экономностью вычислений, особенно если
интервал времени, на котором требуется проследить движение частицы,
велик. Представляется, что здесь применим метод прогонки, но подробно
применение этого метода к рассматриваемым задачам еще не исследовано.

7. ТОРМОЖЕНИЕ ИЗЛУЧЕНИЕМ ПРОТЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ

Ряд авторов 3 2. 8 9- 1 0 0 рассматривал возможность устранению нежела-
тельных, с их точки зрения, свойств уравнения движения точечной частицы
путем введения некоторого конечного распределения заряда частицы. Такое-
описание с конечным числом степеней свободы оказывается возможным
только для нерелятивистских частиц, так как иначе приходится рассматри-
вать движение бесконечного числа элементов частицы, движение которых
описывается интегральными уравнениями 10°, свойства которых и возмож-
ность описания стабильных частиц совершенно не изучены.

С другой стороны, по крайней мере для электронов, идеи о существо-
вании конечной структуры заряда частицы не имеют независимого экспери-
ментального подтверждения. И уж если такая структура проявляется, то
размеры ее значительно меньше, чем расстояния, до которых применима
классическая электродинамика. Поэтому в пределах применимости класси-
ческой теории учет структуры заряда представляется превышением допусти-
мой точности. Поскольку настоящий обзор показывает, что и для точечной
частицы выражение (2.2) для силы торможения излучением разумно при
должном отборе решений, учет возможной структуры некоторых частиц
является предметом дальнейших исследований посредством квантовой теории.

8. ТОРМОЖЕНИЕ ИЗЛУЧЕНИЕМ В ПЕРВОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Для изученных лабораторных и некоторых космологических ситуаций
сила торможения излучением фактически настолько мала по сравнению
с силой, действующей со стороны внешнего поля, в лабораторной системе
отсчета, что уже первое приближение, когда ускорение, производная от
которого входит в радиационную силу, выражается через поле в пренебре-
жении торможением излучением, оказывается достаточным для получения
уравнений движения с необходимой точностью (см. книгу Гайтлера 1 0 1 ) .
В других же космологических задачах сила торможения излучением может
быть велика по сравнению с внешней силой в системе отсчета, связанной
с космическим телом, порождающим внешнее поле, но мала в системе отсче-
та, связанной в некоторый момент с частицей.

Это не дает, однако, основания утверждать, как это делалось в 3 3 и з в,
что уравнение движения с выражением силы торможения излучением через
внешнее поле в первом приближении и есть точное уравнение движения.



СИЛЫ ТОРМОЖЕНИЯ ИЗЛУЧЕНИЕМ 3 2 7

Действительно, такое уравнение удовлетворяет балансу энергии, импульса
и момента лишь приближенно, а не точно, как уравнение (2.1). Аналогично,
замена точного уравнения уравнением, получаемым при некотором конеч-
ном числе итераций, нарушает точный баланс между энергией, импульсом
и моментом, теряемыми частицей и излученными с полем.

Померанчук 6 7, а также Ландау и Лифшиц (10 и все последующие изда-
ния) полагали, что уравнения (1.2) или (2.1) применимы только тогда, когда
сила торможения излучением мала по сравнению с силой, действующей
со стороны поля (по крайней мере в системе отсчета, где скорость частицы
мала), хотя 67 является одним из немногих применений уравнения (2.1),
в котором, в системе отсчета, относительно которой частица движется быст-
ро, сила торможения излучением велика по сравнению с силой Лоренца.
Необходимо оговаривать систему отсчета, в которой сравниваются силы,
так как условие малости рассматриваемой силы в произвольной системе
отсчета не является релятивистски инвариантным 1 0 2, хотя условие малости
в мгновенной системе покоя частицы инвариантно.

Легко видеть, что сформулированное в 67 и 1 0 условие применимости
радиационной силы не является в сущности каким-либо ограничением круга
подлежащих рассмотрению физических ситуаций 5 0, так как теми же авто-
рами показано, что указанная малость силы торможения излучением в мгно-
венной системе покоя частицы) всегда соблюдается при условиях примени-
мости классической электродинамики. С другой стороны, хотя практически
(кроме некоторых модельных задач) используется лишь первое приближе-
ние, при теоретическом анализе предпочтительно использование полного
выражения (2.2) для силы торможения излучением как удовлетворяющего
законам сохранения точно и не означающего поэтому недопустимого превы-
шения точности.

В первом приближении уравнения движения протяженных частиц,
упомянутые в разделе 7, совпадают 9 8 с первым приближением для уравне-
ний движения для точечных частиц. Следовательно, в первом приближении
сила торможения излучением не зависит от предположений о структуре
заряда частицы. Таким образом, первое приближение для силы торможения
излучением осуществляет приближенный синтез двух существующих точек
зрения или компромисс между ними.

9. ПРИЛОЖЕНИЕ УРАВНЕНИИ ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦ
С РАДИАЦИОННЫМ ТРЕНИЕМ

Ряд работ посвящен исследованию движения заряженных частиц, не
взаимодействующих с другими частицами, в однородном и постоянном маг-
нитном поле при учете торможения излучением: 89' 80- 1 0 3 ' 7Б- ьь< 34> Зб> 104> п з .
В юе, Ю8, 114-ив, зб было показано, что при движении частиц высоких энергий
в сильном магнитном поле спектр синхротронного излучения и, особенно,—
его поляризация, существенно изменяются по сравнению с результатами рас-
чета, предполагающего,что частицы движутся точно по окружности. В реаль-
ном синхротроне частицы принудительно движутся по траекториям, близ-
ким к окружностям, и подпитываются энергией, что подавляет влияние
торможения излучением на излучение, но сам расчет этих поправочных
воздействий требует учета радиационного трения, хотя бы в виде первой
итерации. С другой стороны, эффект радиационного торможения следует
обязательно учитывать 1 0 3 при анализе синхротронного излучения быстрых
частиц в сильных магнитных полях внеземного происхождения. Для син-
хротронного излучения Шен 1 0 8 указал области значений энергии частиц
и магнитного поля, в которых следует преимущественно учитывать реакцию
излучения и квантовые эффекты. В 1 0 6 показано, что радиационные поправки
к излучению частиц в магнитном поле важнее квантовых поправок, если
лоренц-фактор превышает 137. Шен и Уайт 1 1 2 показали, что радиационное-



328 н. п. КЛЕПИКОВ

отклонение пучка частиц больше, чем его расширение за счет квантовых
флюктуации, так как радиационный сдвиг пропорцинален LH, где L —

длина пути в поле Н, а флюктуационный разброс пропорционален
Ч б

ф р р р р ц ]
Чтобы ориентировать читателя в порядках радиационных эффектов,

возникающих при движении частиц в магнитном поле, заметим, что относи-
тельное сокращение радиуса орбиты за один оборот для нерелятивистских
частиц равно 4лЯ/(ЗЯ0), где Я о = т2с*/е3 = 6,03-1011 Тл, а для быстрых
частиц умножается 5 5 на лоренц-фактор. Если Я = 2 Тл и с/тс2 = 5-Ю4,
то Аг/г = —7-Ю"7. В случае, когда частицы движутся в трубке с отноше-
нием радиусов 10~4, уже через сотню оборотов они могли бы войти в стенку
трубки, если бы не делались необходимые коррекции и фокусировки. При
малых энергиях радиационные изменения движения могут быть менее сущест-
венными, чем рассеяние на молекулах среды.

Другие случаи движения частиц с учетом торможения излучением рас-
сматривались в 9 7 ' 50- ш - 1 2 5 . Разделы 1 —9 настоящей статьи явились также
предметом обзора 1 2 в .

10. ПОТЕРИ ЭНЕРГИИ, ИМПУЛЬСА И МОМЕНТА СИСТЕМОЙ ЧАСТИЦ

До сих пор мы учитывали воздействие на заряженные частицы со сто-
роны внешнего поля и поля излучения каждой частицы. Но в достаточно
плотных пучках частицы взаимодействуют также между собой, что в некото-
рых случаях существенно влияет как на их движение, так и на характер
потерь частицами энергии, импульса и момента и на возникающее излуче-
ние. В нерелятивистском случае некоторые аспекты этого влияния рассмат-
ривались в 1 2 7 , 1 2 8 . Когерентность излучения системы частиц на достаточно
низких частотах изучалась в 1 2 9 - 1 3 1 .

Каждая частица с зарядом еа в четырехмерной точке ха порождает в поле-
вой точке х (называемой иногда точкой наблюдения) потенциал Лиенара —
Вихерта

AT (х) = - eauia ((x - ха) иа)-\ (10.1)

где

(х - хау = 0. (10.2)

Дифференцируя соотношения (10.2) по х и учитывая, что dxka/dxj =
= Ub.adsJdXj, находим, что dsjdxj = (х — xa)j/(x — ха) иа. Тогда из (10.1)
получаем тензор поля

— [{X — Xa)i Wja—(x — Xa)jWia] (X—Xa) Ua}, (10.3)

где снова учитываются условия (10.2) и отбираются только запаздывающие
поля.

Уравнения движения системы N заряженных частиц, находящихся во
внешнем электромагнитном поле и взаимодействующих посредством элек-
тромагнитного поля, имеют вид

,)dt e t a = l , ..., N, (10.4)

где

F,j (xa) = Fff (*e) + - ^ (u,aUja-uJauta) + 2 F# (sa). (10.5)

Первый член (10.5) есть внешнее поле, второй уже записан в (2.3) (точки
означают дифференцирование по dsa), а третий есть сумма полей (10.3), дейст-
вующих на каждую частицу со стороны остальных. При подстановке (10.3)
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в (10.5) х заменяется на ха, ха — на координаты х'Ь:п, определяемые для
каждой пары частиц с номерами а и Ъ из уравнений (ха — Хь_а)

2 = 0 (рис. 1),
а иа, wa — на и'ь,а, w'bia, относящиеся к точкам х^а (штрихованный момент
времени предшествует нештрихованному). Близкий вид уравнений движе-
ния системы частиц записан, например, в 1 5.

Система уравнений движения частиц содержит не только члены с произ-
водными повышенного порядка, которые мы уже обсуждали выше, но и чле-
ны с запаздывающими аргументами.
Хотя существует математическая
литература относительно дифферен-
циальных уравнений с запаздываю-
щими аргументами, о свойствах сис-
тем (10.4) и об эффективных способах
их численного решения известно не-
много. Ясно лишь, что задания конеч-
ного числа начальных данных для
их однозначного решения недоста-
точно, а требуется задание асимпто-
тик на периферии поля ш ~ 1 3 4 . Впро-
чем, часто встречается случай, когда
на достаточно больших расстояниях Рис. 1. Координаты при запаздывающем
между частицами поля взаимодей- взаимодействии частиц
ствия значительно слабее внешнего
поля, что позволяет задавать на таких расстояниях обычные начальные
условия, определяющие асимптотики в соответствии с внешним полем.

Полная интенсивность изменения энергии, импульса и момента системы
частиц находится непосредственно из (10.4), когда уравнения движения
либо проинтегрированы, либо внешнее поле настолько сильно по сравнению
с остальными членами поля (10.5), что движение частиц можно считать
заданным:

= 7 S

(Ю.6)

dxka. (10.7)

В (10.6) и (10.7) входит полное поле (10.5). Если движение всех частиц извест-
но в одной и той же (лабораторной) системе отсчета, время в которой мы
обозначим через t0, то можно положить ta = t0 для всех а.

Выражения (10.6) и (10.7) совпадают, с точностью до знака, с интенсив-
ностями излучения соответствующих величин, определяемых (с учетом запаз-
дывания) потоками в волновой зоне, только для систем, у которых соответст-
вующие потоки вообще не зависят от времени, а в остальных случаях дают
полные потери энергии, импульса и момента, совпадающие с интегралами
по времени от этих потоков через бесконечно удаленные от этих систем по-
верхности, после интегрирования (10.6) и (10.7) по времени по всему периоду
ускоренного движения частиц или усреднения для квазипериодического
движения.

11. СПЕКТРАЛЬНО-УГЛОВОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ИЗЛУЧЕНИЯ СИСТЕМЫ

Понятие спектрального распределения излучения применимо только
к интенсивности излучения, усредненной по всему периоду движения ча-
стиц или хотя бы его части (если рассматриваются только достаточно высо-
кие частоты), причем углы направления излучения должны быть определе-
10 УФН, т. 146, вып. 2
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ны в системе отсчета, не вовлеченной в движение частиц. Для нахождения
спектрально-углового распределения излучения потенциалы и поля частиц
разлагаются в интеграл или в ряд Фурье в полевой точке г, t с помощью
гармоник, включающих полевое время t, которое можно полагать одинако-
вым для всех частиц системы и всех направлений излучения. Поэтому раз-
ложение запаздывающих потенциалов системы N частиц почти дословно
следует изложению соответствующих параграфов книги 1 0. В частности,

для финитного движения частиц с ча-
стотой соо спектр излучения дискре-
тен и гармоники векторного потен-
циала при больших пространствен-
ных расстояниях J? от системы до
полевых ;точек (рис. 2) имеют асимп-
тотический вид

a = l

= raco0n, (11.1)

где п — номер гармоники, a n — еди-
ничный вектор направления излуче-
ния. Мы записали потенциал (11.1)
в виде, достаточно точном при
М —>- оо для нахождения потоков
энергии и импульса поля; при на-
хождении потока момента требуется
также учет членов порядка J?~2.

Фактически для достаточно боль-
ших частот в интегралах, входящих

в (11.1), существенный вклад вносят только достаточно малые части траек-

Рис. 2. События излучения, поверхность
источников излучения и удаленная поверх-

ность)

тории частиц
132 52 (области формирования излучения).

Угловое распределение интенсивности п-й гармоники излучения энер-
гии относительно осей, фиксированных по отношению к лаборатории, нахо-
дится в виде

d / n = lim -^~ (11.2)

12. УГЛОВОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МГНОВЕННОЙ ИНТЕНСИВНОСТИ
И ПОЛНАЯ ИНТЕНСИВНОСТЬ ИЗЛУЧЕНИЯ СИСТЕМЫ ЧАСТИЦ

При исследовании углового распределения излучения, порождаемого
одним зарядом, рассматриваются полевые точки с координатами г, t, лежа-
щие на сфере радиуса М, большого по сравнению с длиной излучаемых волн,
имеющей центр в точке, где заряд находится в момент t0, причем направ-
ление к элементу сферы указывает единичный вектор п, а затем производится
предельный переход при !Я —>- оо. Этим путем, в частности, в 1 3 6 проверено,
что энергия и импульс излучения частицы составляют четырехмерный вектор
и согласуются с (2.5).

Для системы излучающих частиц нужно релятивистски-ковариантным
способом характеризовать положение системы как целого в момент t0 лабора-
торного времени. Центром событий излучения с координатами r a, ta, не
только разноместных, но и, как правило, не одновременных в рассматривае-
мой системе отсчета, и порождающих поле в точке г, t, лежащей в направле-
нии п, служит 1 3 7 четырехмерный вектор X, определенный в 1 3 8

1

 1 3 9 и имею-
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щии координаты

JV

а = 1

а = 1

JV JV

где Р = 2 Ра- t = 2 &«, ^ с 2 =- / g 2 - с2Р2, g a, р а - энергии и импуль-
а=1 а=1

сы частиц в моменты излучения ta. В
 1 3 8 показано, что координаты центра,

как и координаты событий, преобразуются по представлению группы Пуан-
каре при изменении инерциальной системы отсчета. Вектор Xt канонически
(посредством 8Ж-мерных скобок Пуассона) сопряжен импульсу Pt системы
событий. В нерелятивистском пределе, если времена событий совпадают,
R определяет центр инерции системы частиц. В 1 3 9 показано, что определение
центра X для N частиц содержит N неопределенных постоянных аа, подчи-
ненных только условию, чтобы сумма их была равна единице. Но в приме-
нении к системе излучающих частиц условие симметрии, которого мы кос-
немся ниже, дает однозначно, что аа = \IN, что и использовано в (12.1)
и (12.2). Можно показать, что требование канонической сопряженности
X ж Р, канонической независимости X от относительных импульсов в системе
частиц, правильного нерелятивистского перехода к симплектической струк-
туре обычного координатно-импульсного фазового пространства и симмет-
рии определяют вектор X однозначно *). Время системы в целом (12.2) мы
приравняем лабораторному времени t0.

Пусть полевая точка г в момент t отстоит от R на расстояние $ в направ-
лении п (рис. 2), а моменты t одинаковы для всех полевых точек. В силу (10.2)

ta = t-jV{r-va)\ (12.3)

Пространственные координаты R центров событий излучения в различ-
ных направлениях п могут не совпадать. Они в общем случае образуют дву-
мерную замкнутую оболочку (поверхность источников излучения), имею-
щую в каждый момент времени t0 свою форму и лежащую внутри системы
частиц. В некоторых случаях, например, для частиц, движущихся в одной
плоскости, эта оболочка сжимается в двуслойную площадку, а в еще
более частных случаях — в одномерный отрезок кривой, точнее — в бес-
конечно узкий чулок. В нерелятивистском пределе оболочка источников
излучения сжимается в точку, совпадающую с положением центра инерции
системы в момент t0. Полевые точки, удаленные на JI от соответствующих
точек поверхности источников излучения, образуют поверхность, перехо-
дящую при М -> оо в бесконечно удаленную сферу (части поверхности источ-
ников излучения и удаленной поверхности показаны на рис. 2).

Рассмотрим сумму полей (10.3), создаваемых зарядами системы, на
удаленной поверхности в момент полевого времени t. Для этого добавим
и вычтем во всех разностях Xi — xia в (10.3) координаты Xt, сложим поля
в г, t и перейдем к пределу при $£-*• оо. По построению xt — Xt = Мщ,

*) Попытка введения иных выражений для R и Т, симметричных по частицам, но
связанных с внутренними импульсами, зависящими не только от индивидуальных импуль-
сов и энергий, но и от масс частиц, приводит в задаче, рассмотренной в § 14, к противоре-
чию между различными подходами к излучению системы частиц.

Ю*
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nt = (п, ш0), п2 = 1, щ = (t — Т)Ш. С помощью (12.2) находим, что

lim гао=1. lim n2 = 0. (12.4)

[Сумма полей (10.3) содержит как члены, убывающие при j ? - > o o в по-
рядке М~г, так и члены, убывающие быстрее. |При исследовании потоков
энергии и импульса, |уносимых излучением, последние члены не нужны.
Тогда находим главную часть Т\ь тензора энергии и импульса на удаленной
поверхности:

JV N

7Т(2) ttjKft V " 9 eaebfafb f „ „7„ ,,, „„ . /лп гч

а = 1 Ь = 1

здесь и ниже п означает четверку (n, i).
Поток энергии и импульса через элемент бесконечно удаленной сферы,

отнесенный к элементу телесного угла и элементу полевого времени,
равен

з
dtfi= lira cTi Tiana9Z2dQdt. (12.6)

М i
Элемент d£ с помощью (12.2) и следующей при М -> оо из (10.3) подста-

новки ta = t — [n (r — га)/с] может быть выражен через элемент коллектив-
ного времени, если учесть, что из (12.3) следует dta = dt/[l — (nva/c)]:

a=l ! — 7

Ufil _ С (' о dl

Ь==1

1 ) ( ^ ) ) J ] } 1 , (12.7)

где Ша и р а означают производные от %а и р о соответственно по временам со-
бытий излучения ta, взятые в моменты ta. Для одной частицы, как обычно,
находим dt = dt0 (I — nv/c).

Полная интенсивность излучения энергии и импульса в единицу лабора-
торного времени, соответствующая состоянию системы частиц в момент t0,
находится интегрированием правой части (12.6) по телесному углу:

N N
VI VI eaebfafb М 9 о ч

a=l 6=1

Два наиболее важных способа выбора углов, задающих вектор п, заклю-
наются в том, что углы либо связаны с установкой, в которой движутся ча-
стицы (лабораторные углы), либо с движением группы частиц (углы отно-
сительно сопровождающей системы осей).

При ./V > 1 координаты, скорости, ускорения, импульсы и энергии ча-
стиц и их производные при вычислении интеграла (12.8) должны быть взяты
в моменты излучения ta, причем это различие зависит от направления излу-
чения. В силу (12.3) при 91 -> оо находим систему N (N — 1)/2 уравнений

c(ta-tb) = n(Ta-Tb), (12.9)

из которых только N — 1 независимы. Эти N — 1 уравнений и уравнение
Т = t0 являются полной системой N уравнений для численного нахождения
N времен ta при заданных t0 и п. Подставляя полученные времена для каж-
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дой точки сферы в (12.7) и (12.8), численным интегрированием найдем пол-
ное излучение энергии и импульса в единицу лабораторного времени, соот-
ветствующее моменту t0.

Находимое этим путем излучение системы частиц не должно зависеть от
способа введения их нумерации. Для обеспечения этого необходимо, чтобы
система уравнений для определения времен событий излучения переходила
в себя при перестановке номеров частиц. Уравнения (12.9) действительно
удовлетворяют этому условию, а уравнение Т = t0 удовлетворяет ему только
тогда, когда Т взято в виде, симметричном относительно всех частиц, что уже
было использовано выше.

Для одной частицы из (12.2) находим £х = t0, оболочка источников
излучения совпадает с точкой, где в момент t0 находится частица, интеграл
по сфере легко вычисляется при произвольном движении частицы и из (12.8)
находится известное выражение

d ^ . = - ^ . M ; 2 u . ds, (12.10)

согласующееся с (2.5).
Для потока момента при учете в тензоре энергии-импульса членов поряд-

ка J2~3 находим

dM

о J °'о
(12.11)

где
N N

а = 1 Ь = 1

Ь (nifka — Kkfia) /ib" (Qa + 9b)
1 ,
j fti — пкЬц) fafb -n{qa+

gia = Ща ( 1 + Qa^a ~ 3 XlWa_<laUa )+Wia (3qaUa — qaWa),

m = 0, m 4 = £ l i m J ? ( r e 0 — 1 ) =

JV

)]} (12.12)

Для одной частицы интегрирование по сфере дает

^ £ 1̂2.13)
что согласуется с (2.6).

Совпадение результатов, получаемых из формул разделов 10, 11 и 12
(для полного прохождения области поля или усреднения для периодического
движения) гарантируется законами сохранения энергии, импульса и момен-
та для системы из частиц и поля. Мы уже видели это согласие для излучения
одной частицы, а для системы частиц оно демонстрируется на приведенном
ниже примере. Для того чтобы пояснить различие в смысле времен, входя-
щих в приведенные выше формулы, рассмотрим упрощенный случай, когда
частицы излучающей системы движутся ускоренно только в течение конеч-
ного промежутка времени Д£о по часам лаборатории, а наблюдается оно
с помощью прибора, находящегося на достаточно большом расстоянии $, от
системы и охватывающего телесный угол AQ. Предположим, что за время Д£о

центр системы мало смещается. Тогда наблюдатель будет отмечать наличие



334 Н. П. КЛЕПИКОВ

излучения в течение промежутка времени At, который иногда может быть
значительно короче, чем At0. Для этого случая интеграл по времени по
промежутку At0 от четвертой компоненты (10.6) указывает энергию, поте-
рянную системой, интеграл от четвертой компоненты (12.8) по At0 и AQ дает
энергию, прошедшую через детектор (по прошествии времени запаздывания
Mlc) за лабораторный промежуток времени At0, а аналогичный интеграл от
четвертой компоненты (12.6) указывает энергию, прошедшую через детектор
за полевой промежуток времени At. Последние две энергии близки при
достаточно малых At0 и Дй.

13. СОВМЕСТНОЕ СИНХРОТРОННОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ ДВУХ ЧАСТИЦ

Рассмотрим простейший случай, когда две одинаковые частицы движут-
ся с одинаковыми скоростями v по окружностям одинакового радиуса а,
лежащим в плоскостях, параллельных плоскости ху и отстоящих одна от
другой по оси z на величину h. Пусть одна из окружностей сдвинута по от-
ношению к другой по оси у на величину Ъ, начало координат взято посреди-
не между центрами окружностей, частицы движутся в одну сторону, причем
одна частица опережает другую на угол ф, а лабораторное время отсчитывает-
ся от момента, когда середина отрезка, соединяющего положения частиц,
пересекает ось х. Излучение этих двух частиц может быть синфазным при
достаточно малых ф, hla и b/а. Окружность, к которой обе траектории частиц
стремятся при исчезновении этих величин, будем называть центральной.

Излучение системы в каждый момент времени t0 сосредоточено вокруг
прямой, касательной к центральной окружности в точке с угловой коорди-
натой (o0t0, са0 = via. Эту прямую мы возьмем в качестве полярной оси
сопровождающей системы координат. Система уравнений для определения
моментов излучения tx и t2 принимает вид

I
-S- (tj + t2) — ̂ о> У = d + Psin 7 cos 0, (13.1)

где

2а

d = -jj- Ф + Р — (sin со0£0 sin 0 cos i|) + cos co0f0 cos 9) — f$ — sin 0 sin я|) , (13.2)

a 0 и чр — углы направления п в сопровождающей системе осей.
Для каждых t0 и п система (13.1) решается сходящимися последователь-

ными приближениями, начиная с t± = t2 = t0. Кинематический фактор (12.7)
упрощается:

At [l-a/
At, ~ l - [ n ( V l + v2)/2c] •

Тогда с помощью (12.8) находим интенсивность излучения

я 2я

о о

_2<W*coS2v,^^(A^)+i§a], (13.4)
где

А± = 1 — р (cos у cos 0 + sin у sin 0 cos %p), E = 1 — Р cos у cos 0,
(13.5)

F± = cos у sin 0 cos o|5 ± sin у cos 0,

а у подставляется из (13.1).
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Поверхность источников излучения для этой задачи оказывается отрез-
ком прямой, перпендикулярной к центральной окружности в точке с угловой
координатой a>oto и лежащей в ее плоскости. Длина этого отрезка исчезает
квадратично при малых ф, hi а и Ъ1а.

Отличие интенсивности совместного излучения энергии двумя частицами
от суммы интенсивностей двух независимых частиц удобно характеризовать
отношением R полной интенсивности согласно (13.4) к удвоенной интенсивно-
сти излучения одной частицы в тех же условиях. При достаточно малых
сдвигах ф, hi а и Ыа с помощью (13.1), (13.3) и (13.4) находим приближенное
выражение

(h/af
(1 — 10 (1 —

ft2 ^7-16ft2) / Ь
70

/ Ь \2 sm aco 0t 0

\Т) (1-Р 2 ) 2 70
/ Ь \2 cos2 о у о

[а! (1-ft2)3

(189 + 2 7 5 f t 2 + 26ft«) cos a>oto

70 а (1-ft2)3 6)

0 1 Z 3 4 Ь/а

Рис. 3. Полная интенсивность излучения парой час-
тиц как функция сдвига 6 при р = 2|А2/3

Численный расчет посредством (13.4) согласуется с (13.6) и с не выписан-
ными здесь членами более высоких порядков, которые можно найти,
и показывает, что отношение
R (ф, h, b) быстро падает
от R = 2 при росте ф, hi a
и Ъ cos co0i0/a, пересекает
уровень R = 1 и приближа-
ется к нему снизу. Точка
наиболее быстрого падения
кривой R (ф, 0, 0) лежит
при ф ~ 0,5 (1 —132)3/2, кривой
R (0, h, 0) — при h ~ 0,8 у
X (1 — Р2) а, кривой R (0,0,6)

(при £0 = 0) — при Ъ ~
~ 0,2а (1 - р2)3/2. Длина
волны в максимуме спектра
излучения близка к удвоен-
ному расстоянию между час-
тицами в направлении их
движения, при котором происходит резкое падение кривой R (ф, 0, 0). Раз-
мер области синфазности излучения в направлении h больше этой длины
волны в ~ 5/1/" 1 — р2 раз.

Наиболее интересным оказывается случай, когда р2 > 7/16 и соо£0 близко
к я/2, точнее, cos2 a>oto<: 9 (1 — р2)/245. В этом случае R (0, 0, Ь) не па-
дает, а растет от R = 2 при росте b от Ъ = 0 , проходит максимум, а его плав-
ное падение происходит (если соо£0 = я/2) при &~ 25а (1 — Р2). Этот размер
области синфазности излучения в ~ 100/1/4 — р2 раз больше длины волны
в максимуме спектра излучения. Таким образом, область синфазности имеет
весьма различные оси, наибольшая из которых значительно превышает
интуитивную оценку расстояний между частицами, при которых возможна
интерференция излучаемых волн, имеющую порядок длины излучаемой
волны. Кривая R (0, 0, Ь) при о)о£о = я/2 представлена для 1/jAl — р2 = 3
на рис. 3. Она имеет максимум R = 2,44 при Ъ = 0,28а.

При ф = h = 0 представляет интерес рассмотреть временную зависи-
мость отношения R и сравнить ее с временной зависимостью потерь энергии,
получаемой из (10.6) путем замены знака. Это сравнение дано на рис. 4 для
того же значения р и для b = 0,28а. Интегрирование изображенных кривых
показывает, что их средние совпадают и равны R = 1,041. Если b = 0,
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вычисления с помощью (10.6) дают в точности разложениег (13.6) и кривые
R (Ф, h, 0).

Расчет с помощью (13.4) показывает, что в общем случае угло-
вое распределение совместного излучения двух частиц шире, чем угловое
распределение излучения одной частицы, имеющее ширину^порядка обрат-
ного лоренц-фактора. Но если a>oto близко к я/2 и сдвиг Ъ близок к значению,

излучение

0° 90° 120° 150°

Рис. 4. Интенсивность потерь энергии парой частиц^ (штриховая кривая) и интенсивность
их излучения (сплошная кривая) как функция a>ot0 при Ъ =[0,28 и р =

соответствующему максимуму полной интенсивности, излучение сжимается
в луч, значительно более узкий (в области достаточно малых углов), чем
излучение одной частицы.

Используя формулы спектрального разложения (11.1) и (11.2), для
рассматриваемой задачи находим спектрально-угловое распределение

где п — номер гармоники, d/^1' (0L) — спектрально-угловое распределение
для синхротронного излучения одной частицы, найденное еще Шоттом 4 6

Г

и использованы лабораторные углы QL и я|зь. Если ф «С п/п, в секторе cos 0L <
< na/(n$h), sin tyL <Z naHnf> b sin 0L) спектр излучения совпадает со спек-
тром излучения независимых частиц, но умножен на 4 вместо 2 (на 7V2

вместо N для N частиц). Для N частиц подобное усиление излучения возмож-
но, если все частицы сдвинуты в одной плоскости от центральной окружно-
сти вдоль одной прямой, причем максимум интенсивности излучения перпен-
дикулярен к указанной прямой, а в остальных направлениях и при других
сдвигах траекторий частиц высокочастотная часть спектра оказывается
настолько подавленной, что вместо множителя iV2 снова выступает мно-
житель N.

При малых ф, hla и Ь/а выражение /(13.7) может быть разложено по их
степеням, проинтегрировано по углам и просуммировано по спектру. Тогда
снова находим выражение (13.6), в котором произведено усреднение по
времени.t

r

На разобранном ^примере продемонстрирована согласованность
всех трех возможных подходов к изучению излучения (формулы (10.6),
(11.2) и (13.4) соответственно) и, в частности, правомерность использования
выражения (2.3) для силы торможения излучением и понятия центра системы
событий с релятивистскими частицами. Этот пример также показывает, что
теория излучения систем частиц может дать возможность предвидеть новые
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явления, проявляющиеся при совместном излучении частиц и могущие быть
наблюдаемыми и полезными.

Рассмотрение других примеров показывает, что (12.8) позволяет про-
следить в нерелятивистском пределе переход к мультипольному излучению
системы частиц.
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