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ВВЕДЕНИЕ

Квантовая хромо динамика (КХД), предложенная в ее современном
виде немногим более десяти лет назад Гелл-Манном, Фритчем и Вайнбергом1,
является в настоящее время общепризнанной теорией сильного взаимодей-
ствия. В 'КХД взаимодействие между кварками связано с их цветом и осу-
ществляется октетом глюонных полей (см., например, 2). Важнейшее свой-
ство КХД,-на которое обратили внимание Гросс, Вильчек и Политцер 3 ,—
свойство асимптотической свободы (малости эффективной константы взаимо-
действия на малых расстояниях) — позволяет рассчитывать в КХД процес-
сы, определяемые малыми расстояниями, пользуясь теорией возмущений.

1 УФН, т. 143, вып. 2
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Однако при увеличении расстояния эффективная константа взаимодей-
ствия растет, так что величины, определяемые расстояниями, где взаимодей-
ствие действительно становится сильным, по теории возмущений рассчитаны
быть не могут. К их числу относится большинство величин, встречающихся
в теории сильного взаимодействия, например относящихся к низкоэнерге-
тической адронной физике (массы адронов, ширины их распадов, сечения
взаимодействий и т. д.). Для вычисления этих величин нужно, в принципе,
учитывать не только (и не столько!) ряд теории возмущений по константе свя-
зи (пертурбативная КХД), но и рассматривать имеющиеся непертурбативные?
вклады, которые в любом порядке теории возмущений отсутствуют.

Тем не менее оказалось, что в КХД имеется область промежуточных рас-
стояний, на которых эти непертурбативные вклады можно простым образом
описывать изменением структуры КХД-вакуума — присутствием в вакууме-
глюонного и кваркового конденсатов. Эти конденсаты последовательно опре-
делены в рамках операторного разложения (разложения по степеням произ-
ведения расстояния R на характерный масштаб сильного взаимодействия!
Лкхд)5

 с помощью которого можно вычислять их вклад в физические величи-
ны. Учет глюонного и кваркового конденсатов улучшает КХД-описание ряда
физических процессов и позволяет, в частности, надежно получить методом
правил сумм массы и ширины мезонов из 1Л|)-семейства 4, а также массы низ-
ших мезонов 5 и барионов 6, составленных из легких кварков.

Вместе с тем в КХД есть большое число явлений, которые обусловлены
большими расстояниями Л Л к х д > - 1 , где операторное разложение (не-
говоря уже о теории возмущений) не применимо. К числу таких явлений от-
носятся невылетание кварков (конфайнмент), возникновение в КХД моделей
струны, мешка, траекторий Редже и другие. Эти явления отсутствуют в лю-
бом конечном порядке теории возмущений по константе связи и целиком обу-
словлены непертурбативными эффектами. Еще один пример явлений такого
типа — это возникновение кваркового и глюонного конденсатов. Таким обра-
зом, хотя и ожидается, что эти явления имеют место в теории сильного взаи-
модействия, для их получения из лагранжиана КХД необходимо использо-
вать непертурбативные методы.

В настоящем обзоре рассмотрен развитый в последние несколько лег
непертурбативный метод, основанный на численном интегрировании методом
Монте-Карло КХД, регуляризованной специальным образом с помощью
решетки. По сравнению с другими, развивающимися параллельно непертур-
бативными методами (например, сведение КХД к теории релятивистской
струны 7), в методе Монте-Карло вычисления доведены до конца в наиболь-
шей степени и их результаты могут сравниваться с экспериментом. Основные
шаги, которые приходится делать при вычислениях в КХД методом Монте-
Карло, состоят в следующем.

Используется формулировка КХД с помощью функционального интег-
рала, для которой усреднение по квантовым флуктуациям полей в каждой то-
чке пространства-времени представлено в виде явного интеграла (см., на-
пример, монографии 8 ). Далее идея состоит, грубо говоря, в том, чтобы вы-
числять эти интегралы численно методом Монте-Карло.

Производится переход в евклидово пространство, т. е. время t заменяется
на четвертую координату xk по закону хк = it. Такая процедура часто исполь-
зуется даже в теории возмущений для упрощения вычислений. Она является
стандартной также для непертурбативной формулировки теории и обеспечи-
вает сходимость функционального интеграла в каждой точке евклидова про-
странства. Если какая-либо величина, например функция Грина, вычислена
в евклидовой теории, то ее значение в теории, определенной в пространстве
Минковского, получается с помощью аналитического продолжения t — — ix^
(см., например, в книге 9). Разумеется, таким способом можно находить толь-
ко величины в пространственноподобной области пространства Минковского»,
а не, например, формфактор во времениподобной области. Этого оказывает-
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ся, однако, достаточно для вычисления потенциала взаимодействия между
статическими кварками, спектра масс адронов и других величин, рассмотрен-
ных ниже.

Непрерывное евклидово пространство заменяется дискретной совокуп-
ностью точек—решеткой. Введение решетки делает функциональный инте-
грал корректно определенной величиной и позволяет воспользоваться для
его вычисления методами, применяемыми в статистической физике. Хотя
теория, сформулированная на решетке, по построению не обладает инвариан-
тностью относительно группы вращений и группы сдвигов (остаются только
дискретные симметрии относительно вращений на угол, кратный я/2, и сдви-
гов на величину, кратную шагу решетки), эти симметрии присутствуют в ко-
нечных ответах, если характерный масштаб изменения полей много больше
шага решетки. Для этого значение константы связи в решеточной теории вы-
бирается вблизи точки фазового перехода второго рода (в точке фазового пе-
рехода второго рода корреляционный размер обращается в бесконечность).
Именно такая ситуация осуществляется при вычислениях методом Монте-
Карло в КХД, что позволяет получать на решетке результаты, относящиеся
к непрерывному пределу.

Более конкретно это происходит следующим образом. Введение решетки
обеспечивает надлежащую ультрафиолетовую регуляризацию квантовой те-
ории. Если пространственный размер решетки ограничен (что имеет смысл
инфракрасной регуляризации), то система вообще имеет конечное число сте-
пеней свободы, так что все вычисляемые размерные величины, которые изме-
ряются в единицах шага решетки, являются конечными. Для того чтобы эти
величины относились к непрерывному пределу, они должны зависеть от кон-
станты связи определенным образом, предписываемым перенормируемостью
КХД (см. формулы в п. а) гл. 4). Важно также, чтобы вычисляемые величины
не зависели от пространственного размера решетки и от выбора граничных
условий, накладываемых на поля на границе. К счастью, оказалось, что ха-
рактерный масштаб изменения полей, для которого не чувствуется решеточ-
ная структура, составляет лишь несколько шагов решетки, и поэтому уже
на решетке размера 84 можно надежно получать методом Монте-Карло ре-
зультаты, относящиеся к непрерывному пределу (кратность вычисляемого
интеграла при этом яь 106). Таким образом, решетку нужно воспринимать
только как способ регуляризации, позволяющий получать результаты, отно-
сящиеся к непрерывной теории.

Среди полученных таким способом результатов наибольший интерес
представляют, как уже отмечалось, такие, которые обусловлены непертурба-
тивными эффектами и не могут быть получены по теории возмущений. Вычи-
сления методом Монте-Карло показали, что кулоновский потенциал взаимо-
действия между статическими кварками сменяется при увеличении расстоя-
ния линейно растущим потенциалом, который приводит к их невылетанию.
Вычисленное при этом значение параметра Лкхд согласуется с феномено-
логическим значением. Кроме того, методом Монте-Карло вычислялся спектр
масс бесцветных глюонных образований — глюболов — и адронов, составлен-
ных из кварков. Также вычислялись возникающие в КХД значения глюон-
ного и кваркового конденсатов и другие величины. Отдельная группа работ
посвящена расчетам в КХД при конечной температуре. Здесь методом Монте-
Карло была вычислена температура Тс, при которой происходит фазовый пе-
реход из фазы адронной материи в фазу кварк-глюонной плазмы, # которой
кварки вылетают, температура, при которой разрушается кварковый кон-
денсат, а также различные характеристики кварк-глюонной плазмы.

Для сравнения с экспериментом необходимо знать, какова точность вы-
числений методом Монте-Карло. Погрешность складывается из статистичес-
кой ошибки, которая, как всегда при вычислениях методом Монте-Карло,
уменьшается при увеличении счетного времени, и разного рода систематиче-
ских ошибок, связанных со сделанными приближениями, в том числе с тем,
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что в большинстве работ не учитывался вклад виртуальных кварков в физиче-
ские величины. Например, для вычисленных таким способом значений масс
адронов полная погрешность оценивается равной примерно ± 150 МэВ.
В пределах этой погрешности есть согласие с экспериментом, хотя погреш-
ность довольно велика. Во всяком случае, эти значения получены, исходя
прямо из первых принципов КХД без привлечения дополнительных гипотез,
и их согласие с экспериментом может рассматриваться как проверка КХД в
области низких энергий. Некоторые другие результаты Монте-Карло расче-
тов, такие, как массы глюболов, значение Гс, являются предсказаниями на
будущее.

В настоящем обзоре подробно рассмотрено, как метод Монте-Карло при-
меняется к изучению калибровочных теорий на решетке, в том числе КХД без
кварков. Автор ставил своей целью, во-первых, ввести читателя в круг по-
нятий и методов, используемых в настоящее время при изучении динамики
калибровочных теорий, и, во-вторых, дать обзор основных результатов, ко-
торые получены в огромном количестве работ, опубликованных по этой теме.
В соответствии с названием настоящего обзора, наиболее подробно излага-
ется метод Монте-Карло и результаты, полученные с его помощью. Для облег-
чения знакомства с оригинальными работами после основных терминов при-
веден их английский перевод (точнее, эквивалент) и в тексте воспроизведен
ряд рисунков из этих работ, на которых изображены результаты вычислений
методом Монте-Карло.

В гл. 1 излагаются основные понятия, встречающиеся в калибровочных
теориях на решетке. Рассматривается решеточная формулировка калибро-
вочных теорий, квантование решеточных калибровочных теорий методом фун-
кционального интеграла, вильсоновский критерий невылетания кварков,
возникновение закона площадей в пределе сильной связи. Обсуждается,
какие перенормировочные факторы необходимо выделять из рассматривае-
мых величин при переходе к непрерывному пределу.

В гл. 2 излагается метод Монте-Карло применительно к решеточным ка-
либровочным теориям. Рассматриваются конкретные алгоритмы, по которым
проводятся вычисления: метод тепловой бани и метод Метрополиса.

В гл. 3 на простейшем примере вычисления удельной энергии подробно
рассматривается методика, по которой проводится изучение решеточных кали-
бровочных теорий методом Монте-Карло. Рассматривается проблема выбора
начального состояния, установления равновесия; величины, вычисляемые
для ответа на вопрос — испытывает ли данная решеточная система фазовый
переход и если да, то какого рода. Приведены результаты, полученные с по-
мощью этой методики для решеточных теорий с абелевыми калибровочными
группами ZJV и U (1), а также неабелевыми калибровочными группами
SU (iV), U (N) и другими. Обсуждается природа физических явлений, проис-
ходящих в точках фазовых переходов.

В гл. 4 дается обзор полученных методом Монте-Карло результатов в не-
прерывной КХД (без кварков). Рассматривается, как при вычислениях в
КХД методом Монте-Карло производится переход к непрерывному пределу.
Приведены результаты расчета коэффициента натяжения струны, масс глю-
болов, значения температуры Тс. Обсуждается, в какой степени полученные
результаты не зависят от выбора вида действия решеточной калибровочной
теории.

В настоящий обзор вошел только материал, относящийся к вычислениям
методом Монте-Карло в КХД без кварков. Включение результатов, получен-
ных для КХД с кварками, во-первых, привело бы к существенному увели-
чению объема, и, во-вторых, проведенные работы не обладают пока той сте-
пенью завершенности, как для КХД без кварков. Ссылкщ на эти работы при-
ведены в заключении.
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1. КАЛИБРОВОЧНЫЕ ТЕОРИИ НА РЕШЕТКЕ

Решеточные калибровочные теории в их современном виде были предло-
жены в 1974 г. Вильсоном 1 0 и независимо А. М. Поляковым (опубликовано
в работе и ) . В этой связи часто цитируется также работа Вегнера 1 2 , в кото-
рой рассматривалась калибровочная модель Изинга. Гамильтонова формули-
ровка развита Когутом и Саскиндом 1 3 . Кроме этих работ, большое влияние
на последующее развитие решеточных калибровочных теорий оказали также
работы Бальяна, Друффэ и Ициксона ы и А. А. Мигдала 1 5 .

Решеточные калибровочные теории представляют собой непертурбативную
регуляризацию калибровочной теории. Решеточная формулировка обладает
одновременно рядом дополнительных преимуществ. На решетке просто и
красиво решается проблема непертурбативного квантования калибровочных
теорий. Решеточная формулировка допускает разложение сильной связи,
в каждом порядке которого кварки не вылетают. Наконец, решеточная ка-
либровочная теория может быть исследована при любых значениях констант
связи методом Монте-Карло.

а) Р е ш е т к а , р е б р о , г р а н ь и в с е т а к о е

Первый шаг на пути построения решеточной калибровочной теории со-
стоит в аппроксимации непрерывного пространства дискретной совокуп-
ностью точек — решеткой. В евклидовой формулировке решетка вводится по
всем четырем координатам. В гамильтоновом подходе время остается непре-
рывным. Мы ограничимся рассмотрением евклидовой формулировки, для
которой и проводятся вычисления методом а

Монте-Карло.
Решетка (lattice) определяется как

множество точек пространства с координа--
тами

Яц = an», (1.1) V

где компоненты вектора

п^ = (пх, Пу, nz, nt) (1.2)

являются натуральными числами. Точки v ~" '
(1.1) называются узлами (sites) решетки. х°
Размерная константа а, равная расстоя- рИс. 1. Двумерная решетка,
нию между соседними узлами, называется
шагом решетки (lattice spacing). Размер-
ные величины обычно измеряют в единицах а, полагая тем самым а — 1. На
рис. 1 изображена двумерная решетка. Четырехмерную решетку, для кото-
рой расстояния между узлами одинаковы по всем направлениям (как для
рассмотренной решетки), называют гиперкубической.

Следующее понятие — это ребро (link) решетки. Ребром называется ли-
ния, связывающая два соседних узла. Ребро обозначается буквой I (или Ъ)
и характеризуется координатой х его начала и направлением ц, = 1, ..., 4
(\х — 1 — ось х, ..., ц = 4 — ось t) в пространстве:

I = {а, \х]. (1.3)

Ребро I связывает узлы с координатами х и х -J- a\i, где |2 — единичный век-
тор в направлении fx, как это изображено на рис. 2. Для гиперкубической ре-
шетки длины всех ребер одинаковы и равны а.

- Элементарный квадрат, заключенный между четырьмя ребрами, назы-
вается гранью (plaquette) решетки. Грань р задается координатой х узла,
к которому в направлении ц, v пристраивается квадратик (рис. 3):

р = {х; [I, v}. (1.4)
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Совокупность четырех ребер, образующих границу грани р, обозначается

др (реже р).
Если пространственный размер решетки не ограничен, то число динами-

ческих степеней свободы бесконечно (но счетно). Вычисления методом Монте-
Карло можно проводить реально с большим, но конечным числом степеней
свободы. Для их ограничения рассматривается решетка конечного по всем
направлениям размера Lx X Ly X Lz X Lt (см. рис. 1). При этом накла-

дываются периодические граничные условия (periodic
0 1 о boundary conditions), т. е. узлы, лежащие на парал-
fl? а?+/г дельных ограничивающих гиперплоскостях, попарно

отождествляются (отождествляются узлы с координата-
Рис. 2. Ребро решет- м и ? н а п ример, (0, пу, nz, nt) и (Lx, пу, nz, nt)).

Для симметричной решетки (Lx = Ly = Lz =
—Lt=L)c периодическими" граничными условиями
число независимых узлов, ребер и граней соответствен-
но равно

d { d i ] L\ (1.5)

^ где d = 4 — размерность пространства.

Рис. 3. Грань решет- б) К а л и б р о в о ч н ы е п о л я н а р е ш е т к е

ки. В непрерывной теории глюонное поле описывается
вектор-потенциалом А% (х) Ь2. Удобно умножить его на

генератор ta фундаментального представления калибровочной группы и ра-
ботать с эрмитовой матрицей

All(x) = Al(x)f, (1.6)

которая является элементом алгебры калибровочной группы. Неабелева
напряженность принимает тогда вид

JFiiv (ж) = ^ v («) - дхА^ (х) - ig0 [А^ (ж), Л v (ж)!, (1-7)

где g0 — заряд глюонного поля.
На решетке глюонное поле описывается матрицами Ux ц, которые при-

писаны ребрам решетки. Величины UXtVi являются элементами самой калиб-
ровочной группы. Матрицу Ux^ можно представить в виде экспоненты от
fi-й компоненты вектор-потенциала. Для этого заметим, что величина в пра-
вой части соотношения

UXtlx = 1 + igoA» (x)a + O (a2) (1.8)

является с точностью О (а2) элементом калибровочной группы, т. е. при ло-
кальном калибровочном преобразовании

Л„ (х) - * Q-* (х) А^ (х) Q (х) +-J-Й-1 (х) d^Q (х) (1.9)

преобразуется с у к а з а н н о й точностью однородно:

(1.10)

Для доказательства производную в формуле (1.9) нужно заменить на конеч-
ную разность. Матрица Qx равна значению матрицы Q (х) в узлах решетки.

Теперь ясно, как установить точную связь между матрицами их^ и
А

Ау, (х). Разобьем звено, соединяющее точки х и х + а\х, на бесконечно малые
части, для которых формула (1.8) справедлива, и определим Ux, p, как упоря-
доченное матричное произведение (здесь матрицы упорядочены слева напра-
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л

во, в порядке прохождения ребра от точки х к точке х + a\i),

[ ^ f £ ) £ ] (1.11)
Поскольку каждый сомножитель преобразуется при калибровочном преобра-
зовании однородно, матрицы Q во внутренних точках ребра сокращаются,
и матрица UXtVi, определенная формулой (1.11), преобразуется при калибро-
вочном преобразовании в точности по формуле (1.11) (теперь уже в любом
порядке по а, а не только в порядке О (а2), как раньше). Величина в правой
части формулы (1.11) называется упорядоченным фазо-
вым фактором (ordered phase factor). Для него суще- #+$
•ствует специальное обозначение

Х + СЦ1

(1.12)

Это и есть окончательная формула, связывающая ре-
шеточную матрицу UX1V, с потенциалом А^(х) в не-
прерывной теории. Ри с- 4- Контур в ви-

Как видно из формулы (1.12), в решеточной ка- % 2 £ ^ ° £ £ ? о и

либровочной теории возникает понятие ориентации
данного ребра. Ориентация ребра есть направление,
в котором упорядочиваются матрицы в контурном интеграле. Выше мы
характеризовали ребро {х, \i} координатой х его начала и (положительным)
направлением \х. Будем теперь считать, что ребро имеет отрицательное нап-
равление —[л, если его направление противоположно направлению \х-ж оси.

л

Таким образом, как ребро {ж, ji}, так и ребро {х -{- \i, —\i} связывают
точки х и х -\- jx, однако в первом случае ориентация ребра положительная
{совпадает с направлением координатной оси), а во втором — отрицательная.
Матрицы U, приписанные ребру с положительной и отрицательной ориента-
диями, связаны для унитарных матриц соотношением

U A = U+t]l. (1.13)

Определение (1.12) фазового фактора без труда обобщается на произ-
вольный контур. Важнейшую роль в построении решеточной калибровоч-
ной теории играет простейший замкнутый контур — граница грани, который
изображен на рис. 4. Стрелки показывают последовательность умножения
матриц Ux, ц. Этому контуру отвечает упорядоченное произведение

UV = UX JJ A U+

 л U+

x v (1.14)

При его построении использовано свойство (1.13). Из формулы (1.10) следу-
ет, что при калибровочном преобразовании Up преобразуется по закону

Up ->• QtfUfir (1.15)

Таким образом, след матрицы Up калибровочно-инвариантен. Это свойство
жспользуется для построения действия решеточной калибровочной теории.

Аналогично формуле (1.14) строится выражение для фазового фактора,
отвечающего контуру произвольного вида. Пусть контур С задается своей
начальной точкой х и направлениями (часть из которых может быть отрица-
тельными) стыкующихся звеньев:

С = {х, | i l f . . ., iin). (1.16)

Uc строится по изложенным выше правилам следующим образом:

U UU U А . (1.17)
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Для звеньев, имеющих отрицательное направление, удобно снова восполь-
зоваться свойством (1.13). Калибровочно-инвариантен след лишь от контур-
ных произведений для замкнутых контуров, когда fx2 -f-... + \хп = 0. Вы-
ражения такого типа используются при вычислении физических величин.

в) Р е ш е т о ч н о е д е й с т в и е .
« Н а и в н ы й » л о к а л ь н ы й п р е д е л

Действие любой решеточной теории можно получить из действия непре-
рывной теории заменой производных (входящих, например, в напряженность
(1.7)) на конечные разности, а интегралы — суммами по узлам решетки. Од-
нако для калибровочной теории такая процедура дискретизации корректна
только в свободном случае. Для калибровочной теории со взаимодействием она
нарушила бы локальную калибровочную инвариантность. Поэтому при постро-
ении действия решеточной калибровочной теории используется рассмотрен-
ная в предыдущем пункте формулировка, для которой калибровочные поля
приписаны ребрам решетки, а не узлам.

ВильсоновсКое действие U (7У)-калибровочной теории на решетке стро-
ится с использованием простейшей калибровочно-инвариантной величины

(1.18)

Здесь суммирование выполняется по всем элементарным граням решетки
(т. е. по всем #> fx, v) без учета их ориентации. Если учесть, что при измене-
нии ориентации грани на противоположную tr Up переходит, благодаря свой-
ству (1.13), в комплексно сопряженное выражение

tr Up > (tr£7p)*, (1.19)
v переориентация е

то действие (1.18) можно переписать также ,в эквивалентном виде

ориентированным р

где суммирование выполняется также по двум возможным ориентациям од-
ной и той же грани.

При а ->0 решеточное действие (1.18) переходит в действие непрерывной:
U (Ж)-калибровочной теории. Чтобы убедиться в этом, заметим, что при
а ->0

Up = exp UgoF^ (х) а* + О (а3)], (1.21)

где F^v определено формулой (1.7). В абелевой теории разложение (1.21)
легко получить по теореме Стокса. Возникающий в неабелевом случае ком-
мутатор А^ (х) и A v (х) дополняет абелеву напряженность до неабелевой,.
что гарантируется калибровочной инвариантностью.

Переход к непрерывному пределу осуществляется с помощью формулы

Разлагая экспоненту (1.21) в ряд, получим

S W - ^ Г 4г \ d 4* 2 t r ^v (x). (1.23)
ц, v

Тот факт, что действие является скаляром, восстановился после суммирова
ния по [л и v.
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Таким образом, решеточное действие (1.18) переходит при а ->-0 (и фик-
сированном g0) в действие непрерывной теории. Такой предел называется в
квантовой теории поля «наивным» локальным пределом. Аналогично дейст-
вию и другие величины, используемые в решеточной калибровочной теории^
например Uc, переходят в «наивном» локальном пределе в соответствующие
величины для непрерывной теории.

г) К в а н т о в а н и е к а л и б р о в о ч н ы х п о л е й
н а р е ш е т к е

В непрерывной теории калибровочное поле можно проквантовать с по-
мощью функциональных интегралов вида

-)-оо -f- оо

I ••• ] П П П d^S (̂ )ехр [ —-|- j d ^ t r ^ v (̂ )J ; (1.24}
— оо —со х li a

здесь число независимых интегрирований (степеней свободы) равно

NsddG, (1.25)

где JVS — число точек пространства, d — его размерность, a da — размер-
ность калибровочной группы (dG = N* — 1 для группы SU (Nc)). Для
сходимости каждого из этих интегралов приходится работать в евклидовом
пространстве, где действие входит в показатель экспоненты со знаком ми-
нус; для придания математического смысла функциональному интегралу
(1.24) нужно также ограничиться счетным множеством точек пространства,
например сделать решеточную аппроксимацию (см. работу 1 6 ) .

В решеточной калибровочной теории, использующей матрицы Ux, ^ в
качестве динамических переменных, функциональный интеграл (1.24) заме-
няется функциональным интегралом вида

В качестве действия можно взять любое калибровочно-инвариантное выраже-
ние, переходящее при а -»-0 в действие непрерывной теории. Наиболее про-
стой вид имеет используемое чаще всего вильсоновское действие (1.18)-
Более тонкий вопрос — изменение меры интегрирования при переходе к ре-
шеточной аппроксимации. В выражении (1.26) интегрирование выполняется
по инвариантной мере на группе (group measure), называемой также мерой
Хаара. Инвариантность групповой меры относительно левого и правого ум-
ножения на произвольный элемент группы

(Ш = d (QU) = d (UQ) (1.27)

гарантирует калибровочную инвариантность функционального интеграла
(1.26).

Явное выражение для групповой меры мы рассмотрим на примере кали-
бровочной группы SU (2). Произвольный элемент группы SU (2) можно пара-
метризовать с помощью единичного трехвектора п (п2 = 1) и угла Ф (Ф €
в [0, 2я]):

U = eiqm<r/2 = c o s J£| + inG g i n Ф . ( | ,28)

здесь а — матрицы Паули. Геометрический смысл такой параметризации
крайне прост: элемент (1.28) соответствует вращению на угол Ф вокруг
оси п.
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Для практических вычислений удобно образовать единичный четырех-
вектор

4

ай=(пзт-|-, cos-|), al=2a/l=l, (1.29)

с помощью которого разложение (1.28) матрицы U по базису из четырех мат-
риц Сц, = (ia, I) принимает простой вид

U = avaVL1 а[1=~%то11и. (1.30)

Интегрирование по мере Хаара для группы SU (2) можно представить как
интегрирование по элементу телесного угла в четырехмерном пространстве
•одним из двух эквивалентных способов:

dE/ = -^-8«-l). (1.316)

Формула (1.31а) получается из формулы (1.316) после взятия интеграла по
| а | от дельта-функции. Возникающее при этом интегрировании условие
а^ = 1 эквивалентно условиям унитарности и унимодулярности матрицы U,
поскольку для представления (1.30) UU+ = a^I и det U = а^.

Как всегда, величина Z ф), определяемая функциональным интегралом
(1.26), характеризует в квантовой теории вакуумные эффекты. Для вычисле-
ния физических величин нужно усреднять по полю U калибровочно-инвари-
антные функционалы Q [U]:

П dUXtlle-mMQ[U]. (1.32)
X, Ц

Это среднее переходит в «наивном» локальном пределе в соответствующее
^среднее для непрерывной теории, если константа |3 связана с зарядом gl
-соотношением

которое вытекает из формулы (1.23).
На решетке конечного размера интегралы по группе в формуле (1.32)

•ограничены, поскольку интегрирование выполняется по компактному груп-
повому многообразию, и не возникает бесконечности, связанной с объемом
калибровочной группы. Поэтому формула (1.32) представляет собой кон-
структивный способ вычисления средних от калибровочно-инвариантных ве-
личин, хотя калибровка и не фиксирована. Фиксация калибровки может быть
проведена стандартным образом по методу Фаддеева — Попова 17>8. При этом
из числителя и знаменателя в выражении (1.32) выделится одинаковый (ко-
нечный) фактор, равный объему калибровочной группы. Функциональный
интеграл с фиксированной калибровкой удобен для вычислений в решеточ-
ной теории возмущений. Однако вне рамок теории возмущений зафикси-
ровать лоренцеву калибровку нельзя из-за неоднозначностей В. Н. Грибо-
ва 1 8. Напротив, функциональный интеграл (1.32) с нефиксированной калиб-
ровкой является корректным непертурбативным способом квантования.

За компактность приходится «расплачиваться» периодичностью по век-
тор-потенциалу (например, для группы U (1) отождествлением значений ве-
ктор-потенциала 4 ц и Л ц + (2я/я£0)), которая в обычной калибровочной те-
ории отсутствует, поскольку разрывам вектор-потенциала в непрерывной те-
ории соответствует бесконечное действие. Решеточный аналог таких разры-
вов — флуктуации вектор-потенциала Ау,~ 1/а, для которых решеточное
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действие (1.18), однако, является конечным, так что по таким конфигурациям
также идет интегрирование. Таким образом, решеточные калибровочные тео-
рии представляют собой не просто регуляризацию, но и нетривиальное непер-
турбативное доопределение ряда теории возмущений. Вычисления методом
Монте-Карло показывают, что флуктуации А^~ На на самом деле становят-
ся несущественными при переходе к локальному пределу в интересующем
нас случае четырехмерной неабелевой теории. Поэтому истинный локальный
предел очень похож на «наивный».

д) Р а з л о ж е н и е с и л ь н о й с в я з и

Существуют разные способы приближенного вычисления функциональ-
ного интеграла (1.32). Уже в первой работе Вильсона 1 0 рассматривалось раз-
ложение по параметру р, связанному с зарядом gl формулой (1.33). Предел
малых р (больших go) называется пределом сильной связи (strong coupling),
а вычисление интеграла (1.32) в виде разложения по |3 — разложением силь-
ной связи, или «высокотемпературным» разложением. Последний термин вос-
ходит к аналогии между функциональным интегралом (1.26) и статистической
суммой некой (четырехмерной) системы. Тогда константа р имеет аналогом об-
ратную температуру, а разложение по р — высокотемпературное разложение
в статистической физике.

Основная величина, с которой приходится иметь дело в решеточных вычи-
слениях,— это среднее от следа фазового фактора (1.17), называемое
контурным средним (loop average):

±y (1.34)

Здесь усреднение проводится по формуле (1.32).
Для вычисления W (С) в пределе сильной связи экспонента разлагается

в ряд по р, после чего задача сводится к вычислению групповых интегралов

.. . U^uthl ... Uthm, (1.35)

где мера нормирована условием I dZ7 = 1. Из общих соображений интеграл

(1.35) отличен от нуля только при п = т (mod TV), т. е. при п = т + kN,
где к — любое целое число. Для простейшего случая т = п — 1 ответ легко
получить, используя унитарность матриц U и соотношение ортогональности:

UUpth = -^b\b). (1.36)

Этой формулы достаточно для вычисления контурных средних в главном при-
ближении по р.

Рассмотрим простейший случай контура, являющегося границей грани,
С = др (см. рис. 4). В порядке р достаточно ограничиться только первыми
двумя членами разложения экспоненты:

П d ^ , ^

х, ц, р'

Далее групповое интегрирование выполняется по формуле

4-впад, (1.38)

которая следует из приведенных выше правил. Символ б ц> означает, что (ори-
ентированное) ребро V непременно должно совпасть с ребром I для того, что-



172 Ю. М. МАКЕВНКО

бы результат интегрирования был отличен от нуля. По этому правилу зна-
менатель в выражении (1.37) равен единице (каждое ребро встречается не
более одного раза), а в числителе отличен от нуля только вклад отгранир',
совпадающей с гранью р, но противоположно ориентированной (см. рис. 5

и формулу (1.19)). Перемножение символов Кронекера
окончательно дает

для группы SU(iV) при iV>3, (1.39а)

W(dp) = для группы SU(2). (1.396)

граней р и р%Нори- Отсутствие дополнительного фактора 1/2 для группы
вотированных про- SU (2) связано с тем, что в этом случае tr Up является

тивоположно. вещественным, и ориентации граней можно не принимать
во внимание.

Формула (1.38) позволяет также вычислить первый неисчезающий поря-
док разложения сильной связщ для контурного среднего в случае контуров
более сложного вида. Согласно формуле (1.38) отличен от нуля ин-

теграл только от такого члена в
разложении экспоненты по Р, для
которого грани целиком заполня-
ют поверхность, натянутую на
данный контур С (см. рис. [6).
В этом случае каждое ребро в
групповом интеграле встречается
дважды (или ни одного раза), при-
чем один раз в положительном, а
другой раз в отрицательном нап-
равлениях, и все групповые инте-

Рис. 6. Заполнение контура элементарными гралы отличны от нуля. Первый
гранями. неисчезающий порядок соответ-

ствует заполнению минимальной
поверхности (minimal surface), площадь которой принимает минимальное воз-
можное значение. Таким образом, для контурного среднего (от простого
контура без самопересечений) получим в главном порядке по |5

/

1

< ' )
1

/
\

<

W (С) = (1.40)

где Amin(C) обозначает площадь (в единицах а2) минимальной поверхности,
натянутой на контур С, a W (др) дается формулой (1.39).

е) З а к о н п л о щ а д е й

Экспоненциальный характер зависимости контурного среднего от пло-
щади носит название закона площадей (area law). Принято считать, что если
в чистой глюодинамике для контуров большой площади имеет место закон
площадей, то кварки не вылетают (т. е. не существуют как физические
| т)-или | ои1;)-состояния). Это утверждение представляет собой содер-
жание вильсоновского критерия невылетания кварков (confinement criteri-
on). Аргументация состоит в том, что в этом случае физические амплитуды»
например поляризационный оператор, не имеют физической кварковой осо-
бенности 1 0.

Другое, возможно, чересчур упрощенное обоснование вильсоновского
критерия основано на связи контурного среднего с потенциальной энергией
взаимодействия между статическими кварками. Для нахождения этой связи
рассмотрим контур в виде прямоугольника размера R X Г, лежащий в пло-
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скости х, t (см. рис. 7). Зафиксируем калибровку условием Ак (х, ..., t) = 0.
Тогда

W (R, Т) = (tr ¥ (0) W+ (T)), (1.41)
где

R

j At(x, ...,T)dx.
о

Подставляя в формулу (1.41) сумму по промежуточным состояниям

<tr ( ¥ (0) W+ (Г)> = 2 <Yf, (0) |л> < » | П (Г)) (1-43)
п

ж замечая, что
iF (Т) = е-нтхр ( 0 ) ент^ (1.44)

где iJ — оператор дискретного сдвига по «временной» оси («гамильтониан»
«истемы), получим окончательно

здесь Еп — энергия | п)-то состояния системы.
Рассмотрим теперь предел Т ^$> R. При Г->оо в сумме по состояниям

остается только основное состояние, энергия которого минимальна, и мы
приходим к формуле

W(R, Т) > e-E0(R)Tt (1.46)

Таким образом, Ео (R) представляет со-
бой, по определению, изменение энергии
основного состояния решеточной системы
при внесении статических кварков, т. е.
энергию их взаимодействия (включая са- „ „ „

F t \ m х г- /D\ Рис. 7. Прямоугольный контур раз-
модеиствие). Тот факт, что Ьо (R) вычи- мера R х Т.
сляется при помощи евклидова функци-
онального интеграла, несуществен при Т -> оо. Формулу (1.45) можно без
труда продолжить аналитически в пространство Минковского заменой Т ->-
-> —iT, откуда немедленно следует, что Ео (R) есть физическая энергия.
Преимущество работы в евклидовом пространстве, как всегда, состоит в том,
что сумма (1.45) сходится при всех Т ;> 0.

По определению Ео (R) включает слагаемое, связанное с перенормиров-
кой массы тяжелого кварка за счет взаимодействия с калибровочным полем
и, следовательно, не зависящее от R. При а —>-0 эта величина в старшем
порядке по go имеет такой же вид как в квантовой электродинамике:

g c (\ kl\

Потенциальная энергия взаимодействия между статическими кварками опре-
деляется как разность

Е (R) = Ео (R) - Д # м а с . (1.48)

Если бы AEuaG не обращалось в бесконечность при переходе к непрерывно-
му пределу (а ->-0), то слагаемое, связанное с перенормировкой массы, мож-
но было бы не вычитать, поскольку оно только изменяет уровень отсчета
потенциальной энергии.
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Если для контурного среднего справедлив закон площадей

W (С) ОС exp[- iOl m i n (C)] , (1.49)
большие С

как это имеет место в рамках разложения сильной связи, то Е зависит от рас-
стояния линейно:

Е (R) = К R. (1.50)

Коэффициент К в этих формулах называется коэффициентом натяжения
струны (string tension). Название обусловлено тем, что для возникновения
линейно растущего потенциала глюонное поле между кварками должно соб-
раться в трубку — струну. Струна вытягивается следом за кварками и на
позволяет им разойтись на макроскопические расстояния.

Наоборот, для кулоновского потенциала

В (Л) - c o n s t - ^ - ^ (1.51)

поле вокруг кварка распределено сферически симметрично, и контурное сред-
нее ведет себя как

W (С) •> e - c o n s t периметр (С) (1.5216
v ' |большие С "

Такое поведение контурного среднего называется законом периметров*
(perimeter law). В каждом порядке теории возмущений для контурного сред-
него справедлив именно закон периметров (1.52), а не закон площадей (1.49).
Таким образом, упрощенная интерпретация вильсоновского критерия невы-
летания кварков состоит в том, что закону площадей соответствует линейно
растущий с расстоянием потенциал, который и приводит к невылетанию квар-
ков, а закону периметров — потенциал, который не способен удержать
кварки.

ж) О т н о ш е н и е % (/, /)

Извлечение из решеточных контурных средних информации о характере
взаимодействия между статическими кварками в непрерывном пределе затру-
днено необходимостью выделять (бесконечный) фактор, связанный с перенор-
мировкой кварковой массы, который имеет вид экспоненты от периметра.
Кройц 1 9 предложил красивый способ обойти эту трудность.

Рассмотрим величину

ыП Т\- 1

зс(л J) i
где W (/, /) обозначает контурное среднее от прямоугольника размера / X
X /. Поскольку периметр

(/ х J) = 11 + 2/, (1.54),

фактор, пропорциональный в W (/, /) экспоненте от периметра, сокращается
в отношении (1.53) и не препятствует переходу к непрерывному пределу.

Для выявления физического смысла величины % рассмотрим снова кон-
тур в виде прямоугольника, вытянутого вдоль оси «времени» (см. рис. 7).
Подстановка асимптотики (1.46) в определение (1.53) дает

Х(Д, T)—^a[E0(R)-E0(R-a)]. (1.55),

Вклад в Ео (R) от перенормировки кварковой массы сокращается в правой
части уравнения (1.55) (как мы уже показали выше, для любых R и Т), и в
непрерывном пределе а —*- 0 разность переходит в производную от потен-
циала:
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т. е. пропорциональна силе, с которой кварк и антикварк действуют друг на
друга.

Величина % (/, /) обладает еще одним полезным свойством. При а ->- О
кроме линейной расходимости, связанной с перенормировкой кварковой мас-
сы, In W (/, /) имеет также логарифмическую расходимость, связанную с
тормозным излучением заряженной частицы при изменении направления ее
движения. Для контура прямоугольной формы, имеющего четыре угла, эта
расходимость вычисляется по общей формуле, полученной впервые в рабо-
тах 2 0, и равна

TAlnPFl go( y v c-^ , периметр ,._
[ а ш ее j T O p M — АтгЪЫ л * \l.oi})

В величине % (/, J) расходимость, связанная с тормозным излучением, снова
сокращается (поскольку числа углов для контуров в числителе и знаменателе
отношения в правой части (1.53) одинаковы) и не препятствует переходу к
непрерывному пределу.

Более того, из общих теорем о перенормируемости контурных средних,
доказанных в работах 2 0, следует, что все расходимости в величине % исче-
зают после перехода от затравочного заряда go к перенормированному за-
ряду £R.

Кроме перечисленных выше еще одно свойство величины % делает ее-
удобной для вычисления коэффициента натяжения струны в непрерывном
пределе. При больших /, / подстановка закона площадей (1.49) в определе-
ние (1.53) приводит к выражению

% (/, /) > а?К, (1.58)
л ч ' ' б о л ь ш и е I , j ' V /

не зависящему от размеров контура. Практически, именно отсутствие такой
зависимости сигнализирует при вычислениях методом Монте-Карло о том,
что уже наступил закон площадей. Конкретные результаты вычисления
величины х методом Монте-Карло рассмотрены в гл. 4.

2. МЕТОД МОНТЕ-КАРЛО

Метод Монте-Карло является наиболее развитым из существующих в
настоящее время численных методов, используемых в решеточных теориях.
Этот метод широко применяется в различных задачах статистической физи-
ки. Идея применить метод Монте-Карло к изучению решеточных калибровоч-
ных теорий принадлежит Вильсону 2 1. Методика вычислений по методу Мон-
те-Карло в решеточных калибровочных теориях была разработана Джэкоб-
сом, Кройцем и Ребби 22> 2 3.

а) А л г о р и т м М о н т е - К а р л о
к а к м а р к о в с к и й п р о ц е с с

Метод Монте-Карло используется для вычисления функциональных ин-
тегралов, рассмотренных в п. г) гл. 1, при любых значениях константы связи.
При этом оказывается невыгодным интегрировать последовательно по матри-
цам Ui на каждом ребре Z, а удобнее заменить многократный интеграл сум-
мой по состояниям системы и вычислять сразу эту сумму методом Монте-
Карло.

Пусть все ребра, принадлежащие решетке конечного размера, пронуме-
рованы. Тогда некоторое состояние системы, обозначаемое буквой С, харак-
теризуется значением матрицы Ux на первом ребре, значением U2 на втором

C={UV U2, . . . , UNl). (2.1)

Будем также для простоты считать, что матрицы U принимают дискретный
набор значений. Ясно, что последовательное суммирование (интегрирование)
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по U можно представить как сумму по всем состояниям системы

S S - . - 2 = 2 , (2.2)
UlUa UNl {Ui,U2, ...,UNi}

поскольку для сходящегося интеграла конечной кратности повторный инте-
грал равен многомерному.

Таким образом, среднее (1.32) можно вычислять по формуле

(2-3)

где Q (С) и S (С) обозначают, соответственно, значения усредняемой величи-
ны Q и действия S в данном состоянии С.

Если полное число состояний системы велико (как в интересующем нас
случае), то перебрать их все не представляется возможным и для вычисления
суммы (2.3) применяется стандартный метод Монте-Карло.

Для этого случайным образом генерируется последовательность состоя-
ний системы

А = (С01 Съ ..., С„). (2.4)

Если состояние Сп встречается в последовательности (2.4) с вероятностью
Р (Сп), то сумма (2.3) аппроксимируется выражением

1

2 P-i(Cn)

Ясно, что для (3, не стремящегося к нулю, при вычислении по формуле (2.5)
невыгодно, чтобы все состояния в последовательности (2.4) были равноверо-
ятными, поскольку в этом случае большая часть конфигураций будет экспо-
ненциально подавлена больцмановским фактором. Выгодно генерировать
состояния Сп с больцмановской вероятностью

Р(СП) ОС е-Ps<cn>, (2.6)

чтобы сократить этот фактор. Тогда выражение (2.5) принимает вид среднего
арифметического

(Q)^±2 Q{Cn). (2.7)
n = l

Последовательность состояний, которые генерируются с вероятностью (2.6),
называется равновесной последовательностью состояний. Аналогия со ста-
тистической физикой очевидна.

На самом деле, построить алгоритм, генерирующий равновесный ан-
самбль состояний, не так-то просто, поскольку значение больцмановской ве-
роятности заранее неизвестно. С этой целью устанавливается марковский про-
цесс, с помощью которого каждое новое состояние в последовательности (2.4)
строится из предыдущего состояния. Напомним, что марковским процессом
называется такой случайный процесс, который полностью определяется ве-
роятностью перехода W (С -*-С) из состояния С в состояние С", причем эта
вероятность не зависит от истории системы. Вероятность перехода W (С —>-
—>• С) выбирается таким образом, чтобы в пределе возникло больцмановское
распределение (2.6). Для этого достаточно, чтобы вероятность перехода
W (С ->- С) удовлетворяла условию детального баланса

e-№C)W (С ->• Cf)=^e-^C">W (С1 -> С). (2.8)
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Выполнение условия (2.8) достаточно для того, чтобы, во-первых, равно-
весная последовательность состояний переводилась снова в равновесную и,
во-вторых, неравновесная последовательность приближалась при движении
по марковской цепочке к равновесной.

Конкретные алгоритмы, по которым проводятся вычисления методом
Монте-Карло, различаются выбором вероятности перехода W (С -> С"),
однако свойство (2.8) непременно выполняется. Для разных алгоритмов
скорость сходимости к равновесию оказывается разной. Конкретные алгорит-
мы рассмотрены в двух следующих пунктах.

б) М е т о д т е п л о в о й б а н и

Вычисляемый методом Монте-Карло функциональный интеграл (1.26)
выглядит как статистическая сумма некоторой (четырехмерной) системы при
температуре 1/|3. На этой аналогии основан рассмотренный в настоящем раз-
деле интуитивно наглядный монте-карловский алгоритм, по которому новое
состояние Сп+± в последовательности (2.4) строится из предыдущего состо-
яния Сп.

Каждое состояние С характеризуется значениями матриц на всех ребрах
решетки (см. (2.1)), причем текущие значения этих матриц хранятся в машин-
ной памяти. Начальное состояние

/77(0> 77<0) f 7*7(0>\ /О Q\

{Ui Ut , ...,lUNl} {2.У)
задается «руками». Например, для определенности можно считать, что в на-
чальном состоянии система полностью упорядочена, т. е. на всех ребрах мат-
рицы £/(0> равны единичной. Если значение температуры 1/|3 не слишком ма-
ло, то такое упорядоченное состояние системы очень далеко от состояний, ти-
пичных для данной температуры. Из аналогии со статистической суммой яс-
но, что систему можно привести в состояние равновесия, прикладывая после-
довательно к каждому ребру решетки термостат, нагретый до температуры
1/|3. Монте-карловский алгоритм, имитирующий этот физический процесс,
называется методом тепловой бани (heat bath method) 2 4.

Рассмотрим подробнее, как ЭВМ «прикладывает термостат» к ребрам ре-
шетки. Пусть задано некоторое начальное состояние (2.9). Строим новое со-
стояние следующим образом. Заменим на первом ребре старую матрицу
Щ0) новой матрицей Щ 0 , которая выбирается случайно из всей калибровочной
группы с вероятностью, пропорциональной больцмановскому фактору

Wt (Щ -> Щ») ОС е-iwSV). (2.Ю)

Здесь действие вычисляется для новой конфигурации

{U?>, U?\ ...,UW), ' (2.11)

в которой первому ребру соответствует новое значение {/£", а остальным реб-
рам — старые значения. После того как новое значение матрицы Ux выбрано,
оно записывается в ту самую ячейку машинной памяти, где раньше хранилось
старое значение Uf\ которое при этом «забывается». Таким образом, мы
«приложили термостат» к первому ребру решетки, в результате чего система
перешла из состояния (2.9) в состояние (2.11).

Далее та же самая процедура применяется последовательно ко второму,
третьему и всем остальным ребрам решетки, причем на каждом шаге вероят-
ность, с которой выбирается новый элемент, пропорциональна больцманов-
скому фактору:

WM (ОД -+ U$)=const.e-WUM\ (2.12)

где действие вычисляется для конфигурации, в которой значения матриц U
на всех ребрах, кроме рассматриваемого, фиксированы равными своим теку-
2 УФН, т. 143, вып, 2
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щим значениям, а изменяется только UM. Одной монте-карловской итера-
цией (sweep) называется применение этой процедуры ко всем ребрам решетки.
Таким образом, вероятность перехода W (С -> С) определяется формулой

Ni

W{C-+ С')« J 2 4 WM (UM -* UM), (2.13)

где произведение берется по всем ребрам решетки.
Заметим, что старое значение матрицы U на данном ребре не участвует

непосредственно в процедуре генерирования нового элемента. Тем не менее»
поскольку старый элемент был, вообще говоря, скоррелирован со значения-
ми матрицы U на соседних ребрах, он оказывает косвенное влияние на про-
цесс выбора нового элемента. Вероятность (2.12) непосредственно определя-
ется значениями матриц U на тех соседних ребрах, которые вместе с данным
ребром образуют границу какой-либо грани решетки. Число таких соседних
ребер для действия (1.18) равно восемнадцати, и они образуют вместе с дан-
ным ребром 2 (d — 1) = 6 граней, опирающихся на данное ребро. Таким об-
разом, в методе тепловой бани на каждом монте-карловском шаге нужно рас-
сматривать фактически лишь эти шесть граней.

Из-за обсуждавшейся скоррелированности одной итерации будет, вооб-
ще говоря, недостаточно для того, чтобы система пришла в состояние равно-
весия. Понадобится много проходов сквозь всю решетку, чтобы система «за-
была» начальное состояние. Аналогия метода тепловой бани с физическим
процессом позволяет утверждать, что тепловое равновесие в конце концов
установится, причем это произойдет за наименьшее (по сравнению с другими
методами) число итераций. Однако метод тепловой бани, предложенный для
изучения решеточных калибровочных теорий в работах 2 2,2 3, оказался эф-
фективным только для простейших калибровочных групп (U (1), SU (2),
SU (3) и дискретных подгрупп). Для более сложных групп генерирование но-
вых элементов по методу тепловой бани занимает слишком много машинного
времени, и используется другой метод, рассмотренный в следующем пункте.

в) М е т о д М е т р о п о л и с а

Кроме метода тепловой бани при интегрировании по калибровочным по-
лям применяется также стандартный для статистической физики метод Мет-
рополиса 2б. Хотя при использовании этого метода требуется больше итера-
ций, чтобы привести систему в состояние равновесия, вычисления на каждом
шаге проще и выполняются быстрее. Поэтому для калибровочных групп, бо-
лее сложных, чем группа SU (2), при использовании метода Метрополиса
часто достигается экономия машинного времени.

Как и в методе тепловой бани, в методе Метрополиса на каждом монте-
карловском шаге изменяется значение матрицы только на одном ребре, так
что вероятность перехода из одной конфигурации в другую определяется про-
изведением (2.13) вероятностей перехода на отдельных ребрах. Однако в от-
личие от метода тепловой бани для метода Метрополиса вероятность перехода
WM (UM —̂  UM) зависит явным образом как от нового значения UMi так и
от старого значения UM. В простейшем варианте новое значение UM выбира-
ется случайно из всех групповых элементов с одинаковой вероятностью
(для дискретных групп всегда выбирается UM ¥= UM). Далее вычисляется
изменение действия при замене UM на UM:

AS = S (U' ) S (U ) (2.14)

Если при замене UM на U'M действие уменьшается, т. е. AS < 0, то в каче-
стве матрицы U на данном ребре М запоминается это новое значение U'Mt

и можно переходить к следующему шагу.
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Условие детального баланса (2.8) определяет оставшуюся часть р
ма. Если при замене UM на U'M действие не уменьшилось (т. е. вычисленное,
по формуле (2.14) значение AS~^ 0), то с помощью датчика случайных чисел
генерируется случайное число г, распределенное равномерно между 0 и 1.
Далее г сравнивается с ехр (— $AS). Если

е-Ш > г ? (2.15|

то вместо UM принимается новое значение U'M- ЕСЛИ окажется, что условие
(2.15) не выполнено, то матрица U на данном ребре остается равной своему
старому значению UM, после чего происходит переход к следующему шагу.

Заметим^ что, поскольку для AS <С 0 имеем ехр ( — $AS) > 1, условие
(2.15) для AS <С 0 всегда выполнено. Поэтому обе части алгоритма удобн®
объединить в одно условие: если неравенство (2.15) выполнено, то принима-
ется новое значение U'M, если не выполнено, то остается старое значение

им.
Отметим также, что при вычислениях методом Метрополиса на каждом

шаге нужно вычислять лишь изменение действия при замене UM на U'M на
одном ребре. Как обсуждалось в предыдущем пункте, эта величина опреде-
ляется только значениями матриц U на ребрах, которые образуют границы
шести граней, опирающихся на данное ребро.

Следующий монте-карловский шаг может состоять в применении метода
Метрополиса как к другому, так и к тому же самому ребру. Часто оказыва-
ется выгодным повторить алгоритм Метрополиса несколько раз (для группы
SU (2) 10 •-- 20 раз) на одном и том же ребре, прежде чем переходить к сле-
дующему ребру, поскольку на такое повторение идет очень мало машинного
времени по сравнению с поиском соседнего ребра и выполнением на нем опе-
раций. Ясно, что если на одном ребре сделать очень много повторений^ пре-
жде чем переходить к соседнему, то это ребро придет в состояние термодина-
мического равновесия с соседними. Таким образом, при очень большом числе
повторений метод Метрополиса имитирует метод тепловой бани. Практически,
оптимальное число повторений определяется для каждой калибровочной
группы опытным путем из условия экономии машинного времени.

Существенная экономия машинного времени происходит также, если в
методе Метрополиса предлагаемый новый элемент U'M не выбирать на каждом
шаге случайно из всей группы, а строить по следующему правилу. Построим
вначале случайным образом таблицу из нескольких групповых элементов
Qii ••-•> QK-I которая для каждого элемента содержит также и обратный эле-
мент. Предлагаемый новый элемент U'M строим теперь на каждом шаге как
произведение старого элемента UM

 н а элемент Qt, произвольным образом вы-
бранный из таблицы!

, U'M^QPM- (2.16)
При работе с таблицей успех сильно зависит от того, насколько удачно она
построена. При построении таблицы выгодно генерировать элементы Q
распределенными не равномерно по всей группе, а вблизи единичного эле-
мента. Для улучшения сходимости вес берется зависящим от |3.

Метод Метрополиса с таблицей особенно удобен для дискретных калиб-
ровочных групп. Существенная экономия машинного времени достигается
в этом случае при использовании таблицы умножения элементов группы,
которая задается до начала вычислений вместе с таблицей значений характе-
ров. Операции умножения групповых элементов и вычисления следов пре-
вращаются тогда в чисто логические операции.

Этим приемом можно воспользоваться и для непрерывной группы, ап-
проксимировав ее дискретной подгруппой. Оказалось, что группа SU (2)
прекрасно аппроксимируется в интересующей области изменения р своей

120-элементной икосаэдральной подгруппой Y 26~28. Для удовлетворитель-
ной дискретной аппроксимации группы SU (3) нужно, к сожалению, рассмат-
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рцвать подгруппы с очень большим числом элементов, для которых таблица
умножения уже не помещается в машинной памяти. Поэтому для группы
£>U (3) такая методика неприменима 29> 3 0, и приходится работать только с
самой непрерывной группой (см., однако, работу 3 1 ) .

При использовании метода Метрополиса, для которого вероятность пе-
рехода WM (UM -> U'M) ЯВНО зависит от старого значения UM, последова-
тельные состояния ансамбля (2.4) являются, вообще говоря, скоррелирован-
ными. Поскольку при усреднении по формуле (2.7) вычисление величины
Q (Сп) для данной конфигурации Сп занимает, как правило, гораздо больше
машинного времени, чем одна итерация, выгодно отбирать для усреднения
независимые конфигурации. Для этого достаточно между вычислениями
Q (С^) делать необходимое число «холостых» проходов сквозь решетку. Длину
скоррелированности можно уменьшить, заменив регулярный пЬрядок обхода
решетки, предписанный заранее, на случайный, для которого ребро М на
каждом шаге выбирается случайно. Случайный обход решетки используется
для уменьшения статистической ошибки и при вычислениях по методу теп-
ловой бани, например при вычислении масс глюболов, рассмотренном
В гл. 4.

В заключение этой главы приведем ссылки на работы 3 2- 3 6, содержащие
детальные описания программ, по которым проводятся вычисления в реше-
точных калибровочных теориях методом Монте-Карло.

3. ЧТО И КАК ВЫЧИСЛЯЮТ МЕТОДОМ МОНТЕ-КАРЛО

Прежде чем метод Монте-Карло был применен для непертурбативного
вычисления физических величин в КХД, методика развивалась на более про-
стых вычислениях. Хотя вычисляемые величины и полученные при этом числа
непосредственного отношения к непрерывному пределу не имеют (их часто
называют поэтому решеточными артефактами), результаты важны в двух от-
ношениях. Во-первых, они сравнивались с результатами, полученными с
помощью других методов (когда последние существуют), что подтвердило на-
дежность метода Монте-Карло. Во-вторых, решеточные артефакты имеют ка-
чественные следствия для непрерывного предела.

Вначале с помощью метода Монте-Карло Джэкобс, Кройц и Ребби 22>23

исследовали абелевы решеточные калибровочные теории. Монте-карловские
вычисления для случая неабелевых калибровочных групп SU (2) и SU (3)
были впервые проведены Кройцем 3 7, 3 8, 1 9 и Вильсоном 3 9. Изучение фазовой
структуры решеточных калибровочных теорий с другими неабелевыми груп-
пами проведено в работах 40~47.

а) У д е л ь н а я э н е р г и я :
к а л и б р о в о ч н ы е г р у п п ы SU (2) и SU (3)

Простейшая величина, которая вычисляется методом Монте-Карло,—
это удельная энергия, определяемая формулой

Е =

где среднее понимается в смысле функционального интеграла (1.32). Термин
«удельная энергия» восходит к обсуждавшейся выше аналогии со статисти-
ческой системой. Поскольку в отсутствие внешнего поля величина (3.1) оди-
накова для всех граней, Е совпадает со средним значением действия, приходя-
щимся на одну грань:

я=^-<я>, (3.?)



МЕТОД МОНТЕ-КАРЛО В КАЛИБРОВОЧНЫХ ТЕОРИЯХ 181

где число граней определено формулой (1.5). Соотношение (3.2) можно также
переписать как хорошо известную связь

между удельной энегией и статистической суммой (1.26).
Для вычисления удельной энергии методом Монте-Карло используется

формула (3.2). G помощью одного из рассмотренных в гл. 2 алгоритмов гене-
рируется равновесный ансамбль состояний (2.4). Для каждого состояния вы-
числяется

En = ^-S(Cn), (3.4)

имеющее смысл плотности энергии в данном состоянии. После чего среднее
значение вычисляется по общей формуле (2.7).

Первая проблема, которую приходится решать,— это выбор начального
состояния. Начальное состояние
нибудь типичному состоянию для
данной температуры. Ясно, что
для р—>• оо (температура Р"1-*- 0)
матрицы UXtV, «замораживаются»
вблизи некоторого значения, так
что

Еф) * 0. (3.5)

Поэтому при больших р выбирает-
ся упорядоченное (ordered) началь-
ное состояние (UXiP, = 1 на всех
ребрах решетки). Наоборот, при
Р~> 0 (температура Р""1-»- оо) ма-
трицы UXilx флуктуируют по всей
группе, так что

ЕФ)Т_^1 (3.6)

(ср. с явной формулой (1.39)
для W (др) = 1 — Е). Поэтому
при малых р выбирается разупо-
рядоченное (random) начальное со-
стояние (UX:il на каждом ребре
выбираются случайно, равномерно
распределенными по группе).

Полностью упорядоченное и
разупорядоченное состояния мож-
но использовать в качестве началь-
ных состояний для промежуточ-
ных значений р. При этом, одна-
ко, необходимо сделать несколько
итераций, чтобы привести систему
в состояние термодинамического
гинальной работы Кройца 3 8, приведены результаты вычисления Ет

выгодно выбирать близким к какому-
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Рис. 8. Зависимость Еп, вычисляемого noi
формуле (3.4), от числа итераций для реше-*
точной теории с калибровочной группой
SU(2) при (3=2,3 на решетках разного размера,
1 и 2 отвечают, соответственно, разупорядоченному
и упорядоченному начальным состояниям (ом. п. а)

гл. 3. (Рисунок взят из работы Кройца 3*.)

равновесия. На рис. 8, взятом из
Е

ори-
ДЛЯ

калибровочной группы SU (2) в зависимости от п — порядкового номера ите-
рации. Вычисления проводились для решеток разного размера при Р ==
= 2,3 методом тепловой бани. Верхние значения отвечают разупорядоченно-
му начальному состоянию, а нижние — упорядоченному. Как видно из рис.
8, и перегретая система (разупорядоченный старт), и переохлажденная («упо-
рядоченный старт) уже за 20 -f- 30 итераций приходят в состояние термодина-
мического равновесия, так что величины Еп стабилизируются вблизи некоторо-
го значения, вокруг которого затем происходят термические флуктуации.
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Эти флуктуации заметны для решетки размера 44 и практически неразличимы
для решетки размера 10*. Причина состоит в том, что при вычислении по фор-
муле (3.4) для каждой конфигурации происходит усреднение по пространст-
ву, благодаря которому флуктуации сильно уменьшаются.

Более точно значение удельной энергии можно вычислить, усреднив
Еп по нескольким конфигурациям. Ясно, что невыгодно включать в усредне-
ние те конфигурации, для которых равновесие еще не установилось. Поэтому
несколько первых конфигураций, скажем 20 на рис. 8, отбрасываются, а по

Рис. 9. Зависимость удельной
энергии Е, определяемой форму-
лой (3.1), от константы связи р

в SU(2)-TeopHH.
1 и г, соответственно, низшие порядки
разложений сильной и слабой связи,
даваемые формулами Е — 1 — (Р/4) и
Е = 3/40 (см. <1.39б) и (3.13)); 3 — со-
ответствуют нагреванию, 4 — охлаж-
дению (см. п. а) гл. 3). (Рисунок взят

из работы Кройца 3 ' .)

остальным 10 проводится усреднение. На самом деле возможности улучшать
это среднее значение поистине безграничны, поскольку ЭВМ CDG-7600 делает,
скажем, 20 000 итераций за весьма непродолжительное время.

Число итераций часто отождествляют с временем для аналоговой стати-
стической системы, так что усреднение по конфигурациям есть не что иное,

10

Рис. 10. То же, что на
рис. 9, но для калибровоч-

ной группы SU(3).
(Рисунок взят из работы Крой-

ца и Мориарти4 8.)

как усреднение по времени в статистической физике. Таким образом, для на-
шего случая число 20 есть в условных единицах то время, которое перегретой
или переохлажденной системе нужно провзаимодействовать с термостатом,
чтобы установилось равновесие при данной температуре. Поскольку число
итераций пропорционально реальному машинному времени, при вычислени-
ях по Монте-Карло статистические ошибки спадают как ^машинное время.

При изучении решеточных калибровочных теорий методом Монте-Карло
иервый шаг состоит в вычислении удельной энергии как функции р\ Вычисле-
ние Е ф) проводится для конечного числа значений р. При этом оказывается
невыгодным стартовать каждый раз с упорядоченной или разупорядоченной
конфигурации. Выгодно нагревать (или охлаждать) систему малыми шагами
по {5, используя на каждом шаге в качестве начального состояния конфигура-
цию из равновесного ансамбля на предыдущем шаге. Поскольку изменение
температуры мало, равновесие устанавливается быстро.

На рис. 9 приведены результаты такого вычисления Е ф) (называемые
также термическим циклом), которые получены в первой работе Кройца 3 7

на решетке 5*. Крестики отвечают нагреванию системы, а кружки — охлаж-
дению. В каждой точке делалось несколько «холостых» итераций, после чего
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усреднение проводилось по равновесному ансамблю из шести конфигураций.
Полное число итераций в каждой точке равнялось примерно 20 при нагрева-
нии и столько же при охлаждении. Процесс нагревания был начат с упорядо-
ченной конфигурации, а охлаждения — с разупорядоченной.

Как видно из рис. 9, Е ф) является гладкой функцией, так что при уве-
личении р в SU(2)-pemeTO4HOH калибровочной теории фазового перехода не
происходит. Аналогичный вид имеет Е ф) для калибровочной группы SU (3),
изображенное на рис. 10 4 8.

б) С л у ч а й ф а з о в о г о п е р е х о д а :
к а л и б р о в о ч н ы е г р у п п ы ZN

Рассмотренные в предыдущем пункте калибровочные группы SU (2)
и SU (3) оказались выделенными в том отношении, что для них Еф) является
гладкой функцией, и при изменении |3 фазовый переход не происходит. Метод
Монте-Карло оказался также полезным при изучении систем, имеющих фазо-
вый переход, в частности, решеточных калибровочных теорий с абелевыми
группами. Простейшей абелевой группой является группа ZN, элементы кото-
рой суть корни N-ж степени из — 1 {UXtV, = ехр] (2яш IN); п = 0, .., N —
— 1), а групповое умножение определено как обычное умножение комплекс-
ных чисел. Поскольку элементы группы ZN суть числа, а не матрицы, можно
во всех формулах опустить знак следа и положить iVc = 1 (Nc всегда равно
следу единичного элемента), так что, например, определение (3.1) принимает
вид

E = ((l-Up)). (3.7)

Интегрирование по инвариантной мере для группы Z N сводится к суммирова-
нию по N групповым элементам:

х,„=± 2 • (3-8>

Метод Монте-Карло применяется для нахождения точки фазового пере-
хода и для определения его рода (первого или второго). Это может показаться
странным, поскольку для системы с конечным числом степеней свободы (как
Zjv-теории на решетке конечного размера) фазовый переход не может прои-
зойти. Однако для рассматриваемых решеток число степеней свободы хотя
и конечно, но настолько велико, что поведение системы неотличимо от фазо-
вого перехода (особенно для фазового перехода первого рода, в точке которо-
го удельная энергия имеет скачок).

Для нахождения точки фазового перехода прежде всего строится терми-
ческий цикл, как описано в п. а). Поскольку в точке фазового перехода пер-
вого рода система должна получить от термостата много тепла, время взаи-
модействия с термостатом должно быть большим для установления равно-
весия. Другими словами, если в окрестности точки фазового перехода сдела-
но меньше итераций, чем нужно для установления равновесия, то система ос-
танется при нагревании переохлажденной (при охлаждении перегретой), и тер-
мический цикл имеет характерное гистерезисное поведение. На рис. 11, взя-
том из работы 2 3, приведен термический цикл для калибровочной группы
Z2. Гистерезис наблюдается вблизи точки |3 = 0,45. Если увеличить число
итераций, то гистерезис исчезает и остается только резкое изменение (тем
более резкое, чем больше размер решетки) в поведении Е ф) вблизи точки фа-
зового перехода. Результат такого вычисления 4 9 для калибровочной группы
Z 2 изображен на рис. 12. '

Сам по себе гистерезис еще не означает, что в этом месте происходит фа-
зовый переход первого рода. Гистерезис наблюдается всякий раз, когда при
некотором (3 период установления равновесия возрастает, а число итераций
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меньше этого периода. Поэтому гистерезис (хотя и не такой сильный) может
наблюдаться вблизи точки фазового перехода второго рода, где период уста-
новления равновесия также возрастает. Более того, даже для калибровочной
группы SU (2), где фазовый переход вообще отсутствует, вблизи точки р =
= 2,2 период установления равновесия слегка возрастает, и будет наблюдать-

ся гистерезис, если сделано слишком
£ I » I мало итераций (скажем 5 — 10).

Установить род фазового перехода,
происходящего (если вообще происходя-
щего) в точке гистерезиса, можно следу-
ющим образом. Зафиксируем р равной
положению центра гистерезисной петли и
строим для этого значения р график, ана-

1,0 г

Рис. 11. То же, что на рис. 9, но
для калибровочной группы Z2.

В районе гистерезиса нижние точки соот-
ветствуют нагреванию, верхние — охлаж-
дению (см. п.б) гл. 3). (Рисунок взят из

работы Джэкобса, Кройца и Ребби2 3.)

0,2

Рис. 12. То же, что на рис. 11, но с
большим числом итераций *9.

логичный графику на рис. 8, делая гораздо больше итераций, чем нужно
для установления равновесия. Если при данном (3 происходит фазовый
переход первого рода, то в зависимости от начального состояния мы
попадем в одну из двух фаз, отличающихся значениями удельной энергии.
Наоборот, для фазового перехода второго рода удельные энергии обеих фаз
одинаковы.

На рис. 13, а, б приведены такие графики 2 3 соответственно для калибро-
вочных групп Z 2 (фазовый переход первого рода) и Z6 (фазовый переход вто-
рого рода). Значения Еп вычислялись через каждые 10 итераций. На рис.
13, а видно, что система быстро приходит в одну из двух фаз, которые затем
остаются устойчивыми на протяжении многих итераций. На самом деле, одна
из этих фаз является при данном р метастабильной (поскольку нельзя абсо-
лютно точно попасть в точку фазового перехода), и система в конце концов
перейдет из нее в стабильную фазу. Переход происходит за крайне небольшое
число итераций (по сравнению с «временем жизни» метастабильной фазы)
и служит обычно еще одним свидетельством в пользу фазового перехода пер-
вого рода. Наоборот, на рис. 13, б имеет место сходимость (довольно медлен-
ная) к одному и тому же значению удельной энергии.

По положению центра гистерезисной петли можно лишь приближенно
судить о значении р (обозначаемом рс), при котором происходит фазовый пе-
реход. Более точно значение р 0 можно получить с помощью следующего при-
ема 2 3 . В качестве начального состояния используем смешанное (mixed) со-
стояние, для которого Ux,ц. на половине ребер решетки выбраны равными еди-
ничному элементу, а на другой половине — случайно. Для нескольких
значений р, взятых с малым шагом в районе центра гистерезисной петли,
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Рис. 13. Зависимость Еп, вы-
числяемого по формуле (3.4),
от числа итераций для значе-
ния константы связи вблизи
центра гистерезисной петли.

а) Калибровочная группа Z2 (фа-
зовый переход первого рода); б)
калибровочная группа Ze (фазовый
переход второго рода). Верхние
(нижние) точки соответствуют ра-
зупорядоченному (упорядоченному)
начальигму состоянию (см. п. а) гл.
3). (Рисунок взят из работы Джэ-

кобса, Кройца и Ребби2 8.)
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Рис. 14. To же, что на рис. 13, но для смешанного начального состояния при разных зна-
чениях константы связи, выбранных вблизи центра гистерезисной петли 2 3 (см. п. б)

гл. 3).
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изучаем эволюцию атого состояния с течением времени (числом итераций).
Соответствующие графики 2 3 для калибровочных групп Z 2 и Ze приведены
на рис. 14, а, б. Рис. 14, атипичен для фазового перехода первого рода, когда
система быстро переходит в состояние, для которого стабильная фаза зани-
мает всю решетку. Однако если р очень близко к (5С, то период релаксации
сильно возрастает, и обе фазы сосуществуют на протяжении большого числа
итераций, так что Еп остаются близкими к начальному значению. Это свой-
ство используется для точного вычисления р 0. Наоборот, для фазового пере-
хода второго рода период релаксации слабо зависит от р (см. рис. 14, б).

в) Ф а з о в а я с т р у к т у р а а б е л е в ы х
к а л и б р о в о ч н ы х т е о р и й .

К о м п а к т н а я э л е к т р о д и н а м и к а

С помощью изложенной выше методики Джэкобсом, Кройцем и Ребби 2 3

были изучены методом Монте-Карло абелевы решеточные калибровочные те-
ории с группами ZN и U (1) (называемая компактной электродинамикой),
которая является пределом групп ZN при N ->• оо. Полученные значения кон-

стант связи, при которых |лроисходят
фазовые переходы, приведены на рис.
15, взятом из работы 2 3 . Для кали-
бровочных групп Z2, Z 3 и Z4 прир > 0
происходит только один фазовый пере-
ход, причем первого рода. Для групп
ZJV при N^t 5 вместо одного фазового
перехода первого рода происходят два
фазовых перехода второго рода. Точ-
ки фазовых переходов разделяют три
фазы со следующими свойствами: I) фа-
за конфайнмента, II) промежуточная
фаза, III) хиггсова фаза.

В фазе конфайнмента для контур-
ных средних выполняется закон площа-
дей (1.49), а в промежуточной и хиггсо-
вой фазах — закон периметров (1.52).
Чтобы отличить промежуточную от хиг-
гсовой фазы, необходим более тонкий
критерий, чем простое вычисление кон-
турного среднего. Физически различие
между этими двумя фазами состоит в
том, что в промежуточной фазе есть без-
массовые возбуждения — фотоны, ко-
торые приводят к дальнодействующим
силам кулоновского типа. В хиггсовой
фазе фотон массивен, и есть только силы
юкавовского типа, быстро убывающие
с расстоянием. Существование хиг-

гсовой фазы для дискретных калибровочных групп Z N объясняется тем, что
спектр возбуждений отделен от основного состояния «энергетической щелью»

A S = * 1 — c o S r i r . (3.9)

Вычисления методом Монте-Карло показали 2 3, что для фазового перехода
между кулоновской и хиггсовой фазами

Группы
Рис. 15. Положение точек фазовых пере-
ходов для решеточных теорий с абеле-

выми калибровочными группами.
Фазы: 1 — конфайнмента, II — промежуточ-
ная (кулоновокая), III — хиггсова (см. п. в)
гл. 3). Сплошная линия проведена по форму-
лам (3.9), (3.10). (Рисунок взят из работы

Джэкобса, Кройца и Ребби 2 3.)2

0,78
AS

(3.10)
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т. е. критическое значение «температуры» пропорционально величине «энер-
гетической щели».

Согласно формулам (3.9), (3.10) при N ->оо Р £~ N2, так что в U (1)-
пределе остаются лишь две фазы: конфайнмента и промежуточная. Изучение
разделяющего их фазового перехода с помощью изложенной выше методики
не позволяет утверждать, что происходит фазовый переход именно второго
(а не более высокого) рода. Установить это можно, изучая теплоемкость
(specific heat)

равную производной удельной энергии по температуре 1/р. В точке фазового
перехода второго рода теплоемкость обращается в бесконечность.

Вычисление теплоемкости для U (1)-решеточной калибровочной теории,
свидетельствующее в пользу фазового перехода второго рода, проведено Ла-
утрулом и Науенбергом 5 0 (см. также работы н ~ 5 2 ) . Поскольку на решетке
конечного размера не может произойти фазовый переход и, следовательно,
теплоемкость не может обратиться в бесконечность, вычисления проводились
на решетках размера 44, 54, б4, и затем результаты экстраполировались к бес-
конечной решетке. В результате экстраполяции для р с получено значение 5 0

р с = 1,005. (3.12)

Существование фазового перехода второго рода в компактной решеточной
электродинамике (точнее фотодинамике, поскольку эффекты поляризации ва-
куума электронами не учитываются) важно для перехода к непрерывному
пределу. Если константа р выбрана вблизи р с , то корреляционный размер
лелик (в точке фазового перехода второго рода корреляционный размер бес-
конечен), и наступает непрерывный предел. При р <С р 0

 м ы приходим к тео-
рии с невылетающими электронами, в то время как для Р > р с конфайнмент
электронов отсутствует. К счастью, в нашем мире заряд электрона мал, так
что реализуется ситуация Р > р с с вылетающими электронами.

В U (1)-решеточной калибровочной теории конфайнмент при малых Р
происходит по той же причине, что и в неабелевом случае: благодаря свой-
ству компактности калибровочной группы, приводящему к соотношению ор-
тогональности (1.36). Как обсуждалось в п. г) гл. 1, при а -»-0 компактность
связана с тем, что разрывы вектор-потенциала на величину да 2п1а не соп-
ровождаются изменением действия. В U (1)-решеточной калибровочной тео-
рии это свойство справедливо лишь при р < р с . Для Р > р с компактность
нарушается, и мы приходим к привычной некомпактной электродинамике.

В заключение этого пункта отметим, что фазовая структура абелевых ре-
шеточных калибровочных теорий была предсказана в работах 1 4, 5 3, 5 4 для кали-
бровочных групп ZN и в работах 5 6 для калибровочной группы U (1) до того,
как они были изучены методом Монте-Карло. Однако с помощью метода Мон-
те-Карло было установлено, что три фазы появляются, начиная с N = 5, и,
что самое главное, какого рода эти фазовые переходы.

г) Р е ш е т о ч н ы е а р т е ф а к т ы .
К а л и б р о в о ч н ы е г р у п п ы SU (N) и U (N)

Как отмечалось в пункте а), для калибровочной группы SU (2) Е (Р) яв-
ляется гладкой функцией (см. рис. 9). При р < 2 монте-карловские данные
описываются разложением сильной связи (прямая линия на рис. 9 проведена
по формуле (1.396) для 1—Е). При больших р Еф) можно получить в виде
ряда по 1/р (называемого разложением слабой связи (weak coupling)), вычисляя
функциональные интегралы методом перевала. Для Е (Р) первый порядок
имеет вид

+ °<Р"*). (3-13)
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где п — число генераторов калибровочной группы (п = N2 — 1 для группы
SU (N), п = N2 для группы U (N)), a d = 4— размерность пространства.
Линия, определяемая формулой (3.13), также приведена на рис. 9. Она опи-
сывает монте-карловские данные при р > 3.

Учет нескольких следующих членов разложений сильной и слабой связи
позволяет описать монте-карловские данные для Е (Р) всюду, кроме окрест-
ности точки р = 2,2, где на рис. 9 наблюдается наиболее резкое изменение в
поведении функции Е (Р). Эта окрестность является переходной областью
(crossover region) между режимами сильной и слабой, связи. По поводу воз-
можности описания функции Е (р) в переходной области см. работы 5 6.

Чтобы выяснить, не происходит ли в точке |3 = 2,2 фазовый переход вто-
рого рода, Лаутруп и Науенберг57 вычислили методом Монте-Карло теплоем-
кость (3.11) для решеток размера 44, 54, б4. Вычисления показали, что тепло-
емкость имеет ярко выраженный пик в окрестности точки р = 2,2, высота
которого (в отличие от U (1)-решеточной калибровочной теории) не увеличи-
вается существенно при увеличении размера решетки. Экстраполяция к бес-
конечной решетке, проведенная в работе 5 8 по формулам скейлинга на решет-
ке конечного размера, показала, что теплоемкость остается конечной в пре-
деле бесконечной решетки. Таким образом, в SU (2)-решеточной калибровоч-
ной теории фазовый переход второго рода при р л; 2,2 отсутствует, а есть
только пик в теплоемкости.

Аналогично этому для калибровочной группы SU (3) также есть переход-
ная область между режимами сильной и слабой связи, и пик в теплоемкости
имеет место при р* та 5,5 4 8.

Однако для калибровочных групп SU (N) при N^ 4 области, где приме-
нимы разложения сильной или слабой связи, разделены фазовым переходом
первого рода. Этот факт был установлен в работах 4 0>4 1 для N = 4, 5, 6 с по-
мощью метода Монте-Карло. Подобный фазовый переход был получен 4 г

и для калибровочных групп U (N) при N = 2—6. Значения константы (50Г

при которых происходят эти фазовые переходы, приведены в таблице вместе

Т а б л и ц а
Положение точек фазовых переходов (пиков в теплоемкости)

для решеточных теорий с калибровочными группами SU(iV) 37,40,41,45,57 и и(АГ)42

SU(iV)
U(JV)

N 2

0,56
0,83+0,01

'" з

0,61
0,784±0,001

4

0,64
0,76±0,04

5

0,66
0,75+0,04

6

0,67+0,03
0,76±0,07

со значениями |3С, отвечающими пику в теплоемкости для калибровочных
групп SU (2) и SU (3). Как видно из таблицы, величина pc/iV2 слабо зависит
от N, так что предел больших N (одинаковый для калибровочных групп
SU (N) и U (N)) устанавливается довольно рано. При N -*• оо для вычисле-
ния pc/iV2 методом Монте-Карло была использована эквивалентность калиб-
ровочной теории на бесконечной решетке и модели Эгучи—Каваи 5 9 на решет-
ке I 4 . Полученное таким образом значение 60>61

Ее _
JV2 —

0,66 ± 0,02 при N -*- оо (3.14)

согласуется с данными, приведенными в таблице.
Существование при больших N фазового перехода первого рода в реше-

точных калибровочных теориях с группами U (N) (и, следовательно, SU (N))
предсказывалось Грином и Сэмуэлем 6 2. Значение (3.14) согласуется со зна-
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гением, полученным этими авторами с помощью аналитических вычислений.
Отметим также, что значения р с в SU (N)- и U (^-решеточных калибровочных
теориях прекрасно согласуются с результатами вычислений по методу сред-
него поля 63>64.

д) С м е ш а н н о е д е й с т в и е .
П р и р о д а п и к а в т е п л о е м к о с т и

Действие (1.18) является простейшим действием решеточной калибровоч-
ной теории, совместимым с требованием локальной калибровочной инвариан-
тности и имеющим правильный «наивный» локальный предел. С математи-
ческой точки зрения величина tr Up представляет собой характер в фунда-
ментальном представлении калибровочной группы. Следующей по сложности
величиной является характер в присоединенном представлении, который
связан с tr Up формулой

%л (UP) = | tr Up I2 - 1. (3.15)

Простейшая модификация вильсоновского действия (1.18) содержит сумму
двух слагаемых 4 0, 6 6:

Это действие обладает калибровочной инвариантностью второго рода и тоже
имеет правильный «наивный» локальный предел, причем заряд g0 связан с
Р и $А формулой

(ср. с формулой (1.33) для вильсоновского действия).
Действие (3.16) получило название смешанного действия (mixed action).

Изучение решеточной калибровочной теории с действием (3.16) позволило по-
лучить ряд весьма полезной информации о типах флуктуации динамической
переменной UXt ц, существенных при данном значении {3, и выявить природу
пика в теплоемкости SU (2)- и SU (З)-решеточных калибровочных теорий с
действием Вильсона. Кроме того, физические результаты не должны зависеть
от выбора решеточного действия, так что использование действия (3.16)
позволяет понять, какие из полученных результатов не связаны с решеточной
регуляризацией и относятся к непрерывной теории.

При $А ->-0 действие (3.16) переходит в действие (1.18). При |3 Д ~->- оо
выживают только дискретные флуктуации матрицы UXtVL вида

ff«.|4 = e 2 l r t f W / , n X i l t = 0, ...,N-1, (3.18)

которые являются элементами группы ZN — центра калибровочной груп-
пы SU (N) (gauge group center). Такие флуктуации оставляют инвариантным
второй член в действии (3.16) и, следовательно, при |3А ->оо являются экстре-
малями. Таким образом, при (Зл -v оо мы получаем Z ̂ -решеточную калибро-
вочную теорию (с константой |3). Наоборот, при р ->• 0 мы приходим к реше-
точной калибровочной теории & группой SU (N)/ZN, поскольку при р = О
действие (3.16) не чувствительно к преобразованиям матрицы Ux,n на элемент
центра группы.

Фазовая структура решеточных калибровочных теорий с группами
SU (N) H Z W рассмотрена выше. Аналогичное изучение фазовой структуры
SU (N)/Z jy-решеточной калибровочной теории методом Монте-Карло про-
ведено в работах 4 3> 4 4 для N = 2 и в работе 4 5 для N = 3—6 (см. также ра-
боты 4в> 3 0 . 4 7 ) , где было показано, что в этих теориях происходит один фазо-
вый переход первого рода.

Остановимся подробнее на простейшем случае N = 2. Как хорошо изве-
стно, группа SU (2)/Z2 совпадает с группой вращений SO (3). Решеточные
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калибровочные теории с группами SU (2) и SO (3) имеют одинаковые раз-
ложения слабой связи и, следовательно, должны совпадать при малых g,.
Однако разложения сильной связи, чувствительные к глобальным свойствам
калибровочной группы, совершенно не похожи. Вычисления методом Монте-
Карло показали 4 8> 4 4, что при увеличении ВА в SO (З)-решеточной калибро-
вочной теории происходит фазовый переход, после которого она практиче-
ски совпадает с решеточной калибровочной теорией с группой SU (2). Тип
флуктуации калибровочного поля, который «замораживается» в точке фазо-
вого перехода, описан ниже.

Фазовая диаграмма смешанной SU (2) — SO (З)-решеточной калибро-
вочной теории, определяемой действием (3.16), получена впервые Бхано ш
Кройцем4 в. Эта диаграмма приведена на рис. 16. Фазовый переход при
РА —*• °° соответствует Z2-TeopnH, а при р —>-ft — SO (З)-теории. Линии этих

фазовых переходов продолжаются в
Р, ВА-плоскости, встречаются в точке
В и затем сливаются, образуя линию
ВС. Эта линия заканчивается в точ-
ке С, так что при меньших значени-
ях р А нет фазового перехода. Если
линию ВС продолжить мысленно-
вниз, то она пересечет ось 6 А = 0 в
окрестности точки В = 2 , 2 , где SU(2)-
теория имеет переходную область.
Таким образом, пик в теплоемкости
SU (2)-решеточной калибровочной те-
ории принято объяснять близостью
критической точки на фазовой пло-
скости смешанной SU (2) — SO (3)-
решеточной калибровочной теории.

Для N = 3 фазовая диаграм-
ма 3 0 совершенно аналогична диаг-
рамме на рис. 16. Все фазовые пе-
реходы — первого рода, точка С
расположена выше оси р А = 0, и
продолжение линии ВС пересекает
ось 6 А = О в переходной области.
Однако для N~^ 4 точка С лежит ни-
же оси р А = 0, так что линия ВС
пересекает ось ВА = 0 в том месте,
где в SU (iVJ-решеточной кали-

бровочной теории происходит фазовый переход. При этом для любого конеч-
ного N точка С расположена при конечном значении р А

 4 7, так что на В, р А -
плоскости есть пути, соединяющие две фазы SU (Л^)-решеточной калибро-
вочной теории, не пересекая по дороге линий фазовых переходов. Таким
образом, наблюдающийся в вильсоновской SU (Л^)-решеточной калибровоч-
ной теории при N ^ 4 фазовый переход не связан с деконфайнментом, а есть
просто артефакт вильсоновского действия. Существование области анали-
тичности на фазовый плоскости смешанной решеточной калибровочной теории
означает также, что свободная энергия является аналитической функцией (J
и ВА, которая, однако, многозначна в окрестности линии фазового перехода.

Существование фазового перехода первого рода в SU (N)IZ м-решеточной
калибровочной теории и наличие нетривиальной фазовой структуры смешан-
ной SU (N) — SU (2V)/Z ̂ -решеточной калибровочной теории предсказыва-
лось впервые при больших N в работе 6 6 на основе метода l/iV-разложения,
который позволил также утверждать 6 6, что при N ^ 4 линия фазовых пере-
ходов заканчивается в точке С, расположенной при отрицательном, но конеч-
ном ВА, и получить фазовые диаграммы в в>6 7. Связь фазовых переходов с на-

SU(2.)

Рис. 16. Фазовая диаграмма решеточной
калибровочной теории со смешанным

SU(2) — 8О(3)-действием (3.16).
Цифрами обозначены области, для которых плот-
ности Z2-BHxpeii (E) и г2-монополей (М), вычислен-
ные по формулам (3.22), (3.23), принимают значе-
ния: 1_—Ё_« М » 0,5; I I — E s s 0,5, М » 0;
111 — Е ss M zz 0. (Фазовая диаграмма получена

Бхано и Кройцем4 6.)
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лжчием локальных минимумов действия (3.16) обсуждалась в работее8.
Наконец, отметим, что полученные методом Монте-Карло фазовые диаграммы
хорошо согласуются с результатами расчета по методу среднего поля 6 4 и бо-
лее общему вариационному методу 6 9.

е) П р и р о д а п и к а в т е п л о е м к о с т и ( п р о д о л ж е н и е )

Значения констант связи, при которых происходят рассмотренные выше
фазовые переходы (или есть пик в теплоемкости) зависят от вида решеточного
действия. Однако физическое явление, происходящее в точке фазового пере-
хода, универсально и имеет важные следствия для непрерывной теории. Для
перехода к непрерывному пределу нужно, как подробно обсуждается в сле-
дующей главе, устремить (3 -> оо. Оказывается, что в точке фазового пере-

Рис. 17. Замкнутый 22-вихрь
на трехмерной решетке.

Обозначены ребра с их ^ —1 и
грани с sign tr Up =' — 1 .

Рис. 18. г2-монополь на трех-
мерной решетке.

1 — МОНОПОЛЬНЫЙ ИСТОЧНИК, 2 —
дираковская струна, получающие-

ся при а -> 0.

хода (пика в теплоемкости) «замораживаются» определенные типы флуктуа-
ции калибровочного поля, которые были существенны при малых р\

Для их описания рассмотрим простейший случай N = 2. Пусть на одном
из ребер решетки Ux, ц » — 1 , а на остальных — UXt „ » ! Тогда

sign tr Up = —1 (3.19)

для граней, опирающихся на ребро с UXi ц г» — 1 . Если для данной грани
выполнено соотношение (3.19), то говорят, что ее пронизывает Ъг-вихрь
(Z2-vortex). Вихри удобно рассматривать на трехмерной решетке, которая
получается из четырехмерной сечением плоскостью t = const. Менее триви-
альный пример замкнутого 22-вихря (последовательности граней с отрица-
тельным значением sign tr Up) изображен на рис. 17. Жирными линиями обо-
значены ребра, на которых Ux<v. « — 1 , и изображены грани, образующие
замкнутый Z2-BHxpb. Z2-BHxpa могут быть не только замкнутыми, но закан-
чиваться на конфигурациях, для которых

П signtrZ7 p = — 1, (3.20)

где произведение выполняется по шести граням, образующим границу трех-
мерного куба с. Такая конфигурация, называемая Ъг-монополем(2^топо^о1ё),
изображена на рис. 18.

Поясним терминологию, переходя к «наивному» локальному^пределу
а -*-0. Пусть на одном из ребер, ограничивающих грань р, 1/х<\ = — 1 ,
а на трех остальных UXj ц = + 1 - Тогда

Up ехр (ig0 $ А„ dx») = exp (te0 j H dS) = - 1 ,
dp p

(3.21)



192 Ю. М. МАКЕЕНКО

т. е. через эту грань проходит магнитный поток, равный nig. Поэтому рас-
смотренные Za-вихри являются решеточным аналогом дираковской струны.
Аналогично этому можно сказать, что в области пространства со свойством
(3.20), из которой исходит магнитный поток, расположен мононоль.

В этом месте нужно проявить осторожность, поскольку, как хорошо
известно, для калибровочной группы SU (2) в непрерывном пределе нет топо-
логически стабильных монопольных конфигураций, поскольку пх (SU (2)) — U.
Однако элемент группы SU (2) представляется в виде произведения элемен-
тов групп SO (3) и Z2. Поскольку
элементы группы Z2 сокращаются
в левой части определения (3.20)
(каждый элемент входит два раза
— по одному разу для двух стыку-
ющихся граней, из которых обра-

10
о г 4 в о z

а) '- б)
Рис. 19. Экспоненциальное убывание плотности Z2-BHxpe&75 (а) и Z2-MOHononeu ?2 (б)

в SU(2)-pemeTO4Hou калибровочной теории.

зован куб с), остается только произведение элементов группы SO (3), для
которой я х (SO (3)) = Z2, так что в непрерывной теории существуют топо-
логически стабильные монополи. Их магнитный заряд сохраняется по мо-
дулю два — Z2-MOHononn. „

На решетке различие между калибровочными группами bU {£) и s u (О)
проявляется в том, что в SU (2)-теории Z.-вихрь несет энергию поскольку
SU (2)-действие чувствительно к знаку tr Up. Наоборот, в SO (^-теории
Zss-вихри не несут энергии, и говорят, что ее вакуум заполнен конденсатом
г2-вихрей. Плотность г2-вихрей можно характеризовать величиной

(3-22)

Усредняемое выражение равно нулю для безвихревой конфигурации и равно
единице, если вихрь пронизывает данную грань. Аналогично плотность
Z2-MOHononen определяется выражением

(3.23)signtrE7p)^>.
реэс

Величины Е и М вычислялись методом Монте-Карло в работах 7 0~7 4.
Было установлено, что в области / на рис. 16 Е « М « 0,5 (при р, р А -*-0
это видно из определений (3.22), (3.23), поскольку знак tr Up с одинаковой
вероятностью принимает значения ± 1 ) , т. е. в вакууме есть конденсат как
вихрей так и монополей. Вдоль линии D С конденсат монополеи разрушается, а
вдоль линии АС разрушается конденсат вихрей. Таким образом, в области in
~Ё « М та 0, и вакуум свободен от обоих конденсатов.'В области II Е ж 0,5'
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М ж О, так что в SO (З)-теории, как уже отмечалось, вихри сконденсированы
при любых значениях рл, а наблюдающийся фазовый переход связан с раз-
рушением конденсата монополей.

В SU (2)-теории разрушение конденсатов не носит характер фазового
перехода. На рис. 19 приведены монте-карловские данные для Е1Ъш Ж"7 2в за-
висимости от |3 для SU (2)-решеточной калибровочной теории. Видно, что
убывание при р* > 2,2 носит экспоненциальный характер, причем скорость
убывания максимальна в переходной области. Кроме того, при р" > 2,2
М «? 4JE, так что монополи связаны вихрями наименьшей длины, энергия
которых минимальна. Таким образом, пик в теплоемкости SU (2)-решеточной
калибровочной теории связан с «замораживанием» Za-монополей при увели-
чении р\

Если в вакууме есть конденсат монополей, то имеет место эффект, дуаль-
ный эффекту Мейсснера в сверхпроводнике,— электрическое поле стягива-
ется в трубку. По этому сценарию 7 6 > " происходит конфайнмент в области
сильной связи. Механизм, обеспечивающий конфайнмент в области слабой
связи (и в непрерывном пределе), изучался с помощью метода Монте-Карло
в работах 7*. 78~81.

4. НЕПЕРТУРБАТИВНЫВ ВЫЧИСЛЕНИЯ В КХД МЕТОДОМ МОНТЕ-КАРЛО

Метод Монте-Карло позволяет получать в КХД величины, которые не
зависят от деталей решеточных вычислений и относятся к непрерывной тео-
рии. При этом речь идет о (размерных) величинах, таких, как коэффициент
натяжения струны или массы глюболов, которые обращаются в нуль в любом
порядке ряда теории возмущений по константе связи и целиком обусловлены
непертурбативными флуктуациями.

Первым непертурбативным вычислением такого рода было вычисление
Кройцем 3 8 > 1 9 коэффициента натяжения струны в КХД без кварков (глюоди-
намика). Число «физических» величин, вычисляемых в глюодинамике, не
так уж велико. Кроме коэффициента натяжения струны методом Монте-Карло
вычислялись спектр масс бесцветных глюонных связанных состояний —
глюболов 82> 28> 83~98 н значение температуры 98~106, при которой в SU (2)-
и SU (З)-калибровочных теориях происходит фазовый переход из фазы кон-
файнмента (имеющего место при нулевой температуре) в фазу кварк-глюон-
ной плазмы.

а) Р а з м е р н а я т р а н с м у т а ц и я

В предыдущих разделах мы неоднократно обращали внимание на сход-
ство вычислений методом Монте-Карло в решеточных калибровочных тео-
риях и статистической физике. Однако важнейшее отличие от статистической
физики состоит в том, что для калибровочных теорий решетка является не
более чем вспомогательным приемом, использованным для ультрафиолето-
вого обрезания. На самом деле нас интересуют результаты, относящиеся к не-
прерывному пределу. Рассмотрим, как при вычислениях в КХД, методом
Монте-Карло производится переход к непрерывному пределу.

Общий рецепт получения непрерывного предела решеточных теорий
состоит в том, что шаг решетки а —>• 0. В классическом случае при этом кон-
станта связи gl фиксирована (см. п. в) гл. 1). Однако в квантовой теории,
как хорошо известно, свойство перенормируемости приводит к тому, что
наблюдаемые величины не зависят от радиуса обрезания а только, если g2

выбирается зависящим от а специальным образом. Для КХД эта зависимость
предписывается формулой асимптотической свободы

2 / 8зт2

ВЛа) = — Ы п а Л К Х д + (Ь1/г.)1п1 ( 4 Л )

3 УФН, т. 143, вып, 2
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Входящие сюда константы Ъ и Ъг были получены с помощью вычислений по
теории возмущений соответственно в работах 3 > 1 0 7 :

b = J^Ne—§-iVf, bi^Nl-±.NeNt-^t±Nt; (4.2)

здесь JV0 = 3 — число цветов для цветовой группы SU (Nc), a Nt — число»
сортов кварков. Экспериментальное значение константы Лкхд ~ 200—
400 МэВ 1 0 8.

Как следует из формулы (4.1), для перехода к непрерывному пределу
нужно одновременно устремить к нулю ^ и о так, чтобы их комбинация

-ж Г " е~ЫЩ8% t1 + о Ш (4-з>
оставалась постоянной.

На соотношение (4.3) можно взглянуть несколько по-другому. Мы стар-
товали с лагранжиана КХД, в котором единственными параметрами явля-
ются константа взаимодействия g0 и массы кварков х>2:

X=-±tvFlv+ 2 4tW-mt)4i', (4.4)
f=u, d, ...

здесь fj, v определено формулой (1.7), а ковариантная производная

действует на ^¥t — поле кварка f-ro сорта с массой mi.
Как мы ожидаем, лагранжиан (4.4) описывает не только процессы, опре-

деляемые малыми расстояниями, но, например, и невылетание кварков. При
этом сразу же возникает следующая нетривиальная проблема. Выключим
на время из рассмотрения «тяжелые» кварки i = s, с, b, . . ., которые не ока-
зывают влияния на невылетание легких кварков f = u, d. Массы легких квар-
ков имеют порядок нескольких МэВ (ти « 4,2 МэВ, md « 7,5 МэВ), кон-
станта g0 безразмерна, в то время как наблюдающийся радиус невылетания
кварков имеет порядок сотен обратных МэВ.

Формула (4.3) показывает, как эта проблема может быть'решена. По-
скольку в квантовой теории с самого начала есть размерный параметр —
радиус обрезания, из него и константы связи можно составить (размерную)
величину (4.3), которая остается постоянной в непрерывном пределе и обес-
печивает масштаб измерения возникающих в теории размерных величин.
Другими словами, наблюдаемые размерные величины пропорциональны соот-
ветствующей степени Лкхд > например радиус невылетания кварков

Rc = const- Лкхд, (4.6)
или массы мезонов

(4.7)

где (безразмерные) константы С4 являются универсальными (не зависящими,
от gl) числами, которые определяются только квантовыми числами мезона,
а также Nc и Nt. Это явление получило название размерной трансмутации-
(dimensional transmutation).

Сказанное выше является общим свойством КХД, справедливым для
любой регуляризации, в том числе и решеточной. При решетбчных вычисле-
ниях роль радиуса обрезания играет постоянная решетки а, причем инва-
риантность относительно группы вращений, вообще говоря, отсутствует. Вра-
щательная симметрия восстанавливается, как мы ожидаем, в том случае,
когда характерный масштаб изменения калибровочных полей на решетке, на-
зываемый корреляционным размером (correlational length), значительно пре-
вышает постоянную решетки.
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Удобно ввести безразмерное отношение

£ корреляционный размер (4.8)

т. е. измерять корреляционный размер в решеточных единицах. Согласно
размерной трансмутации корреляционный размер пропорционален Лкхд »
так что 1С при малых gl должно зависеть от g\ по общей формуле

, = const» (4.9)

Как видно отсюда, | с -> оо при gl -*• 0, и поэтому решеточная структура не
проявляется. Таким образом, при малых gl должна восстановиться инвари-
антность относительно группы вращений и наступить непрерывный предел.

Именно это свойство используется для перехода к непрерывному пределу
при вычислениях в решеточных калибровочных теориях методом Монте-
Карло. Практически, при вычислениях размерных величин (измеряемых
в решеточных единицах) стараются проследить их экспоненциальную зави-
симость от gl. Если, начиная с некоторого значения gjj, вычисленная величина
зависит от gl по формуле типа (4.9), есть уве- г

ренность, что она имеет отношение к непре- Р^^/Зо
рывному пределу.

б) К о э ф ф и ц и е н т н а т я ж е н и я
• с т р у н ы

1) Первой размерной величиной, для ко-
торой было проведено непертурбативное вы-
числение методом Монте-Карло, является
коэффициент натяжения струны К, опреде-
ленный в п. е) гл. 1. В оригинальной ра-
боте Кройца 3 8 величина К вычислялась
в SU (2)-калибровочной теории без кварков.
Реально методом Монте-Карло вычислялось
контурное среднее (1.34) для квадрата со
стороной 1а. Результаты вычислений при
данном значении gl описывались формулой

W (/, /) = ехр (А - В1а - КРа*), (4.10)

откуда извлекалась величина К.
Полученные результаты изображены на

рис. 20 в виде графика зависимости безраз-
мерной величины а?К от IIgl. По вертикаль-
ной оси масштаб логарифмический. Кружки
представляют собой результат Монте-Карло
расчета величины а2К при данном g2. Как
видно из рис. 20, при малых ilgl (больших gl)
монте-карловские данные ложатся на кривую
(линия 1), которая соответствует десяти порядкам разложения сильной свя-
зи 1 0 9 (для группы SU (3) аналогичные вычисления проведены в работах ш ) .

Коэффициент натяжения струны К обращается в нуль во всех порядках
ряда теории возмущений по g\. Таким образом, ненулевое значение К при
малых gl целиком обусловлено непертурбативными эффектами и вследствие
размерной трансмутации должно зависеть от gl по формуле

(4.11)

iff

Рис. 20. Результаты расчета ко-
эффициента натяжения струны в
SU(2)-TeopnH методом Монте-

Карло.
Линия 1 соответствует десяти поряд-
кам разложения сильной связи "•; г
проведена по формуле (4.12). (Рисунок

взят из работы Кройца SB.)

з*
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(Здесь учтено, что для SU (2)-калибровочной теории без кварков (Nc = 2,
Nt = 0) Ъ = 22/3.) Такой зависимости а?К от l/gl на рис. 20 соответствует
семейство наклонных линий. Они являются практически прямыми, поскольку
в рассматриваемом диапазоне изменения gl зависимость предэкспоненциально-
го множителя от gjj не проявляется. Единственным свободным параметром
является входящая в выражение (4.11) константа, изменению которой отве-
чает параллельный перенос прямой. Значение константы подбирается так,
чтобы наилучшим образом описать монте-карловские данные при малых g\.

Кройц 3 8 получил наилучшее описание монте-карловских данных для а?К
в области g\ < 1,9 (|3 = 4/ĝ  < 2,1), зафиксировав константу следующим
образом:

{ ^ [ А ] } (4.12)А--(0,50 + 0,01)]}.

Этой формуле на рис. 20 отвечает проведенная наклонная прямая (линия 2).
Таким образом, в решеточной калибровочной теории натяжение струны

оказалось отличным от нуля во всем рассмотренном интервале изменения gp.
При больших gl этот факт был известен ра-
нее из разложения сильной связи (см. п. д)
гл. 1). Однако для gl < 1,9, где разложение
сильной связи уже не применимо, мы знаем,
что натяжение струны по-прежнему отлично
от нуля, только на основании монте-карлов-
ских вычислений. Более того, поскольку при
gl < 1,9 наступает неаналитическая зависи-
мость коэффициента К от g*, предписываемая
асимптотической свободой, есть основания
полагать, что в этой области уже наступил
непрерывный предел.

В этом можно убедиться непосредствен-
но, проверив, что при gl < 1,9 восстанавли-
вается вращательная симметрия. 'В работе
Лэнга и Ребби ш методом Монте-Карло стро-
ились эквипотенциальные поверхности для
взаимодействия между двумя статическими
кварками при данном ĝ . Эта величина
восстанавливается ли вращательная сим-

Рис. 21. Эквипотенциальные ли-
нии в пределе сильной связи (см.

п. б) гл. 4).

удобна для проверки того,
метрия по следующей причине

В области сильной связи (

1 1 2

1) сила между кварками линейно растет( l ^
с расстоянием (см. п. д) гл. 1). Это расстояние есть, по определению, длина
пути, соединяющего два узла решетки, который составлен из ребер решетки.
Поэтому для энергии взаимодействия справедлива формула

Е (х, у, z) = К (\ х \ + \ у \ + \ z \), (4.13)

и линии одинакового потенциала имеют вид, изображенный на рис. 21. Та-
ким образом, при gl ^> 1 есть только кубическая симметрия (вращения на
угол, кратный я/2 вокруг каждой из осей), а не симметрия относительно
полной группы вращений (в этом случае эквипотенциальные линии имели бы
вид окружностей).

Монте-карловские данные Лэнга и Ребби m для линий одинакового по-
тенциала изображены на рис. 22. На рис. 22, а приведены эквипотенциальные
линии при gl = 2 (Р= 2), а на рис. 22, б— при gl = 1,78 (Р = 2,25). Как
видно из рис. 22, вращательная симметрия действительно восстанавливает-
ся* *) при переходе от gl — 2 к gl = 1,78, т. е. при прохождении через точку
gl = 1,9, начиная с которой зависимость коэффициента натяжения струны

*) Механизм, приводящий к восстановлению вращательной симметрии в рамках
разложения сильной связи, обсуждался в работах U 2 i 1 1 3 .
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от gg описывается формулой (4.12). Это является еще одним аргументом в
пользу того, что величины, получаемые методом Монте-Карло при g% <C 1,9,
имеют отношение к непрерывному пределу.

Замечательно, что непрерывный предел наступает, когда корреляционный
размер лишь ненамного превышает постоянную решетки (В,с = 1,5—2,0 при
g* = ^g). Именно поэтому на решетке конечного (и не слишком большого)
размера оказалось возможным вычислять методом Монте-Карло величины

Рис. 22. Результат вычисления эквипотенциальных линий в ви(2)-теории методом Мон-
те-Карло.

о) Значение константы связи |3 = 2; 6) Э = 2,25. (Рисунок взят из работы Лэнга и Ребби ш . )

относящиеся к непрерывному пределу. Хотя число ребер решетки внутри
объема Ъ.% при этом не так уж велико, при подсчете числа степеней свободы
не нужно забывать про групповые переменные. Более того, было показано Б9,
что для калибровочной группы SU (Ne) при большом Nc пространственные
и групповые степени свободы так перепутываются, что величины, относящиеся
к непрерывному пределу, можно получать на решетке размера I 4 .

В качестве примера одной из величин, характеризующих непрерывную
SU (2)-калибровочную теорию, на рис. 23 приведен результат монте-карлов-
ского вычисления 1 1 4 зависимости потенциала взаимодействия между ста-
тическими кварками от расстояния. Вычисление потенциала проводилось
по формулам (1.46), (1.48), связывающим потенциал с контурным средним
W (R, Т), для разных значений g\ в интервале 1,3 < g% < 1,8 (3,1 > Р >
> 2,2), где непрерывный предел уже наступил. Как потенциал, так и рас-
стояние измерялись в физических единицах, т. е. в единицах ]/ К, определен-
ного формулой (4.12). Разным точкам на рис. 23 соответствуют разные зна-
чения gg. Тот факт, что результаты вычислений при разных значениях g\
согласуются, показывает, что формула (4.9) применима. Сплошная линия
на рис. 23 представляет собой описание монте-карловских данных в виде:
кулоновский потенциал -\- линейно растущий потенциал.

Результаты вычислений коэффициента натяжения струны методом Мон-
те-Карло свидетельствуют, что в непрерывной SU (2)-калибровочной теории
наряду со свойством асимптотической свободы имеет место также невыле-
тание кварков. Этот вывод сделан впервые в работах Кройца 37

>>

38 и Вильсо-
на 3 9, а затем подтвержден разными авторами 19> 2 7>2 8>1 1 5>1 1 в. Еще одно чис-
ленное доказательство этого свойства основано на монте-карло-вычисле-
нии 1 1 7 зависимости эффективной константы взаимодействия от расстояния
(для группы SU (3) см. работу 1 1 8 ) . До вычислений методом Монте-Карло
основным аргументом в пользу конфайнмента были результаты, полученные
А. А. Мигдалом 1 5 и Л. Кадановым 1 1 9 с помощью рекурсионных уравнений.
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Сравнение с монте-карло-данными позволило определить точность прибли-
женного рекурсионного метода 1 2 0.

2) Для нахождения зависимости коэффициента натяжения струны К
от g\, изображенной на рис. 20, Кройц использовал формулу (4.10). Резуль-
таты такой обработки зависят от того, включается ли в нее значение W(0, 0) =
= 1, поэтому некоторым значениям g\ на рис. 20 соответствуют два различ-
ных значения К. Впоследствии Кройц предложил 1 9 красивый способ нахож-
дения величины К, при котором на графике откладывается прямо та самая
величина, которая вычисляется методом Монте-Карло, и дополнительная
обработка не требуется. Этой величиной является сила % (I) (см. п. ж) гл. 1),

Рис. 23. Зависимостыютенциала взаимодейст-
вия между статическими кварками от рас-

стояния в непрерывной ^Зи(2)-теории.
Сплошная линия проведена по формуле «.кулонов-
скмй потенциал -j- линейно 'растущий потенциал».

(Рисунок взят из работы Стака "*.)

Рис. 24. Ожидаемая зависимость
величины % (I), определенной
формулой (1.53), от gl при раз-

ных / (см. п. б) гл. 4).

с которой пробные статические кварки, находящиеся на расстоянии I-а, дей-
ствуют друг на друга.

Прежде чем рассматривать реальные графики, на которых изображены
результаты монте-карловских вычислений величины % (I), обсудим на при-
мере идеализированного рис. 24, что нужно увидеть на этих графиках.
На рис. 24 изображены графики зависимости In % (I) от i/gl при разных зна-
чениях /, передающие качественно правильно эту зависимость. Рассмотрим,
как величина % (I) зависит от / при некотором фиксированном значении l/gjj.
В области сильной связи {ilg\ <С 1) сила % (I) от расстояния / не зависит
(согласно п. 1 ж)), и, следовательно, для всех / величина % (I) принимает
одно и то же значение. Поэтому на рис. 24 при малом ilg\ все графики зави-
симости х {I) о т 1/#о сливаются в одну линию.

Пусть теперь i/gl зафиксировано в области слабой связи (т. е. gjj < 1,9
для группы SU (2)), где радиус конфайнмента Rc по крайней мере в несколько
раз больше, чем постоянная решетки а. Зафиксированному значению ilg\
на рис. 24 соответствует вертикальная линия. Точки ее пересечения с гра-
фиками зависимости % (I) от ilg\ при разных / определяют значения % (I)
для данного ilg\. Наибольшее при данном g\ значение % соответствует / = 1.
При увеличении / (но таком, что la <C Rc) значения % (I) уменьшаются по
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закону Кулона, и точки пересечения движутся вниз по вертикальной линии.
Однако при дальнейшем увеличении /, когда 1а становится больше, чем Rc,
величина % (I), согласно формуле (1.58), перестает зависеть от расстояния,
и точки пересечения начинают сгущаться. Это предельное значение и есть
искомая величина агК.

Таким образом, описанная зависимость силы % от расстояния при фик-
сированном g\ имеет простую физическую интерпретацию. Пока расстояние
между кварками меньше, чем радиус невылетания, сила, с которой они взаи-
модействуют, описывается законом Кулона. С ростом расстояния на смену
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1"ис. 25. Результаты расчета величины
•% (I) в ви(2)-теории методом Монте-Карло.

Линия 1 соответствует A L = 0,013 YK,2— A L

= 0,009 VE; A L определено формулой (4.15),
jf — коэффициент натяжения струны. (Рисунок

взят из работы Бхано и Ребби 2 8.)

Рис. 26. То же, что на рис. >25, но в ук-
рупненном масштабе 2 8 .

жулоновскому приходит линейно растущий потенциал, для которого сила
<от расстояния не зависит. Предельное значение силы и есть, по определению,
коэффициент натяжения струны К.

Такое предельное значение величины % (/), вычисленное при разных g2

0,
определяет зависимость а?К от g\. Поэтому график функции а2К (gl) явля-
ется огибающей к семейству кривых % (/; gl). Этот график изображен на
рис. 24 жирной линией. Все сказанное раньше по поводу того, как величина
а%К должна зависеть от gl, остается справедливым и при способе ее опреде-
ления, изложенном в настоящем пункте. Таким образом, при малых gl оги-
бающая к семейству кривых In % (/, §•„) должна быть прямой с заданным
наклоном.

Графики, на которых отложены реальные результаты монте-карловских
.вычислений величины % (I) при разных значениях gl, для решеточных калиб-
ровочных теорий с группами SU (2) и SU (3) качественно совпадают с гра-
фиком на рис. 24. Эти графики были впервые получены Кройцем 1 9, а впослед-
ствии воспроизведены для группы SU (2) в работах 2 8 > 1 1 8 и для группы SU (3)
•в работах 121,48,122, iis_ д л я и л л ю с т р а ц И И Н а рис. 25 приведен такой график
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из работы Бхано и Ребби 2 8, авторы которой аппроксимировали группу

SU (2) ее икосаэдральной подгруппой Y (см. п. в) гл. 2), что позволило им
работать на решетке 16 4 (при этом кратность вычисляемого методом Монте-
Карло интеграла по формуле (1.25) равна »8-108). Наиболее интересная
часть этого графика изображена на рис. 26 в укрупненном масштабе вместе
со статистическими ошибками результатов вычислений. Наклонные прямые-
на рис. 25 и 26 проведены по формуле

AL = (0,011 ± 0,002) У"Ж, SU (2), (4.14)
где

обозначает значение параметра Лкхд > соответствующее решеточной регуля-
ризации, и являются огибающими к семейству кривых в области слабой связи.

Аналогичные вычисления для калибровочной группы SU (3) (здесь мак-
симальный размер решетки был 10 4 у Пиетаринена 121) согласуются со зна-
чением 4 8 > 1 1 8 *)

Аь = ( 6 ± l)-10-3KJf, SU(3), (4.16)
где

здесь ошибка включает в себя как статистическую погрешность монте-карлов-
ских данных, так и субъективную погрешность в проведении огибающей к
семейству кривых % (I; g^).

в) С в я з ь м е ж д у У К и ЛКхд

Как уже обсуждалось в п. а), отношения размерных физических вели-
чин (одинаковой размерности), возникающих в КХД в результате размер-
ной трансмутации, являются универсальными константами, которые можно-
вычислять методом Монте-Карло. Например, можно вычислить отношение
квантово-хромодинамической константы ЛКхд и корня квадратного из
коэффициента натяжения струны ]/ К. Если мы интересуемся абсолютными
значениями размерных величин, то нужно задать одну из них равной своему
экспериментальному значению, после чего выразить через нее остальные.

При монте-карловских вычислениях в решеточных калибровочных тео-
риях принято задавать из опыта коэффициент натяжения струны. Делается
это следующим образом. В струнной модели коэффициент натяжения струны
К связан с наклоном реджевской траектории а' формулой

± ' (4.18)
у 2

*) После написания настоящего обзора появились работы 1б4, в которых вычисление
коэффициента натяжения струны для калибровочной группы SU(3) проводилось на боль-
шей решетке, что позволило извлекать отношение K\J~\f К из рассмотрения области боль-
ших значений р. Полученное значение Ль = (10 ± 2)-10~3 У К заметно превышает зна-
чение (4.16) и соответствует Лщом = (330 ± 70) МэВ (ср. со значением (4.23)). Как
показано в работе166, заниженное значение отношения А^/Ук в Би(3)-теории с вильсо-
новским действием (1.18) получалось вблизи переходной области по той самой причине^
по которой в SU(2) — SO(3)-TeopHH со смешанным действием (3.16) формула (4.43) пере-
стает быть применимой вблизи конечной точки фазовой диаграммы (см. п. е) гл. 4). Зави-
симость отношения Ль/ У"К от р не оказывает, однако, заметного влияния на полученные-
методом Монте-Карло значения других размерных величин (например, масс глюболов или*
температуры деконфайнмента)156.
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Такая связь получается уже для классической струны (см. обзор т ) . Под-
ставив сюда а' = 1 ГэВ~2 из наклона р — А2 — ^-траектории, получим

/ = 400 МэВ. (4.19)
Близкое значение 1 2 4

У К = 430 МэВ (4.20)
получается из описания мезонов, составленных из тяжелых кварков, с по-
мощью нерелятивистской потенциальной модели.

Подстановка этих значений ]/ К в полученную методом Монте-Карло
формулу (4.16) дает

Л ь = 2 - 3 МэВ. (4.21)
На первый взгляд кажется, что это значение AL слишком мало и грубо про-
тиворечит имеющимся экспериментальным данным, например, по глубоко
неупругому рассеянию, поскольку для ЛКхд ~ 2—3 МэВ бьёркеновский
скейлинг продолжался бы вплоть до импульсов порядка нескольких МэВ.
На самом деле противоречие отсутствует по следующей причине.

Значение квантово-хромодинамической константы Лкхд зависит, вооб-
ще говоря, от способа регуляризации и калибровки. Одна из традиционных
процедур регуляризации непрервыной теории содержит вычитание в сим-
метричной точке импульсного пространства. Такая регуляризация назы-
вается моментной (momentum), а соответствующее ей значение параметра
Лкхд обозначается Лщом • Входящая же в формулу (4.16) величина Ль
есть значение параметра Лкхд , отвечающее решеточной регуляризации.
Связь между ЛМом ж Л ь установили А. и П. Хазенфратц 1 2 5 :

AS5M = 8 3 , 4 A L ; (4.22>

здесь Л ^ ^ соответствует калибровке Фейнмана, и значение константы
приведено для группы SU (3). В другой калибровке или для другой группы
вместо 83,4 стоит другое число. Причина, по которой возникает зависимость,
параметра Лкхд от способа регуляризации, обсуждается ниже в п. е) гл. 4.

Подстановка в формулу (4.22) значения (4.21) дает

Лмом = 210 + 40 МэВ,| (4.23)

что согласуется с общепринятым в настоящее время феноменологическим!
значением Л^™^ =[ 200—350 МэВ. Вычисление ЛМом было впервые про-
ведено Кройцем 1 9 и явилось первым вычислением физической величины/
методом Монте-Карло.

Следует, однако, иметь в виду, что при этом вычислении пренебрегали
вкладом виртуальных кварковых петель. Феноменологически это приближе-
ние справедливо с точностью, с которой ширины адронных резонансов отно-
сятся к их массам, т. е. ~10—20%. Его можно оправдать теоретически при-
ближением большого числа цветов Nc, когда виртуальные кварковые петли
становятся несущественны 1 2 6.

г) М а с с ы г л ю б о л о в

Метод Монте-Карло применяется для вычисления в КХД масс связанных
состояний — адронов. Мы поясним методику вычислений на примере глю-
болов — связанных состояний глюонов, которые существуют уже в чистой
глюодинамике, т. е. в КХД без кварков.

Для нахождения масс глюболов вычисляется сумма по узлам решетки,
лежащим в одном «временном» слое t == xk, от связанного коррелятора двух,
операторов О (х, t) с квантовыми числами данного глюбола:

А (*) = 2 {(О (х, *) О (0, 0))} - (О (0, О))2}. (4.24>
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В простейшем варианте О (х, t) выбирается в виде

О (х, t) = tr Up, (4.25)

где грань р пристроена в точке х, I. Подставляя в определение (4.24) сумму
по промежуточным состояниям (аналогично п. 1, е)), получим

(4.26)

В этой формуле суммирование идет по всем глюбольным возбуждениям, мас-
сы которых равны Мп. Вакуумное состояние (п = 0) сократилось, так как
в определение (4.24) входит связанный коррелятор.

Поскольку при больших t в сумме (4.26) доминирует низшее состояние,
его массу можно определить по показателю в экспоненциальном законе убы-
вания величины A (t) с ростом t. Вычисление маесы легчайшего глюбола по ме-
тоду такого типа проводилось лишь в первых работах 8 2> 2 8, где это значение
было грубо определено для калибровочной группы SU (2). Причина состоит
в том, что коррелятор A (t) мал по абсолютной величине в той области, где
визшее состояние доминирует, и для выделения сигнала над статистическим
шумом требуется много машинного времени. Впоследствии для вычисления
масс глюболов были разработаны более тонкие методы.

Наиболее популярен сейчас предложенный Вильсоном (см. также рабо-
ту 1 2 7) вариационный метод, который позволил не только получить надежные
значения для массы легчайшего глюбола в случае калибровочной группы
SU (3) (с квантовыми числами 0+ +), но и вычислять массы глюболов с другими
квантовыми числами. Методика вычислений с помощью вариационного ме-
тода была вначале разработана 86~88 для калибровочной группы SU (2) и за-
тем применена в работах 89-»1,вз-95 д л я вычислений с группой SU (3).

Основная идея вариационного метода вычисления масс глюболов состоит
в том, чтобы в качестве О (х, t) взять линейную комбинацию

0(х, t)^At%xUCv (4.27)
г

где контуры Ct проходят через точку х, t a At — некоторые константы. Для
данного значения констант вычисляется величина

m ( f ) = lnAi£z_2)_5 (4.28)

а затем по At проводится минимизация, т. е. Аг подбираются так, чтобы сде-
лать т (t) минимально возможным при данном выборе операторов в правой
^части формулы (4.27).

Как видно из разложения (4.26), все глюбольные состояния вносят поло-
жительный вклад в A (t). Поэтому скорость убывания величины A (t) с ро-
истом t (величина т (£)) будет минимальной для такого оператора О (х, t),
который рождает из вакуума легчайший глюбол в точке х, t. Вариационный
•метод представляет собой алгоритм для построения этого рператора.

Для оператора, рождающего из вакуума легчайший глюбол, в правой
части разложения (4.26) остается лишь один член, так что величина т (t)
•одинакова при всех t и равна массе. Поэтому для вычисления массы достаточ-
но взять t = 1. Величина А (0) связана с квадратом волновой функции и так-
же представляет интерес.

На самом деле на решетке конечного размера не удается точно построить
оператор рождения легчайшего глюбола, поскольку число операторов, учиты-
ваемых в разложении (4.27), конечно. Таким образом, всегда остается неко-
торая примесь от высших состояний. Для ее оценки минимизируются т (1),
т (2), т (3) и т. д. по отдельности и сравниваются результаты. Как показы-
вают вычисления, для решеток "рассматриваемого размера т (3) лишь ненам-
ного меньше, чем т (1). Во всяком случае, т (1) является ограничением на
массу легчайшегоглюбола сверху.
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Перейдем к результатам по вычислению масс глюболов. Для калибро-
вочной группы SU (2) экспоненциальная зависимость массы легчайшего глю-
-бола от \lg\ была надежно установлена в работах 86> 9 2> 9 б, где вычисления про-
водились с помощью вариационного метода, и в работе 9в, где она определя-
лась по изменению контурных средних при замене граничных условий. Полу-
ченные результаты согласуются со значением

т (0+) = (200 + 25) Л ь = (2,2 ± 0,3) У~К, SU (2), (4.29)

где использовано соотношение (4.14).
Для калибровочной группы SU (3) экспоненциальная зависимость т (0++)

от р = 6/gjj была прослежена в работах 8 9 , 9 *, 9 8 , 9 5 . Результаты согласуются
со значением 9 4.

т (0++) = (280 ± 30) AL, SU (3). (4.30)

Воспользовавшись для Аь значением (4.21), имеем в физических единицах

т (0++) = 700-750 МэВ. (4.31

Вариационный метод позволяет вычислять спектр масс глюболов с раз-
ными квантовыми числами. Для этого вариационный принцип применяется
к операторам, которые ортогональны оператору, построенному ранее для
состояния с квантовыми числами 0+ +. Операторы классифицируются по пред-
ставлениям кубической группы, которая в непрерывном пределе переходит
в группу вращений.

Экспоненциальная зависимость т(2 + + )от |3 прослежена в работах 9 2 , 9 6 ,
ш получено значение

т (2++) = (1620 ± 100) МэВ. (4.32)

Спектр масс глюболов с другими квантовыми числами вычислялся в рабо-
в работе 9 5 получено

т (0-+) = (1420 ± •*«) МэВ, т (0~) = (2880 ± 300) МэВ,

т (1-+) = (1730 ± 220) МэВ, т (1+-) = (2980 ± 300) МэВ.

Эти результаты не так надежны, как значения (4.31) и (4.32) для т (0++)
и т (2++), поскольку экспоненциальная зависимость от р не прослежена.
Во всяком случае можно считать установленным тот факт, что т (0++) в чистой
глюодинамике аномально мала,— по крайней мере в 2 раза меньше осталь-
лых масс (о расчетах методом разложения сильной связи см. 1 2 8 ) .

Хотя полученные результаты, несомненно, относятся к непрерывной тео-
рии, неизвестно, как они изменятся при включении кварков, поскольку
глюболы (например, с квантовыми числами 0 + +) могут сильно смешиваться
с кварковыми состояниями. С этой точки зрения особый интерес представляет
вычисление в чистой глюодинамике масс так называемых «нечетных» глюбо-
лов, например с квантовыми числами 1~+, 0~", которые с двухкварковыми
состояниями не смешиваются, и поэтому можно ожидать, что их массы сильно
не изменятся при включении кварков. Результаты расчета масс низко лежа-
щих «нечетных» глюболов 9 3 , 9 5 свидетельствуют, что глюбол с квантовыми
числами 1~+ оказывается относительно легким (см. уравнение (4.33)).

д) Т е м п е р а т у р а д е к о н ф а й н м е н т а

Хотя в SU (2)- и SU (З)-калибровочных теориях между статическими
кварками возникает при увеличении расстояния линейно растущий потенциал,
это свойство не может быть справедливым для сколь угодно больших тем-
ператур. Как обсуждалось Поляковым и Саскиндом 1 2 9, при некоторой тем-
пературе Тс (температуре деконфайнмента) должен произойти фазовый пере-
ход из фазы адронной материи в фазу кварк-глюонной плазмы. Величина Тс
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была вычислена методом Монте-Карло в работах "- 1 0 1 , 8 3 , Ю4-юв д л я калиб-
ровочной группы SU (2) и в работах 1 о а- 1 0 4 для группы SU (3).

Как хорошо известно, для описания системы при конечной темпера-
туре Тс нужно рассмотреть решетку бесконечной протяженности по трем
пространственным направлениям и с конечным числом шагов nt по времен-
ной оси t, по которой накладываются периодические граничные условия.
Температура связана с nt формулой

Т = (ащ)-\ (4.34)
где а — постоянная решетки.

При конечной температуре кроме рассмотренных выше есть еще один
тип калибровочно-инвариантных величин — след от произведения матриц
Ux>il вдоль линии, проходящей сквозь решетку параллельно оси t. Калиб-
ровочная инвариантность обеспечивается периодическими граничными усло-
виями. Для таких величин используется обозначение Lx, поскольку прост-
ранственные координаты всех ребер решетки, образующих данную линию,
одинаковы и равны х. Повторяя рассуждение п. 1, е), убеждаемся в том, что
величина

где среднее (Lx) определено с помощью общей формулы (1.32), имеет смысл
изменения свободной энергии решеточной системы при помещении статиче-
ского кварка в точке х. Для вычисления температуры деконфайнмента мето-
дом Монте-Карло используется тот факт, что в фазе конфайнмента Fo беско-
нечно, и, следовательно, (Lx > = 0, в то время как в фазе с вылетающими
кварками Fo и (Lx) конечны. Реально для данного nt вычисляется величина
(Lx) при разных значениях заряда g\ и определяется значение gl, начиная

с которого {Lx) становится отличным от нуля (при gl < gl). Затем вычисле-
ния повторяются с другим nt. Таким способом определяется зависимость g§
от nt или, что одно и то же, зависимость Тс-а от gl.

Поскольку Тс размерно, согласно размерной трансмутации оно долж-
но быть пропорционально Л ь и при малых gl зависеть от IIgl экспоненциаль-
но для того, чтобы полученное значение Тс имело отношение к непрерывному
пределу. Для калибровочной группы SU (2) это свойство было установлено
в работах 9 8-1 0 1, где получена следующая связь между Тс и Л ь :

Тс = (38—43) Л ь = (0,43-0,47) У7£, SU (2) (4.36)

(использовано соотношение (4.14)). Аналогично этому экспоненциальная
зависимость Тс от 1/gl была прослежена и для калибровочной группы SU (3)
и получено следующее значение 1 0 2- 1 0 4

Тс = (75-83) Л ь « 200 МэВ, SU (3), (4.37)

где подставлено значение (4.16) для Ль-
С помощью вычислений методом Монте-Карло было также показа-

но* 8 3 ' 1 0 3, что в окрестности Тс зависимость плотности энергии системы от тем-
пературы 6(7*) испытывает резкое изменение от значения для адронной ма-
терии до значения для глюонной плазмы. При Т^>2ТС е (Т) хорошо описы-
вается законом Стефана — Больцмана

г(Т) = ̂ ТН№-1) (4.38)

с коэффициентом, вычисляемым для идеального газа свободных безмассовых
глюонов. Это изменение в поведении е (Т) использовалось 8 3 , 1 0 3 для вычис-
ления Тс.

Проверить, насколько хорошо значение (4.37) согласуется с опытом,
можно будет по космологическим следствиям, а также в экспериментах на
ускорителях тяжелых ионов (см. обзор Е. Л. Фейнберга 1 3 0 ) .
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е) У н и в е р с а л ь н о с т ь

Как отмечалось в пункте д) гл. 3, величины, относящиеся к непрерывному
пределу, не должны зависеть от вида решеточного действия, использованного
при вычислениях методом Монте-Карло, и должны быть одинаковыми, на-
пример, для действий (1.18), (3.16). Это свойство называют универсальностью
(universality) и говорят, что такие действия принадлежат к одному и тому же
классу универсальности.

Однако при вычислениях с различными видами действия константы,
связывающие, например, AL и V^K (см. (4.16)), оказываются разными. Для
проверки универсальности необходимо связать параметры AL, отвечающие
различным действиям, и показать, что ]/ К при этом не изменяется. Это раз-
личие в значениях параметров AL имеет ту же причину, что и различие в зна-
чениях AL ДЛЯ действия Вильсона и Амом> даваемое соотношением (4.22).
Поясним сначала, как возникает это соотношение.

Для нахождения связи между АМом и AL А. и] П. Хазенфратц 1 2 5,
пользуясь решеточной теорией возмущений, вычислили в однопетлевом при-
ближении глюонный пропагатор и трехглюонную вершину в симметричной
точке импульсного пространства р\ = р\ = {рг— р 2 ) 2 = М2. Перенорми-
рованный заряд g (M) выражается через g0 и перенормировочные константы
Z3 (пропагатора) и Ъх (вершины) стандартным образом:

g* (M) = g\Z\Z~\. (4.39)

Подставив сюда Zx и Zs, вычисленные в однопетлевом приближении, А. и
П. Хазенфратц для группы SU (3) получили в фейнмановской калибровке

(4.40)

В правой части этого выражения приведены только члены, которые остаются
конечными при а —>• 0. Все нековариантные слагаемые в этом пределе сокра-
тились.

Следует отметить, что коэффициент перед логарифмом в выражении (4.40)
совпадает с коэффициентом Ъ асимптотической свободы. Это показывает,
что при а —»-0 не только классическое действие (1.18) переходит в действие
непрерывной теории, но есть также соответствие между результатами вычисле-
ний но теории возмущений. При этом константные члены, зависящие от спо-
соба регуляризации, различаются, что приводит к различию в значениях
А-параметров. Соотношение (4.22) получается в результате подстановки вы-
ражения (4.40) в определение

(4.41)
где AL дается формулой (4.17).

Вычисления, приводящие к формуле (4.40), довольно громоздки. Наряду
с обычными имеются также диаграммы с дополнительными вершинами, кото-
рые связаны со следующими членами разложения Up в ряд. Например, полу-
чающийся при а —у 0 лагранжиан имеет в порядке gl вид ^

X^^txF^-^-gla^tvFU, (4.42)

где С4 = 1 для действия (1.18). Хотя второй член оса4, он приводит к диа-
храммам типа «головастика», которые расходятся как а~4, так что их вклад
конечен. Именно эти диаграммы дают численно наибольший вклад в отно-
шение A / A
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Различие в значениях параметров Л ь для разных видов решеточного
действия целиком обусловлено различием коэффициентов С4 (например, С4 =
= 1 + брА/(Р + 2рА) для смешанного действия (3.16) с группой SU (2)).
Отношение параметров Аь проще всего вычислять с помощью решеточного
варианта метода фонового поля ш . При этом, по существу, нужно лишь опре-
делить коэффициент перед одной диаграммой типа «головастика». Ответ имеет
вид 1 3 2 > ш (для группы SU (2))

д-Wilson "

К этой формуле имеются поправки порядка О (gl), которые могут быть вели-
ки, если g^ недостаточно мало. Некоторые из них (доминирующие) вычисля-
лись в работе 1 8 4.

Вычисления методом Монте-Карло с другими видами действия прово-
дились для коэффициента натяжения струны 4 6 . 1 1 в > 1 3 3 , масс глюболов 8 7 > 9 ' ,
температуры деконфайнмента 1 0 8 , 1 0 6 , Оказалось, что для вариантов решеточ-
ного действия, предложенных Мантоном 1 3 5 и Виллэйном (см. 1 3 в ) , универ-
сальность имеет место уже при учете простейшего соотношения (4.43). Однако
для смешанного действия (3.16) использование соотношения (4.43) вблизи
конечной точки фазовой диаграммы (см. рис. 16) привело 1 3 3 к отличию физи-
ческих величин в четыре раза от результатов вычисления с вильсоновским
действием. В работах 106> 13?-14° было показано, что в действительности соот-
ношение (4.43) не применимо вблизи конечной точки фазовой диаграммы.
Непертурбативное вычисление отношения параметров Л ь показало 1 4 0

?

что универсальность имеет место и для смешанного действия. Таким обра-
зом, относящиеся к непрерывному пределу величины действительно не зави-
сят от вида решеточного действия, использованного для их вычисления мето-
дом Монте-Карло. Однако использование вильсоновского действия предпочти-
тельнее, чем, например, смешанного действия при |3А > 0, поскольку для
вильсоновского действия зависимость параметра Ль от gl хорошо описы-
вается простой формулой (4.15) в области, где проводятся вычисления мето-
дом Монте-Карло.

ВМЕСТО ЗАКЛЮЧЕНИЯ

В настоящем обзоре рассмотрено, как метод Монте-Карло применяется
к изучению калибровочных теорий на решетке, и в том числе КХД без квар-
ков. Полученные результаты являются достаточно надежными, хотя осталось
проверить, не произойдут ли изменения при уменьшении шага решетки или
при увеличении ее пространственного размера. Вычисленные таким спосо-
бом в КХД без кварков размерные величины (коэффициент натяжения стру-
ны, массы глюболов, температура деконфайнмента) обладают правильным
ренорм-групповым поведением и относятся к непрерывной теории.

Кроме величин, более или менее подробно рассмотренных в гл. 4, в КХД
без кварков методом Монте-Карло вычислялись также величина глюонного<
конденсата1 4 1 '1 4 2 и значение коррелятора плотностей топологического за-
ряда 1 4 3 , 1 4 4 . При вычислении этих величин имеется некоторая неопределен-
ность, связанная со спецификой их определения на решетке.

В настоящем обзоре мы не касались монте-карло-вычислений в КХД
с кварками. Методы, позволяющие учитывать кварки в монте-карло-вычис-
лениях, были развиты в работах 1 4 6. Наибольший интерес вызывают рабо-
ты 85.i«-149 п о В Ы Ч И С Л ению этими методами спектра масс адронов, составлен-
ных из кварков. Первые вычисления проводились в пионерских работах 8 5 > 1 4 в

(см. также последующие работы 1 4 8, 1 4 9) в приближении, в котором учитыва-
лись только валентные кварки и пренебрегалось вкладом виртуальных («мор-
ских») кварков, или виртуальные кварки учитывались с помощью прибли-
женного метода 1 4 7. Вычисления проводились на решетках размера от 53 X 10
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до 103 X 20, причем полученные значения масс несколько изменяются при.
увеличении размера решетки. Были вычислены массы низколежащих обыч-
ных и странных мезонов и барионов, а также некоторые другие величины.
Полученные таким способом значения масс в пределах ошибки согласуются
с экспериментом (на решетке большего размера согласие несколько лучше),,
хотя ошибка довольно велика и составляет примерно +150 МэВ. Эта ошибка*
будет значительно уменьшена, возможно, уже в ближайшем будущем в резуль-
тате усовершенствования методики вычислений, набора статистики и учета
вклада виртуальных кварков (см. первые работы, в которых вклад виртуаль-
ных кварков при монте-карло, расчетах учитывался точно 1 5 0 ' 1 5 1 или при-
ближенно 1 5 2 ) .

Вместе с тем высказывались 1 6 3 сомнения, можно ли вообще на решетках
столь малых размеров, которые были использованы в работах 8 5> 1 4 8, полу-
чать надежные результаты для КХД с кварками. Для существенного увели-
чения размеров решетки потребовалось бы значительное увеличение памяти
и быстродействия ЭВМ. Однако проводимые при расчетах масс адронов вы-
числения и так подходят к пределу современных вычислительных возмож-
ностей. К примеру, вычисления, проведенные в работе Липпса и др. 1 4 8,
потребовали около 30 часов на ЭВМ «Cray-lS» (стоимость такого количества
машинного времени оценивается примерно в 100 тыс. долларов). Тем не менее
работа по увеличению размера решетки продолжается и уже в ближайшее
время планируется иметь результаты на решетках еще большего размера.

Автор благодарен М. И. Поликарпову за полезные замечания и помощь
при написании гл. 3.
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