
ДИССИПАТИВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 689

16 Л ' а н ц с б е р г Т Г . С , Ш у б и н А. А.—ЖЭТФ, 1939, т. 9, с. 1309.
17. T r e m b l e y A. M. S., A r a i M., S i g g i a E. D.—Phys . Rev. Ser. A,

1981. v . 23, p. 1451.
18. Л е о н т о в и ч М. А . — И з в . АН СССР, 1936, с. 633.
19. Л е о н т о в и ч М. А . — Ж Э Т Ф , 1936. т. 6, с. 561.
20. Л е о н т о в и ч М. А., М а н д е л ь ш т а м Л. И.— ДАН СССР- 1936, т. 3,

с. 111.
21. М а н д е л ь ш т а м Л. И., Л е о н т о в и ч М . А.— ЖЭТФ, 1937, т. 7, с. 438.
22. Л е о н т о в и ч М. А.—ЖЭТФ, 1938, т. 8, с. 40.
23. Ш а п о ш н и к о в И. Г., Л е о н т о в и ч М. А . — Ж - физ.-хим., 13, 781,

1939, т. 13, о. 781.
24. L a n d a u L. D., P l a c h e k G.— Sow. Phys., 1934, v- 5, p. 172,

Л а н д а у Л- Д- Собрание трудов.—М-: Наука, 1969.—Т. 1, с 104.
25. L e o n t o w i l s c h M.— J- Phys. USSR- 1941, v. 4, p . 499.

531.161(092)

ДИССИПАТИВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
ДЛЯ МНОГОЧАСТИЧНЫХ ФУНКЦИЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Ю. Л. Климонтович

Даже простой перечень работ Михаила Александровича Леонтовича,
посвященных термодинамике и статистической физике г~13, показывает,
как широки были его интересы.

Но поражает не столь разнообразие, сколь оригинальность и глубина
анализа рассматриваемых проблем. Вопросы, волновавшие Михаила Алек-
сандровича Леонтовича много лет назад, остаются актуальными и по
сей день.

Так, в аннотации к его статье «К кинетике флуктуации», опублико-
ванной более пятидесяти лет назад, читаем: «Излагается метод определе-
ния спектра флуктуации, т. е. определения статистических средних зна-
чений квадратов коэффициентов пространственно-временного фурье-раз-
ложения флуктуации. Метод применяется к флуктуациям концентрации
и флуктуациям плотности в жидкостях. Следствия теории, относящейся к
тонкой структуре линий спектра рассеяния, обсуждаются в связи с имею-
щимися опытными данными».

Здесь сказано все предельно ясно и четко.
Другая работа М. А. Леонтовича «О свободной энергии неравно-

весных состояний» почти целиком может быть перенесена в современный
курс статистической физики. Цель и результат и здесь формулируются
предельно ясно: «Определение свободной энергии неравновесного состоя-
ния, более общее, чем обычное, может быть дано, если ввести в рассмотре-
ние дополнительную потенциальную энергию, при наличии которой не-
равновесное состояние становится равновесным. Разбирается связь этого
определения с принципом Больцмана».

Предложенный в этой статье метод описания широкого круга неравно-
весных состояний изложен более детально в его книге «Статистическая
физика»8.

Здесь нет возможности разобрать и оценить с современных позиций
все работы Михаила Александровича Леонтовича по термодинамике и ста-
тистической физике 1~13. Рассмотрим более подробно лишь одну из них6.
Выбор именно этой работы не является, конечно, случайным. Это станет
ясным из изложенного ниже.

«Основные уравнения статистической теории газов с точки зрения те-
ории случайных процессов». Под таким заголовком в № 5 «Журнала
экспериментальной теоретической физики» за 1935 г. была опубликована
9 УФН, т. 139, вып 4
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поистине замечательная работа Михаила Александровича Леонтовича.
По своим идеям она значительно выделялась на уровне тогдашней стати-
стической теории неравновесных процессов.

Ко времени написания этой работы основой статистической теории не-
равновесных процессов служило знаменитое уравнение Больцмана. Иа
него вытекал закон возрастания энтропии (Я-теорема Больцмана). На
его основе получили обоснование уравнения газовой динамики и уравне-
ния, описывающие свободно-молекулярное течение газа. Это был поистине
триумф кинетической теории. Казалось, что она близка к завершению.
Лишь немногие выдающиеся физики того времени понимали, что это лишь
первый этап развития статистической теории неравновесных процессов.
В работе М. А. Леонтовича мы читаем:

«Кинетическая теория рассматривает процессы в газах. Это — теория
статистическая, поскольку в основе уравнения (1) (уравнения Больцма-
на) лежит статистическое положение Stosszahlansatz. Однако структура
этой теории, несомненно, является очень несовершенной. Величине
/ dm do (dco = Avxdvydvz, do = da; dy dz) приходится приписывать значе-
ние некоторого статистического среднего (математического ожидания) от
числа частиц в объеме da do фазового ^-пространства — только тогда
могут быть поняты необратимый характер уравнения (1) и вытекающие
отсюда следствия. Однако в рамках самой теории смысл этого «математи-
ческого ожидания» остается весьма нечетким, поскольку не рассматрива-
ются вероятности при помощи которых эти «математические ожидания»
образованы. Теория не в состоянии поэтому дать также никаких сведений
относительно флуктуации в газе и их изменений во времени» Ч6, стр. 211].

Действительно, кинетическое уравнение Больцмана рассматривалось
как уравнение для детерминированной (неслучайной) функции распреде-
ления. Соответственно этому при переходе от кинетического уравнения к
уравнению газовой динамики детерминированными оказались газодина-
мические функции: р (г, t) — плотность, U(r, t) — скорость, Т (г, t) — тем-
пература. В результате этого из рассмотрения выпадали явления, опре-
деляемые флуктуациями функции распределения (кинетическими флукту-
ациями) и флуктуациями газодинамических функций.

Сложилось удивительное положение. В классических работах Рэлея,
Планка, Эйнштейна, Смолуховского было показано, что даже в равнове-
сном состоянии флуктуации играют принципиальную роль во многих явле-
ниях. Например, флуктуациями плотности определяется рассеяние света,
флуктуации электромагнитного поля проявляются в тепловом излучении.
Без учета флуктуации среды, в которой движутся броуновские частицы,
нельзя объяснить это «вечное движение». Этот перечень может быть, есте-
ственно, продолжен. Так, в последние годы выяснилась принципиальная
роль флуктуации при фазовых переходах второго рода. Тем не менее дол-
гие годы кинетическая теория не включала неравновесные флуктуации
в «круг своих интересов». Причин к этому несколько.

Основываясь на уравнении Смолуховского, М. А. Леонтович получил
для разреженного газа уравнение марковского типа для наиболее общей
функции распределения fN системы из N частиц. Полученное им уравнение
с самого начала является необратимым. При этом не ставилась задача
о причинах возникновения необратимости. М. А. Леонтович писал:

«Замечу, что я не касаюсь основного физического вопроса о том, в какой
мере статистическое описание процессов с помощью вероятностей перехода
можно связать или поставить в соответствие с описанием квантовой (или
классической) механики. Я думаю только, что эта статистическая схема
наиболее подходяща для того, чтобы в более совершенной форме изложить
фактическое содержание кинетической теории» (6, с. 213).
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Таким образом, вопрос о связи обратимых уравнений [механики
с [6, стр. 213] необратимыми уравнениями статистической теории неравно-
весных процессов оставался открытым. Эта проблема и выдвинулась на
первый план. Задача же построения последовательной флуктуационной
теории неравновесных процессов отошла на второй план и долгое время
не привлекала исследователей.

Существенный вклад в решение задачи обоснования кинетической тео-
рии внесли работы Н. Н. Боголюбова, М. Борна и X. Грина, И. Киркву-
да. В классической ныне монографии Н. Н. Боголюбова «Проблемы дина-
мической теории в статистической физике» (1946) разработан метод полу-
чения кинетических уравнений Больцмана (для разреженного газа) и
Ландау, Власова (для систем заряженных частиц). Благодаря этим работам
стало ясно, каким образом и какой ценой их обратимых уравнений механи-
ки можно получить необратимые уравнения кинетической теории.

В результате отпали многие вопросы, которые волновали исследова-
телей. Однако возникли новые, которые также оказались нелегкими. К их
числу относился и вопрос о неравновесных флуктуациях.

В работе Н. Н. Боголюбова ы при выводе кинетических уравнений —
замкнутых уравнений для одночастичных функций распределения —
существенным является предположение (принцип) о полном ослаблении
начальных корреляций. При этом допускалось (неявно), что долгоживущие
корреляции (с временами т к о р порядка или большими времени релакса-
ции одночастичных функций распределения) не играют заметной роли.
Тем самым выпали из рассмотрения кинетические и гидродинамические
флуктуации.

Заметим, что в работе Н. Н. Боголюбова 1 4 статья М. А. Леонтовича в

цитируется, но не в связи с вопросом о флуктуациях функции распределе-
ния. В § 2 книги и есть замечание: «Изучение функций Fs во многих случаях
может быть значительно облегчено с помощью введения особого функцио-
нала, являющегося обобщением производящих функций, применявшихся
в работе М. А. Леонтовича в по теории стохастических процессов с дискре-
тным фазовым пространством».

В дальнейшем работа М. А. Леонтовича 6 была почти забыта и не ока-
зала заметного влияния на развитие теории неравновесных флуктуации.
Диссипативные уравнения для многочастичных функций распределения
вновь открывались разными авторами, например, в работах И. Пригожи-
на и Р. Браута, М. Каца (см. гл. 4, 11 в 1 5, гл. 10 в 1 6, гл. 2 в 1 7, гл. 24 в 1 8 ) .

Так, исследованию кинетических уравнений для многочастичных фун-
кций распределения (master equations) посвящены многие страницы пре-
красной книги американского математика М. Каца, представляющей за-
пись лекций по ряду проблем статистической теории 1 9. М. Кац, к сожале-
нию, не был знаком в период работы над лекциями с работой М. А. Леонто-
вича *). В работе В. Н. Жигулева 2 0 на основе уравнения Лиувилля была
установлена для последовательности функций распределения разреженного
газа цепочка диссипативных уравнений, являющаяся прямым следствием
уравнения Леонтовича. Попытки приближенного решения такой цепочки
с целью исследования влияния турбулентных пульсаций на распределе-
ние частиц разреженного газа по скоростям были предприняты в недавних
работах японских исследователей (см. в 2 1 ) .

*) Во время школы по статистической физике в Ядвисине (Польша) М. Кац
рассказал мне следующее. После выхода его книги на русском языке кто-то из ленин-
градских физиков прислал ему копию статьи М. А. Леонтовича e. M. Кац спросил
меня: «Как мог он (М. А. Л.) знать и понимать все это еще в 1935 г.?» Чувствовалось,
что это задевает самолюбие М. Каца. В разговоре я упомянул о дружбе и сотрудниче-
стве М. А. Леонтовича с А. Н. Колмогоровым. М. Кац сразу отреагировал: «Вот Кол-
могоров и научил его этому».

9*
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Ниже мы вернемся к обсуждению диссипативных уравнений для мно-
гочастичных функций распределения. Отметим сейчас лишь следующее.

При учете в кинетической теории крупномасштабных и долгоживущих
флуктуации, кроме вкладов, учитываемых уравнением Леонтовича, появ-
ляются дополнительные вклады. Они определяются флуктуациями с вре-
менами жизни много большими времени свободного пробега и поэтому не
могут быть учтены в схеме Больцмана. Эти дополнительные вклады особен-
но велики для состояний далеких от равновесного, например при развитии
турбулентности. При этом заметно меняются как термодинамические фун-
кции, так и кинетические коэффициенты.

Вернемся теперь к вопросу о флуктуациях функции распределения
разреженного газа.

Первый шаг в кинетической теории флуктуации был сделан в работе
Б. Б. Кадомцева 2 2, посвященной расчету флуктуации функции распреде-
ления равновесного разреженного газа. Результат был получен путем ис-
пользования в теории равновесных флуктуации, развитой в работах
X. Каллена и Т. Вельтона 2 3, С. М. Рытова 2 4, Л. Д. Ландау и Е. М. Лиф-
пшца 25, в качестве релаксационного уравнения линеаризованного кине-
тического уравнения Больцмана. Аналогичным путем в работе Л. П. Горь-
кова, И. Е. Дзялопганского, Л. П. Питаевского 2 6 были рассчитаны равно-
весные флуктуации для уравнения Фоккера — Планка и линеаризован-
ного уравнения Ландау.

Обобщение формулы Б. Б. Кадомцева на неравновесные состояния бы-
ло проведено различными способами в работах Ш. М. Когана и А. Я. Шуль-
мана, С. В. Ганцевича, В. Л. Гуревича, Р. Катилюса, в работах автора и из
др. (см. обзор 2 7, гл. 4, 11 в 1 5 и § 19.20 в 2 8 ).

Один из способов построения теории неравновесных флуктуации ос-
нован на использовании диссипативного уравнения для многочастичной
функции распределения (§ 18 и гл. 4 в 1 5 ) . Однако исходные позиции здесь
иные, чем в работе М. А. Леонтовича.

Исходным в 1 5 служит уравнение Лиувилля — обратимое уравнение
для функции распределения fN. От него путем усреднения по физически
бесконечно малому объему V$ производится переход к диссипативному урав-
нению для сглаженной многочастичной функции распределения fN. Для
возможности такого перехода принцип Боголюбова о полном ослаблении
начальных корреляций заменяется условием частичного ослабления на-
чальных корреляций: ослабляются лишь мелкомасштабные корреляции,
для которых

Т <Г ТА Г <С 1Я>' ( 1 )

Тф, 1ф — интервалы времени и длины, принятые за физически бесконечно
малые. Для разреженного газа, когда параметр плотности 8 = пг*
много меньше единицы, величины Тф, 1ф на кинетическом этапе релакса-
ции могут быть определены следующим образом (§ 18 в 1 5 и гл. 7 в 1 8 ) :

ш л

хф ~ ]/~ЕХ <^.х, 1ф~ув1<^.1, АГф~—рг»1 при е = пг„<с1.
У 8

Введение величин тф, 1ф позволяет произвести разделение корреляций
на крупно- и мелкомасштабные. В результате для функции f N можно
записать уравнение

Гц . . . , rN, трц . . . , pN> t); (3)
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здесь введено обозначение IN для соответствующего интеграла столкнове-
ний. Он может быть записан либо в представлении Боголюбова (как в
(18.10) в 1S)

/„= 2 в(г(-г,)

Pi ' • ••' г г Р г ( — оо), . . . , Tj, Р}(— оо), . . . , r w , p w , f) —

— ?JV (*i, Pi. - • • » гг, р г, . . . , r^, p,-, . . ., r^, р к , £)], (4)
либо, что более удобно для сопоставления с уравнением М. А. Леонтовича,
в представлении Больцмана

(Pi) J P« dP0- I v< — •/ | б (i | - Г;) Xj J
l < i , isgiV 0 0

X UN ( r n Pi> • • •> г,, p | , . . . , i j , pj, . . ., г№, pj,, f) —

— JN К , P i , • • •, *t, V i , •••, v p pp . . . , T N , p N , t ) ] . ( 5 )

В выражениях (4), (5) «ширина» функции б (гг — vt) характеризуется ве-
личиной 1ф.

Уравнение (3) с интегралом столкновений (5) соответствует уравне-
нию (42), (43) работы М. А. Леонтовича (величина IN в (42) определена в
6 на стр. 231). Различие состоит в следующем.

В уравнении (42) в 6 в интеграле столкновений по сравнению с (5)

опущен второй член в квадратных скобках (с функцией fN (хг, ..., xt, ...
XJ, ..., xN, t)), существенный, например, при доказательстве закона воз-
растания энтропии всей системы (см. ниже). Однако при переходе в работе
6 от уравнения (42) к уравнению Больцмана вклад этого члена, разумеет-
ся, учитывается.

В левой части уравнения (3) по сравнению с (43) в 6 имеется дополни-
тельный член, учитывающий взаимодействие частиц. Он, как мы увидим,
существен при исследовании вклада крупномасштабных флуктуации.

Рассмотрим наиболее важные следствия уравнения (3) с интегралом
столкновений (5) (или (4)).

Найдем с помощью уравнения (3) уравнение для одночастичной фун-
кции распределения:

/i(ri>Pi> *) = /i =

= У j JN (*I, • • •, IN, PI, • • •. Pw> t) dr 2 . . . dr^ dp2 . . . dpN. (6)

При интегрировании по г2, ..., г̂ -, р 2, .., р ^ выпадут все члены с i Ф 1;
все члены суммы 2 ПОД интегралом по г/, ру- равноправны, поэтому

можно положить например, / = 2, опустить сумму, но ввести множитель
N — 1, равный числу членов в сумме по j . Наконец, (N — 1)/V—>•
—>- N/V = п. В результате получаем следующее уравнение:

-д^==п\ -g^~a£f*(T» Pi' Г2' Р2' ^)dr 3 d P a +

2я
ге J d 9 i 2 j PiadPi2 J dP2 I Vj — Vg I [/2(г„ Рз, г4, р^, £) —

о о

— ?z(ri, P 2 »ri, p t , i)]. (7)
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соответствующее уравнению (63) работы М. А. Леонтовича. Разница лишь
в том, что в правой части уравнения (7) есть дополнительный член (первый
член правой части), учитывающий (см. ниже) вклад купномасштабных
флуктуации.

Введем двухчастичную корреляционную функцию. По определению,

с учетом того, что /х = fu имеем

?2 = /i/i + £2. (8)

Тогда можно сказать, что уравнение (7) не является замкнутым, так как

в него, наряду с функцией /1? входит корреляционная функция g%. По этой
причине даже при пренебрежении первым членом правой части уравнение
отличается от уравнения Больцмана. Оно представляет собой первое
уравнение цепочки зацепляющихся уравнений для сглаженных (по физи-

чески бесконечно малому объему V§) функций / l 7 g2, ga, ... (см. 1 5 ) . В отли-
чие от последовательности уравнений Боголюбова — Борна — Грина —
Кирквуда — Ивона для обычных функций распределения рассматривае-
мая система является приближенной из-за сглаживания по объему и по
этой причине диссипативной.

В уравнение (7) корреляционная функция д2 входит двумя путями,
как бы дополняющими друг друга. Во второй член правой части уравне-
ния (7) функция g2 входит под знак интеграла, учитывающего вклад пар-
ных столкновений. Чтобы получить интеграл столкновений Больцмана,

надо положить в нем g2 = 0. Но как обосновать такое приближение? По
этому поводу М. А. Леонтович пишет:

«Это соотношение (уравнение (7) без первого члена правой части.—
Ю. К.) будет иметь тот же вид, что и «основное уравнение теории газов»
(уравнение Больцмана.— Ю.К), если в нем заменить (в наших обозначе-
ниях.— Ю. К.) /2 (р^, Pi) на /х (р^-Д (Pi) и соответственно f2 (p2, рх) на
/i (Рг) /i (Pi)- Такая замена могла бы быть оправдана, если бы было дока-
зано, что при безграничном возрастающем общем числе частиц величины,
определяющие дисперсию чисел частиц в определенных состояниях, рас-
тут, как N. По аналогии с «предельной теоремой», доказанной для дискрет-
ного ряда состояний, такое поведение дисперсии и, следовательно, спра-
ведливость такой предельной теоремы и в этом случае кажется мне веро-
ятным, хотя доказать мне ее и не удалось. В результате указанной замены
уравнение (63) (уравнение (7) без первого члена правой части. — Ю. К.)
обратится в уравнение (1) (уравнение Больцмана.— Ю. К.)».

Таким образом, М. А. Леонтович считал, что g% = 0 ъ интеграле стол-
кновений лишь в термодинамическом пределе: N —>• оо, V -> оо, но N/V —
конечная величина. В работе Н. Н. Боголюбова 1 4 уравнение Больцмана —
замкнутое уравнение для одночастичнои функции распределения получа-
ется на основе принципа полного ослабления начальных корреляций.
Можно проследить определенную связь двух этих подходов. И в том
и другом случаях мы приходим к замкнутому уравнению для детерминиро-
ванной (неслучайной) функции распределения. По этой причине, как
уже отмечалось, выпадают из рассмотрения все явления, определяемые
кинетическими и гидродинамическими флуктуациями.

Используем для оценки роли функции g2

 B интеграле столкновений
условие частичного ослабления начальных корреляций (условие (1)).
Полагая (для мелкомасштабных корреляций), что радиус корреляции
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^кор~т"о (го — диаметры атома-шарика), получим оценку

s ? n = \ Sn (v) —— ~ — т^--~ 83/2, так к а к N&cr> •. (9)
2 j ТТ'ф 7ф Лф ]/s

Это и служит основанием для отбрасывания функций g2 в интеграле стол-
кновений. Крупномасштабные корреляции включаются в первый член пра-
вой части уравнения (7). В результате уравнение для функции /х принима-
ет вид (уравнение (18.6) в 15)

здесь
2я

= п \ ( 1 ф 1 2 \ p 1 2 d p 1 2 \ dp 2 | v t — v 2 X

X [/i (rt, p^ i) Л (r l5 Pl', t) - /i (r1; p2. t) U (r1; P l , 0] (И)

— интеграл столкновений Больцмана, а

7 = » J ^ 2 . J L g2 (Г1, P l , r2, paf) dr2 dp2 (12)

— дополнительный интеграл, определяемый крупномасштабными (кине-
тическими или гидродинамическими) флуктуациями. Сила F в уравнении
(10) определяется выражением

F(r, f) = F 0 — п \ *Г~ /i( r% P'> f)dr 'dp ' . (13)

Итак, при условии ослабления мелкомасштабных корреляций урав-
нение для функции fx имеет вид (10).^.Оно является диссипативным. При
этом диссипация, обусловленная исключением мелкомасштабных корреля-
ций, входит явно через интеграл столкновений Больцмана. Возможна и

дополнительная диссипация, определяемая функцией g% (интегралом /).
Однако о структуре этой функции нам пока еще ничего не известно. 06-
этом будет сказано ниже. Прежде отметим следующее.

В качестве исходного вместо уравнения (3) для функции f N можно ис-
пользовать уравнение для сглаженной по объему Уф микроскопической
фазовой плотности

N(v, p, *) = 1Ддгв(г-г,(*))б(р-р1(О). (14)

Обозначим ее через N. Усредняя это уравнение (см. § 22 в 15) и используя
равенство (N) = nfx и условие ослабления мелкомасштабных корреля-
ций, снова приходим к уравнению (10). Теперь, однако, интеграл / пред-
ставляется в иной, но эквивалентной прежней форме

7 (г, р, t) =

ЗФ(|г-г'|)
п J

р,г',р', | л , , , 1 д{&Ш) , , , .

d i Ц dr dp ^ - - — ; (Ю)

здесь 8N = N — nfx и

б Р = - | Э Ф ( | Г , 7 Г > 1 ) ^ ( г % р', Odr'dp'. (16)

При таком подходе уравнение (10) надо дополнить уравнением для корре-

лятора флуктуации фазовой плотности N.



696 ю. л. климонтович

Естественно, что уравнение для такого коррелятора в силу нелиней-
ности системы содержит более сложный тройной коррелятор. Замыкание
этой последовательности уравнений возможно при условии малости флу-
ктуации. Это условие оправдано для широкого класса задач при соответ-
ствующем выборе объема усреднения Уф, содержащего много частиц
(Л̂Ф > 1).

Можно, разумеется, не обращаться к уравнениям для моментов флу-

ктуации S7V, а использовать для интеграла / выражение (12) через g2.

Уравнение для g2 имеет вид (18.25) в 1 5. Условие малости флуктуации

8N соответствует в (18.25) приближению g3 = О, g2 -С f-J^.
В нулевом приближении по флуктуациям интеграл / в (10) равен ну-

лю, и мы возвращаемся к кинетическому уравнению Больцмана. В следу-
ющем приближении уравнение для коррелятора (8NSN) можно предста-
вить в виде уравнения с источником А (х, х', t) — функцией, определяе-
мой одночастичной функцией распределения (уравнение (22.21) в 1 5 ). .
Источник представляется в виде суммы двух вкладов

А (х, х', t) = Ав (ж, х', t) +А (х, х', t). (17)

Первый из них Ав определяется атомарной структурой подсистемы в фи-
зически бесконечно малом объеме Уф. Процесс столкновений частиц из
объема Уф не является непрерывным. Имеет место дробовой эффект.

Появление второго члена в правой части (17) обусловлено диссипати-

вным эффектом крупномасштабных флуктуации 6N, поэтому функция А

может быть выражена через интеграл / ((22.23) в 1 5 ).
Таким образом, имеется как бы двойная надстройка над уровнем опи-

сания с помощью уравнения Больцмана.
«Первый уровень» определяется молекулярной структурой, что при-

водит к дробовому эффекту в процессе столкновений. По этой причине
источник А Б (ж, ж', t) можно назвать молекулярным.

«Второй уровень» определяется крупномасштабными флуктуациями
и не связан непосредственно с молекулярной структурой системы. Источ-
ник А можно назвать поэтому турбулентным.

В отдельных ситуациях может доминировать один из этих двух
факторов. Тогда можно выделить два более частных обобщения уравнения
Больцмана. Рассмотрим сначала случай, когда источник А = 0. В этом

приближении в уравнении (10) интеграл / = 0, и оно совпадает с уравне-
нием Больцмана. Таким образом, функция Д (г, р, t) может быть определе-
на вне связи с задачей расчета флуктуации функции распределения.

Однако, поскольку функция /х вводится, как предполагалось в работе

М. А. Леонтовича, в виде «математического ожидания» (nf1 = <iV», то
существуют флуктуации 8N = N — (N). В рассматриваемом случае ис-
точник А {х, х', t) в уравнении для коррелятора (ШШ) определяется
полностью функцией АБ (Х, Х ', t). Она может быть следующим образом вы-
ражена через функцию fx ((10.12), гл. 11 1 8 ): &

+ б / Р 0 - ( б / р + б/ Р Оо]пб(г-г ' )б(р-р ' )/ 1 (г , р, *); (18)

здесь б/р — оператор, определяемый линеаризованным интегралом стол-
кновений Больцмана. Знак «0» у второго члена в квадратных скобках оз-
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начает, что операторы столкновений действуют лишь на функцию распре-
деления (не действуют на функцию б (р — р'))-

Коррелятор {&N8N)X, x

r, t может служить начальным условием (t =
= £') для расчета двухвременного коррелятора, удовлетворяющего урав-
нению

(-§i+v-§;+eiv + F-jL)(&NW)x,t,x>,t. = O, t>f. (19)

Система уравнений для одновременного и двухвременного корреляторов

эквивалентна уравнению Ланжевена для функции 8N:

F - k ) 8 ^ ^ ' Р' *)^*/( г ' Р' *)• <20>
Левая часть этого уравнения совпадает по форме с линеаризованным урав-
нением Больцмана. Моменты ланжевеновского источника определяются
формулами

(у (г, р, *)> = 0, (21)

{у ( г , р , *) у ( г \ р ' , t ) ) = A B (x, х ' , t)8(t- t ' ) .

Таким образом, интенсивность ланжевеновского источника в линеаризо-
ванном уравнении Больцмана для флуктуации 67V определяется выраже-
нием (18). Последнее в свою очередь служит источником в уравнении для

одновременного коррелятора флуктуации £>N при А = 0.
Для равновесного состояния второй член в формуле (18) (с (...)о)

выпадает, и мы приходим к результату работы Б. Б. Кадомцева, посвя-
щенной исследованию кинетических флуктуации в идеальном газе при рав-
новесных условиях. Для неравновесного состояния формулы (21), (18)
эквивалентны приведенным в работах 27- 28> 1 5.

Из изложенного следует, что результаты (18) — (21) могут быть полу-
чены на основе диссипативного уравнения, введенного М. А. Леонтовичем,
с интегралом столкновений (5).

Установим теперь связь формулы (5) (или (4)) с известным выражением.
Пригожина — Браута для интеграла столкновений в уравнении для много-
частичной функции пространственно однородного газа по координатам
всех частиц. Эта функция распределения определяется равенством.

/дг(гц Ри •••» rN, pjf, t) = — w fN (p l 7 . . . , р я , t). (22)

Выражение для интеграла IN (px, ..., j>N, t) следует из (5) и имеет вид

^iv (Pi, • • •, VN, t) = т 2 j d(Pu j P o d P u l v i — v / I X
0

X [ ? w ( P i . •••. Pi, ••-, Pi, •••. Pw,*) — 7w(Pi, •••. Рг, •••, Pj, •••. PJV, *)]•
(23)

Можно, используя (4), записать его и в представлении Боголюбова.
В формуле (23) учитываются парные (модель Больцмана), но сильные

взаимодействия. В приближении теории возмущений по взаимодействию-
из них следует результат Пригожина — Браута (гл. 2 в 1 7 ) . Соответствую-
щее уравнение для одночастичной функции распределения (при пренебре-
жении крупномасштабными корреляциями) совпадает с кинетическим ура-
внением Ландау.
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Вернемся к другому предельному случаю, когда в формуле (17) в

правой части доминирует турбулентный источник А. При этом, как мы зна-
ем, уравнение (10) не сводится к уравнению Больцмана.

Дополнительный вклад в диссипативные характеристики, определя-
емый интегралом /, может быть значительным. Он определяет, в частно-
сти, аномальную электрическую проводимость плазмы 29- 1 8.

Обратимся снова к уравнению (3) для многочастичной функции рас-

пределения fN и рассмотрим некоторые его свойства.
В равновесном состоянии интегралы столкновений (4), (5) обращаются

в нуль при подстановке в них многомерного распределения Максвелла:

IN (Pi. • • •, Pw. *) = " ^ F (2}tmkT)3N/2 exp ( - 2 ьш) • ( 2 4>

Если умножить интеграл столкновений (5) (или (4)) на функцию —

— k\afN (r l5 px, ..., vN, jtN, t) и проинтегрировать по всем переменным,
то будет

— к \ ln/ jv/ jvdr^pj . . . dtN dpN^O. (25)
щ)

Это свойства обеспечивает неубывание энтропии изолированной системы

S (t) = - к j In fN • fN dr, d P l . . . dr N dP i V, (26)

т. e.

Знак равенство отвечает равновесному состоянию.
С помощью уравнения (3) с интегралами столкновений (4), (5) (или

{23) для пространственно однородного случая) можно оценить времена
релаксации на различных этапах временной эволюции. Так, например,
на кинетическом этапе, который описывается уравнением Больцмана,
для времени релаксации получаем известное выражение

(28)

Таким образом, время релаксации определяется средним временем сво-
бодного пробега выделенной (например, с номером «1» в уравнении (10)) ча-
стицы.

С помощью, например, выражения (23) можно оценить минимальное
время релаксации (тРел)тт — время, за которое «забудет дорогу» однаv

любая частица системы. Этого уже достаточно, чтобы система в целом не
смогла вернуться в исходное состояние при изменении знаков скорости
всех частиц системы. Из выражения (23) следует, что

(Трел)тш ~ — Тред ~ ~Щ^Г • (2 9)

Таким образом, минимальное время релаксации в N раз меньше времени
свободного пробега. Оно характеризует начальный этап возникновения
необратимости.

Из изложенного видно, сколь велики были потенциальные возмож-
ности работы Михаила Александровича Леонтовича. Сожалею, что впервые
лрочитал эту работу, когда Михаил Александрович был уже тяжело болен
и не было возможности обсудить с ним возникшие вопросы. Оставалось
лишь удивляться тому, насколько Михаил Александрович Леонтович one-
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режал свое время в понимании принципиальных вопросов статистической
физики.

В заключение хочу отметить, что возможны другие типы диссипатив-
ный уравнений для многочастичных функций распределения.

Диссипативное уравнение (3) записано для функции распределения
полного набора переменных г ъ рх, ..., rN, р я рассматриваемой системы N
частиц. Диссипация возникает при исключении мелкомасштабных корре-
ляций в этой системе. Это и определяет неполноту описания.

В гл. 10 в 1 6 (см. также гл. 24 в 18) рассматривается иная ситуация.
Ищется уравнение для функции распределения переменных основной си-
стемы, состоящей из N сколь угодно сильно взаимодействующих частиц.
Диссипация определяется неполнотой описания по дополнительным пере-
менным расширенной системы. В отличие от (3) с интегралом столкновений
(5) полученное таким путем уравнение для многочастичной функции рас-
пределения является нелинейным по функции fN.

В равновесном состоянии интеграл «столкновений» в этом уравнении
обращается в нуль при подстановке в него канонического распределения
Гиббса с гамильтонианом основной системы. Здесь также справедлива
//-теорема Больцмана. Минимальное время релаксации, как и в (29),
пропорционально UN.

Кинетические уравнения для многочастичных функций распределения
слишком сложны для решения. Они, однако, могут оказаться весьма эф-
фективными для построения приближенных уравнений, отвечающих раз-
личным уровням описания и пригодных, в частности, для описания кине-
тики когерентных состояний при неравновесных фазовых переходах.

Основополагающей здесь является работа Михаила Александровича
Леонтовича «Основные уравнения кинетической теории газов с точки зре-
ния теории случайных процессов» 6. Нет сомнения, что еще многие годы
к этой работе будут обращаться исследователи, занимающиеся развитием
статистической теории неравновесных процессов.

Московский государственный университет
им. М. В. Ломоносова
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