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1, ВВЕДЕНИЕ

Постоянный интерес к каустикам, прослеживаемый на всех этапах
развития физики, начиная с древности, определяется тем, что на каусти-
ках происходит заметная концентрация (фокусировка) поля. Во многих
случаях концентрация волнового поля — звукового, светового, электро-
магнитного, сейсмического и т. д.— может быть зарегистрирована физиче-
скими приборами, или, в случае света,— визуально. Отчетливее всего
она выражена в фокальной плоскости обычной линзы, когда каустическая
поверхность вырождается в идеальном случае в точку. Достаточно высокая
степень концентрации поля и может наблюдаться и в ряде других ситуа-
ций, например, в окрестности простой (неособой) каустики, как это схе-
матически показано на рис. 1.
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Проблема описания фокусировки волновых полей при наличии каустик
жизненно важна для многих разделов физики, но особенно остро она
стоит в радиофизике и акустике природных сред. С фокусировочными

и каустическими явлениями постоянно
приходится считаться при распростра-
нении радиоволн в тропосфере и ионо-
сфере Земли, при прохождении радио-

1 волн через межпланетную и околосол-
1 нечную плазму, при распространении

щ света в турбулентной атмосфере и зву-
^Ш I ка в океане и т. д.

'"^^^ШЛмАк* Ограничимся только тремя приме-
^ — = * - рами. На рис. 2 показано семейство

^ ^ ^ * у/ х радиолучей в ионосфере, возбуждае-
мое наземным источником. На этом
рисунке, заимствованном из г, отчет-
ливо видны как области тени, так

Рис. 1. Распределение интенсивно- и области фокусировки злектромагнит-
сти поля в окрестности неособой н о г о п о л я . Не менее сложная карти-

каустики. v ,-
г на фокусировок наблюдается и при

распространении /звука в глубоком
океане (рис. 3), заимствованный из работы 3, а также лучевые картины в 2 .
Приведем еще полученную Б. С. Аграновским и А. С. Гурвичем фотогра-
фию распределения интенсивности световой волны, прошедшей через

fOOO г, км

Рис. 2. Лучевая картина в случае наземного точечного источника радиоволн, облу-
чающего ионосферу (по 1).

турбулентную жидкость (рис. 4). На этом рисунке отчетливо выражены
каустические пятна, обусловленные случайными фокусировками 4.

Нахождение прикаустических полей важно также для задач рассея-
ния света и частиц (достаточно упомянуть, например, явление радуги
в оптике и атомной физике), для инструментальной оптики и для техники
зеркальных радиоантенн, для теории гравитационных линз, для нелиней-
ной оптики (самофокусировка) и для многих других применений.

Данный обзор направлен на то, чтобы обрисовать нынешнее состоя-
ние проблемы нахождения каустических полей. У этой проблемы имеются
два аспекта — геометрический и полевой, и по каждому из них в послед-
ние годы достигнут значительный прогресс. Перечислим кратко получен-
ные здесь результаты с указанием тех разделов в обзоре, где будут затро-
нуты соответствующие вопросы.

Говоря о геометрической стороне вопроса, прежде всего следует
отметить разработку принципиально нового взгляда на каустики как на
особенности определенных отображений, осуществляемых семейством лу-
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чей. Теория особенностей дифференцируемых отображений — это новый
раздел математики, который позволил установить общие свойства отобра-
жений тех или иных многообразий на пространства различной размерно-

Рис. 3. Пример лучевой картины в океаническом звуковом канале 3 .

сти. В создание этой теории существенный вклад внесли В. И. Арнольд,
X. Уитни, Р. Том и др.

С легкой руки Р. Тома теорию особенностей отображений стали
называть также «теорией катастроф». Основанием для введения этого

Рис. 4. Негативное изображение распределения интенсивности в поперечном сечении
светового пучка, прошедшего кювету с турбулентной жидкостью 4 .

Отдельные световые пятна со следами интерференционной картины отвечают случайным каустикам
и фокусам, образовавшимся в световом пучке. (Фотография любезно предоставлена Б. С. Агранов-

ским и А. С. Гурвичем.)

термина послужило то, что при пересечении геометрического места особен-
ностей, отвечающих данной системе, происходит качественное, скачко-
образное изменение —«катастрофа»— состояния системы. В случае гео-
метрической оптики скачкообразное изменение состояния при Пересе-
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чении каустической поверхности выражается в изменении числа лучей,
приходящих в данную точку пространства. Несмотря на известные недо-
статки термина «теория катастроф», связанные прежде всего с неоправ-
данно широким его толкованием (см. по этому поводу 5>6), мы отнюдь не
будем избегать его в данном обзоре, рассматривая теорию катастроф
просто как синоним теории особенностей дифференцируемых отображе-
ний. Важнейшая роль теории особенностей в плане обсуждаемых здесь
вопросов состоит в том, что на ее основе удалось полностью прокласси-
фицировать каустики структурно устойчивого типа. Сведения о структур-
но устойчивых каустиках, т. е. сведения о «зоологии» каустик, даны
в гл. 2. Там же приведены некоторые примеры каустик, изученных к насто-
ящему времени. Эта часть обзора написана в основном по материалам
работ 5~9 с привлечением сведений из книг 1 0- 1 2, 1 3 4.

Что же касается основного для нас полевого аспекта каустической
проблемы, то здесь надо выделить несколько моментов.

Во-первых, наряду с классификацией каустик теория катастроф реши-
ла также задачу классификации эталонных интегралов, описывающих
дифракцию полей вблизи структурно устойчивых каустик. Тем самым
созданы условия для фундаментального решения задачи построения
локальных и равномерных асимптотик поля при наличии каустик. Этот
круг вопросов мы рассмотрим в гл. 3.

Во-вторых, за последнее время существенно расширен список эталон-
ных функций и интегралов, предназначенных для описания различных
видов каустических полей. В частности, предложены эталонные интегралы
для полутеневых каустик, образующихся вблизи границы свет — тень
(этот вопрос вынесен в гл. 4), для некоторых типов структурно неустой-
чивых каустик, например, для случая аксиальной симметрии, и для ряда
других каустик, которые перечислены в гл. 5.

Далее, в-третьих, предложены простые способы оценки ширины
каустической зоны и величины поля непосредственно на каустиках, опи-
рающиеся лишь на законы геометрической оптики 12>Б1. Качественная
теория позволила также решить вопрос о реальности (наблюдаемости)
каустик. Основы качественной теории изложены в гл. 3, п. б).

"Наконец, в-четвертых, за последние годы существенно расширилась
«география» каустик, т. е. расширился список задач, где встречаются
каустики: это пространственно-временные каустики, каустики в нели-
нейных и анизотропных средах, а также в средах с пространственной дис-
персией, комплексные каустики и т. д. Кроме того, расширился и круг
прикладных проблем, где надо считаться с присутствием каустик (гл. 6) * ) .

В соответствии с намеченной программой обратимся сначала к клас-
сификации каустик на основе теории катастроф.

2. КАУСТИКИ КАК ОСОБЕННОСТИ
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ (КАТАСТРОФЫ)

а) Л у ч е в а я п о в е р х н о с т ь
и л а г р а н ж е в о м н о г о о б р а з и е

Рассмотрим прежде всего вопрос о связи теории каустик с теорией
отображений. Для этого запишем уравнение семейства лучей, покидаю-
щих начальную поверхность S0:

х = х (I, т], т), у = у (|, т), т), z = z ( |, т], т), (2.1')

*) Отметим, еще, что в последнее время усилился интерес к «некатастрофическим»
особенностям волновых полей, в частности, к дислокациям. По этому поводу см. рабо-
ты 118-122,
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или, короче,
г = г (1), | = (|, я, т); (2.1')

здесь г = (х, у, z) — декартовы координаты, | и т] — параметры на 6го,
а т — параметр вдоль луча (рис. 5). Совокупность параметров § =
= (|, т|, т) называют лучевыми координатами. При т = 0 уравнения (2.1)
описывают начальную поверхность S". Если все функции, характеризую-
щие задачу (уравнение начальной поверхности S0, закон изменения пара-
метров среды в пространстве) непрерывны вместе со всеми производными,

Рис. 5. Траектория луча с ука-
занием лучевых координат.

Рис. 6. Траектория луча в пло-
скости \х, <у} в однородной

среде.

то в уравнениях (2.1) мы имеем дело с бесконечно дифференцируемыми
функциями, которые описывают гладкую трехмерную гиперповерхность F
в расширенном шестимерном пространстве {г, | } = {х, у, z; | , т], т}. Эту
поверхность F мы будем называть лучевой поверхностью.

При проектировании (отображении) лучевой поверхности F из рас-
ширенного пространства {г, 1} на трехмерное физическое (конфигурацион-
ное) пространство г = {ху у, z} могут возникнуть особенности, которые
естественно отождествить с каустиками, поскольку на этих особенностях
обращается в нуль якобиан перехода от декартовых координат к луче-
вым: £В = д (х, у, z)ld (\, т], т) = 0, что и отвечает уравнению каустики
(см. 12)'. Переход через каустику, т. е. через геометрическое место точек,
в которых отображение F на пространство {х, у, z} имеет особенности,
отвечает появлению или исчезновению некоторого четного числа лучей,
достигающих точки наблюдения г = (х, у, z). Скачкообразное появление
(исчезновение) пар лучей с точки зрения теории отображений интерпрети-
руется как катастрофа, в данном случае —• как качественное изменение
картины лучей при переходе от точки к точке. Например, при переходе
через простую каустику из области тени в область света рождаются два
луча.

Не имея возможности изобразить шестимерное пространство {г, | } ,
рассмотрим для иллюстрации упрощенную модель лучевой поверхности
в трехмерном пространстве параметров {х, у, | } . Пусть | — точка выхода,
а 9 (|) — угол выхода луча из поверхности у = 0 (рис. 6). Тогда уравне-
ние семейства лучей в плоскости {х, у} запишется в виде

* = i + ?tg9'(5). (2.2)

В расширенном трехмерном пространстве {х, у, £} этому уравнению отве-
чает двумерная лучевая поверхность F: | == | (ж, у), описываемая урав-
нением (2.2). Примерный вид этой поверхности для случая, когда тангенс
угла наклона лучей меняется по закону tg 9 (£) = |3g/(g2 + а2), показан
на рис. 7, а.

При проектировании лучевой поверхности F на физическую плоскость
{х, у} возникают каустики, отвечающие особенностям отображения. В дан-
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S)

Рис. 7. Лучевая поверхность F в
расширенном пространстве {х, у, | }
(в) и особенности ее отображения
«клюв» на физическую плоскость

{*, У} (б).

ном случае (рис. 7, б) каустика имеет форму клюва, а соответствующая
особенность поверхности F называется сборкой. При переходе через
каустику внутрь «клюва» число лучей увеличивается от одного до трех.

Аналогичный взгляд на каустики дает и рассмотрение лучей в шести-
мерном фазовом пространстве {г, р} = {х, у, z; px?py, pz}, где р = уф —
градиент эйконала, выступающий в качестве импульса. Вместо лучевой
поверхности в этом случае говорят о лагранжевом многообразии 1i1 0>1 1.

Параметрическое уравнение лагранжева
многообразия г = г (£, г\, тг), р = р (|,
т), т) может быть получено из уравнений
лучей, записанных в гамильтоновой
форме

Более общий взгляд на каусти-
ки достигается при задании лучевой
поверхности в пространстве {г, «},
размерность которого увеличена за
счет всех параметров а,-, / = 1, . . ., N,
существенных для данной задачи.
Так, параметры CCJ могут характери-
зовать положение источника, точку
выхода луча из S°, производные пока-
зателя преломления по тем или иным
направлениям, форму начальной по-
верхности S0 и т. д. Общее число варь-
ируемых параметров N вместе с тремя
декартовыми координатами образуют
расширенное пространство w = {г, а}
размерности N + 3, при этом кау-

стики выступают как особенности отображения лучевой поверхности F
на какое-либо подпространство меньшей размерности. Чаще всего интерес
суются отображением F на физическое пространство {х, у, z} или на
какие-либо плоскости в этом пространстве. Однако в ряде случаев прихо-
дится обращаться к отображениям на плоскости иных параметров, суще-
ственных для данной задачи, особенно если имеются подозрения, что
малые изменения одного из параметров <Xj приведут к появлению новых
особенностей в конфигурационном пространстве {х, у, z}.

б) П р и н ц и п к л а с с и ф и к а ц и и
с т р у к т у р н о у с т о й ч и в ы х к а^у с т и к

Как уже было сказано, теория катастроф позволила дать классифика-
цию структурно устойчивых каустик. Классификация основана на том,
чтобы при помощи локального (в окрестности некоторой особой точки
отображения w0) преобразования переменных w ->w' придать уравнению
поверхности F одну из типичных (нормальных) полиномиальных форм,
используя гладкие преобразования переменных, включающие операции
поворота осей, трансляции и изменения масштабов.

Существо дела можно проиллюстрировать на примере простейшей —
-одномерной задачи проектирования гладкой кривой / (х, у) — 0 на гори-
зонтальную ось х. Для простоты примем, что эта кривая проходит через
начало координат, т. е. / (0, 0) = 0. Если зависимость у = у (х) в окрест-
ности нуля монотонная (верхний рис. 8, а), то при помощи гладкого пре-
образования уг = р (у), хг = 7 {х), изменяющего лишь масштабы по осям
х ж у, кривую / (х, у) = 0 можно «выпрямить», т. е. свести ее к прямой
линии /х (a;lt г/х) = уг — хх = 0 (нижний рис. 8, а). В этом случае отобра-
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жение кривой / (х, у) = 0 на ось х взаимно-однозначно и особенностей
не имеет.

При двузначной зависимости у от х (верхний рис. 8, б) функцию
/ (х, у) локально можно преобразовать к виду /2 (хи уг) = хх + у\ (ниж-
ний рис. 8, б). В этом случае имеется лишь одна особая точка (х' = 0)
отображения кривой / (х, у) = 0 на ось х. В этой точке | dy/dx | = оо,
т. е. кривая / (х, у) = 0 имеет вертикальную касательную. Если же зави-
симость у от х трехзначна (верхний рис. 8, в), то отображение имеет две

3)

Рис. 8. Простейшие типичные ситуации, возникающие при отображении гладкой
кривой / (х, у) = 0 на горизонтальную ось.

а) Взаимно однозначное отображение; б) отображение с одной особой точкой; в) отображение с двумя
особыми точками, г) структурно неустойчивая (нетипичная) ситуация (сплошные линии), которая
при малых шевелениях (штриховые линии) сводится либо к случаю рис. а), либо к случаю рис в).

особые точки х' и х", в которых | dy/dx | = оо. При пересечении этих
точек происходят катастрофы, заключающиеся в том, что скачком меняет-
ся число ветвей, однозначно проектируемых на ось х. При наличии двух
особых точек функцию / (х, у) гладким преобразованием удается локаль-
но свести к двум полиномам второго порядка, «привязанным» к осо-
бым точкам (нижний рис. 8, в).

Линейный (Д) и квадратичный (/2) полиномы, о которых шла речь
выше, служат примерами так называемых нормальных (типичных) форм,,
к которым можно локально привести практически все кривые на плоскости
{х, у} или, как говорят в теории катастроф, все кривые «общего положе-
ния». Исключение составляют лишь некоторые вырожденные случаи,
которые отвечают структурно неустойчивым отображениям.

Примером структурно неустойчивого отображения служит верхний
рис. 8, г, где изображена кривая, у которой точка с вертикальной каса-
тельной одновременно является и точкой перегиба. Локально эта кривая

сводится к виду /3 = хг — yl = 0 (нижний рис. 8, г). Если при малых
вариациях параметров задачи кривая / (х, у) = 0 принимает вид одной
из двух штриховых кривых на верхнем рис. 8, г, то эта кривая приводится
либо к линейной функции (см. рис. 8, а), либо к двум квадратичным поли-
номам, локально подогнанным к особым точкам, как на нижнем рис. 8, в.

В математикег рассматривают объекты разнообразной природы —
кривые, функции, семейства функций, отображения, каустики и т. д.
Вместо того чтобы анализировать каждый объект по отдельности, например
каждую кривую или функцию, Пуанкаре еще в конце прошлого века
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предложил проводить анализ на основе понятия эквивалентности, введен-
ного подходящим образом в данном классе объектов. Например, две
функции можно считать эквивалентными, если одна ив них получается
из другой гладкой заменой переменных. Если нам удастся расклассифици-
ровать объекты относительно этой эквивалентности, то мы будем иметь
значительную информацию о всех объектах данной природы, изучив
досконально лишь по одному представителю из каждого класса эквива-
лентности. Именно эти соображения и лежат в основе теории особенностей
дифференцируемых отображений, которая сформировалась в последние
10—15 лет.

Как в физике, так и в математике, наибольший интерес представляют
устойчивые объекты, которые слабо меняются под действием тех или иных

возмущений. В теории катастроф объект
считается устойчивым, если все близкие
объекты той же природы ему эквива-
лентны. Близкие объекты отличаются от
исходного малыми возмущениями, кото-
рые в теории катастроф принято назы-
вать «малыми шевелениями». Если рас-
сматриваемые объекты имеют аналитиче-
скую природу — функции, отображения
и т. д., то малые шевеления предполагают
близость не только самих функций, но
и их производных.

Понятие структурной устойчивости,
одно из основных в̂  теории катастроф,
родственно понятию грубости, которое
было введено в теорию динамических си-
стем А. А. Андроновым 1 3. Переходы от

Рис. 9. Появление множества осо-
бых точек при отображении на
ось хг гладкой кривой /2 = хх +
_{- г/2 = 0, возмущенной малым

синусоидальным слагаемым / =
= а sm ку-у.

одной нормальной формы к другой через структурно неустойчивое состоя-
ние в теории динамических систем отвечают бифуркациям. Так, переход
от однолучевого режима к трехлучевому, наблюдаемый при увеличе-
нии у на оси х (см. рис. 4), происходит при бифуркационном значе-
нии у = у0.

Если все особенности отображения кривой / (х, у) = 0 на ось х клас-
сифицируются в рамках обычного матанализа, то в многомерном случае
решение задачи классификации существенно осложняется тем, что типич-
ные полиномы тоже оказываются многомерными. Последовательная клас-
сификация структурно устойчивых особенностей потребовала привлече-
ния идей из топологии и дифференциальной геометрии и, как обнаружил
В. И. Арнольд, оказалась тесно связанной с теорией групп Ли (сведения
по истории вопроса и ссылки на оригинальные работы читатель сможет
найти в работах 5~9, а также в книгах 1 4 -i 6 , 1 3 4 ).

В настоящее время выявлены все типичные формы гиперповерхностей
F в многомерных пространствах до размерности т = 10, получены анали-
тические выражения для структурно устойчивых особенностей отображе-
ния F на пространства иной размерности и, что очень важно, показано,
что других особенностей, кроме выявленных, не существует. Ниже мы
изложим лишь рецептурную сторону вопроса, избегая математических
тонкостей и придерживаясь универсальной классификации, разработанной
В. И. Арнольдом 5 .

Единственное замечание, которое мы считаем здесь уместным сделать,
касается содержания термина «малые шевеления». Этот термин, которым
оперируют в теории катастроф, сродни термину «малые возмущения»,
которым пользуются в физике, но не тождествен ему.
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Отличие состоит в том, что «малые шевеления» подразумевают малость

не только самого возмущения /, но и его производных.
Для того, чтобы продемонстрировать эту особенность малых шевеле-

ний, укажем, что синусоидальное возмущение f = a sin хг/х, может слу-
жить малым шевелениям не только при малом значении а, но и при малом
значении к, с тем, чтобы была малой производная | /' | ^ ах. Если же
параметр ка будет чересчур большим, ха ^> 1, то возмущение уже не может
рассматриваться как малое шевеление. В этом случае возмущенная кривая

= хх а s i n *Vi =l/а (*1. У г) + 7(»1. Vi) = хх
может приобрести много дополнительных особых точек (рис. 9), число
которых оценивается как ка. Этот пример показывает, что малые шевеле-
ния и связанные с ним представления о структурной устойчивости в мате-
матике трактуются иначе, чем малые возмущения в физике.

в) К а у с т и ч е с к и е п о в е р х н о с т и
н и з к о й к о р а з м е р н о с т и
( с е м ь к а т а с т р о ф Т о м а )

Наиболее экономный способ классификации каустик основан на вве-
дении производящих функций вида

Ф(5, *) = (2-3)

где g = {£l7 . . ., £то} — так называемые внешние параметры задачи,
получившиеся в результате локального преобразования (поворотов,

Рис. 10. Простейшая особенность А 2

(складка т = 1, 1 = 1), отвечаю-
щая неособой каустике.

Рис. 11. Возникновение каустическо-
го клюва при проектировании луче-
вой поверхности F, имеющей • осо-
бенность типа сборкиЛ 3 ( т = 2 , 1 = 1 ) .

трансляций и растяжений) исходных параметров w = {г, се}, а т =
= {тх, . . ., тг} — вспомогательные внутренние параметры. Число суще-
ственных для данной задачи внешних параметров т называется кораз-
мерностью каустик, а число внутренних параметров Z —корангом каустики.
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Производящие функции (2.3) выбираются так, чтобы они могли
служить фазовыми функциями в дифракционных интегралах вида

\ ехр (£ф) dlx, которые мы рассмотрим в гл. 3. Коранг I отвечает кратно-
сти дифракционных интегралов, описывающих поле в окрестности каустик,
при этом внутренние переменные т^ выступают в качестве переменных
интегрирования. Число стационарных точек в таких интегралах опреде-
ляет число лучей для каустики данного вида. Таким образом, последова-
тельная классификация чисто геометрических объектов — каустик с само-
го начала содержит в себе предпосылки построения волнового поля.

Производящая функция (2.3) лидейна по внешним параметрам gp,
а функции фр представляют собой «мономы», т. е. произведения степеней
вспомогательных параметров тй:

i
/ \ I I * . S .^^ .-. ^ ^ * /О / \

т Т) \ / Т) J.J. \ ft/ щ T)k S ^ ^ 9 JP S^^ " y£i*^kj

Каждый тип каустик характеризуется своими значениями Z, m и своими
универсальными функциями фр (г).

Типичные (нормальные) формы лучевой поверхности F получаются
дифференцированием производящей функции ф по вспомогальным пара-
метрам

а уравнение геометрического места особенностей получается приравнива-

Т а б л и ц а I

Простейшие типы каустик («семь катастроф Тома»)

Символ и
наименование

Производящая функция
Ф (?, х)

Уравнение лучевой
поверхности F

Индексы
каустических

зон

Индекс
фоку-
сиров-
ки б

А2 — складка

Ав—сборка

At—ласточ-
кин хвост

D J — гребень •*
волны

Щ—волосокJ

Аъ — бабочка

As—гриб (па-
раболиче-
ский омби-
лик)

-+-Т-

2/3

3/4; 1/2

4/5; 3/5; 2/5

2/3; 2/3; 1/3

5/6; 2/3; 1/2;
1/3

5/8; 3/4
1/2; 1/4

1/6

1/4

3/10

1/3

1/3

3/8
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нием нулю определителя, составленного из вторых производных

det
idtj d%k

= 0. (2.6)

Проектирование (отображение) производится из пространства {£х, . . .
• • • > £m5 т2, . . ., тг} всех параметров задачи на пространство {^, . . .
. . ., £ т } внешних параметров.

В табл. I сведены типичные производящие функции <р и уравнения
лучевой поверхности F для простейших типов особенностей (так называе-
мые семь элементарных катастроф Тома 14) с их классификацией по Ар-
нольду, основанной на родстве отображений с определенными группами
Ли. Возникновение особенностей в результате отображений наглядно

Рис. 12. Каустическая поверх-
ность А 4 — «ласточкин хвост»

(т = 3, I — 1).

Рис. 13. Каустическая поверх-
ность омбилического типа В% —

«кошелек» (т = 3, I = 2).

Рже. 14. Каустическая поверхность омбилического типа D\ — «пирамида»
(т = 3, I = 2).

можно пояснить только на двух примерах — складки (т = 1, 1 = 1
особенность А2) и сборки (т = 2, Z = 1, особенность Л 3 ) . Особенности
типа складки отвечает простая (неособая) каустика (рис. 10), тогда как
сборке соответствует каустический клюв, имеющий одну точку возврата
(рис. И) .

Следующая но сложности особенность — ласточкин хвост (тип Ак,
т — 3, / = 1) имеет уже вид трехмерной поверхности (рис. 12). Трехмер-
ными поверхностями изображаются также каустики омбилического типа:
D\ — волновой гребень или кошелек (гиперболический омбилик рис. 13)
и D~l — волосок или пирамида (эллиптический омбилик рис. 14). Эти
каустики имеют коразмерность т = 3 и коранг I = 2. Каустики более
3 УфН, т. 141, вып. 4
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высокой коразмерности т > 3 можно отобразить только сечениями теми
или иными плоскостями. Так, на рис. 15, а изображено трехмерное сечение

Рис. 15. Трехмерное (а) и некоторые двумерные (б) сечения каустической поверхности
А 5 («бабочка», т = 4, 2 = 1 ) .

каустики типа А5 (т = 4, I = 1), которую называют бабочкой, а на
рис. 15, б — двумерные сечения этой каустики. Для всех этих каустик
максимальное число лучей определяется коразмерностью и равно т + 1.

г) К а у с т и к и в ы с о к о й к о р а з м е р н о с т и

Перечисленные выше каустики коразмерности т ^ 4, отвечающие
числу лучей т + 1 ^ 5, охватывают весьма значительную часть всех
практически интересных случаев. Тем не менее полезно кратко предста-
вить «зоологию» каустик высшей коразмерности.^

1) П р о с ты e ( н у л ь м о д а л ь н ы е ) к а у с т и к и в ы с ш е й
к о р а з м е р н о с т и . Описанные в п. в) каустики характерны тем, что
отвечающие им производящие функции ср (£, т) не содержат произволь-
ных констант (модулей). Поэтому их называют нульмодальными или
простыми. Полный перечень нульмодальных каустик включает в себя две
бесконечные серии Ат+г (т !> 1, I = 1) и Dm+1 (т ^ 3, I = 2), а также
три внесерийные каустики Е6, Еп и Е8 (соответственно m = 5,6,7,Z = 2).
Параметры этих каустик приведены в табл. П.

2) У н и м о д а л ь н ы е к а у с т и к и . Унимодальные каустики
отличаются тем, что в производящей функции содержится только одна
неустранимая произвольная константа. Согласно 6 класс унимодальных
каустик полностью исчерпывается одной бесконечной трехиндексной сери-
ей (по комплексной классификации) TVtq^ (4 ^ р ^ q ^ г, т = р +
+ q + г — 3 ^ 9 ) и 14 исключительными (внесерийными) типами каустик:
К 12,13,14» -^11,12,13» "12,13) V10,ll,12> "11,12 И U-12-

•'ю —
(m

По вещественной класси-
фикации принято выделять параболические особенности XQ = Г 2 4 ? 4 ,
/ Г 2 з е, Р 8 = Т3 з з и серии гиперболических особенностей / m + 2

9), ' Z m + 2 (m > 8), F p , g (5 < p < g, m = p + g — 1 > 9), P T O + 2

(m ^ 7), i?Pig (4 ^ p ^ g, m = p + q ^ 8).S Параметры унимодальных
каустик коразмерности тп ^ 11 и коранга I = 2 указаны в табл. III .

Число лучей для унимодальных каустик равно тп + 2 и для большин-
ства каустик служит индексом. Так, каустике / Х 1 отвечает одиннадцать
лучей. В общем случае каустик модальности [х (т. е. при наличии [х неустра-
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Классификация простых (нуль-модальных) каустик

603

Т а б л и ц а II

Т и п

каустики

m + i

Г)

6

8

Кораз-

мерность

7Л _^-

С

6

7

Ф (£» т )

, 1 „m+2 i XI г T P

р=\

т

, 2 1?- I T l f _ _ !
— а Т 1 JT»1 I T ^Li=p 2

p = 2

T!±T|+Ъъ•+Ьъ+ЬЯ+

5

Tf+T1x|+g1x1+ 2 ^ p T 2 - 1 +
p = 2

тЕв^з
4

1 2 1 I T Zj P 2

J)=2

T b ^ + WTl + M

Индексы каустиче-
ских зон ai,

то + l m

те + 2 ' т г г + 2 ' " ' "

2
••" ' тга + 2

1 1
2 ' 2771 '

771—1 1

m ' • " ' m

2 3 1 5 1
3 ' 4 ' 2 ' 12' 6

2 7 5 1
3 ' 9 ' 9 ' 3 '

1 4
9 ' 9

2 4 3 2
3 ' 5 ' 5 ' 5 '

7 4 1
15' 15' 15

Индекс фо-
кусировки б

1 1
2 го + 2

1 1

2 2т»

5
12

4
9

7
15

Т а б л и ц а III

Унимодальные каустики коразмерности т <; 11 и коранга 2

Тип
кау-

стики

х т + 2

Jm+2

Yp,g

Zu
Zn

z13

wla

w13
Km
K13

Кораз-
мерность

m>9

9
10
11
10
11

v 10

10

т4 + т ? т | + а т Г - з

-cf+iM + ax™-2

Tf+xfxl+ax'

•*?T, + xi + eT1TJ
т?х2 + TiXf + axfxf
xfXa + xf + aXiXl
Tf+xi + aTfcf
xf + TxX| + fl!Tl

tf + xl + axjxl

Tf + V l + axl

T T 2 T 3 T ТГ T —?n~4

_ _ _ - _2 T _m—3
l l ' * l l > 2 » l l l 2 ' 2 » • • • » l 2

xa, . . .лГ '/тл .т , , ...iTf-1

T x . x J . T j T , , . . . , XiXf, Т„, . . . , T f

т T 3 x т т T 3 T^T T2T^ T T3b l ? L i » i l t 2 i •*•? L l l l 2 » b i t 2 » 1 1 1 2 ' l 2 ? " ' " J Ь 2

T j . t f . T i X a , . . . . T ^ l . T g , . . . , X |

X, Xf, T X T 2 , . . . , TiXf, X2X2, X2X2, X2, . . . , X |

IT* T * 2 <•!• т *i" *!*" rT"*"*r" т ' З ' Т ' З "Т* т 5
" I » " 1 » " 1 " 2 ? 1 2 » 1 2 ' 1 2 ' 2 ) " * Ф 5 Ь 2

X^XjXs, ...,TiX|,X2, . . . , T l

X1,X1X2,...,X1X|,X2,...,T1

Ин-
декс

фоку-
сиров-
ки б

1/2

1/2

1/2

8/15
6/11
5/9

11/20
9/16
11/21
8/15

3 *



Классификаций каустик коразмерности пг<11 (/—коранг каустики)
Т а б л и ц а IV §

т

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

Аъ

АЪ

А»

А,

А,

Аю

Аи

Аи

0 7

Простые

. . .

/ю

Jll

Jl2

/ i s

# 1 2

X ,

•"• ХО

Y*,e z

ps

pa

Pio

Pll

Pli

Pis

Л4.5

^ r r

^4.4, 4

Г 4 . 4 . 5

^4,4,6 ^4, 5, 5

<?10

01.

S u

P i .

Унимодальные

« и P u

Бимодальные 3 мод

, . 3

5 мод

, - 4

Ю
. A

.
К

Р
А

В
Ц

О
В

,

s

1
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нимых констант в производящей функции) число лучей равно т + ц +
+ 1 н=М + 1).

3) К а у с т и к и в ы с ш е й м о д а л ь н о с т и . Начиная с кораз-
мерности т — 10 в списке особенностей появляется пятимодальная кау~
стика О1в, а при т = 11 — также бимодальные каустики Qu, £14, Uxi
и трехмодальная каустика F 1 5 .

Сводка каустик коразмерности т ^ 11 дана в табл. IV, в которой
указан также коранг и модальность каустик. Согласно этой таблице, наи-
меньшая коразмерность, начиная с которой возникают каустики коранга
1 = 3, составляет т = 6. Унимодальные каустики появляются тоже начи-
ная с т = 6, каустики высшей модальности — с иг = 10 (число лучей
М + 1 = т + [I + 1 составит соответственно 8 и 16). Лучевые картины
с таким числом лучей в конкретных исследованиях встречаются довольно
редко и очень сложны для анализа. Поэтому не удивительно, что в прак-
тических исследованиях до сих пор еще не удалось идентифицировать
ни каустики коранга I = 3, ни унимодальные каустики, ни тем более
каустики высшей модальности.' Приводимая здесь итоговая таблица IV
вселяет надежду на более целенаправленный поиск каустических структур»
предсказанных теорией катастроф. Дело в том, что при заданной кораз-
мерности т число типов каустик растет не очень быстро, по крайней мере,
до т = 7—8, как это видно из табл. V, которая составлена на основе

Таблица V

Число типов каустик

Коразмерность т

Число типоц каустики

Из них коранга 1 ̂  2

1

1

1

при

2

1

1

заданной коразмерности

3

2

2

4

2

2

5

со 
со

6

4

3

7

5

4

8

7

4

9

11

6

10

16

8

11

18

9

табл. IV. В самом деле, при т = 7 существует всего лишь 5 типов суще-
ственно различных каустических структур, а при т = 8 — семь типов
структур.

В заключение этого пункта отметим, что между более простыми и бо-
лее сложными каустиками имеются определенные отношения, которые
могут быть выражены в виде графов «субординации» или «примыкания»
каустик. Эти графы позволяют предвидеть, как может выродиться данный
тип каустик при изменении тех или иных параметров. Списки важнейших
примыканий имеются в 6.9>15>16.

д) К а у с т и к^и в н е к о т о р ы х ф и з и ч е с к и х з а д а ч а х

Несмотря на то, что каустики возникают во множестве задач волновой
теории, обстоятельные расчеты, демонстрирующие изменение формы кау-
стической поверхности при вариациях тех или иных параметров при реа-
листичных условиях, встречаются на удивление редко. Ниже для иллю-
страции эволюции формы каустик с изменением параметров задачи при-
ведены результаты подробных расчетов 1 7~2 1, выполненных преимущест-
венно еще до появления теории катастроф (частично они отражены в моно-
графии 1 2 ) .
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Первый пример описывает отражение лучей от неоднородного полу-
пространства z > 0 с линейным законом изменения проницаемости s (z) =
= 1 — exz (рис. 16). Обнаруженная в работах 17> 1 8 отличительная осо-
бенность семейства каустик, отвечающих разным положениям источника

Z

tCZ)

Рис. 16. Профиль электрической про-
ницаемости в плазменном слое (а) и
траектории лучей (б), описывающих
отражение электромагнитных волн от

такого плазменного слоя.

Рже. 17. Образование каустической пет-
ли (след «ласточкиного хвоста») при
отражении сферической электромагнит-
ной волны от плазменного слоя с ли-

нейным профилем проницаемости.

z0, заключается в том, что в интервале значений (—2/3, 1/9) параметра
g = 8 l z 0 на каустике возникает петля, через каждую точку внутри кото-
рой проходят четыре луча (рис. 17). Эволюция каустики при изменении
параметра £ показана на рис. 18. Глядя на эту серию рисунков, можно

Рис. 18. Эволюция формы каустики в линейном плазменном слое.

предположить, что каустическая петля, состоящая из двух близко рас-
положенных клювов, может являться следом ласточкиного .хвоста, суще-
ствующего в пространстве большей размерности. И действительно, если
развернуть ату серию сечений по параметру £, то мы получим характер-
ную фигуру ласточкиного хвоста в расширенном пространстве {х, z, £}
(см. рис. 19, где для наглядности показана только часть результирующей
фигуры при £ ;> 0).
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Второй пример описывает пятилучевую ситуацию в параболическом
плазменном слое с проницаемостью

(О2 [_ \
(•>$. = •

При 0 < 2 < 2 m I 8 = l При Z < О И Z > Zm.
Различные конфигурации каустики на плоскости параметров

{|zo/zm |, со/шкр}, где z0 — высота расположения источника, а а>кр =
= У~Але2М/т — плазменная частота, по-
казаны на рис. 20 19> 2 0. По характерной
форме и по наблюдаемым особенностям
эволюции ветвей эту каустику следует
классифицировать как особенность типа
А& (бабочка, рис. 15).

Следующий пример 2 1 — эволюция
каустики, образованной в линейном слое
с проницаемостью 8 = 1 — 8xz излуче-
нием сфокусированной антенны, у кото-
рой фаза меняется вдоль оси х по квад-
ратичному закону ф° (х) = —Ра;2 (рис. 21).
Выпуклая участь каустики при z > 0 и
ориентированный вверх клюв ведут себя
при изменении параметра $/гг так, как

Рис. 19. Форма каустической по-
верхности («ласточкин хвост») в
расширенном пространстве {х,z, Q

это должно происходить в случае особен- в случае точечного источника
облучающего линейный плазмен-

ный слой.
ности В\ (кошелек, рис. 13).

В литературе имеются также и дру-
гие примеры каустик, встречающихся
при исследовании реальных волновых задач. Из недавних примеров
упомянем работу 1 1 7, которая иллюстрирует аналогию между оптиче-
скими каустиками и особенностями распределения плотности вещества
в процессе эволюции Вселенной.

Приведенные примеры демонстрируют пользу универсальной класси-
фикации каустик: то, что ранее представлялось набором несвязанных
экзотических явлений, обрело теперь внутреннюю логику. Выработав
некоторые навыки, по- отдельным фрагментам можно восстанавливать
недостающие детали и предсказывать эволюцию каустической картины
в целом. Особенно важно это для нахождения волновых полей, которым
посвящены последующие главы.

3. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ВОЛНОВОГО ПОЛЯ
ДЛЯ СТРУКТУРНО УСТОЙЧИВЫХ КАУСТИК

_ а) Э т а л о н н ы е и н т е г р а л ы .
Л о к а л ь н а я а с и м п т о т и к а п о л я

Как уже было сказано выше, теория катастроф навела порядок не
только в геометрических формах каустик, но и позволила весьма ради-
кально решить вопрос о типичных дифракционных интегралах, описываю-
щих поле вблизи каустик. По аналогии с известными ранее интегральными
представлениями поля в случае простых каустик, на основе теории ката-
строф удалось проклассифицировать эталонные дифракционные инте-
гралы вида

, т)]. (3.1)
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Рис. 20. Перестройка каустической картины (двумерные сечения бабочки) на плоско-
сти параметров со/соКр и | zolzm \ в случае параболического слоя с профилем проницае-

мости из гл. 2, п. д).

Рис. 21. Эволюция формы каустики, возникающей в линейном плазменном слое при
облучении волной с квадратичным изменением фазы в плоскости г = 0.
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В качестве фазовых функций <р (£, т) здесь выступают те же самые поли-
номиальные производящие функции, которые используются при класси-
фикации каустик, при этом кратность интеграла I определяется корангом
каустики 5,9,22-24,i3i-i33_ д О д £ З д е с ь понимается волновое число к =
= со/со = 2лА0, а под g — совокупность внешних параметров {£l5 £2, . . .
• • ч £т}> где т — коразмерность каустики, г

Такое представление поля является естественным, так как стацио-
нарные точки интеграла (3.1), отвечающие геометро-оптическому прибли-
жению, лежат на лучевой поверхности (2.5),

F: ^ - = 0, ft=l, 2 . . . . . Z ,

а области слияния двух или более стационарных точек как раз и лежат
на каустиках, на которых обращается в нуль определитель (2.6).

К интегралам вида (3.1) локально можно свести практически все
дифракционные интегралы в бесконечных пределах, с которыми прихо-
дится иметь дело в волновой теории, в частности: интегралы Кирхгофа,
представляющие поля в виде суперпозиции сферических волн; интегралы
релеевского типа, дающие разложение поля по плоским волнам; канони-
ческие интегральные представления Маслова 10>1Х и т. д. Во всех этих
случаях кратность интегрирования I равна либо единице, либо двум.

В качестве примера рассмотрим, например, локальную асимптотику
поля в окрестности каустического клюва, возникающего при цилиндри-
ческой аберрации (аналог сферической аберрации в двумерной задаче).

В окрестности фокуса (z = F, х = 0) дифракционное Поле и (х, z)
выражается через начальное поле и0 (х) == и (х, 0), заданное в плоско-
сти z = 0, интегралом Кирхгофа

и (x,z) = yr~^ j uo{x')ex-p[ikVz2 + {x-x')z ] da;'. (3.2)
— оо

Если начальное поле и0 (х') имеет вид

то в окрестности фокальной точки z — F образуется каустический клюв,
т. е. каустика типа А 3. Вводя переменные £х = —х (2/F)1^, £а = (z •—F)X
X (2/F)1/2, т = х' (2Fs)~1^i, локально (в окрестности вершины клюва)

поле можно выразить через эталонный интеграл

= У^- J e x p ^ - i ^ + ̂ T + i-^Jdx, (3.3)

который соответствует каустике As (m = 2, 1 — 1). В физической лите-
ратуре этот интеграл носит название интеграла Пэрси 2 5.

Таким образом, локально

и(х, z ) =

Другие примеры использования эталонного интеграла Пэрси для описа-
ния локальных асимптотик поля рассмотрены в работах 2 е- 2 9 .

Чаще всего в приложениях возникает интеграл Эйри

= j / - J r j exp [ik (-i г3 + &T) ] d * = V2№v (A?/8£i) (3.4)
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(v (х) — функция Эйри в обозначении В. А. Фока 3 0 ) , описывающий поле
вблизи простой каустики (см., например, 31~34 1 2 8 и др.). Кроме того, изу-
чены локальные асимптотики поля для каустик серии Ат+1 и некоторые
каустики омбилического типа.

Наиболее важные интегралы — для каустик типа Л 4 , Df и др. в на-
стоящее время табулируются — см., например, 48> 1 2 3~1 2 7 (интегралы Эйри
и Пэрси протабулированы уже давно). ,

Полезность общей классификации эталонных интегралов можно про-
демонстрировать на следующем примере. В работе 4Э была проанализи-
рована асимптотика поля для случая, когда простая ветвь каустики про-
ходит вблизи каустического клюва, и с этой целью была введена новая
функция

ос

G(a, p, y)= \jLe-*

Между тем в Б0 было отмечено, что рассмотренная в 4 9 каустика классифи-
цируется как гиперболический омбилик Di, а если это так, то поле долж-
но описываться соответствующим эталонным интегралом с фазовой функ-
цией из табл. I (множитель к/2п не выписываем)

ее

Ei, £2. У = J J d T l dx2 exp [i

Вряд ли можно допустить, чтобы одно и то же поле описывалось двумя
различными функциями G и Ф+. И действительно, в 5 0 было установлено
однозначное соответствие между этими функциями:

, £,(18)-*/»].

б) Ш и р и н а к а у с т и ч е с к о й з о н ы
и с т е п е н ь ф о к у с и р о в к и п о л я н а к а у с т и к а х

В табл. I—III были указаны два индекса а и б, которые вычислялись
по определенным правилам, в достаточной мере сложным, чтобы изла-
гать их в данном обзоре. Истинный смысл этих индексов раскрывается
при -рассмотрении околокаустических полей. Индекс каустических зон а
характеризует ширину каустических зон, окружающих те или иные ветви
каустики данного типа.

Именно, пусть %0 = 2пК0 —длина волны, a \i — (к^Ь)*1 = ko/L —
безразмерный малый параметр, равный отношению длины волны %0 к ха-
рактерному масштабу задачи L. Тогда по порядку величины ширина кау-
стической зоны Alk оценивается как

Alk ~ L)x^ ~$Li~akoa'. (3.5)

Так, в случае простейшей каустики А 2, для которой а = 2/3 (см. табл. I),
имеем

Этот масштаб по порядку величины характеризует расстояние от каустики
до первого нуля функции Эйри (см. рис. 1).

Более точно ширину каустической зоны можно найти непосредствен-
но из анализа дифракционных интегралов, но имеется и другой —• гео-
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метрический подход, предложенный в нашей работе 6 1 (см. также 1 2 ) .
Согласно 6 1, ширину каустической зоны целесообразно определить как
расстояние, на котором разность фаз между любыми двумя лучами не
меньше я;

min к | rpj — г|5т | 5й я . (3.6)

Оценки, полученные при помощи этой формулы, хорошо согласуются
с характерными масштабами изменения эталонных интегралов и не про-
тиворечат более грубым оценкам по формуле (3.5).

Умение оценивать ширину каустической зоны AZft полезно для реше-
ния нескольких задач. Прежде всего, если рассматривать каустику как
физический объект, т. е. как область, где происходит фокусировка поля,
то зная Alh можно решить вопрос о «реальности» каустик 12> в 1, т. е. о воз-
можности раздельно наблюдать ветви каустик. Фактически каустические
ветви можно считать разделившимися, если расстояние между ними пре-
вышает AZfc.

В тесной связи с вопросом о реальности каустик находится и вопрос
о выборе подходящего эталонного интеграла. Так, для каустики А3

(каустический клюв, рис. 7) волновое поле в области разделения каусти-
ческих ветвей целесообразно описывать функциями Эйри, и только в обла-
сти сближения ветвей необходимо прибегать к полному описанию при
помощи интеграла Пэрси.

Наконец, сведения о ширине каустической зоны позволяют оценить
поле непосредственно на каустике, используя лишь результаты геометри-
ческих расчетов 12> 5 1. Здесь возможны три различных подхода. Наиболее
простой способ — подойти к каустике максимально близко, т. е. на рас-
стояние порядка AZfc, и воспользоваться значением лучевого поля на гра-
нице каустической зоны. Другой способ основан на соображениях сохра-
нения потока энергии в лучевой трубке конечного сечения; если ASRajCT —
сечение лучевой трубки, охватывающей каустическую зону, a AS0 —
отвечающее ей начальное сечение, то амплитуда поля оценивается по
формуле

W» (3.7)

где п° и щ — значения коэффициентов преломления.
Еще один способ опирается на понятие френелевского объема луча 5 1

и тоже использует энергетические соображения. Пусть А^фр — начальное
сечение лучевой трубки, равное френелевскому сечению луча, а А5К0Н —
конечное сечение трубки вблизи каустики. Тогда

Все три способа дают сравнимые значения поля, которые, как пока-
зывают расчеты 5 1, отличаются от точных значений не более, чем на 30—
50%.

Более грубые оценки поля можно получить также при помощи индек-
са фокусировки 8 1 3 0, значения которого приведены в табл. I—III, а имен-
но, с его помощью можно сравнивать плотность потока энергии на кау-
стике Sk с плотностью потока несфокусированного излучения S0:

Согласно табл. I, для простой каустики б = 1/6, для каустического клюва
б = 1/4, для острия ласточкина хвоста — б = 3/10. Пользуясь этими циф-
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рами, по формуле (3.9) можно оценить изменение степени фокусировки при
стягивании каустической петли, показанной на рис. 18, в точку. Пусть,
например, kL = 6-Ю4, что отвечает отражению электромагнитной волны
длиной к0 = 10 м от ионосферы с характерным масштабом L = 100 км.
Тогда для каустической петли (рис. 18, в) имеем SJS0 да 250, для петли,
стянутой в точку (рис. 18, б) Sh/S° да 740, а для простой каустики
(рис. 18, a) SJS0 да 40.

Из этого примера видно, что степень фокусировки в целом увеличи-
вается с ростом коразмерности. Предельное значение индекса фокусировки
равно 1 (сфокусированная сферическая волна), для идеальной цилиндри-
ческой фокусировки б = 1/2. В дополнение к данным табл. I—III
в табл. VI приведены значения индекса фокусировки для остальных типов

Таблица VI
Значения индекса фокусировки б для сложных каустик, упомянутых в табл. IV

Тип каустики

р.

Р
т+2

1
2

В Р , q

1

2

TP,q,T

1

2

Qio

13

24

Q i i

5

9

Qia

17

30

7

12

S i i

9 '

16

s12

15

26

3

5

Ul2

7

12

v14,

11

18

5

8

2

3

каустик, приведенных в табл. IV. При помощи этих данных легко указать
каустику данной коразмерности, которая обладает наибольшим значе-
нием 6.

Увеличение индекса фокусировки для каустик более сложных типов
связано как с увеличением числа лучей, сходящихся на каустиках, так
и с увеличением плотности сфокусированных лучей.

После описания результатов качественной теории обратимся теперь
к построению равномерных асимптотических разложений поля при нали-
чии каустик.

в) Р а в н о м е р н а я а с и м п т о т и к а п о л я
с и с п о л ь з о в а н и е м э т а л о н н ы х и н т е г р а л о в

Равномерную асимптотику поля можно построить, используя идеи
метода эталонных функций. В случае полей, имеющих лучевую структуру,
можно надеяться на то, что качественно подобным лучевым и каустическим
конфигурациям будут соответствовать и подобные поля, а поскольку
дифракционные интегралы (3.1) отвечают вполне определенным каусти-
кам, то именно их\д следует использовать в качестве эталонных функций.

Первоначально метод эталонных функций был разработан для одно-
мерных задач 52> 5 3. Локальная асимптотика поля для случая простой кау-
стики А2 в трехмерно-неоднородной среде была построена в работах 31~34.
Равномерная же асимптотика (для скалярного и электромагнитного полей)
с использованием функции Эйри (3.4) и ее производной была предложена
в работах 5 4 и 5 5. Эта процедура изложена также в монографиях 5 6 и 5 7.
Равномерная асимптотика для так называемых «вакуумнообразных»
каустик, которые теперь отождествлены с серией Ат+1, была предложена
Д. Людвигом 6 8 для однородных сред и распространена на неоднородные
среды в работе б 9.

Эффективность метода эталонных функций, сформулированного в 54>
55, S8, 59 (построение поля с использованием не только самих эталонных
функций, но и их производных) была продемонстрирована затем на многих
задачах (о части их будет сказано ниже), но общая теория построена не
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была из-за отсутствия «джентльменского набора» эталонных функций.
Сейчас такой набор появился (это интегралы вида (3.1)), и здесь мы кратко
опишем процедуру построения равномерной асимптотики для каустик
произвольного вида в общем случае плавно неоднородной среды.

Пусть из уравнений геометрической оптики

(V^)2 = nz (г), 2v&Vij> + *7Д1|з = 0 (3,10)

найдены М + 1 значений эйконала г|з7- и М + 1 значений амплитуды нуле-
вого приближения U} и определен тип каустики, т. е. установлена ее ко-
размерность т и4 модальность р,, в сумме дающие М: т + Р- = М. Гео-
метрическое решение]

справедливо только на|удалении от каустик, тогда как на самых каусти-
ках амплитуды Uj обращаются в бесконечность.

Равномерную асимптотику поля, которая дает конечные значения
поля всюду, в том числе и на каустиках, можно выразить через эталонный
интеграл (3.1), соответствующий данному типу каустики, и через его произ-
водные по аргументам £р, в число которых для сокращения записи вклю-
чены (под номерами т + 1, . . . , т -\- ц з= М) неустранимые модули а}-,
/ = 1, 2, . . ., ц:

ОО iWfj ОО „(s)

s=0l p = l s—0

= Ш ^ S
где

/(г, т) = в(г) + ф(£, т). .

Входящие сюда М + 1 неизвестных величин 0, £р, р = 1, 2, . . ., М,
и Л/ + 1 неизвестных амплитуд ^ s , 5P

S ), р — 1, 2, . . ., М (коэффи-
циенты при (ik)~s) считаются функциями координат и подлежат опреде-
лению.

Подставляя (3.12) в уравнение Гельмгольца

Аи + кгпг (г) и = 0, (3.14)

приравняем коэффициенты при одинаковых степенях к величинам, про-
порциональным dfldx (эта величина в дальнейшем занулится). Последую-
щее интегрирование по частям приводит к системе уравнений для 0, £р,
А^~> и Вр\ которую мы выпишем лишь частично для низших порядков
по к:

[V/ (г, т ) р _ R 2 ( г ) = Т ( т ) Sf (г, т) ^ ( 3 1 5 )

2Vg(0) Vf + gm Af-JL (g(o)T) = i?" (т) df(t

d'x
x) . (3.16)

Входящие сюда Z-компонентные величины Т (т) и i?° (т) находятся из
условия, чтобы уравнения (3.15) и (3.16) удовлетворялись тождественно
по т (описание частных случаев этой процедуры см. в работах 5 8 ~ 6 1 ) .
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Уравнения (3.15) и (3.16) надлежит решать при выполнении условия
dfld%p = 0, или, что то же, условия

которое определяет М + 1 значений параметров т;- (в общем случае ком-
плексных), так как для каустики коразмерности т и модальности [г функ-
ция ф (£, т) имеет М - | - 1 = п г + |А + 1 стационарных точек.

Как бы сложно не выглядели уравнения (3.15) и (3.16), их решения
неожиданным и даже удивительным образом выражаются через решения
% и Uj уравнений геометрической оптики. Оказывается, что если 8, £р,
JU°> и Вр

т удовлетворяют уравнениям (3.15) и (3.16), то комбинации иско-
мых функций

% = 0 (г) + Ф (Е, т,), (3.17)

Uj = g«» (г, т7.) | det h (xt) Г*/* etofV4 (3.18)

удовлетворяют уравнениям геометрической оптики (3.10). (Здесь h =
= [hpq] — матрица с элементами hpq = д2ц>/дхр dxq, Р, = sgn /г (г;) —
сигнатура матрицы h при т = т,-). Обращая соотношения (3.17) и (3.18),
в принципе, можно выразить все 2(тп + 1) искомых функций 6, £р, Л<°>
и 5р0) через эйконалы i[)j и амплитуды ?7,-, отвечающие как вещественным,
так и комплексным лучам. В итоге решения уравнений (3.15), (3.16) мож-
но найти, в сущности, не решая этих уравнений. Очень важно, что ампли-
тудные факторы 4(0> и 5р0) на каустиках будут иметь конечные значения,
хотя амплитуды Uj на каустиках сингулярны. Заметим, что соотношения
(3.17) и (3.18) можно было бы получить, сшивая асимптотическое пред-
ставление (3.12) с лучевой асимптотикой поля (3.11) вдали от каустик,
но из одного этого факта вряд ли можно было бы предположить сохране-
ние связей (3.17) — (3.18) непосредственно на каустиках, где геометриче-
ская оптика заведомо теряет силу.

В частном случае простой каустики, когда ф (£, т) = £т + т3/3
и тх 2 = dz]/^» из соотношение (3.17) — (3.18) следуют результаты рабо-
ты л (см. также 6 5-8 8. 1 2 9 ) :

6 М

\ BT = im{A2 + iAx){\Y'\ (3.19)

при этом поле выражается через интеграл Эйри (3.4):

и ^ е™ [AWAI (0 + (ik)-' BtdI
]. (3.20)

Равномерная асимптотика поля для каустического клюва выражается
через интеграл Пэрси (3.3):

при этом связь между Э, £li2 и г^.з.з оказывается уже не такой простой,
как для асимптотики Эйри:

6 + £Л + уЬ*? + 4 *J = *у, 7 = 1, 2, 3,
где Xj — корни кубического уравнения
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Общий алгоритм (3.12) — (3.18) позволяет провести анализ практически
для любых каустик, перенеся центр тяжести вычислений на решение
алгебраических уравнений для 0, £р, А, Вр.

г) О б щ и е з а м е ч а н и я о л о к а л ь н ы х
и р а в н о м е р н ы х а с и м п т о т и к а х в о л н о в о г о п о л я

В этом пункте мы обсудим некоторые вопросы практического приме-
нения результатов теории катастроф к вычислению волновых полей. Д л я
того, чтобы придать этим вопросам известную остроту, мы сформулируем
их в полемическом плане.

Кап далеко можно продвинуться по пути построения каустических
асимптотик поля? Несмотря на то, что эталонные интегралы, предложен-
ные теорией катастроф, радикально решают проблему построения локаль-
ных и равномерных асимптотик волнового поля для каустик произвольной
сложности, реальное нахождение полей сопряжено со значительными
трудностями. Во-первых, сложна уже геометрооптическая часть задачи:
выделение всех лучей, связанных с данной каустикой, и определение
типа каустики. Во-вторых, даже если задача классификации решена, то
возникают трудности табулирования соответствующих эталонных инте-
гралов.

Предел, достигнутый к настоящему времени,— это каустики кораз-
мерности 4 и 5. Освоение же более высоких коразмерностей требует зна-
чительных усилий. Некоторое упрощение наступает, напротив, при очень
большом числе лучей, когда результирующее поле можно считать случай-
ным, чта позволяет применять для его анализа методы, развитые в ста-
тистической радиофизике 62> 6 3, в частности, методы описания так назы-
ваемых спекл-неоднородных (пятенных) полей е 4. Видимо, условную гра-
ницу между детерминированным и статистическим описанием сложных
каустических полей следует провести там, где доля площади, занимае-
мая каустическими зонами, составляет 10—20%.

Существуют ли ласточкины хвосты в пространстве двух измере-
ний и бабочки в трех измерениях^ До сих пор мы сознательно уклонялись
от формулировки точных математических результатов в отношении типов
каустик, допустимых в пространстве данной размерности. Одна из таких
теорем, принадлежащая X. Уитни, утверждает, что при проектировании
произвольной гладкой поверхности на плоскость образуются особенности
только типа складки Аг и сборки Аъ, т. е. только линии и клювы (точки
возврата линий). Согласно другой теореме, в пространстве трех измере-
ний существуют только особенности А2, А3, Ак и Df, перечисленные
в табл. I.

Признавая важность подобного рода теорем для классификации кау-
стик, мы хотели бы обратить внимание на определенные трудности, воз-
никающие при использовании этих теорем для вычисления волновых
полей. Рассмотрим два близко расположенных клюва (рис.,22), расстояние
между ветвями которого меньше ширины каустической зоны (на рис. 22
она заштрихована). Если в соответствии с теоремой Уитни трактовать
каустическую петлю как совокупность двух клювов А3, то для описания
полей в их окрестности надо использовать интегралы Пэрси (3.3). Между
тем, слияние каустических зон клювов делает это невозможным, заставляя
нас применять более сложный интеграл At, отвечающий ласточкину хво-
сту. Но, по теореме Уитни, хвост в двух измерениях существовать не
может!

Возникшее противоречие носит, разумеется, терминологический ха-
рактер: в описанных условиях каустическую петлю следует рассматривать
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Рис. 22. Слияние каустических зон отдель-
ных ветвей каустической петли Л 4 при

увеличении длины волны.

как след ласточкиного хвоста в расширенном нространстве пардметров —
две геометрические координаты на плоскости надо дополнить еще одним
параметром, «разворачивающим» петлю в ласточкин хвост. Пример такой
развертки изображен на рис. 19. Разворачивающим параметром в данном
случае служит координата источника £ = stz0. Точно так же бабочки на

рис. 20 и кошельки на рис. 21
следует трактовать как следы этих
особенностей при развертке по
соответствующему параметру.

Добавление разворачивающе-
го параметра особенно важно
тогда, когда имеются подозрения,
что система находится вблизи точ-
ки бифуркации. Так, если име-
ются основания ожидать рожде-
ния каустической петли (как на
серии рисунков 18), целесообразно
осуществить развертку по допол-
нительному параметру, предусмо-
трительно ориентируясь на осо-

бенность Ak (ласточкин хвост) и на соответствующий эталонный интеграл,
а не на функцию Эйри, отвечающую складке А2. С этими оговорками мы
можем не бояться совершить ошибки в определении полей, связанные
с чересчур ригористичным использованием теорем теории катастроф.

Почему в физическом трехмерном пространстве возможны каустики
коранга три и выше! Выше мы отметили, что в двух и трех физических
измерениях можно говорить о существовании каустик высокой коразмер-
ности (т ^ 3), только если иметь в виду наличие дополнительных «разво-
рачивающих» параметров. Несколько иными причинами объясняется воз-
можность существования в физическом пространстве (три измерения)
каустик коранга I, равного или превышающего 3: 1^3. Наиболее упо-
требительные интегральные представления поля имеют вид двумерных
интегралов: по поверхности (интеграл Кирхгофа), по двум компонентам
волнового вектора (рэлеевское разложение по плоским волнам) или по
двум компонентам импульса (канонический оператор Маслова). Откуда же
могут появиться дополнительные интегрирования?

Возможная причина появления дополнительных интегралов — слож-
ная структура функций Грина, используемой в интеграле Кирхгофа.
В неоднородных средах функция Грина сама может быть представлена
дифракционным интегралом, чем и объясняется существование каустик
с I ^ 3. Если исходить из фреймановской картины формирования поля,
то в пределе мы придем к континуальным интегралам. Разумеется, для
лучевых картин средней сложности реализуются интегралы некоторой
компромиссной кратности 2 ^ I < оо. Используя метод эталонных функ-
ций, описанный в п. в., следует заранее использовать интегралы нужной
кратности.

4. ПОЛУТЕНЕВЫЕ КАУСТИКИ И ПОЛУ ТЕНЕВЫЕ ПОЛЯ

а) П о л у т е н е в ы е к а у с т и к и
и к р а е в ы е к а т а с т р о ф ы

Полутеневые каустики встречаются в приложениях значительно
чаще, чем это могло бы показаться непосвященному. Некоторые примеры
появления полутеневых каустик приведены на рис. 23 и 24. В случае,
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изображенном на рис. 23, каустика, образованная обычными лучами,
обрывается непрозрачным экраном.

Несколько более сложным образом выглядят полутеневые каустики
дифракционных лучей. На рис. 24 показаны^краевые дифракционные лучи,
покидающие освещенную кромку и образующие полутеневую каустику (1)
в неоднородной отражающей среде. Граничный луч PQ, разделяющий
области света и тени, одновременно касается и каустики краевых дифрак-
ционных лучей, и оборванной каустики обычных лучей (2).

Рис. 23. Оборванная полутеневая ка-
устика, возникающая при экранировке
первичной волны в свободном простран-

стве.

Рис 24. Полутеневая каустика 1, образо-
ванная дифракционными лучами (штрихо-
вые линии) в линейном плазменном слое.
Граничный луч PQ касается и каустики 1 и обор-
ванной каустики 2, образованной обычными

лучами.

Как оказалось, полутеневые каустики тесно связаны с теорией так
называемых краевых особенностей 5> 6 5. Список этих особенностей отли-
чается от списка катастроф, приведенного в гл. 2. Простые (нуль-модаль-
ные) каустики перечислены в табл. VII, которая содержит две бесконеч-

Таблица VII
Классификация простых (нуль-модальных) полутеневых каустик

Тип
кау-

стики

FA

Кораз-
мер-

ность

те>2

тге>2

3

<Р (S, т)

т

± T i + у т ! + ^Л + ^ т а + £3ТаТ2

Индексы каустических
зон а

т 1
пг + 1 ' " ' тга+1

т 1
пг + 1 ' "•' пг + 1

1 2 1
2 ' 3 ' 6

Индексы
фокусировки

б

1 1
2 пг + 1

0

1
6

ные серии Вт+Х и С т + 1 и внесерийную особенность /?4 (как и ранее, индек-
сы каустик отвечают группам Ли, с которыми они связаны). В табл. VII
указан|также канонический вид производящей функции qp (£, т), которая
естественным образом возникает затем в интегральных представлениях
поля.
4 УФН, т. 141, вып. 4
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При коразмерностях т = 2 и т = 3 образуются лишь простые полу-
теневые каустики. Ъ частности, при т = 3 это каустики пяти типов Bs,
Са, Б 4 , С4, Ft (шестой тип Б 2 , эквивалентный С2, соответствует тени без
каустик). Серии Вт+1 и Ст+1 по фазовой структуре поля подобны сериям
А-т+х и Dm+1 соответственно.

При т. ̂  4, наряду с простыми, появляются также унимодальные,
бимодальные и т. д. полутеневые каустики. Их классификация до кораз-
мерности т = 8 дана в работах 5> в в.

б) Р а в н о м е р н ы е а с и м п т о т и к и п о л я
в с л у ч а е п о л у т е н е в ы х к а у с т и к

Равномерные асимптотические формулы для оборванных полутеневых
каустик были построены в работах 61> 66> в 7 еще до появления теории крае-
вых катастроф. В качестве эталонного интеграла в 61> 6 7 была использо-
вана неполная функция Эйри (см. е9> 70)

( ^ ) ] (4.1)

а искомое поле (главный член асимптотического ряда) было представлено
в виде (обозначения здесь несколько отличаются от принятых в 69> 7 0 ) :

(4-2)

Интеграл I^ (£, т|) как бы объединяет в себе свойства двух более простых
эталонных функций — интеграла Френеля вблизи области полутени (но
йдали от каустики) и функции Эйри вблизи каустики (но вдали от полу-
тени).

Что же касается полученной в 6 0 > 7 0 асимптотики поля в случае полу-
теневой каустики дифракционных лучей (рис. 24), то здесь в качестве эта-
лонного интеграла выступила еще одна обобщенная функция Эйри —
«функция Эйри — Френеля»

которая вблизи области полутени переходит в интеграл Френеля. Асимп-
тотическое же представление поля полностью аналогично (4.2).

С появлением классификации краевых катастроф 65> 5 стало ясно,
что результаты работ 60> 6 1 ' 66> 67> 7 0 можно обобщить на полутеневые кау-
стики более общего вида. Общая схема вычислений остается такой же,
как в гл. 3, но в качестве эталонного интеграла для каустик серий Вт+Х,
Ст+1 и для Fk следует взять

оо со

/ (Б) = -^г J йт, J dT2exp [iftq> (Б, т 1 7 т2)1, (4.4)
О

где ф (Z, Тц т 2 ) — нормальные формы производящих функций краевых
катастроф. Для особенностей типа Вт+1, Ст+1 и Fk эти функции представ-
лены в табл. VII.
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В случае серии Вт+1 эталонный интеграл (4.4) сводится н неполной
многомерной функции Эйри

оо т—1

^ £ ) ] T . (4.5)

которая описывает поле вблизи оборванных каустик 6 1, а для серии m+t

интеграл (4.4) превращается в многомерную функцию Эйри — Френеля

"в. ч)- J ̂ «*[* (55-+ s c -
— 00 Р = 1

которая была введена ранее в работах в0> 61> '°. Особенность интегралов
вида (4.6) заключается в том, что они описывают слабо выраженную фоку-
сировку. Недаром в табл. VII им отвечает нулевое значение индекса б.

Таким образом, классификационные теоремы для краевых особенно-
стей помогли «изобрести» эталонные интегралы, а стандартная техника
метода эталонных функций — построить соответствующие равномерные
асимптотики поля.

5. ДРУГИЕ ТИПЫ КАУСТИК И ЭТАЛОННЫХ ИНТЕГРАЛОВ

Кроме эталонных интегралов, связанных с теорией отображений
и обсужденных в двух предыдущих главах, для описания волновых полей
используются также иные интегралы и специальные функции. Перечислим
кратко имеющиеся здесь возможности. ,

а) Э т а л о н н ы е и н т е г р а л ы
с п р о и з в о л ь н о й ф а з о в о й ф у н к ц и е й

Появление полиномов в показателе экспоненты в эталонном инте-
грале (3.1) обусловлено скорее удобствами классификации, чем необхо-
димостью. Пусть в показателе экспоненты стоит гладкая функция Ф (§, £)„
имеющая нужное число стационарных точек, а в остальном произвольная»
Очевидно, что интеграл

оо

HY'2 1 *)]dT (5.1)

при помощи гладкой замены переменных можно асимптотически свести
к интегралу (3.1), где ф (£, т) — одна из подходящих нормальных форм
производящей функции. Поэтому интегралы вида (5.1) пригодны для
построения асимптотик поля в той же мере, что и эталонные интегралы
(3.1).

Частные виды эталонных каустических интегралов с неполиномиаль-
ной фазовой функцией Ф (g, t) уже неоднократно использовались в вол-
новой теории. Наиболее известный пример — применение функции Хан-
келя Hc

g

v (x) вместо функции Эйри для описания поля вблизи неособой
каустики (см., в частности, работу 7 1 ) . Предложение применить в каче-
стве эталонного одномерный интеграл с фазовой функцией, имеющей
необходимое число стационарных точек, равное числу лучей, было сде-
лано Г. В. Пермитиным еще в 1972 г. 7 2. Это предложение можно обобщить
и на многомерные интегралы. Как показали наши расчеты, использование
неполиномиальных фазовых функций по существу не меняет схему метода
эталонных функций (гл. 3, п. б)). Меняется только конкретный вид урав-

4*
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нений для определения величин £р. В то же время использование неполи-
номиальных фазовых функций может представить определенный прак-
тический интерес, если соответствующие им интегралы (5.1) изучены луч-
ше, чем эталонные интегралы вида (3.1), или если такие интегралы обес-
печивают более высокое качество аппроксимации.

б) Э т а л о н н ы е и н т е г р а л ы
д л я с т р у к т у р н о н е у с т о й ч и в ы х к а у с т и к

Возмущения, с которыми приходится иметь дело при рассмотрении
физических задач, далеко не всегда укладываются в рамки «малых шеве-
лений» (см. гл. 2, п. б)). Это заставляет проводить отличия математического
понятия «структурной устойчивости» от понятия «физической устойчиво-
сти», т. е. устойчивости физических характеристик по отношению к малым
возмущениям той или иной природы.

В связи с этим естественно возникает вопрос о месте, на которое могут
претендовать структурно устойчивые особенности в физических теориях.
Тот же вопрос целесообразно поставить и в отношении структурно не-
устойчивых объектов. В сущности, роль тех и других объектов в физиче-
ских теориях определяется тем, насколько хорошо они моделируют суще-
ственные черты реальных объектов, при этом критерий «насколько хоро-
шо» должен вытекать из физической постановки задачи.

В случае каустик разумно считать ту или иную модель приемлемой,
если характерные для данной задачи возмущения начальных условий и па-
раметров среды приводят лишь к малым возмущениям волнового поля,
а не самих каустик, поскольку экспериментально фиксируются значения
именно волнового поля. Малость же возмущений поля можно гарантиро-
вать, если возмущения каустической поверхности малы по сравнению
с шириной каустической зоны (см. гл. 3, п. б)). Если под действием того
или иного возмущающего фактора каустика выходит за пределы перво-
начальной каустической зоны, то модель (неважно — обладает ли она
свойством структурной устойчивости или нет) следует усложнить, вклю-
чив возмущающий фактор в число самостоятельных (присущих задаче)
параметров.

Таким образом, хотя структурно неустойчивые каустики и|не являют-
©я^типичными с точки зрения теории катастроф, они могут служить прием-
лемыми моделями тех или иных реальных объектов. В физических^задачах
структурно неустойчивые образования встречаются весьма и весьма часто,
например, плоская, сферическая и цилиндрическая волны — все это
примеры структурно неустойчивых образований.

Структурно неустойчивые каустики — точечный фокус и осевая кау-
стика, вообще говоря, требуют специальных эталонных интегралов, не
сводимых к (3.1). Наиболее далеко продвинутые результаты получены для
осевых (саггитальных) каустик. В отсутствие азимутальной зависимости
в качестве эталонной функции выступает функция Бесселя нулевого
порядка Jo (x) 7 3~8 1, а при наличии азимутальной зависимости — функции
Бесселя высших порядков Jm (x) 8 2 . Процедура построения равномерной
асимптотики в основном такая же, как обычно.

в) К о н т у р н ы е э т а л о н н ы е и н т е г р а л ы

Анализ показывает, что схема построения равномерных асимптотик
не изменяется, если эталонный интеграл является контурным:

с
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Фазовая функция в (5.2) должна обладать нужным числом стационарных
точек, а на концах контура С, т. е. при т = тнач» и т = тк о н, должно
выполняться условие периодичности. Тогда асимптотика поля дается
выражениями из гл. 3, п. в), как в общем методе эталонных функций;
при этом фазовая функция W не обязана быть полиномом по т.

В частном случае, когда ¥ (£, т) = £ sin т — ах, а > 0, £ > О,
— я < т < я, эталонный интеграл (5.2) выражается через функцию Бес-
селя:

I (£)=y!SA ?*„(&£), (5.3)

при этом формулы (3.12) — (3.13) описывают асимптотику аксиально
симметричного поля, о которой говорилось в п. б).

г) Э т а л о н н ы е и н т е г р а л ы
с а м п л и т у д н о й к о р р е к ц и е й .

« Р а з м ы т ы е » к а у с т и к и

Все эталонные интегралы, о которых говорилось выше, содержа-
ли под знаком интеграла только быстро осциллирующую функцию
exp [iky (£, т)]. Между тем введение под знак интеграла (3.1) или (5.2)
амплитудного фактора В (g, т) позволило бы провести амплитудную кор-
рекцию лучей. Такая необходимость возникает, например, при описании
ближнего поля неравномерно возбужденной апертуры. Если поле вблизи
края апертуры (т = 0) ведет себя как TV (Т > 0, v > 0), то при наличии
каустик естественно возникают интегралы вида 83~85

оо

^v (С, я) = J (т - r])v exp [ik[ ( - £ + т£) ] dx, (5.4)
п

которые сочетают свойства функции параболического цилиндра дробного
индекса £Lv-i (£) (при целых v это просто интеграл Френеля и его произ-
водные) и функции Эйри.

Полутеневые каустики, образующиеся вблизи размытой границы
свет — тень, были проанализированы в работах 83~86 и названы там «раз-
мытыми» каустиками. Фокусировка поля на этих каустиках выражена
заметно слабее, чем при резкой границе свет — тень. Кроме описания
ноля в окрестности размытых каустик, функции (5.4) используются для
описания боковых волн (в последнем случае v = 1/2).

д) К а у с т и к и с п р о с а ч и в а н и е м
и в о л н о в о д н ы е к а у с т и к и

Каустики с просачиванием возникают в условиях, когда энергия волны
частично просачивается (туннелирует) под потенциальным барьером. Осо-
бенность таких каустик состоит в том, что у них имеется «лицевая» ветвь
и ветвь, находящаяся за барьером (рис. 25), которая, как указано в 8 7,
может оказаться и комплексной.

Для описания полей в случае каустики с просачиванием в работе 8е

было предложено в качестве эталонной использовать функцию Вебера
(функцию параболического цилиндра), которая удовлетворяет уравнению

w» (t) + (t2 — b*) w (t) = 0, (5.5)
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следующему по сложности после уравнения гармонического осциллятора
w" + w = 0 и уравнения Эйри w" — tw = 0. Если уравнение осцилля-
тора порождает гармоническую функцию еи, которая выступает как эта-
лонная для геометрической оптики, а уравнение Эйри — эталонную функ-

цию для неособой каустики, то уравнение
Вебера (5.5) порождает функции, которые
отвечают неполному отражению от каус-
тики и частичному просачиванию через
барьер. При надлежащей замене параметров
(b -v ib) функции Вебера в состоянии опи-
сать и надбарьерное отражение 8 6, когда
и «лицевая» ветвь каустики становится
комплексной.

С туннельными каустиками тесно свя-
заны также волноводные каустики, ограни-
чивающие волновые пучки в волноведущих
системах (например, в глубоководном звуко-
вом канале или же в ионосферном волно-
воде). В этом случае t2 и 6а в уравнении
(5.5) меняются местами, при этом функции
Вебера превращаются в волновые функции
гармонического осциллятора (полиномы Эр-

мита с гауссовскими множителями). После работы 8 в эти функции часто
используются в качестве эталонных при решении задач распростране-
ния волн в неоднородных волноводах (см., например, 8 8 ~ & 0 ). Кроме
того, те же функции возникают при описании собственных колебаний
типа «прыгающего мячика» в открытых и закрытых резонаторах ""

Рис. 25. ^Каустика с просачи-
ванием.

Нижняя ве;гвь (сплошная линия)
отвечает отраженным лучам, а верх-
няя ветвь (штриховая линия) — лу-
чам, просочившимся через барьер.

91-93

е) Э т а л о н н ы е ф у н к ц и и ,
п о р о ж д е н н ы е о б ы к н о в е н н ы м и

д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и у р а в н е н и я м и

Если имеется несколько областей, разделенных барьерами, то эта-
лонное уравнение (5.5) следует еще более усложнить. Общая теория эта-
лонных функций, порожденных уравнением второго порядка

и>" (*) + h (*) w\t) + h (t) w (*) = 0 (5.6)
с произвольными функциями /х (t) и /а (t) была построена в работе 9*.
Уравнению (5.6) удовлетворяют многие известные спецфункции: поли-
номы Лежандра, сферические функции Весселя, функции Ламэ и т. д.
Поэтому развитая в 9 4 теория позволяет употребить эти хорошо изученные
функции для описания каустических полей. Конкретное применение эта
теория нашла в работе 9 5, где были рассмотрены собственные электромаг-
нитные ноля в трехосном эллипсоиде.

В другом частном случае, когда fx = 0, а /2 (t) = tv, v > 1, уравне-
ние (5.6) допускает решение через функции Харди — Эйри Нч (£), которые
описывают отражение волн от точки поворота произвольной кратности,

1 причем не только целочисленной (v = 1, 2, 3, . . .), но и дробной крат-
ности.

Анализ эталонных функций для каустик дробной кратности и соот-
ветствующих равномерных асимптотик проведен в работе 9 6.

6. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

В этом разделе мы кратко коснемся каустик, которые встречаются
в различных задачах электродинамики и акустики.
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а) П р о с т р а н с т в е н н о - в р е м е н н ы е к а у с т и к и

Пространственно-временные каустики образуются в диспергирующих
средах вследствие того, что отдельные части волнового пакета, отвечаю-
щие разным частотам, движутся с разными групповыми скоростями и мо-
гут обгонять друг друга. В простейшем случае волновое поле описывается
при помощи функций Эйри 9 7, но, используя эталонные интегралы из гл. 3,
нетрудно построить асимптотику поля и для более сложных каустик 9 8 .

При распространении импульсов ограниченной длительности в дис-
пергирующей среде могут возникать еще и полутеневые каустики, кото-
рые исследованы (наряду с другими вопросами) в работах "> 10°.

б) К а у с т и к и в е к т о р н ы х п о л е й

Векторный характер поля не сказывается на структуре каустик,
но отражается на форме уравнений переноса, которым подчиняются век-
торные амплитуды поля. В частности, в анизотропной среде амплитуды
поля удовлетворяют не только закону сохранения потока энергии, но
и закону вращения векторов поля Рытова (см. 1 2 ). В целом схема построе-
ния равномерной асимптотики для электромагнитного поля или для век-
торных полей иной физической природы остается такой же,как для ска-
лярного поля. Для простой каустики эта схема впервые была применена
в работе 5 б. Более сложные каустики, в том числе нолутеневые каустики,
образующиеся в задачах электродинамики, были изучены в работах 67>
70, 101

в) К а у с т и к и в а н и з о т р о п н ы х с р е д а х
и с р е д а х с п р о с т р а н с т в е н н о й д и с п е р с и е й

Специфика каустик в анизотропной среде состоит в том, что лучи
теперь не ортогональны фазовым фронтам, как в изотропной среде. Кроме
того, каустики могут образовать лучи, отвечающие любой нормальной
волне в данной среде. В остальном же для описания каустических полей
в анизотропных средах используются математические приемы, описанные
выше.

То же можно сказать и относительно сред с пространственной дис-
персией: несмотря на наличие нелокального члена в волновом уравнении,
каустические поля имеют такую же структуру, как и в среде с локальным
откликом 1 0 2 .

г) К о м п л е к с н ы е к а у с т и к и

В отличие от обычных, комплексные каустики образуются комплекс-
ными лучами, т. е. лучами, которые приходят в вещественную точку
наблюдения из комплексных точек исходной поверхности 1 0 3 . Один из при-
меров комплексной каустики мы уже упоминали выше (гл. 5, п. д)).

Комплексные каустики служат местом сгущения комплексных лучей,
и поэтому концентрация поля на них обычно мало заметна.

д) К а у с т и к и с а н о м а л ь н ы м с \д в и г о м ф а з ы

Как известно, при удалении точки наблюдения от каустики отражен-
ное поле приобретает дополнительный (каустический) сдвиг фазы, который
для простой каустики равен —я/2. Между тем, в работе 10* было обнару-
жено появление иного фазового сдвига, а именно +я/2 . Такое изменение
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фазового сдвига оказалось связанным с групповой скоростью распростра-
нения волн: аномальному сдвигу фазы отвечает случай, когда более длин-
ный путь проходится за более короткое время»

е) С л у ч а й[н ы е к а у с т и к и

Если свет, звук или радиоволна проходят через случайно неоднород-
ную среду с плавными в масштабе длины волны неоднородностями, то
в среде образуются случайные каустики, подобные изображенным на
рис. 4. Как было показано в 1 0 5, эти каустики возникают там, где наблю-
даются сильные флуктуации поля. Случайные каустики образуются также
при отражении и преломлении волн на неровной поверхности 29> 1 0 6 - 1 0 8

?

при рассеянии на капельках жидкости 1 0 9 и в других физических ситуа-
ция с.

ж) К а у с т и к и в к в а н т о в о м е х а н и ч е с к и х з а д а ч а х

В квантовомеханических задачах каустики встречаются в двух слу-
чаях. Во-первых, разнообразные каустики образуются при рассеянии
частиц на атомах и молекулах, при этом усиление рассеяния в каустиче-
ских направлениях получило название «радуги» по аналогии с соответ-
ствующим оптическим явлением. Расчеты рассеяния в различных прибли-
жениях проводились в работах 27> 28> 32-36> зв-44, п, 73, 78-80, но ( в послед-
ней из перечисленных работ установлены границы применимости квази-
классического приближения в трехмерных задачах).

Другая постановка задачи, связанной с каустиками — нахождение
собственных функций, сосредоточенных внутри каустической поверхно-
сти. Состояние исследований по этому вопросу изложено в работе т .

Изложенный перечень каустических проблем является, разумеется,
не полным. Можно было бы упомянуть еще каустики в общей теории отно-
сительности 1 1 2 - 1 1 4 , в теории нелинейных гидродинамических волн 1 1 5 - 1 1 6 ,
в теории гравитационных линз и т. д. Однако и без этих добавлений виден
существенный прогресс, достигнутый по проблеме каустик в последние
годыД
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