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1. ВВЕДЕНИЕ

Поиски сверхпроводников с высоким значением критической тем-
пературы являются одной из наиболее актуальных и привлекательных
задач в физике твердого тела. Решение этой проблемы сулит столь большие
практические выгоды, что вполне оправдывает не только существование
большого числа оригинальных работ по данной проблеме, но и появление
еще одного обзора на эту тему. Особенно активно исследования по пробле-
ме высокотемпературной сверхпроводимости, однако, к сожалению, в ос-
новном лишь в теоретическом плане, начались с 1964 г. после известных
предложений Литтла 1 и Гинзбурга 2 о возможности нефононных механиз-
мов сверхпроводимости. Подробный обзор развития проблемы и ее состоя-
ния на тот момент времени был дан в 1977 г. в книге 3. Целью настоящей
статьи является обсуждение некоторых новых результатов, появившихся
в проблеме за последние годы. Особенно это касается вопросов, связанных
с выяснением роли эффектов локального поля и сильной связи в проблеме
высокотемпературной сверхпроводимости, в том числе и для нефононных
механизмов сверхпроводимости (см., в частности, 3~ 5).

Материал в обзоре распределен следующим образом. В гл. 2 обсуж-
дается критерий эффективности механизмов сверхпроводимости. Этот
вопрос не является новым и уже излагался ранее, поэтому мы старались
уделить ему как можно меньше внимания и места.



9 6 О. В. ДОЛГОВ, Е. Г. МАКСИМОВ

В третьей главе подробно обсуждается вопрос об отрицательных зна-
чениях статической диэлектрической проницаемости (ДП) и, в частности,
взаимосвязь между существованием е (q, 0) < 0 и магнитной и структур-
ной неустойчивостями системы. В четвертой главе излагается вывод урав-
нений сверхпроводимости для сильно взаимодействующих систем. Заклю-
чительная пятая глава посвящена рассмотрению сверхпроводников
с сильным электрон-фононным взаимодействием. В ней обсуждаются воз-
можные ограничения на Тс, существующие в рамках уравнений Элиаш-
берга. Дано подробное рассмотрение микроскопического определения
функции спектральной плотности электрон-фононного взаимодействия.
В работе используется система единиц И, кв = 1.

2. КРИТЕРИЙ СВЕРХПРОВОДИМОСТИ ДЛЯ СИСТЕМ СО СЛАБОЙ СВЯЗЬЮ

Наше рассмотрение проблемы высокотемпературной сверхпроводи-
мости мы начнем с краткого повторения известных результатов для систем
со слабым взаимодействием 3. Это позволит нам, во-первых, четко сфор-
мулировать ряд основных вопросов, существенных и для более строгого
обсуждения этой проблемы. Во-вторых, такое рассмотрение представляет
интерес и само по себе, поскольку большая часть теоретических работ по
проблеме высокотемпературной сверхпроводимости выполнена именно
для систем со слабой связью.

Прежде всего, если записать эффективное межэлектронное взаимо-
действие в квазиизотропной системе в виде

^ . (1)

где е (q, со) — полная диэлектрическая проницаемость системы, то можно
выразить критическую температуру сверхпроводящего перехода Тс через
функцию е (q, со) следующим образом 3 :

где

* =
1+цЛп(вг-/ш)

(3)

X и ц — константы притягивающего электрон-фононного (экситонного)
и отталкивательного кулоновского взаимодействий. При этом величины со,
Я и [А могут быть выражены через интегралы от спектральной плотности
ДП Im e"1 (q, со). Мы не будем здесь приводить этих формул (они име-
ются в книге 8 ), а приведем лишь очень существенное для дальнейшего
соотношение, связывающее константы X и ц:

) (4)

здесь N (0) — плотность состояний электронов на поверхности Ферми,
а угловые скобки в правой части равенства (4) указывают на усреднение
по импульсам q.

Как впервые было замечено Коэном и Андерсоном6 (см. также 7),
формулы (2) — (4) позволяют установить довольно сильные ограничения
на максимальные значения критической температуры сверхпроводящего
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перехода Т™&*. Так, если считать, что для величин Я, и ц существует не-
равенство

X < ц, (5)

то величина Тс, как функция средней фононной частоты со, является огра-
„ Y v /птах «

ничейной функцией и имеет максимальное значение 1С при некоторой
частоте со0р- При этом в наиболее благоприятном случае X = (х величина

равна

где ер — энергия Ферми электронов. Простейший учет эффектов сильной
связи, приводящий к перенормировке константы связи А, и ее замене на
Я/(1 + X), дает даже еще более сильное ограничение на Г™ах:

•I с, = • 1,45

Взяв значение eF « 1 эВ и Я = [х = V2, *), мы получаем для т™ах зна-
чение порядка 1 К. Следует подчеркнуть, что полученное ограничение
в одинаковой мере относится к любым механизмам сверхпроводимости:
к фононным и нефононным. Более того, как следует из формул (2) — (7),
оптимальные средние частоты соор, отвечающие Т™ах, лежат именно в
области фононных частот кристалла. Это показывает, что в системах, где
справедливо неравенство (5), любые нефононные механизмы сверхпрово-
димости окажутся совершенно неэффективными. Таким образом, неравен-
ство, обратное (5), т. е.

X > ц, (8)

можно рассматривать как критерий существования эффективного меха-
низма сверхпроводимости с высокими значениями Тс.

Более тщательный анализ уравнений сверхпроводимости показывает,
что существует еще одна причина понижения значений Тс, которая не
была учтена в приведенном выше рассмотрении. Дело в том, что в урав-
нениях, описывающих сверхпроводимость в системах со слабым взаимо-
действием 7, решением которых и является выражение (2) для Тс, не учи-
тывалась возможность существования спиновых флуктуации. Эти эффекты
можно принять во внимание в рамках обобщенного приближения хаотиче-
ских фаз, учитывающего, помимо прямого кулоновското отталкивания,
еще обменное взаимодействие между электронами. Выражение для Тс

в этом приближении может быть записано в виде 8

где а — численный коэффициент порядка 1. В этом приближении крите-
рий сверхпроводимости имеет вид

n T -L r - (10)

Как видно из этого неравенства, при больших ц спиновые флуктуации
очень сильно понижают значение Тс. Впервые вывод о разрушающем
действии спиновых флуктуации на сверхпроводимость был сделан в работе

*) (1 = 1/2 — наибольшее значение кулоновской константы в пределе слабой
вязи (см. 3 ) .

7 У-Mf, т. 138, вып. 1
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Берна и Шриффера 9; он часто используется для объяснения отсутствия
сверхпроводимости в таких металлах, как палладий.

Таким образом, из результатов обсуждения, проведенного в этом
разделе, следует, что в системах с положительной статической ДП (т. е.
при 8 (q, 0) > 0) сверхпроводимость, если и может существовать, то
лишь при очень низких температурах при условии, что Я, ̂  [i ^ 1 (см. 9).
К сожалению, эта ситуация не представляет существенного практиче-
ского интереса. Отсюда следует, что кардинальным вопросом для всей
проблемы высокотемпературной сверхпроводимости является возмож-
ность существования отрицательных значений статической ДП, а также
выяснение природы появления отрицательного знака величины е (q, 0).

3. ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРОНИЦАЕМОСТЬ
И ПРОБЛЕМА ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОЙ СВЕРХПРОВОДИМОСТИ

а) О в о з м о ж н о с т и с у щ е с т в о в а н и я
о т р и ц а т е л ь н ы х з н а ч е н и й

с т а т и ч е с к о й д и э л е к т р и ч е с к о й п р о н и ц а е м о с т и .

Вопрос о допустимых значениях статической ДП уже неоднократно
обсуждался в литературе з-в,ю-1з Подробный анализ этой проблемы был
дан в работе Киржница 13. Им было показано, что имевшиеся в литературе
утверждения о допустимости лишь положительных значений величины
е (q, 0) на самом деле справедливы лишь без учета пространственной дис-
персии, т. е. для величины е (q, 0) при волновом векторе q = 0. РГменно
этот случай, например, и рассмотрен в книге Ландау и Лифшица 10. Рас-
пространение этого утверждения на системы с пространственной дис-
персией (т. е. для величин е (q, 0) при q =/= 0), имеющееся в книге Пайнса
и Нозьера u и в уже упоминавшейся работе Коэна и Андерсона в, вообще
говоря, неверно. Киржницем 1 3 было показано, что существование отри-
цательных значений статической ДП не противоречит условиям причин-
ности и устойчивости системы. Однако вопрос о реальном существовании
систем с е (q, 0) < 0 в работе 1 3 практически не затрагивался. Близкие
вопросы рассматривались также в более ранней статье Мартина 12. В ней
исследовалась проблема существования соотношений Крамерса — Кро-
нига для функции е (q, со) и возможность нарушения этих соотношений.
Проблема отрицательных значений величины е (q, 0) в этой работе не
упоминалась, хотя фактически нарушение соотношений Крамерса — Кро-
нига для функции е (q, со) и может означать возможность неравенства
Е (q, 0) < 0. Подробно вопрос о реальном существовании как изотроп-
ных, так и кристаллических систем с отрицательным значением статиче-
ской ДП был изучен в работах V.1 4. В этих работах была установлена физи-
ческая природа эффектов, приводящих к отрицательности величины е (q, 0),
и выяснены условия, необходимые для их реального существования в ряде
систем. Было показано, что неравенство е (q, 0) < 0 может возникать
только за счет эффектов локального поля, т. е. отличия эффективного
поля действующего на частицы среды, от среднего поля в системе, по отно-
шению к которому и определяется ДП. Эффекты локального поля не пред-
ставляют собой чего-либо принципиально нового в теории конденсиро-
ванных систем и уже довольно давно, правда с другими целями, изучались
как в рамках классической электродинамики 15~17, так и в классической 1 8

и в квантовой плазме 19. В атом разделе мы кратко изложим результаты,
полученные в работах -М,14,20

 и обсудим некоторые выводы, вытекающие
из этих исследований для проблемы высокотемпературной сверхпро-
водимости.



КРИТИЧЕСКАЯ ТЕМПЕРАТУРА СВЕРХПРОВОДНИКОВ 9 9

(б О д н о р о д н ы й э л е к т р о н н ы й г а з

Наше рассмотрение начнем с простейшей модели — однородного взаи-
модействующего электронного газа на нейтрализующей подложке, в кото-
рой не существует никаких фононных возбуждений. Это позволит нам
исследовать принципиальную возможность существования нефононных
механизмов сверхпроводимости, предложенных Литтлом * и Гинзбур-
гом 2, а также понять причины, вследствие которых получение реальных
веществ с такими механизмами представляется крайне сложным делом.

Прежде всего сформулируем основные вопросы, которые нам следует
обсудить для однородного электронного газа. Во-первых, необходимо
доказать принципиальную возможность существования неравенства е (q,;

0) < 0. Во-вторых, установить, какие неустойчивости могут существо-
вать во взаимодействующем электронном газе, и в какой мере эти неустой-
чивости могут препятствовать появлению отрицательных значений ста-
тической ДП.

Свойства взаимодействующего электронного газа могут быть полно-
стью охарактеризованы одним безразмерным параметром rs, связанным
с плотностью электронов п соотношением

± = ̂ (aBrs)\ (И)

Параметр rs определяет (в единицах боровского радиуса электрона йв =
= lime2) радиус сферы, объем которой равен среднему объему, приходя-
щемуся на один электрон. По порядку величины этот параметр совпадает
с отношением потенциальной энергии электронов, взаимодействующих
по закону Кулона, к их средней кинетической энергии.

Как хорошо известно (см., например, обзоры М9), при малых га

(rs -С 1) свойства взаимодействующего электронного газа близки к свой-
ствам идеального газа невзаимодействующих частиц, и статическая ДП
при этом является величиной заведомо положительной (е (q, 0) > 1).
Никаких неустойчивостей в этих условиях в электронном газе также не
проявляется. С увеличением в электронном газе параметра rs, или, что то
же самое, с уменьшением плотности, статическая ДП может стать отри-
цательной. В то же время при увеличении параметра rs электронный газ
может стать неустойчивым относительно образования в нем состояний
с волной плотности заряда (ВЗП) или спина (ВСП). Для нахождения
значений rs, при которых в электронном газе появляется отрицательный
знак статической ДП, а также возникают неустойчивости относительно
перехода в состояния с ВСП и ВЗП, мы запишем выражения для ДП,
зарядовой (х (q, 0) и спиновой (%s(q, 0)) восприимчивостей. Эти формулы
имеют вид 5>20

7 (п 01
%{Ч, V)- l + F(q)[l-G(q,O)]Xo(q,O)

%s (q, 0) = \MolfL3 • )
l - F ( q ) G(q, 0) %0 (q, 0)

здесь V (q) = 4ne2/q2, G (q, 0) — зарядовая функция поправок на локаль-
ное поле, G (q, 0) — спиновая функция поправок на локальное поле,
|д,в — магнетон Бора и %о (q, 0) — обычная функция Линдхарта.

v (n - m - mkv

X ( q U ) ^

где AF — импульс Ферми.
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Прежде всего, как следует из формул (12) и (13), условие появления
отрицательных значений статической ДП имеет вид

а условие неустойчивости относительно появления ВЗП (% = оо) —

V (q) G (q, 0) > V (4)+^—^. (17)

Учитывая, что величины G (q, 0) и Хо (q> 0) — монотонно растущие функ-
ции параметра rs, из выражений (16) и (17) следует, что статическая ди-
электрическая проницаемость становится отрицательной при г8 меньших,
чем те, что отвечают спонтанному появлению ВЗП в системе.

Возникновение волн плотности заряда или, что то же самое, кристал-
лизации, происходит обычно фазовым переходом I рода, т. е. при r s мень-
ших, чем те, которые вытекают из условия (17). Это обстоятельство, одна-
ко, ни в коей мере не препятствует существованию отрицательных зна-
чений статической ДП. Во-первых, как это будет показано позже, у взаи-
модействующего электронного газа в состоянии с волновой плотностью заря-
да статическая ДП е (q, 0) является отрицательной. Во-вторых, значение
г1", при котором е (q, 0) становится отрицательной, и r(

s

2\ при котором
электронный газ кристаллизуется, очень сильно отличаются по порядку
величины (г"' -С г£2>). Статическая ДП электронного газа становится отри-
цательной при r s sg 6,02 2 0. Кристаллизация же электронного газа в соот-
ветствии как с расчетами, проведенными методом Монте-Карло 21>22,
так и из различного рода приближенных оценок 2 3 происходит при rs та
« 70-100.

Гораздо более сложен вопрос о взаимосвязи между отрицательностью
статической ДП и неустойчивостью системы относительно спонтанного
возникновения ВСП. В уже упоминавшемся обобщенном приближении
хаотических фаз (учитывающем помимо прямого кулоновского лишь
обменное взаимодействие электронов) зарядовая и спиновая функции
поправок на локальное поле равны друг другу 1 9:

G(q, 0) = G(q, 0) = 4 | | Г - <18>

Это означает, что отрицательные значения величины е (q, 0) возникают
при тех же значениях r s = 6,02, при которых система становится абсо-
лютно неустойчива относительно спонтанного возникновения ВСП.

Можно, однако, показать 2 0, что переход в ферромагнитное состояние
взаимодействующего электронного газа всегда будет фазовым переходом
1-го рода, причем это будет переход в состояние с полной намагниченно-
стью, когда спины всех электронов выстроятся в одном направлении.
В рамках обобщенного метода хаотических фаз этот переход будет иметь
место 2 0 ' 2 4 при rs = (2л/5а) (21/3 + 1) ~ 5,45. В ферромагнитной фазе
статическая ДП станет отрицательной, начиная с r s = 7,61. Ясно, однако,
что в этом случае даже при наличии отрицательных значений величины
е (q, 0) не может быть никакой речи о существовании обычного сверх-
проводящего состояния со спаренными электронами с антипараллельными
спинами. В ферромагнитном состоянии однородного электронного газа
с отрицательной статической ДП можно было бы ожидать существования
сверхпроводимости с триплетным спариванием электронов, в чем-то сход-
ной со сверхтекучестью жидкого 3Не. Однако однородного электронного
газа в природе не существует. Наиболее близкой к рассматриваемой нами
системе является электронная жидкость в простых металлах, в частности,
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в цезии, где параметр rs = 5,64. Это значение rs больше, чем г3 = 5,45Т

отвечающее переходу однородного электронного газа в ферромагнитное
состояние в обобщенном приближении хаотических фаз. Однако экспери-
ментально в цезии не наблюдается никаких магнитных аномалий. Уже
этот факт показывает неадекватность данного приближения для описания
свойств взаимодействующего электронного газа.

Рассмотрим проблему взаимосвязи отрицательных значений вели-
чины е (q, 0) и неустойчивости системы относительно спонтанного воз-
никновения ВСП с учетом как обменных, так и корреляционных эффектов.
Зарядовая и спиновая функции поправок на локальное поле G (q, 0)
и G (q, 0) могут быть записаны в следующем виде 5>25:

G(q, 0) = i-[G p (q,0) + G e(q, 0)], (19)

G(q, 0 ) = 4 - [ G p ( q , O)-Ga(q, 0)]. (20)

Здесь Gp (q, 0) — функция поправок на локальное поле для электронов
с параллельными спинами, и Ga (q, 0) — то же самое для электронов
с антипараллельными спинами. Все эти функции, так же как и G (q , 0)

и G (q, 0), являются положительно определенными 5. Учет только обмен-
ного взаимодействия означает пренебрежение эффектами корреляций
между электронами с противоположными спинами. Как уже отмечалось,

в этом случае G (q, 0) = G (q, 0). При учете корреляционных эффектов,
как видно из формул (12) и (14) с учетом (19) и (20), статическая ДП ста-
новится отрицательной при значениях r s меньших, чем rs, отвечающих
появлению спиновой неустойчивости

Для определения конкретных значений rs необходимо вычислить каким-
либо способом функции поправок на локальное поле. Существует огромное
число работ, посвященных решению этой задачи 26~28 (см. также обзо-
ры 1 9 , 2 8 ) . Подробный анализ этой проблемы был дан в работе 2 0 в рамках
метода функционала плотности. Наиболее распространенный подход
к расчету корреляционных эффектов в этом методе — это использование
локального приближения для функционала обменно-корреляционной
энергии:

£хс {п (г)} = J d r e x c (n (г)), s (г)) п (г). (22)

В этом приближении функции G (q, 0) и G (q, 0) имеют вид 2 0

G <ч. °) = ~т^^ К№' s) "l

Используя для обменно-корреляционной энергии еХс (п, s) выражения,
вытекающие из микроскопических расчетов 3 0- 3 3, которые используют раз-
личные приближения для учета корреляционных эффектов, в работе 2 0

были вычислены функции G (q, 0) и G (q, 0) в пределе малых q. В резуль-
тате были рассчитаны энергия основного состояния системы, величина
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lim(gr2e(q, О))"1, определяющая знак статической ДП при малых импуль-
q-»0
сах q, а также магнитная восприимчивость при различных значениях
параметра rs. В табл. I 2 0 приведены значения параметра г"\ при котором

Т а б л и ц а I

Г(1)

ri2)

ri3)

Позз

5,145

16,33

18,10

ПоЗО

5,109

10,25

11,16

Поз,

5,06

8,82

9,82

ПО32

5,225

7,72

8,46

статическая ДП становится отрицательной, и r s

s\ при котором происходит
фазовый переход в ферромагнитное состояние, а также точка абсолютной
неустойчивости парамагнитного состояния rs , в которой расходится спи-
новая магнитная восприимчивость для различных приближений 3 0 " 3 3 .

Как видно из табл. I, все четыре использованных приближения при-
водят примерно к одинаковым значениям г"'. Видно также, что учет кор-
реляционных эффектов приводит к уменьшению значения rs

1J по сравнению
с r s

1 ) = 6,02, получающемуся в обобщенном приближении хаотических
фаз. Что касается перехода в ферромагнитное состояние, то значения r s

2 )

при учете корреляционных эффектов возрастают по сравнению с чисто
обменной ситуацией. Это показывает, что корреляционные эффекты умень-
шают как стремление однородного электронного газа к переходу в ферро-
магнитное состояние, так и роль спиновых флуктуации. Таким образом,
формула (9) для критической температуры сверхпроводящего перехода,
полученная в обобщенном приближении хаотических фаз, заведомо завы-
шает влияние спиновых флуктуации на величину Тс. Недавно Пёрдью
и Датта 3 4 получили довольно близкие результаты, касающиеся расчета Гд3!.
Возможность фазового перехода I рода и отрицательных значений стати-
ческой ДП в этой работе не обсуждалась.

Значения г3

2) (ферромагнитный переход), полученные во всех этих
наиболее распространенных в современной литературе схемах, заведомо
нереалистичны. Как было показано в недавней работе Воско, Вилка и Ну-
саир 3 5, приближения для зависимости функции еХс (п, s) от плотности
спинов s, использованные в работах з в~3 9, являются неудовлетворительны-
ми в интервале металлических плотностей (1 ^ rs sg 6). В этой работе
была получена] интерполяционная формула для exc (n, s), вычисленная
из сравнения с численными данными, даваемыми методом Монте-Карло 21>22.
Используя эту формулу, в работе 2 0 были получены следующие значения:
r s " = 5,28, rf' = 79,7, г'3' = 99,1.

Таким образом, результаты, полученные для rs

2) и Гд3) с использова-
нием приближения] для 8хс (п, s), предложенного в 3 6, существенно отли-
чаются от приведенных ранее. В частности, эти результаты показывают,
что однородный электронный газ при плотностях, отвечающих реальным
металлам, находится очень далеко от перехода в ферромагнитное состояние.
Влияние спиновых флуктуации на физические характеристики такого
газа при rg «С 80 также пренебрежимо мало. Максимальные же значения га,
встречающиеся в металлах, составляют соответственно 5,18 для Rb и
5,64 для Cs. Существуют, правда, некоторые указания 3 6 на то, что в Gs
статическая ДП при малых импульсах q действительно является отри-
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цательной. Однако если это и так, то никакого реального значения для
высокотемпературной сверхпроводимости это обстоятельство иметь не
может. Если возвратиться к критерию существования отрицательных зна-
чений статической ДП (16), то из него видно, что из-за уменьшения функ-
ции %о (Ч' 0) с ростом импульса q, соответствующее минимальное зна-
чение rg, определенное нами как r s", отвечает появлению отрицательных
значений статической ДП при q —*• 0. С ростом импульса q для существо-
вания отрицательных значений величины е (q, 0) требуются все большие
и большие значения rg. Таким образом, даже в Cs с rs = 5,64, статическая
ДП если и является отрицательной, то лишь в очень малой области им-
пульсного пространства. По этой причине соответствующая константа
взаимодействия является в целом положительный (т. е. \i 3* X), поскольку
она определяется интегралом по всему импульсному пространству. Эффек-
тивная сверхпроводимость с нефононным механизмом могла бы сущест-
вовать в однородном электронном газе только при довольно больших
значениях 80 ;§> rs ~^> 6. К сожалению, о существовании в природе таких
объектов нам неизвестно. Можно поставить вопрос и более резко — воз-
можно ли вообще существование таких систем?

До сих пор все наше рассмотрение было основано на модели одно-
родного взаимодействующего газа на жесткой несжимаемой подложке.
В этой модели существование отрицательных значений статической ДП,
как это уже неоднократно подчеркивалось, вполне допустимо и не про-
тиворечит никаким общим условиям причинности и устойчивости систем.
Что произойдет, если мы слегка изменим модель и будем учитывать воз-
можность сжатия подложки? Наиболее просто этот вопрос рассмотреть
в довольно популярной в теории металлов модели «желе», в которой ионы
рассматриваются как однородная непрерывная заряженная среда. Фонон-
ные колебания этой системы следующим образом выражаются через ДП
электронов eei (q, 0):

где Qpi = y~4nNz2e2/M — плазменная частота ионов. Мы также ввели
у ДП индекс «eZ», чтобы подчеркнуть, что это ДП именно электронного
газа, а не всей системы электронный газ плюс однородная ионная жид-
кость. Как видно из формулы (25), в такой системе в принципе невозможно
существование отрицательных значений статической ДП электронного
газа, а следовательно, и каких-либо эффективных нефононных механизмов
сверхпроводимости. В самом деле, появление отрицательных значений
eei (ч> 0) в такой системе немедленно приведет к неустойчивости фонон-
ного спектра (со2 (q) <C 0). Только к этой модели и относится доказатель-
ство невозможности существования отрицательных значений статической
ДП, имеющееся в книге Пайнса и Нозьера п . Отметим, что в этой модели
за счет колебаний ионов осуществляется полная экранировка: ê ot (q? 0) =
= 0 (т. е. К = (i).

в) Д и э л е к т р и ч е с к а я п р о н и ц а е м о с т ь к р и с т а л л а

В однородных и изотропных моделях, которые мы до сих пор рас-
сматривали, ДП является функцией лишь одного импульса (отвлекаясь
от ее частотной зависимости). В кристаллах все функции диэлектрического
отклика становятся матрицами в пространстве векторов обратной решетки.
Условие устойчивости системы в этом случае необходимо формулировать
уже на языке знакопостоянства соответствующих квадратичных форм от
этих функций. В частности, условием устойчивости системы относительно
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зарядовых возмущений является отрицательная определенность матри-
цы восприимчивости 5>3? % (q + К, q + К', 0), где К и К' — векторы
обратной решетки. Эта величина связана с матрицей ДП:

q + K\ ш ) = 1 Ч + 5 Л [ е - 1 ( ч + к, q + K', со)-6кк.]. (26)

В свою очередь критерием эффективности механизмов сверхпроводимости
является отрицательная определенность матрицы е"1 (q + K, q + K', 0),
что соответствует межэлектронному притяжению.

Можно показать3 7, что необходимым условием выполнения этого
критерия является отрицательность статической макроскопической ДП
em (q> 0)> определяемой следующим образом:

! ) • ( 2 7 >

Чтобы в дальнейшем не осложнять обсуждения не очень существенными
для дела деталями, мы будем рассматривать в этом разделе возможность
существования в кристаллах отрицательных значений именно макроско-
пической ДП.

В простых металлах, где недиагональные матричные элементы матрицы
ДП е (q + К, q + К', 0) с К =/=К' малы в меру малости электро-ионного
псевдопотенциала Vie (К — К'), макроскопическую ДП можно представить
в следующем виде:
Р fn П \ - Р / П 4 - П «4-П ffl V s(g + O, q + K, 0)e(q + K, q + 0, 0) (t>R.

8m(q, U ) - 6 ( q + U, q + U, U ) - 2, e(q + K, q+K) ' ^ в >
K=#0

Формула (28) показывает, что макроскопическая ДП всегда меньше, чем
диагональный элемент матрицы ДП е (q + 0, q + 0, 0). Из этого еще
не следует, что em (q, 0) меньше, чем ДП однородного электронного газа
такой же плотности, поскольку диагональный матричный элемент е (q + 0,
q + 0, 0) также изменяется под действием электрон-ионного псевдопотен-
циала. Тем не менее можно строго доказать, что в рамках теории возму-
щений по псевдопотенциалу макроскопическая ДП электронного газа в
простых металлах в действительности всегда меньше, чем е (q, 0) для
однородного электронного газа той же плотности. Это означает, что в про-
стых металлах условие для существования нефононных механизмов сверх-
проводимости ухудшаются по сравнению со случаем однородного элект-
ронного газа.

Этот вывод отнюдь не является общим для всех металлов. Дело в том,
что даже при наличии слабого псевдопотенциала мы не можем пользоваться
теорией возмущений для вычисления em (q, 0), если в металле существуют
векторы обратной решетки К да 2kF. Еще более сложной является ситуа-
ция в переходных металлах и полуметаллах, где с самого начала теория
возмущений по кристаллическому потенциалу неприменима. Но именно
в таких системах может осуществляться более благоприятная ситуация
с точки зрения существования отрицательных значений статической ДП,
чем в однородном электронном газе или в простых металлах: способствует
этому наличие в зонном спектре электронов конгруэнтных участков по-
верхности Ферми. Как известно из теории экситонных диэлектриков 3 8 ,
диагональный матричный элемент восприимчивости зонных электронов

К.

в этом случае расходится при импульсе qc, связывающем конгруэнтные
участки поверхности Ферми. Для макроскопической ДП em (q, 0) для
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импульсов q вблизи вектора q c можно написать 5 выражение, сходное с
формулой (28):

/„ m 1 i (^ 2 /q 2 )b(q+o, g+o, Q)
вщ (Ч. V)-1 • l-(4ne«/e*)C(q, O)Xo(q + O, q + 0, 0)

_ v\ Ae(q + 0, q + K, 0)A6(q + K, q + 0, 0)
2-1 8 (q + K, q + K, 0) *
К

В этой формуле, в отличие от (28), суммирование ведется по всем векторам
К, в том числе и К = 0. Через Ае (q + 0, q + К, 0) обозначена та часть
матрицы ДП, которая не имеет особенностей при q = qc. К сожалению,
конкретные расчеты функции поправок на локальное поле G (q, 0) для
блоховских электронов крайне трудны и фактически не проводились.
При рассмотрении систем с конгруэнтными участками поверхности Фер-
ми 3 8 обычно величина (4яе2/да) G (q, 0) полагается равной некоторой
константе g%. "Учитывая, что %0 (q + 0, q + 0, 0) > 0, из формулы (30)
следует, что электронная макроскопическая ДП таких становится отри-
цательной при выполнении условия

Сравним это условие с критерием (16) для существования отрицательных
значений г (q, 0) в однородном электронном газе. Формально они имеют
один и тот же вид, но фактически имеется очень большое различие, свя-
занное со свойствами функции %0 (q + 0, q + 0, 0). Так, в однородном
электронном газе %0 (q, 0) остается конечной при любых импульсах q;
поэтому критерий (16) может быть выполнен только при достаточно боль-
ших значениях константы обменно-корреляционного взаимодействия.
В случае же систем с конгруэнтными участками поверхности Ферми из-за
расходимости функции %0 (q + 0, q + 0, 0) критерий (31) может быть
выполнен при любых, в том числе и при сколь угодно малых, константах
обменно-корреляционного взаимодействия.

В этом месте необходимо, однако, привести следующие разъяснения.
Как мы уже видели, в случае однородного электронного газа при сильном
обменно-корреляционном взаимодействии в системе существуют воз-
можности не только для появления отрицательных значений статической
ДП, но и фазового перехода в состояние с ВСП или ВЗП. Для однородного
электронного газа мы смогли показать, что неустойчивости, связанные
с ВСП и ВЗП, осуществляются при больших константах взаимодействия,
чем появление е (q, 0) <С 0. Соответствующий анализ ситуации для систем
с конгруэнтными участками поверхности Ферми, однако, отсутствует.
Но вызывает сомнения, что неустойчивость, связанная с ВСП, так же
как и в случае однородного электронного газа, вообще говоря, осуще-
ствляется при других константах взаимодействия, чем условие (31). Явля-
ются эти константы большими или меньшими тех, что отвечают условию
(31) — этот вопрос пока точного ответа не имеет. Что касается неустой-
чивостей, связанных с появлением электронных ВЗП, то они в кристалле
вообще не могут осуществиться. Дело в том, что уже при гораздо меньших
константах обменно-корреляционного взаимодействия в этом случае будут
происходить структурные переходы в кристалле, обусловленные влиянием
электронов. Простейший случай такой неустойчивости мы уже обсуждали
на примере модели «желе». Таким образом, ясно, что проблема нефонон-
ных механизмов сверхпроводимости находится лишь в самом начале своего
реального изучения. Для ее решения необходимо, в первую очередь, раз-
витие методов точного микроскопического расчета сильновзаимодействую-
щих неоднородных электронных систем.
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Гораздо более определенной является ситуация со знаком полной
диэлектрической проницаемости системы и вкладом в нее электрон-фонон-
ного взаимодействия. Определяющим при этом является роль эффектов
локального поля в ионной подсистеме металла. Вообще говоря, эффекты
локального поля наиболее велики в системе локализованных точечных
зарядов 4 Л В некотором смысле, сама локализация зарядов обусловлена
именно эффектами локального поля. В металлах, по крайней мере в про-
стых, ионная подсистема может рассматриваться с хорошей степенью точ-
ности как система точечных зарядов. К счастью, система локализованных
зарядов, колеблющихся с малой амплитудой вблизи положения равнове-
сия, может быть рассмотрена точно с полным учетом обменно-корреляцион-
ного взаимодействия. Для простоты мы поясним ситуацию на примере
вигнеровского кристалла классических точечных зарядов, в котором, ко-
нечно же, отсутствует обменное взаимодействие между зарядами, а кор-
реляционные эффекты могут быть учтены точно. ДП такого кристалла имеет

5
вид 5

(32)

где Qp] = ^nZ2&2N/M — квадрат плазменной частоты зарядов, со*, (q) и
и eqx — частота колебаний кристалла и вектор поляризации этих колеба-
ний соответственно. Как уже отмечалось, в модели «желе», не учитывающей
локализацию ионов, а следовательно, и эффекты корреляции между ионами,
существует лишь одно коллективное колебание, а именно, продольные
плазменные колебания с частотой

со = Й р 1 . (33)

Неоднородность системы или, что то же самое, эффекты локального поля
в системе точечных зарядов приводят к расщеплению этого возбуждения
на три моды колебаний: продольную соц (q) и две поперечных со^ (ч)-
При этом для частот этих колебаний существует строгое правило сумм 3 9

2 « * ( q ) = Q S i . (34)

Из формул (32) и (34) легко убедиться, что этот факт, а, именно, расщепле-
ние единого в модели «желе» коллективного колебания на три моды, при-
водит к отрицательности статической диэлектрической проницаемости виг-
неровского кристалла при любых векторах q. В частности, для векторов q
в направлении высокой симметрии имеем

Подробный анализ полной диэлектрической проницаемости для про-
стых металлов был проведен в работе авторов u с учетом как ионной, так
и электронной подсистем. Было показано, что вклад в e t o t (q, 0), обуслов-
ленный электрон-фононным взаимодействием, может приводить к отри-
цательным значениям этой величины. Физическая природа этого явления
совершенно та же, что и в случае вигнеровского кристалла, а именно:
эффекты локального поля в ионной подсистеме и расщепление плазменных
колебаний ионов на продольные и поперечные фононы. Связь между кон-
стантой электрон-фононного взаимодействия X и кулоновской константой \х
может быть представлена в виде
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здесь Vie (ч) — псевдопотенциал электрон-ионного взаимодействия, а

^c(q) = - ^ — (3/)

кулоновский ионный потенциал. В простых металлах можно написать
правила сумм для фононных частот, сходные с выражением (34), и убе-
диться, что существует неравенство

^taXl^qhsr ( 3 8 )

Именно это неравенство и позволяет в металлах существовать константе
электрон-фононной связи к, превышающей кулоновскую константу \i.
Второй сомножитель (У2

е (q)/F2 (ч)) обычно меньше единицы, и оконча-
тельное соотношение между константами К и \i определяется взаимным влия-
нием обеих величин, т. е.

\ 8ei (q, 0) ей2,, (q) / ' VUq)

В частности, для щелочных металлов оказывается, что л -С jx. В полива-
лентных же простых металлах % оказывается уже большим, чем и (напри-
мер, в А1 и РЬ).

Сходное с (36) выражение для связи между К и \i было получено также
в уже упоминавшейся работе Коэна и Андерсона 6. Однако интерпретация
полученных результатов в этой работе была заведомо неверной. Так,
в работе 6 считалось, что статическая ДП вообще не может быть отрица-
тельной величиной (е (q, 0) > 1). Существование же формулы типа (35)
рассматривалось как проявление процессов переброса в электрон-фонон-
ном взаимодействии. Фактически же, как мы убедились, формула (36)
и возникающее благодаря ей неравенство (8)

Ь > р.,

обусловлены именно отрицательностью полной ДП системы. Вообще гово-
ря, формула (36) записана без учета процессов переброса. Учет этих про-
цессов, однако, не добавит ничего нового в сам факт наличия или отсутст-
вия неравенства % > ^- При этом необходимо лишь заменить продольную
частоту фононов cofj (q) на среднюю фононную частоту (со2 (q)). В про-
стейшем случае эта замена выглядит следующим образом:

«2н (q) ~^~z v о2,, (q) + f>i ( ч ) ) ' ^

В заключение этого раздела мы кратко обсудим смысл неравенства
(38), которое можно в некотором смысле рассматривать как критерий суще-
ствования обычного фононного механизма сверхпроводимости. Если пред-
ставить частоту продольных фононов при малых q как

«ц (q) = cq, (40)

где с — скорость продольного звука, то неравенство (38) можно переписать
в виде

с < с ж ; (41)

здесь сж — скорость продольного звука в модели «желе»

где уР — фермиевская скорость электронов. Следует указать, что кри-
терий сверхпроводимости, фактически совпадающий с неравенством (41),
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был получен в 1964 году Куликом 4 0. При выводе этого критерия в рабо-
те 4 0 использовалась методика описания электрон-фононных систем, раз-
витая в работах Силина с соавторами 41>42 и Канторовича 4 3 и основанная
на выделении макроскопического электрического поля во взаимодействии
ионов и электронов. По самой своей сути этот подход справедлив лишь
при описании явлений, характеризуемых малыми импульсами, в то время
как для сверхпроводимости важны именно большие передаваемые импуль-
сы. Ограниченность этого критерия ясно видна и из приведенного здесь
вывода. Любопытно, однако, что, в соответствии с работой 4 0, критерий (41)
довольно неплохо разделяет металлы на сверхпроводящие и несверхпро-
водящие.

4. УРАВНЕНИЯ СВЕРХПРОВОДИМОСТИ ДЛЯ СИСТЕМ
С СИЛЬНОЙ СВЯЗЬЮ

а) О б щ и й а н а л и з э ф ф е к т о в с и л ь н о й с в я з и

Как было показано в предыдущей главе, необходимым условием суще-
ствования эффективного механизма высокотемпературной сверхпроводи-
мости является отрицательность статической ДП (е (q, 0) < 0) в случае
изотронных систем или отрицательная определенность матрицы статиче-
ской ДП для кристаллов. В большинстве теоретических работ по проблеме
высокотемпературной сверхпроводимости это обстоятельство, однако, не
учитывалось в должной мере, поскольку конкретные расчеты проводились
обычно в приближении хаотических фаз (ПХФ). В изотропной одноком-
понентной плазме положительность статической ДП в ПХФ непосредст-
венно видна из формул (12) и (15) этого обзора. В более общем случае мно-
гозонного металла или полупроводника также можно строго доказать 4>5,
что матрица статической ДП является положительно определенной в ПХФ.
Ясно, что многочисленные (см., например, 44~46, а также более подробный
обзор в книге 3) поиски эффективных нефононных механизмов высокотем-
пературной сверхпроводимости в многозонных металлах и полупровод-
никах в рамках ПХФ были необоснованными, именно по указанной при-
чине.

Как уже было показано в предыдущем разделе, существование отри-
цательных значений статической ДП возможно лишь за счет эффектов
локального поля, т. е. в системах с сильным взаимодействием или с ано-
мально большой поляризуемостью. На диаграммном языке отрицательный
знак ДП может возникать лишь благодаря учету так называемых вер-
шинных функций при расчете полной поляризуемости системы:

П (q, 0) =

= — 2i \ dpdcoG (р, со) G (р — q, —со) Г (р, со; р — q, -co; q, 0), (43)

где Г (р, со; р — q, —со; q, 0) — вершинная функция. К сожалению,
написать какое-нибудь замкнутое уравнение для вершинной функции
в общем виде невозможно. Совокупность диаграмм низшего порядка по
эффективному взаимодействию Feff (q, со) = 4яе2/дг2е (q, со) изображена
на рис. 1. Здесь волнистой линии отвечает величина Vett (q, со). Необхо-
димость учета вершинных функций при расчете поляризуемости системы
для получения отрицательных значений величины г (q, 0) приводит к необ-
ходимости учета этих функций и при расчете эффективного межэлектрон-
ного взаимодействия. Простейшие диаграммы для эффективного меж-
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электронного взаимодействия изображены на рис. 2. В работах в>7 при
вычислении формулы (2) для Тс и получения критерия (8) (I > [х) для

8)

Рис. 1.

эффективности механизма сверхпроводимости использовалось приближе-
ние для межэлектронного взаимодействия, отвечающее фактически учету
лишь диаграммы рис. 2, а. Ясно, что в случае систем с сильной связью

Л- и т. д.

Рис. 2.

такой подход является неадекватным, и необходим более корректный учет
вершинных функций. Достаточно просто можно учесть поправки к затра-
вочному взаимодействию Feff (q, со) типа изображенных на рис. 2, б и в.
При этом межэлектронное взаимодействие можно
написать в виде скелетной диаграммы рис. 3,
где темный треугольник означает полную вер-
шинную функцию Г. Диаграмма же типа рис. 2, г
не сводится к такой форме. Однако ее учет
тоже может оказаться существенным, особенно Рис. 3.
при корректном рассмотрении спиновой струк-
туры межэлектронного взаимодействия и при вычислении аномальных
функций Грина.

В рамках теории возмущений для систем со слабой связью подробный
анализ поправок второго порядка по Vett (q, со) и их влияния на критиче-

+ и т.д.

а)

скую температуру сверхпроводящего перехода был проведен Киржни-
цем 3. Для систем с сильной связью, например, для однокомпонентной
плазмы с rs ^$> 1, необходим учет всех диаграмм теории возмущений. Это
делает задачу практически нерешаемой в рамках теории возмущений,
и необходим иной подход к проблеме, основанный, например, на каких-
нибудь вариационных принципах. В случае систем с конгруэнтными уча-
стками поверхности Ферми возможно выделение совокупности наиболее
существенных диаграмм. Для вершинной функции Г в квазиизотропном
приближении такие диаграммы изображены на рис. 4. Следует, однако,
отметить, что последовательный анализ этой проблемы до сегодняшнего
времени отсутствует.
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б) В ы в о д у р а в н е н и й с в е р х п р о в о д и м о с т и
д л я с и с т е м с с и л ь н ы м в з а и м о д е й с т в и е м

В работе 4 7 было получено точное уравнение для одночастичной
функции Грина электронов для нормального металла. Результаты этой
работы можно легко обобщить и на случай сверхпроводящего металла,
введя обычным образом представление Намбу для электронных операторов
(х = (г, *))

и рассматривая матричную функцию Грина

G(x, x') = —i(T$(x)1p+(x')).

При этом для функции G (х, х') получится следующее выражение:

(44)

(45)

(46)

где 1 и Т; — обычные матрицы Паули,

А _ _ 1
0

0
1 ' T 1 ~~

0
1

1
0

0
— i

i

0 ' т з ~
1
0

0
— 1

здесь Uetf (х) — эффективный хартриевский потенциал, действующий
на электроны:

Uett (х) = е* j dr' 2 Vie (r-К), (47)

где <pe (r, i) > — средняя плотность электронов,

(pe (г, *)> = — i Sp (x3G (X, X)),

и F l e (r — Rn) — неэкранированный электрон-ионный потенциал. 2 (x, x')
— собственно энергетическая часть, являющаяся матрицей в простран-
стве матриц Паули — выражается следующим образом:

S (x, x')=—i j dx, dx2 j dr" [ r ^ r l / | X

X e f o t ^ i ; r"» )̂ хз& (x> xz) т з Г (х2, x', x4), (48)

где Г (x2, x% Xj) — матричная вершинная функция, определяемая как

Г /„ ~' ~. \ .. oG (х2, х ) /ла\
lU/o, Л , *му — *з ятт / \ • V * ^ /

Функция efot (̂ > z') — обратная ДП системы может быть записана в виде

, х') = eif (х, х') + 2 ) X

п, п '

H ^ , a:'); (50)

здесь Dnni (t) — фононная функция Грина, a eel (x, х') — обратная мат-
рица ДП электронов кристалла. Функция г̂ { (х, х') определяется урав-
нением

dr" П(г", t; xt) e;{ (x1? x')t
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где П (х, х') — полный поляризационный оператор электронов, дающийся
равенство?*

,х)- b

Матрицу 2 (х, х') можно разложить по матрицам Паули и представить
в виде

2 (г, z') = *[6(:r-:c')-Z(a:, a')]-£-l+g(:e, х')*з + Ф (*>*') *i- (53)

При этом функции Z (х, а;') и £ (х, х') определяют зонную структуру и
перенормировку спектра возбуждений металла и отличны от нуля и в слу-
чае нормального металла. Функция же ф (х, х') — аномальная собственно-
энергетическая часть, которая и определяет сверхпроводящий параметр
порядка. Уравнения, фактически совпадающие с (46) и (48), были полу-
чены также в работе Гарланда 4 8.

Для квазиизотропных систем со слабой связью, где применимо ПХФ,
можно пренебречь функцией Н (х, х) и считать Z (х, х) = б (х — х'),
оставляя таким образом в уравнении (48) только аномальную собственно-
энергетическую часть ф (х, х'). Вершинную функцию Г (х2, х, хх) в этом
приближении можно заменить на следующее простое выражение:

Г (х2, х', xj = 16 (х1 — х') б (х2 — хг).

В этом случае задача существенно упрощается, и можно легко вычислить,
например, значение критической температуры сверхпроводящего пере-
хода Тс, и ответ будет даваться формулой (2).

Для систем же с сильной связью решение уравнений (48) представляет
собой крайне сложную задачу. Прежде всего решение этих уравнений
весьма трудно и для случая нормального металла. Существует лишь очень
малое число попыток последовательного подхода к расчету одночастичных
свойств нормальных металлов, основанных на решении уравнений (48).
Обычные расчеты зонной структуры металлов с самого начала исходят
из одночастичной схемы в рамках метода функционала плотности. Взаимо-
связь этих двух подходов до сих пор остается почти неисследованной.

Можно было бы упростить расчеты сверхпроводящих характеристик
металлов, если переписать уравнение для аномальной собственно энер-
гетической части ф (х, х) таким образом, чтобы в это уравнение входили
точные функции Грина нормального металла. К сожалению, в общем виде
это сделать невозможно. Однако можно написать соответствующее урав-
нение для определения Тс в случае, если Тс <С ер. С этой целью запишем
полную функцию Грина G (х, х') в виде

G (х, х') = GN (x, x') +^dx 1 dx 2 G N (х, хг) ф (хг, х2) T X G N (X2, Х'), (54)

где G ъ(х, х') — матричная функция Грина для электронов нормального
металла

« N {X, X ) =
О G N (V, х)
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Подставляя (54) в выражение (48) для 2 (х, х'), будем иметь

2 (х, z') = — i j dxj dx2 j dr" | r _"r" | X

X etot fa, r"t) T 3GN (xi x2) т 3 Г (z2, x', xx) —

— Г j dxj dz2 dz3 dz4 j dr" ^ Д ^ e^t (a;4, r", t) X

X T3GN (x, x3) ф (z3, z4) TjGN (x4, x2) Г (ж2, х', xx).

Далее, запишем собственно-энергетическую часть 2 (х, х') в виде, ана-
логичном (53):

2 (х, х') = S N (х, х') + Ф (ж, я') x l f

где
2 N О

о s&
— собственно-энергетическая часть функции Грина нормального металла,

удовлетворяющая уравнению

Ах^Ах2 \ dr' | г _ г „ | etot (ж, r*t)GN(x, х2)Г(х2, х', х{), (55)

где Г к (ж2, х', a;x) — вершинная часть, не содержащая аномальных функ-
ций Грина.

При выводе уравнения для ф (ж, а̂ ) уже нельзя пренебречь аномаль-
ными вершинами, однако при Т — Тс достаточно учитывать лишь такие
аномальные вершины, в которых аномальная функция Грина входит лишь
один раз. Ситуация с такими вершинами очень напоминает ситуацию с ку-
лоновскими вершинами в электрон-фононной системе нормального металла.
Как известно 3>47, в этом случае из-за необходимости учета фононных по-
правок в вершинной функции при слагаемом в SN, обусловленном куло-
новским взаимодействием, возникает несимметрия в числе кулоновских
вершин в слагаемых, связанных с кулоновским и электрон-фононным вза-
имодействием. Во вкладе в собственно-энергетическую часть, обусловлен-
ную электрон-фононным взаимодействием, кулоновские вершины входят
квадратичным образом. Аналогичным образом обстоит дело и в уравнении
для аномальной собственно-энергетической части ф (х, х'). В это уравнение
вершинные функции Грина нормального металла FN также будут входить
квадратичным образом в отличие от уравнения (55) для нормальной части
SN. Окончательно уравнение для функции ф (х, х') можно записать в сле-
дующем символическом виде 4:

Ф = -i \ ГмУое4о\Сцб£ГКф, (56)

где мы для сокращения записи не выписывали всех индексов у функций,
входящих в это уравнение.

Из сравнения уравнений (55) и (56) видно, что фактически процессом,
приводящим к спариванию электронов и появлению параметра порядка,
с одной стороны, и перенормировке свойств нормального металла, с другой
стороны, отвечают совершенно разные взаимодействия. Спариванию отве-
чает взаимодействие

а перенормировке
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Существенно при этом, что взаимодействие V^tt даже при отрицательном
знаке статической ДП является отталкивательным, в то время как знак
спаривательного взаимодействия определяется знаком статической ДП.
Сколь-нибудь подробный анализ полученных уравнений для систем с не-
фононными механизмами сверхпроводимости, однако, отсутствует.

Гораздо определеннее ситуация в системах с электрон-фононным меха-
низмом сверхпроводимости. Подробный анализ уравнений (48) для этих
металлов имеется в обзоре Скалапино 4 9 и в книгах 3>8, и мы не будем
здесь на нем останавливаться. Отметим лишь, что для случая чистых ме-
таллов необходим учет анизотропии сверхпроводящего параметра порядка,
который значительно усложняет расчеты 50. Фактически же эта анизотро-
пия в большинстве металлов достаточно мала. К тому же в грязных метал-
лах с примесями анизотропия исчезает при уже достаточно малом коли-
честве примесей, так что можно ограничиться исследованием параметра
порядка, усредненного по поверхности Ферми. Именно для этой величины
и существуют хорошо известные уравнения сверхпроводимости, называе-
мые обычно уравнениями Элиашберга, которые были получены им еще
в 1960 году 51>6'2. Их исследованию и будет посвящен следующий раздел
обзора.

5. ИССЛЕДОВАНИЕ КРИТИЧЕСКОЙ ТЕМПЕРАТУРЫ СВЕРХПРОВОДНИКОВ
С СИЛЬНЫМ ЭЛЕКТРОН-ФОНОННЫМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ

а) В ы ч и с л е н и е к р и т и ч е с к о й т е м п е р а т у р ы

Запишем уравнения Элиашберга для Т = То в следующем обще-
принятом ВИДе 3,8,49,50,52.

(57)

1 — г{шп)шп=—л,Т0У^ sign comA, (icom — шп); (58)

здесь А (шп) — сверхпроводящий параметр порядка, Z (icon) — пере-
нормировка функции Грина нормального металла, со„ = (2п + 1) пТс,
и величина X (icom — icon) определяется как

оо

X (шт - шп) = 2 j dcoa* (со) g (со) m , ^ . (59)
о

Функция а 2 (со) g (со) — спектральная плотность электрон-фононного взаи-
модействия. При этом g (со) — плотность состояний фононов и а (со) —
константа взаимодействия электронов с фононами с данной энергией со.

Отметим прежде всего, что вклад прямого кулоновского отталкивания
(второе слагаемое в правой части уравнения (57)) записан в очень упро-
щенной модельной форме. Возможность использования такого простого
выражения для этой величины обусловлена следующими причинами. Во-
первых, как это было выяснено в предыдущих разделах этого обзора, в си-
стемах с сильным электрон-фононным взаимодействием эффекты локаль-
ного поля в ионной подсистеме позволяют константе электрон-фононного
взаимодействия % значительно превышать константу кулоновского взаимо-
действия и.. Фактически во всех реальных сверхпроводящих металлах имен-
но так и обстоит дело. Константа связи % в сверхпроводниках меняется от

8 У Ф Н , т. 138, вып. 1
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величины К = 0,4 в А1 до К = 2,6 в сплавах PbBi. При этом величина р
во всех этих металлах не превосходит значения 0,2—0,3 53. Из-за большой
разницы средних фононных частот и энергии Ферми происходит дальней-
шее уменьшение вклада прямого кулоновского взаимодействия за счет
перерассеяния электронов и перехода к кулоновскому псевдопотенциалу
\i* = и./[1 + ц In (е^/со)]. Как было показано Батыевым 54, переход от [х
к [х* имеет место не только в рамках слабой связи, но и при более точном
учете эффектов сильной связи. Таким образом, прямое кулоновское оттал-
кивание в большинстве реальных сверхпроводников оказывает очень
малое влияние на Тс, и при его описании вполне можно ограничиться про-
стой моделью, использованной в уравнении (57).

Это, конечно, не означает, что вообще кулоновское взаимодействие
между электронами несущественно в таких металлах. Роль кулоновского
взаимодействия весьма важна в процессе формирования фононных частот
металлов, в экранировании электрон-ионного взаимодействия и т. п.
Спектральная плотность электрон-фононного взаимодействия а 2 (ю) g (со)
должна, конечно, определяться с корректным учетом как электрон-ионного,
так и кулоновского межэлектронного взаимодействий. На микроскопиче-
ском определении этой функции и на обсуждении способов ее расчета мы
остановимся несколько позднее. В данный же момент мы хотим лишь ука-
зать, что существуют довольно хорошо разработанные методы получения
функции a 2 (co)g (со) из туннельных измерений в сверхпроводящих 5 5~5 8

и даже нормальных металлах 6 9 ' 6 0 . Вид функции а2 (со) g (со) поэтому доста-
точно хорошо известен для очень большого числа металлов и сплавов.

Переходя к вычислению Тс, мы прежде всего перепишем уравне-
ния (57—58) в виде одного линейного уравнения для функции А (ш„).
При этом критическая температура Тс будет определяться из нахождения
собственных значений этого уравнения:

У, К(п, га', Г С )Д П . = О, (60>
0

где
К(п, п', Тс) =

2
7 П = 1

. . записи этого уравнения мы ввели обозначения

п~ 1соп| '

а также пренебрегли в правой части уравнения (57) вкладом прямого
кулоновского отталкивания. В окончательных ответах можно будет легко
восстановить при необходимости вклад этого достаточно несущественного
для наших целей слагаемого.

Довольно большие условия были затрачены на решение уравнения (60)
и получение аналитической формулы для Гс

 6i~63, начиная с работы Мак-
миллана е*. Стоит, пожалуй, отметить, что во всех указанных работах
фактически решалось не уравнение (60), а уравнения (57—58), аналити-
чески продолженные на непрерывные значения энергии со. Прежде чем
переходить к рассмотрению конкретных решений этих уравнений, нам
хотелось бы ответить на вполне законный вопрос: А возможно ли в прин-
ципе получение аналитической формулы для Тс из уравнения (60)? В самом
деле, как видно из формул (57—61), критическая температура является
функционалом от функции а2 (со) g (со). Когда же мы говорим о получении.
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аналитической формулы для Тс, то и по самой сути этой задачи и по резу-
льтатам, полученным в работах в 1 " 6 4 , мы подразумеваем, что можно выра-
зить Тс через несколько моментов функции ос2 (со) g (со). Ясно, что для
произвольного вида функции а 2 (to) g (со) эта задача невыполнима, и полу-
ченные формулы для Тс неизбежно будут приближенными.

В случае систем со слабой и промежуточной связью подробное иссле-
дование проблемы было дано в работе 6 3. С помощью итераций по параметру

+ к) было получено следующее аналитическое выражение для Тс:

(62)

где К — константа электрон-фононной связи, равная
ОО

остальные величины, входящие в формулу (62), определяются следующим
образом:

= 4 J 4г1 п

К = A j йщаг {щ) g {щ) l n
A j йща {щ) g {щ) l n ^ j ^ Ы g Ы ( ^ _ _ 1 _

о о
(65)

и |i* — кулоновский псевдопотенциал. В случае достаточно узкого пика
в плотности состояний фононов или отсутствия сильно различающихся
по частоте фононных мод величина К становится равной 112. В этом случае
формула (62) для Тс фактически совпадает с хорошо известной формулой
Макмиллана с заменой лишь в ней дебаевской энергии фононов на вели-
чину co log:

Т _ щюе Р х п Г 1 ± Ь "I / Ш
7 o " ~ T 4 5 " e X p L K-V? {1 + 0,5 [ M l - г Щ J" ( }

Если рассмотреть ситуацию, в которой функция а 2 (со) g (со) может быть
представлена в виде нескольких изолированных пиков:

a2(«))g(a))=2-?fLe(<B-a) f), (67)
г

то среднелогарифмическая частота co]0g приобретает вид

I ] Ш г ^ <
«log = - ^ — ; (68)

здесь X — полная константа связи. Из формулы (68), в частности, следует.,
что при стремлении к нулю какой-нибудь из частот со,-, критическая тем-
пература тоже должна стремиться к нулю. Однако этот ответ заведомо не-
верен, хотя бы по той простой причине, что сами формулы (62) и (66)
получены в предположении, что все частоты со,- удовлетворяют неравен-
ству со, > Тс.

При наличии в системе низкочастотных мод колебаний с со,- ^ Т
необходим более корректный учет этих мод, нежели это было сделано при
выводе формул (62) и (66). С этой целью мы запишем выражение для функ-

8*

с
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ции К (шп) в виде суммы двух слагаемых Кг (ш„) и К2 (ш„), где кг (i(dn)
обусловлено именно вкладом низкочастотных мод. Для Хг (i(on) в случае,
когда отвечающие ей частоты и>1 удовлетворяют неравенству СО] <с Тс,
можно написать следующее представление:

Здесь введены обозначения для константы связи электронов с низкочастот-
ными модами Агр определяемой в соответствии с (63) как

о

и М (1) — первого момента функции а 2 (а^) g (<%):

М (1) = 2 J d c o ^ a 2 (<ot) g (щ). (69)
о

Если подставить теперь выражения для A-! (iwn) в уравнения (60) и (61),
определяющие Тс, то легко убедиться, что вклад от А,х (tcon) при п = О
полностью сокращается. Влияние низкочастотных мод при этом входит
лишь через величину М (1)/(2лТсп)2. Если использовать для а 2 (со^ g (а»])
представление (67), то для А,х (i(on) при п фО получаем

й (70)

Из этого выражения видно, что если при стремлении w1 к нулю константа
электрон-фононной связи Х1 остается постоянной или уменьшается, то
низкочастотные фононы не оказывают никакого непосредственного влияния
на Тс. Если же при стремлении coj к нулю константа электрон-фононной
связи кг возрастает как Я, л? 1/со,, то величина М (1) остается конечной,
и низкочастотные фононы дают вклад в Тс даже при а>1 = 0. Такая воз-
можность была указана в работе 66. Однако поведению константы X ~
~ \1 ы\ при малых а>1 едва ли можно придать какой-либо физический смысл.

Более интересной является возможность существования у уравнений
Элиашберга решений с Тс большими, чем характерные фононные частоты.
Впервые па такую возможность было указано в работе Аллена и Дайнса 6 6,
и она связана с существованием при больших значениях к конечного зна-
чения отношения М (1)/(2я7'с)

2 « 1. При этом Тс выражается следующим
образом через М (1):

Более точный расчет дает

Тс = 0,1827/М (1). (71)

Авторы работ 6 6 предложили объединить формулы (66) и (71) в виде *)

< 7 2 )

*) Отметим, что авторы работы 6 6 использовали несколько иные численные коэф-
фициенты, чем в формуле (66), полученной аналитически в работе 6 3 .
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где Л и / 2 — эмпирически подобранные функции

i - П I ( х

Ji L "^ V 2,46 + 9,

/ 2 = 1

,35ц*

[(co( l)/co l o g )- lH 2

,5|i*)2(cu(l)/co10g)2 *

Здесь

(73)

где М (0) — нулевой момент функции а 2 (со) g (со).
Более последовательная попытка получения аналитической формулы

для Тс при константах связи К « 1 была предпринята в серии работ 6 7~6 9,
где было предложено разложение Тс в ряд по степеням 1/Я,

(4) \i

«(4) ' (4) а>* (6)
ш» (2)

12-
(74)

Это выражение несложно получить, подставляя в (61) разложение (59)
по степеням со2/(2яГс)

2. В результате Тс зависит лишь от величин к и сред-
них фононных частот со (п), определяемых через моменты функции
а 2 (со) g (со) М(п + 1),

со(/г) = -^- [М (/г + 1 ) ] 1 / ( п + 1 ) . (75)

Сами же моменты определяются по аналогии с (63) следующим образом:

М (и) = 2 \ dco cona2 (со) g (со). (76)
о

Коэффициенты а$7- одинаковы для всех сверхпроводников и приведены
в табл. И .

Т а б л и ц а II

Зависимость коэффициентов (74) от кулоновского взаимодействия 67~69

ц* = 0

ц* ^ 0

и*

ц,* = 0
р*фО

а0

0,12273
ag

/ 1 + 2,45 ц*

—0,34336

а? (1 + 2,797 ц*)

« 3 1

—0,196
а», (1 + 2,7 и-*)3

« 2 1

0,2547

о», (1+-2,8р,*)2

аз 2

0,615
а§2 (1 + 2,7 ц»)з

а 2 2

—0,2915

a« 2(l+2,7tx*)2

а з з

-0,420
а»3 (1 + 2,7 ]х*У
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Расчеты Тс для реальных сверхпроводников, использующие функции
а2 (со) g (со) из работ дают хорошее согласие с экспериментальными
данными (см. ниже табл. III). Для металлов с большими к, однако, радиус
сходимости для данного ряда сильно зависит от формы спектра, например,
для ртути (Л = 1,62) значение Тс, вычисленное по формуле (74), становится
отрицательным. Для улучшения сходимости данного ряда можно исполь-
зовать метод аппроксимант Паде. В результате получаем 70

1+-7-
Т — А

•+4- 3 — АхАг AS — *
(77)

А\ — Аг ' А,» А\ — А2

где коэффициенты А% даются выражением (74). Результаты расчета по
ункций а 2 (со) g (со), восстановленных
приведены в табл. III и показывают,

Т а б л и ц а III

д ф ф ц % д р ( ) у р
формулам (74) и (77) с помощью функций а 2 (со) g (со), восстановленных
из туннельных характеристик 65.56

Вещество

Hg
In
Pb
Sn
Та
Tl
Tlo,gBio,i
Pbo,,BiO i 3

Pb o , e 5 Bi o , 3 5

X :

1,62
0.804
1,55
0,716
0,692
0,795
0,78
2,03
2,13
2,58

•ЛМсМ)
с

3,53
3,27
6,48
3,81
4,58
2,21
2,16
6,85
6,80
4,66

т(62)
с

2,91
2,97
5,99
3,55
4,39
2,11
1,99
6,09
5,97
3,81

Г(72)

4,14
3,44
7,26
3,98
4,75
2,32
2,26
8,20
8,28
6,18

г(74)

< 0
6,78
7,47
4,84
3,78
2,95
2,99
8,52
8,72
7,03

т(77)
с

5,32
3,60
7,43
3,07
3,45
2,40
2,29
8,50
8,69
6,89

уЭксп

4,19
3,40
7,23
3,72
4,47
2,39
2,30
8,45
8,95
7,00

что выражение (77) дает хорошее согласие с экспериментом в широкой
области значений А, (к > 0,7). Для сравнения приведены также результаты,
вычисленные по формулам (72), (62) и по формуле Макмиллана (МсМ).

Из приведенного выше анализа и численных расчетов видно, что ана-
литического выражения для Тс, справедливого во всем интервале значений
X и для любого вида функции а 2 (со) g (со), получить не удается. В лучшем
случае можно написать выражения типа (62), (74) или (77). Вообще говоря,
если известен вид функции а 2 (со) g (со), то нет особой необходимости в по-
лучении каких-либо аналитических формул для Тс. Современные вычисли-
тельные машины позволяют легко находить величину Тс непосредственно
из уравнений (60), (61). Аналитические формулы делают, однако, более
удобным анализ зависимости Тс от свойств нормального металла, осо-
бенно в том случае, если экспериментально известны какие-либо моменты
функции а 2 (со) g (со), но не сама эта функция.

Используя полученные выражения для Тс, можно попытаться ответить
на следующие вопросы:

1) Существуют ли в рамках уравнений Элиашберга какие-нибудь
внутренние ограничения на возможные значения 71™ах?

2) Какой вид функций а 2 (со) g (со) является более предпочтительным
с точки зрения существования высоких значений Гс?

Более последовательно, однако, искать ответа на эти вопросы в рам-
ках метода, разработанного Бергманом и Райнером 7 1. В работе 7 1 была
вычислена функциональная производная ЬТс1Ьа2 (со) g (со), которая пока-
зывает, какие частоты являются наиболее эффективными для повышения
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Тс- Эта функция стремится к нулю при частотах со —>• 0, указывая на не-
эффективность фононов с очень низкими энергиями. При больших часто-
тах функция 6Тс/ба2 (со) g (со) падает как 1/со и имеет максимум при со «
^ 2кТс. Отсюда, в частности, следует, что наиболее предпочтитель-
ным с точки зрения получения высоких значений Тс была бы функция
а2 (со) g (со) следующего вида:

а 2 (со) g (со) = А8 (со — соо),

где со0 « 2яГ0. Возможно ли в реальных металлах иметь функции
•а2 (со) g (со) такого или близкого типа — этот вопрос, конечно, может
быть решен лишь при конкретном изучении свойств металла.

Метод работы п можно использовать и для исследования проблемы
возможных ограничений на значение Тс, возникающих в уравнениях Эли-
ашберга. В работе Ливенса 7 2 было показано, что для значений Тс, опре-
деляемых уравнениями (60) и (61), существует верхняя граница, такая что

•<я(ге)со(га), (78)

где а (п) — некоторые константы, а со (п) определяются формулами (75),
(76). Для вычисления констант а (п) необходимо получить выражение для
функциональных производных blTjbG (п, со), где G (п, со) =
= сопа2 (со) g (со). Это легко сделать в рамках метода, предложенного
в работе 71. Конкретный расчет, проведенный Ливенсом 72, показывает,
что величина а (п) является конечной лишь для нулевого и первого момен-
тов. Для п ;> 2 а (п) = оо, и, таким образом, формула (78) не приводит
ни к каким ограничениям на Тс. Для первых же двух моментов возникают
следующие неравенства:

< Т% = 0,231 \ dcoa2 (со) g (со)

7'™ах< Т1 = 0,258 dcocooc2 (со) g (со)

(79)

I

При этом, как показано Ливенсом, первое ограничение является более
сильным для не слишком больших значений X,

Тс

В табл. IV приведены экспериментальные значения Тс, а также величины
Тс и Тс, вычисленные для ряда сверхпроводников. Как видно из этой таб-
лицы, экспериментальные значения Тс у большинства реальных сверх-

Т а б л и ц а IV

Вещество

Hg
III

Pb
Sn
Та
Tl
Pb o ,7Bi O l 3

РЬо,в5В1о,35
PbO,45BiO,65

1,6
0,805
1,55
0,72
0,69
0,;95
2,01
9 г

2,59

тэксп
J c

4,19
3,40
4,23
3,72
4,47
2,36
8,45
8,95
7,0

7,1
7,35

10,8
9,17

11,1
5,36

12,0
12,3
11,4

<

11,3
11,6
14,6
18,8
22,4
10,43
14,5
14,7
13,8
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проводников не так уж сильно отличаются от своих максимально возмож-
ных значений. Для того, чтобы понять, можно ли каким-либо образом
достигнуть этих максимальных значений и можно ли вообще создать
сверхпроводящие металлы, имеющие Тс, значительно превышающие 22,4 К
(Тс для Га), необходимо микроскопическое исследование функции
а 2 (со) g (со) и ее связи со свойствами металла.

б) С п е к т р а л ь н а я п л о т н о с т ь
э л е к т р о н - ф о н о н н о г о в з а и м о д е й с т в и я

и з а в и с и м о с т ь Тс о т с в о й с т в
н о р м а л ь н о г о м е т а л л а

Для получения точного микроскопического выражения для функ-
ции а 2 (со) g (со) необходимо последовательный анализ уравнений сверх-
проводимости (46) и (48) с полным учетом кулоновского межэлектронного
взаимодействия. К сожалению, до настоящего времени эта задача не реше-
на не только для сверхпроводящих, но даже и для нормальных металлов.
В работе Скалашгао 4 9 в рамках теории возмущений до второго порядка
по слабому электрон-ионному псевдопотенциалу было получено следующее
микроскопическое выражение для функции а 2 (со) g (со):

Здесь интегрирование ведется по поверхности Ферми, VF — скорость
электрона на поверхности Ферми, со р_Р', % — частота фононов с импуль-
сом р — р' и g р, Р'_ % — матричный элемент электрон-фононного взаимо-
действия. Для простых металлов g Pi Р', %. представляется в виде

7 7 е Р - Р ' Л ( р - р ' ) ^ ( Р - Р г (81)Г
Р-Р

В этой формуле е р_р<) % — вектор поляризации фононов, Vie (p, р') —
экранированный электрон-ионный псевдопотенциал

F 'e (P. P ) =

где ГрР (р — p') — вершинная функция кулоновского взаимодействия,
Zc — перенормировка функции Грина электронов за счет кулоновского
взаимодействия, eej (р— р', 0) — диэлектрические проницаемость электро-
нов и Fje (р — р') — затравочный электрон-ионный псевдопотенциал.
Существенно, что при малых передаваемых импульсах имеет место равен-
ство

ie(q) _ F l e(q)

J (q, 0) - eel (q, 0) ~ ~ N (0) '

где Z — валентность иона и N (0) — плотность состояний электронов на
поверхности Ферми. Равенство (83) показывает, что при малых передавае-
мых импульсах перенормировки экранированного псевдопотенциала за счет
вершинной функции и величины Zc полностью компенсируют друг друга.
Это обстоятельство означает, что при вычислении функции а 2 (со) g (со)
необходимо последовательно учитывать обе эти функции, и F p F (q),
и Zc. Подобные расчеты, однако, крайне сложны, даже при учете того
факта, что ГрР (q), eei (q, 0) и Zc определяются свойствами однородного
электронного газа. Для переходных металлов для функции а 2 (со) g (со)
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можно получить выражения формально очень сходные с даваемыми фор-
мулами (80) — (82). Однако в этом случае функции Г р Р (р, р'). eei (P. P'I 0)
и 2>с (р> р') должны будут уже определяться не для однородного электрон-
ного газа, а для системы взаимодействующих блоховских электронов.
В этом случае задача вычисления функции а 2 (со) g (со) становится еще
более сложной.

Все имеющиеся к настоящему времени расчеты функции а 2 (со) g (со)
в действительности исходят не из последовательного рассмотрения взаимо-
действующих электронов, а основаны на простом одночастичном подходе
к системе блоховских электронов. Для определения зонной структуры
электронов используется уравнение Шредингера с периодическим потен-
циалом V (г). Матричный элемент электрон-фононного взаимодействия
gp, v',x П Р И этом определяется через градиент этого кристаллического
потенциала:

р-р , л
(84)

ДЛЯ простых металлов параметры кристаллического потенциала,
или, точнее, псевдопотенциала, обычно подбираются из условия совпаде-
ния экспериментальных данных и теоретических расчетов вида поверхно-
сти Ферми. В качестве волновых функций электронов, входящих в опреде-
лении матричного элемента gPt Р', ^, используются либо одна плоская вол-
на 73>74, либо сумма нескольких плоских волн 75>76. Фононные частоты вы-
числяются методом силовых постоянных. Рассчитанные таким образом
функции а 2 (со) g (со) обнаруживают довольно неплохое качественное со-
гласие с экспериментальными данными. Количественное же совпадение
расчетных и экспериментальных кривых а 2 (со) g (со) оказывается не
очень хорошим.

Для переходных металлов Гаспари и Джорффи " разработали методи-
ку расчета величины М (1) — первого момента функции а 2 (со) g (со),
который обычно принято обозначать как N (0) {Р )1М, где М — масса
иона. Ими было показано, что эта величина может быть выражена через
фазовые сдвиги рассеяния электрона на кристаллическом потенциале
и плотность состояний электронов на поверхности Ферми N (0). Для
вычисления же фазовых сдвигов и N (0) может быть использован любой
стандартный метод расчета зонной структуры (см. подробнее книги 3 . 8 . 3 2 ) .
Позднее эта методика была обобщена и для расчета не только М (1)> но и
самой функции а 2 (со) g (со)77-80. Как и в случае простых металлов, рассчи-
танные функции а 2 (со) g (со) обнаруживают разумное качественное согла-
сие с экспериментальными данными, количественное же совпадение данных
оставляет желать лучшего. Подробный анализ природы возникающих
отличий рассчитанных и экспериментальных значений а 2 (со) g (со) был
проведен для простых металлов в работе 7 6 и для переходных в работе 8 0.
Из результатов этих работ следует, что существующие к настоящему вре-
мени методы расчета функции а 2 (со) g (со) не позволяют надеяться на вы-
числение сверхпроводящих свойств металлов с точностью большей, чем по
порядку величины.

В рамках псевдопотенциального подхода к простым металлам основная
причина неточности расчетов, по мнению авторов 8 0, заключается в опреде-
лении псевдопотенциала F l e (p, р'). Дело в том, что из зонных расчетов
можно определить эту величину лишь при р — р ' = К, где К — вектор
обратной решетки. Для вычисления же а 2 (со) g (со) необходимо знание

функции У1е (р, р') при любых разностях р — р'. Для этого приходится
делать какие-то предположения о виде этой функции, поскольку ее анал и
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тический расчет в соответствии с формулой (82) не представляется возмож-
ным. Следует добавить, что имеется и еще одна принципиальная причина
неточности в существующих расчетах функции а? (со) g (ш) в простых
металлах. Выражение для матричного элемента gPt Р'_ % (81) справедливо

с точностью до 2-го порядка по затравочному псевдопотенциалу Vle (р, р'),
и только в этом порядке оно представляет собой матричный элемент от

градиента экранированного псевдопотенциала F l e (r) (82), определяющего
зонную структуру металла. В общем же случае в рамках многочастичного
подхода и взаимодействующей системе электронов и ионов матричный
элемент электрон-фононного взаимодействия не может быть представлен
в виде градиента какого-либо потенциала.

Чтобы убедиться в этом, запишем матричный элемент электрон-фонон-
ного взаимодействия для блоховских электронов в следующем виде 8 1, 8 4:

К'

её,1 (q + К, q + К', 0) (q + К') У„ (q + К'), (85)

здесь APi p' (q -j- К) — формфактор рассеяния блоховских электронов

А9, р- (q + К) = [ dr Up (Г) е-(Ч+К)гЦр ( г ) | ( 8 6 )

где ир (г) — блоховская часть волновой функции

Y p (Г) = Up (Г) в*Р'.

Величиной её}1 (q + К, q + К', 0) обозначена эффективная диэлектриче-
ская проницаемость блоховских электронов, учитывающая эффекты пере-
нормировки за счет вершинной функции. Конкретный вид eei (q + К,
q + К', 0) найти крайне сложно, однако это не очень существенно для
наших целей. Важно лишь следующее обстоятельство: для блоховских

электронов её} (q + К, q + К', 0) является матрицей в пространстве век-
торов обратной решетки К и К'. Для однородного же электронного газа

е"1 (q + К, q + К', 0) = 6КК/ е"1 (q + К). Тогда легко убедиться, что
для свободных электронов выражение для gPt p>t ^ можно переписать в виде
формулы (84), где величина V F (г) имеет вид

к
(q + К) 7е\ (q + K,:0) F l e (q + К). (87)

В общем случае блоховских электронов обозначим вектор^ стоящий под
знаком суммы по К', через W (q + К):

W (q + К) = 2 1Ц (q + К, q + К', 0) (q + К') Vle (q + К') (88)
К'

и разложим его на составляющие, параллельные и перпендикулярные век-
тору (q + K). Тогда выражение для £р, Р', я, можно переписать в следующем
виде:

) . (89)
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Здесь первое слагаемое в квадратных скобках происходит от составляющей
вектора W (q -f К), параллельной q + К, и равно

W (г) = 2 J T § F е~Кч+К)Г (Ч + К) eei (q + К, 0) F l e (q + К), (90)
к

где

- 'VT n ' к ' АЧ (q+K)(g+K')
| q + | — F l e ( q + K ) •

К'

Соответственно, второе слагаемое может быть записано в виде

X [W (q + К) - (q + К) e;f (q + K, 0) F l e (q + K)J. (92)

Первое слагаемое в формуле (89), как раз отвечает приближению жест-
кого иона, обычно используемому при вычислении функции а 2 (со) g (со).
При этом в качестве функции V (г) берется полный кристаллический потен-
циал. В работе 8 0 отмечалось, что скорее всего именно это обстоятельство
и приводит к отличию теоретических значений функции а? (со) g (со) от
экспериментальных данных. Как видно из формул (89)—(92), приближение
жесткого иона, в самом деле, является совершенно неоправданным. На
существование в изменении кристаллического потенциала под действием
фононов слагаемых типа rot M (г) указывалось в целом ряде работ 82~81.
К сожалению, сколь-нибудь подробный количественный анализ величины
rot M (г) и ее вклада в электрон-фононное взаимодействие к настоящему
времени отсутствует.

Вывод о недостаточности приближения жестких ионов, конечно, не
обесценивает полностью всех существующих микроскопических расчетов
функции а 2 (со) g (со), а также константы электрон-фононной связи X.
В ряде таких расчетов были получены весьма интересные качественные
результаты, касающиеся, например, природы различия константы X
в сверхпроводящих и несверхпроводящих карбидах и нитридах переходных
металлов 8 б, тенденций для Тс в ряду 4с1-переходных металлов 8 6 и т. п.
(см. подробнее об этом3-8 '6 0). Ясно, однако, что без последовательного ана-
лиза роли поперечных эффектов, связанных с функцией rot M, невозмож-
но построение строгой количественной теории электрон-фононного взаимо-
действия.

Возвращаясь к возможным ограничениям на значение Тс, вытекающим
из решения уравнений Элиашберга, отметим, что единственные ограниче-
ния, существующие в этой теории, связаны с неравенствами (79). Посколь-
ку в самих уравнениях Элиашберга не существует каких бы то ни было ог-
раничений на функцию а 2 (со) g (со) и ее моменты, то это фактически озна-
чает отсутствие ограничений и на величину Тс в рамках этих уравнений.
С другой стороны, из микроскопического определения функции а 2 (со)
g (со) следует,£что для любого металла величины моментов этой функции
не могут быть произвольно большими. В частности, в рамках приближения
жесткого иона можно легко получить3)45 выражение для первого момента
М (1) для простых металлов с точностью до второго порядка по Fie:
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Здесь rs — параметр сжатости электронного газа, Q p l — плазменная

частота ионов, nFfe (q) — средний квадрат экранированного псевдопотен-
циала:

В простых металлах величина Ffe (q) является довольно малой ( ̂  0,01 —
— 0,05), что и приводит к малости М (1) по сравнению с квадратом ионной
плазменной частоты. Используя развитую Петтифором 87~88 технику приб-
лиженного вычисления матричных элементов электрон-фононного взаи-
модействия, в работе 8 9 были получены соответствующие ограничения на
JV(O)</ 2 ) И ДЛЯ случая переходных металлов. К сожалению, все эти
ограничения сами по себе довольно мало конструктивны, если иметь в
виду попытки создания сверхпроводящих металлов и сплавов с максима-
льными значениями Тс. В самом деле, если мы обратимся к равенству
(93), то мы увидим, что основное ограничение на М (1) связано с малостью

величин Ffe (q), однако в рамках приближений, использованных при выво-
де формулы (93), Ffe (q) определяется в основном величиной затравочного
псевдопотенциала F l e (q), который является свойством конкретного ато-
ма и не может быть произвольно изменен. Далее, величины r s и Qv\ опре-
деляются валентностью и равновесным объемом металла. При этом в
свою очередь равновесный объем зависит от свойств псевдопотенциала.
Отсюда ясно, что для понимания причин, ограничивающих значение М (1),
а следовательно, и Тс, необходимо самосогласованное решение всей задачи
расчета электронных и фононных свойств металла.

Существование гораздо более конструктивной причины, ограничи-
вающей возможные значения М (1) в металлах, было отмечено в работе
Гомерсалла и Джорффи 80. В рамках одночастичного подхода к теории
электрон-фононного взаимодействия они показали, что величина М (1)
определяет перенормировку средних фононных частот металла за счет
электрон-фононного взаимодействия,

((^) = {Q\—^evN(0)M(l)t (95)

где eF — энергия Ферми, N (0) — плотность состояний электронов на
поверхности Ферми. Используя эту формулу для 5с1-переходных металлов,
авторы 9 0 пришли к выводу, что средний квадрат частоты для 5с1-металловт

имеющих о. ц. к. структуру, обращается в ноль при числе электронов на
атом п = 4,7 и 6,8, что отвечает реальной границе, разделяющей в 5d-
переходных металлах о. ц. к. и г. п. у решетки. Конечно, к результатам,
полученным в одночастичном приближении, нельзя относится с полным
доверием, тем более, что при этом подходе совершенно неопределенной
остается величина (Q2 )0. Можно, однако, строго показать 5 0 в рамках адиа-
батического многочастичного приближения, что для средних фононных
частот, в действительности существует формула аналогичная (95). При
этом для (Q2) 0 также можно получить точное выражение через матрицу
обратной ДП блоховских электронов. К сожалению, каких-либо конкрет-
ных расчетов величины (Q2 )0 до настоящего времени не имеется. Что же
касается так называемого зонного вклада в фононные частоты, который и
связан с вкладом функции а 2 (со) g (со), то его расчеты в рамках модели
жесткого иона были проведены для ряда переходных металлов и сплавов.
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9 1 . 9 2 . Как показано в этих работах, именно влиянием слагаемого, обуслов-
ленного электрон-фононным взаимодействием, можно объяснить наличие
различного рода аномалий в фононных спектрах изученных в работах
в 1 . 9 2 переходных металлов и сплавов. Даже независимо от точного опреде-
ления величины (Q2 )0, из формулы (95) следует, что возможные значения
величины М (1) для любого металла не могут превосходить значения

М(1^ШЧЖШ' ( 9 6 )

ибо в противном случае в системе возникает неустойчивость решетки.
Ясно, конечно, что условие (96) является в некотором смысле избыточным.
В реальной системе едва ли возможно обращение в нуль средних квадра-
тов фононных частот. Решеточная неустойчивость возникает обычно при
размягчении какой-то отдельной ветви колебаний coj, (q) и в малой области
волновых векторов q. Таким образом, из этого обстоятельства — взаимо-
связи фононных частот и матричного элемента электрон-фононного взаи-
модействия — нельзя получить каких-либо общих ограничений на Тс.
Можно лишь еще раз подчеркнуть необходимость конкретных и точных
расчетов всех свойств металлов.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение мы кратко суммируем итоги рассмотрения, проведен-
ного в этом обзоре.

1. Показано, что необходимым критерием эффективности механизма
сверхпроводимости, т. е. существование достаточно высоких значений Тс

(по крайней мере Тс >- 1К), является отрицательность знака полной ста-
тической ДП системы. Показано, также, что этот критерий вполне может
быть выполнен в реальных металлических системах, и при этом не возни-
кает никакого противоречия ни с принципом причинности, ни с устой-
чивостью системы.

2. Более того, этот критерий заведомо выполнен во всех реальных сверх-
проводниках за счет ионного вклада (или, что то же самое, за счет элект-
рон-фононного взаимодействия) в полную ДП кристалла. Физическая при-
чина отрицательного знака полной статической ДП в электрон-ионных си-
стемах связана с сильными эффектами локального поля в системе точечных
ионов, благодаря чему электрон-фононное взаимодействие по абсолютной
величине в таких системах преобладает над прямым кулоновским оттал-
киванием электронов. В простейшем случае квазиизотропной системы кри-
терий отрицательности полной статической ДП совпадает с полученным
ранее в работе Кулика 4 0 критерием сверхпроводимости, имеющим вид

здесь С з в — реальная скорость звука в металле, а С ж е л е — скорость
звука в модели «желе».

3. Что касается эффективности нефононных механизмов сверхпрово-
димости, то для них необходимо существование отрицательных значений
электронной части статической ДП (ее] (q, 0) <С 0). В обзоре на примере
однокомпонентной электронной плазмы на несжимаемой подложке пока-
зано, что такая ситуация также вполне возможна. В частности, в этой
модели неравенство ее1 (q, 0) < 0 выполнено в очень широком интервале
плотностей электронного газа 6 < r s •< 75, и при этом в самом электронном
газе отсутствуют какие-либо неустойчивости вплоть до r s ~ 75. Однако в
металлических системах из-за связи электронов с фононной системой кри-
сталла наличие отрицательных значений ее1 (q, 0) может привести к неу-
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стойчивости фононных частот. В частности, в модели «желе», где ионы рас-
сматриваются как однородная непрерывная среда, фононные частоты сле-
дующим образом выражаются через ее1:

w ™ - ее, (q, 0) '

Как видно из этой формулы, существование отрицательных значений
Ее1 (Ч> 0) в такой системе неизбежно приводит к неустойчивости фононов.
В реальных кристаллах, где фононные частоты более сложным образом
выражаются через статическую электронную ДП, вполне возможно выпол-
нение неравенства eej (q, 0) < 0. В этом случае вопрос о сосуществовании
нефононного механизма сверхпроводимости (ее1 (q, 0) <С 0) и устойчиво-
сти фононного спектра должен решаться при конкретном и точном расчете
свойств системы.

4. Существование отрицательных значений статической электронной
ДП возможно только в системах с сильным обменно-корреляционным вза-
имодействием. Отсюда, в частности, следует, что для рассмотрения пробле-
мы высокотемпературной сверхпроводимости необходим выход за рамки
приближения слабой связи. Получено уравнение для определения Тс,
учитывающее эффекты сильной связи, которое показывает, что критерий
эффективности механизма сверхпроводимости (e t o t (q, 0) < 0), получен-
ный ранее фактически в приближении слабой связи, является необхо-
димым и в случае сильной связи. Для выяснения вопроса, является ли
этот критерий достаточным, т. е. будет ли в действительности Тс высоким
в системе с отрицательной статической ДП, необходимо нахождение точ-
ного решения этого уравнения. К сожалению, последовательной теории
такого рода пока не существует.

5. В рамках теории сверхпроводимости, основанной на уравнениях
Элиашберга, отсутствуют какие-либо ограничения на возможные значе-
ния Тс. Совместный анализ уравнений сверхпроводимости и динамики ре-
шетки, однако, показывает, что в действительности такие ограничения
существуют и связаны с влиянием электрон-фононного (точнее адиабати-
ческого электрон-ионного) взаимодействия на частоты фононов. К сожа-
лению, и в этом случае отсутствует последовательная теория, позволяющая
в данный момент получить какие-либо строгие оценки возможных макси-
мальных значений Тс или предсказать практические пути получения ма-
териалов с высокими значениями Тс. В этом направлении, однако, имеют-
ся достаточно хорошие перспективы, связанные с развитием методов ми-
кроскопического расчета электронных и фононных свойств металлов.

Авторы считают своим приятным долгом поблагодарить В. Л. Гин-
збурга за постоянный интерес и поддержку работы на всех этапах написа-
ния статьи. Мы благодарны также Д. А. Киржницу, И. И. Мазину,
С. Н. Рашкееву, Ю. А. Успенскому и многим другим за ценные дискуссии
по материалам обзора.
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