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МОДЕЛЬ ТВЕРДОЙ СФЕРЫ В ФИЗИКЕ ПЛАЗМЫ И ГАЗА
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1. Модель твердой сферы — распространенная физическая модель
в задачах о рассеянии атомных частиц (см., например, 1~ 4). Простые выра-
жения для сечений столкновения позволяют в рамках этой модели полу-
чать аналитические выражения для макроскопических величин, в частно-
сти для коэффициентов переноса. Достоинство модели твердых сфер не

и

Рис. 1. Потенциал взаимодействия частиц
в модели твердой сферы (сплошная кривая)
и реальный потенциал взаимодействия ато- д

мов (штриховая). /7

только в ее простоте, но и в том, что она дает возможность находить
численные значения макроскопических параметров. Все это и объясняет
популярность модели твердой сферы.

На рис. 1 представлены потенциал взаимодействия классических
частиц в модели твердых сфер и реальный потенциал взаимодействия ато-
мов. Если интересующий нас макроскопический параметр определяется
отталкивательной областью потенциала взаимодействия частиц, разумно
заменить реальный потенциал взаимодействия модельным и перейти к моде-
ли твердых сфер. Такая операция тем удачнее, чем резче изменяется потен-
циал взаимодействия частиц, т. е. она требует малости параметра

dint/
(1)

где U — потенциал взаимодействия частиц, R — расстояние между ними.
Очевидно, модель твердой сферы соответствует нулевому приближению
в разложении по малому параметру.

Переход от реального потенциала к модельному в модели твердых
сфер вызывает некоторую неопределенность в величине радиуса твердой
сферы. Эта неопределенность устраняется при нахождении следующего
члена разложения рассматриваемой величины по малому параметру (1).
Учет первых двух членов разложения по малому параметру (1) возвращает
нас к реальному потенциалу взаимодействия частиц в отталкивательной
области. При этом выражения для макроскопических величин оказываются
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такими же, что и в модели твердой сферы, но требуется нахождение эффек-
тивного радиуса твердой сферы. Тем самым такая модифицированная
модель твердой сферы сохраняет простоту модели твердой сферы и позво-
ляет учитывать реальный резко меняющийся потенциал взаимодействия
атомов. Такая модифицированная модель твердой сферы и будет далее-
рассмотрена.

Таблица I
Значения параметра п *)

Взаимо-
действующие

атомы

Не]
Ne
Аг
Кг
Хе

Не

7,6

—

Ne

8,1
7,0
—
_

Аг

8,8
8,3
7,5

Кг

0,2
9,4
9,0
7,2

*) Параметры потенциала отталкивательного
действия атомов взяты из оЗзора В. Б. Леонаса

Хе

7,6
8,8
7,7
9,1
9,6

Езаимо-

Возникает вопрос, насколько справедлива модель твердой сферы*
в реальных случаях. В табл. I приведены значения параметра

п (До) = d i n t ;
A\nR\Ro

в случае взаимодействия двух атомов инертного газа при расстоянии между
ядрами, где потенциал взаимодействия U (Ro) равен 0,1 эВ. Как видно,,
условия применимости модели твердой сферы (£ = 1/тг < 1) в области
отталкивательного потенциала реально хорошо выполняются.

2. Получим выражения для сечений столкновения в рамках модели
твердой сферы. Рассмотрим сначала столкновение классических частиц.

Р и с . 2. Рассеяние классических частиц в
модели твердой сферы:

г,— радиус твердой сферы, р — прицельный па-
раметр столкновения, 0 — угол рассеяния.

с резко отталкивательным потенциалом взаимодействия. Характер рас-
сеяния частиц в этом случае представлен на рис. 2, откуда находим для
дифференциального сечения рассеяния частиц в системе центра инерции

da = 2лр dp: d cos 9. (2)

При этом использовано, что 8 = п - 2 х и р = Л ( | sin %. Как видно, диф-
ференциальное сечение рассеяния не зависит от угла рассеяния. Выра-
жение (2) позволяет определить интегральные сечения рассеяния частиц..
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В частности, транспортное, или диффузионное, сечение рассеяния равно

а* = [ (1 — cos 6) da = лЩ. (3)

Сечение рассеяния, входящее в выражения для коэффициентов теплопро-
водности и вязкости газа, равно

0 (2)= j (I —cos2 6)do = |-n/?;. (4).

Интегральные сечения столкновения не зависят от скорости сталкиваю-
щихся частиц. Таким образом, особенность модели твердых сфер связана
с тем, что дифференциальное сечение рассеяния частиц в этой модели не
зависит ни от угла рассеяния, ни от скорости частиц, а интегральные сече-
ния рассеяния не зависят от скорости частиц.

Эти свойства относятся не только к рассеянию частиц, движущихся
по классическому закону. Рассмотрим рассеяние медленного электрона
на атоме или молекуле. Амплитуда рассеяния медленного электрона равна в

/ (0) - -L, (5)

где L — длина рассеяния электрона на атомной частице. Отсюда получаем
для дифференциального сечения рассеяния электрона на атоме или моле-
куле

da = 2л | / (9) |2 d cos Э = 2nL2 d cos 6. (6)

Как видно, дифференциальное сечение рассеяния медленного электрона
на атоме или молекуле не зависит ни от угла рассеяния, ни от скорости
электрона, а интегральные сечения от скорости электрона. Тем самым
рассеяние медленного электрона на атоме1 или молекуле[проявляет свой-
ства модели твердой сферы.

3. Рассмотрим конкретные физические задачи, в которых удобно
использовать модель твердой сферы. Один круг задач связан с вычисле-
нием коэффициентов переноса в газе. Коэффициенты переноса в газе и сла-
боионизованной плазме выражаются через сечения столкновения атомных
частиц. Рассмотрим случай, когда эти сечения определяются отталкива-
тельным и резко меняющимся потенциалом взаимодействия частиц, кото-
рый мы будем аппроксимировать зависимостью *)

U (R) = Ae~aR. (7)>

Такая зависимость имеет место, например, в случае, когда взаимодействие
определяется перекрытием электронных оболочек взаимодействующих
частиц (обменное взаимодействие). Ясно, что параметры потенциала взаи-
модействия А, а порядка соответствующих атомных величин. Поэтому,
если нас интересует, например, столкновение частиц с тепловыми энер-
гиями, то сечение рассеяния будет определяться характерными расстоя-

*) Отметим, что такая аппроксимация справедлива для любого монотонно изме-
няющегося потенциала в некоторой области расстояний. Именно,

U (Л) = U (До) ехр [-се (Я - Л,)],

где a = —d In U/d R |Ио, и такая аппроксимация справедлива в области Д7? =
= | R — Ro | < [d2 In U/dR2 IK,,]-1/2. Например, потенциал V (R)_= BR~n может ап-
проксимироваться зависимостью (7) в области \ R — i?0 | < Rj\rп. Как видно, в этой
области расстояний | In (U (R)IU {Ra)) I < Y'n, т. е. в случае резко меняющегося'
потенциала сам потенциал взаимодействия в этой области может существенно изме-
ниться.
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ниями между частицами Во, определяемыми соотношением

U (До) ~ е. (8)

Поскольку 8 <С А, то аЛ 0 ^> 1, т. е. выполнены условия применимости
модели твердой сферы (1). При этом формула (8) определяет радиус твер-
дой сферы, который может быть использован далее в формулах для сечений,
например в формулах (3), (4).

Таким образом, если интересующие нас макроскопические характе-
ристики газа определяются отталкивательной частью потенциала взаимо-
действия атомов *), для расчета сечений рассеяния частиц можно исполь-
зовать модель твердой сферы. При этом, поскольку мы располагаем малым
параметром, естественным желанием является написать следующий член
разложения для сечения рассеяния в формулах (3), (4). Это позволит дать
более определенное выражение для радиуса твердой сферы. Определим
величину г0 — радиус твердой сферы в нулевом приближении — на осно-
вании соотношения

U (ГО) = 8.

Очевидно, при вычислении соответствующего интегрального сечения (на-
пример, диффузионного) в следующем приближении получим:

(9а)

где а — численный коэффициент порядка единицы, (аг,,)-1 — малый пара-
метр разложения. Отсюда в соответствии с формулой (7) имеем

С/(Я0) = £/(г0)е-а==ее-а. (96)

Тем самым удобным способом определения интегрального сечения (в рас-
сматриваемом случае диффузионного) является форма (9). В приложении
представлено вычисление сечений о* (г) и ст<2> (е) для резко меняющегося
потенциала и проведено их усреднение по максвелловскому распределению.

Отметим, что форма представления сечения в рассматриваемом случае
не зависит от вида потенциала при условии, что он резко меняется. Пока-
жем это, аппроксимируя потенциал взаимодействия вместо зависимости (7)
зависимостью U (R) = BR~n. Условием резкого изменения потенциала
является п ;§> 1, т. е. малый параметр теории в данном случае 1/га. С уче-
том этого вместо формулы (9а) имеем

так что

Таким образом, мы снова получили формулу (96).
В табл. II представлены формулы для вычисления некоторых кине-

тических коэффициентов переноса в рамках модели твердой сферы. Учет
следующего члена разложения представлен в таблице как модифициро-
ванная модель твердой сферы. При этом аргумент в сечении столкновения
определяется как зависимостью сечения рассеяния от энергии или скоро-
сти столкновения, так и видом функции распределения частиц по энергиям.
Для атомов и молекул эта функция распределения максвелловская, в слу-
чае рассеяния медленных электронов на атомах она зависит от способа

*) Реально критерием применимости этого является е < D, где D — глубина
ямы в потенциале взаимодействия частиц.
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Т а б л и ц а II

Формулы для кинетических коэффициентов переноса в модели твердой сферы

Величина Формула
Формула для модели
твердой сферы1"*' 7

Выражения для се-
чения в модифици-

рованной модели
твердой сферыг8-10

Коэффициент
диффузии час-
тиц в газе *)

2. Коэффициент
теплопроводно-
сти газа *)

3. Коэффициент
вязкости *)

. Дрейфовая ско-
рость электрона
в газе в посто-
янном электри-
ческом поле **

. Коэффициент
поперечной диф
фузии электро-
нов в газе в пос-
тоянном элект-
рическом по-

**)ле *)

6. Потеря энергш
электрона в еди-
ницу времен!
за счет упруго
го рассеяния на
частицах газа**

тл

оо

а * = f в~хх*о* (х) Ах,

о

a * = j (1 — cos 8) da

2 5 / Й Г

a(2> = ч \ e-xx*oW (x) dx,

о
Mv*

a(2)= j (1 —cos 2 6) da

5 VnTM
T ] = •

24 a №
eE / I deE / I d (v^

~3mN \v*dv\a*

D -
SN

£> =

_25j/jtT_

32 У"М а 2

2

L — длина рассеяния
электрона на
частице газа.

D, =

\ =

/упрdt /упр

t= яг 2,

где

где

3 /
= 1 К

2яГ е

,.м

_ 3 л/~2пТе

~ 4 V m

„_<»*> м _

16 К

*) Здесь Т—температура газа, N—плотность частиц газа, М —масса час-
тицы газа, [i — приведенная масса сталкивающейся частицы и частицы газа
v — относительная скорость столкновения.

**) Здесь о — заряд электрона, Е — напряженность электрического поля
m — масса электрона, N — плотность частиц газа, v — скорость электрона, а*—
диффузионное сечение рассеяния электрона на атомной частице, М — масса час
тицы газа; угловые скобки означают усреднение по скоростям электрона.

***) у м — значение скорости в аргументе сечения для максвелловской функ
ции распределения электронов с температурой электронов Те.

11 У Ф Н , т. 138, вып. з
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установления равновесия для электронов. В табл. II приведены конкрет-
ные значения аргумента в сечении для максвелловской функции распре-
деления электронов.

Зависимость сечения столкновения тяжелых атомных частиц опре-
деляется формулами (9). Из них следует, что с точностью до двух первых
членов разложения по малому параметру сечение рассеяния частиц в моди-
фицированной модели твердой сферы для резко меняющегося потенциала
взаимодействия частиц равно

(10)

Такой вид сечения использовался при усреднении по максвелловскому
распределению частиц в табл. II (см. приложение 1). В случае рассеяния
медленных электронов на атоме или молекуле диффузионное сечение имеет
вид (см., например, 7)

где L — длина рассеяния на атоме или молекуле, v — скорость электрона
Р — поляризуемость атома или молекулы; здесь использованы атомны

х, Ю~ъ Вт/см Н

i i i i i i I i i i
400 800 1ZOO 1600 Т. К

Рис. 3. Коэффициент теплопроводно-
сти гелия.

Штриховая кривая — эксперимент " , ••,
сплошная — расчет по формуле табл. I I .
Использование потенциала взаимодействия
в форме (7) с параметрами А = 196 эВ,
a = 4,21 А, которые взяты из обзора »,
приводит в этом случае к следующему ана-
литическому выражению для коэффициента
теплопроводности: и = 7,37 1/57(14,82 —
— In Т) !, где температура гелия Г — в К,
а коэффициент теплопроводности — в

Ю-3 Вт/см-К.

единицы Н = те = е2 = 1. Тем самым разложение сечения при малых
энергиях электрона имеет вид a (v) = а0 + Av, где ст0 — сечение рассеяния
при нулевой скорости столкновения, А = do/dv | в = 0 - Такой вид сечения
использовался при усреднении в табл. II.

Удобство модифицированной модели твердых сфер можно видеть
из табл. П. Учет следующего члена разложения по малому параметру тео-
рии не изменяет выражений для макроскопических параметров в рамках
модели твердых сфер, а уточняет радиус твердой сферы, в случае, когда
этот параметр определяется столкновением тяжелых атомных частиц, или
же указывает, при каких скоростях столкновения следует брать сечения
в выражениях для параметров, определяемых столкновением медленных
электронов с атомами.

На рис. 3 проводится сравнение значений коэффициентов теплопро-
водности гелия, вычисленных по асимптотической формуле табл. II, с
экспериментальными значениями. В рассматриваемом случае тепловые
энергии атомов гелия значительно превышают глубину ямы в потенциале
взаимодействия двух атомов. Поэтому коэффициент теплопроводности
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определяется отталкивательной областью потенциала взаимодействия.
Простой вид потенциала взаимодействия позволяет получить простую ана-
литическую формулу для коэффициента теплопроводности.

4. Таблица III содержит другой пример рассматриваемого типа, отно-
сящийся к коэффициентам переноса ионов в постоянном электрическом поле

mIM

A

с

« . 0,1

0,490

3,75

0,2

0,572

2,79

0,5

0,701

1,84

0

0,

1,

,8

777

47

1

0,

1

,0

811

34

1

0,

1

,5

864

17

2

0,

1

,0

893

09

3

0,

1

Т а

,0

925

02

б л и ц а

4,0

0,943

0,977

1,

0,

III

>1

000

867

напряженностью Е в атомном газе. Эти величины определяются сечением
упругого столкновения ионов с частицами газа. В данном случае средняя
энергия ионов оказывается порядка е ~ еЕк (е — энергия, набираемая
ионом в поле между соседними столкновениями, где к -~ (No)'1 — длина
свободного пробега, а — сечение столкновения). Дрейфовая скорость ионов
по порядку величины составляет w ~ У еЕк/т, где т — масса иона, а
коэффициент диффузии ионов в газе D ~ ]/еЕ/тк. В этих оценках мы
полагаем, что масса иона и частицы газа одного порядка. Ясно, что коэф-
фициенты пропорциональности в этих формулах зависят от отношения
массы иона т к массе атома газа М. Представим выражение для дрейфовой
скорости иона в виде

7Ё

где (г — приведенная масса иона и атома газа, а* — диффузионное сече-
ние столкновения этих частиц, А, с — численные параметры, значения
которых зависят от отношения, массы иона т к массе атома М и приведены
в таблице III. *) Отметим, что в рассматриваемом случае диффузионное
сечение рассеяния иона на атоме равно

¥- • (13)
Тем самым соотношения (12), (13) дают однозначную связь потенциала
взаимодействия иона на атоме и дрейфовой скорости иона при высоких
напряженностях поля.

5. Модель твердых сфер может представлять интерес не только для
задач столкновения атомов с отталкивательным резко изменяющимся
потенциалом взаимодействия, но и для задач, где результат определяется
самим взаимодействием. Рассмотрим один из примеров такого рода —
уравнение состояния в газе с высокой температурой и малой плотностью,
которое с учетом первого члена разложения по малой плотности имеет
вид (см. например, 15)

р = NT (I + NB); (14)

*) Эти величины получены на основе данных Скалерада 13, который рассчитал
искомые характеристики методом Монте-Карло для потенциала взаимодействия иона
и атома U /— R~n. Результаты этих расчетов были обработаны в рамках модифици-
рованной модели твердой сферы в работе и ,

И*
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здесь Р — давление газа, Т — температура газа, N — плотность атомов
в газе, В — второй вириальный коэффициент:

] } R , (15)

где U — потенциал взаимодействия двух атомов, R — расстояние между
ними. В рассматриваемом случае тепловая энергия атомов значительно
превышает глубину ямы их потенциала взаимодействия. Поэтому значение
вириального коэффициента определяется отталкивательной частью потен-
циала взаимодействия и согласно формуле (15) равно

и значение безразмерного коэффициента с — 1. Расчет этого коэффициента,
проведенный в приложении II, дает с = 1,78.

6. Ясно, что модель твердой сферы можно использовать в области ее
применимости, где потенциал взаимодействия классических частиц резко
меняется с расстоянием между ними или сечение рассеяния электронов
на атомах или молекулах слабо зависит от скорости столкновения. При
этом возникает практический вопрос о точности модели. Ее можно уста-
новить, сравнивая точное сечение столкновения с рассчитанным по фор-
мулам (П1.12), (П1.16) в рамках модели твердой сферы. Такое сравнение
проводится в табл. IV. Еще более показательным является сравнение

Т а б л и ц а IV

Сечения столкновений в модели твердых сфер и точные сечения для потенциала
взаимодействия классических частиц U (R) = BR~n. Сечение упругого столкновения
частиц равно сг = С (В/г)2/п, где е — энергия в системе центра инерции. В таблице
приводятся значения коэффициента С, а также отношение сечения в модели твер-
дых сфер аас к точному сечению а т . Точные сечения взяты из 3> 4* 1 6~ 1 8, модельные

рассчитаны по формулам (Ш.12) и (П1.16)

п

4
6
8

10
12
14

Точное сечение

а ;

3,75
3,49
3,39
3,32
3,29
3,26

„(2)

3,87
3,24
2,95
2,76
2,65
2,56

Сечение в модели
твердой сферы

"Го

3,33
3,27
3,23
3,22
3,20
3,19

"ас

4,37
3,42
3,02
2,81
2,68
2,58

Отношение сечений

CTaV4

0,888
0,936
0,953
0,969
0,974
0,972

( 2 ) , (2)
а а с / С ТТ

1,127
1,056
1,025
1,016
1,010
1,008

физических характеристик, рассчитанных на основании модели твердых
сфер, и точных решений в тех случаях, когда таковые имеются. Далее мы
проведем сравнение коэффициентов переноса для модели твердых сфер
и модели Максвелла. В модели Максвелла сечение столкновения зависит
от скорости столкновения по закону а ~ 1/v. Такая зависимость позволяет
получить простые аналитические выражения для коэффициентов переноса.

Достоинство модели Максвелла в задачах, связанных с движением
электронов в газе, вытекает из приведенных в табл. II формул. Считая,
что v = Nva* (P) не зависит от скорости, сразу же получаем для дрейфовой
скорости, коэффициента поперечной диффузии и потери энергии электрона
в единицу времени в результате упругих соударений

w-J*L П -SfL~JL I d e

mv ' х 2v 3mv ( de \ m2

ЧГ)упр=ИГ

= 2-£-ev, (17)
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где е — средняя энергия электронов, и приведенные выражения не свя-
заны с функцией распределения электронов по энергиям.

Удобство модели Максвелла в случае столкновения тяжелых частиц
связано с тем, что в этом случае можно получить аналитические выраже-
ния для интегральных соотношений от интеграла столкновений частиц.
Это позволяет получить аналитические выражения для коэффициентов
переноса частиц в газе. В приложении 3 представлен один из примеров
такого рода — вычислена дрейфовая скорость ионов в газе, которая равна

w — U.V
(18)

здесь \i — приведенная масса газа, v = Nvo* (v) — частота столкновений
ионов с атомами газа (ср. с формулой (15)). Отметим, что это выражение
справедливо при любой напряженности электрического поля, причем для
определения дрейфовой скорости не требуется знание функции распреде-
ления ионов по скоростям.

Используя это выражение при малой напряженности поля и также
учтя соотношение Эйнштейна

w eD
Е

(19)

Z) = (20)

получим для коэффициента диффузии ионов в газе
Т

Эта формула справедлива и в пределе, когда заряд иона стремится к нулю,
т. е. формула (20) определяет коэффициент диффузии атомов или молекул
в газе.

Табл. V содержит сводку формул для коэффициентов переноса в слу-
чае модели Максвелла. Соответствующие выражения для них в модели

Т а б л и ц а V
Формулы для коэффициентов переноса в модели Максвелла

Величина
Формула для модели

Максвелла

Отношение вели-
чины, вычисленной
для модели твердой
сферы, к величине

в модели Максвелла

1. Коэффициент диффузии частиц
в газе

2. Коэффициент теплопроводности
газа

3. Коэффициент вязкости газа

4. Дрейфовая скорость электрона *)

5. Коэффициент поперечной диффу-
зии электронов *)

6. Потеря энергии электронов в
единицу времени *)

= , v=Nva*(v)

ЪТ

Т) = -
4Г

ЗМ2>
еЕ
mv

D —3mv

At /ynp M

1,18

0,935

0,935

1,00

1,00

0,906

*) Электрон движется в газе в постоянном электрическом поле; е — средняя
энергия электрона, М — масса частицы газа.
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твердой сферы содержатся в табл. II. В табл. V проведено сравнение зна-
чений коэффициентов переноса, вычисленных в рамках модели твердой
сферы, и их точных значений в случае, когда справедлива модель Мак-
свелла. Как видно, хотя условия применимости модели твердой сферы в этом
случае нарушаются, результаты модели твердой сферы практически вполне
приемлемы.

Проведенный анализ показывает, что использование модели твердой
сферы с учетом двух членов разложения по малому параметру в выражениях
для сечений столкновения и макроскопических величин газов является
привлекательным. Эта операция не изменяет выражений для соответст-
вующих макроскопических параметров по сравнению с выражениями
традиционной модели, а уточняет значения аргументов, при которых берут-
ся сечения, или значение радиуса твердой сферы. Тем самым разложение
макроскопических величин по малому параметру модели твердой сферы,
не усложняя общих выражений, позволяет хорошо описать реальную
ситуацию.

7. Выясним теперь надежность использования модели твердых сфер
для расчёта коэффициентов переноса в реальном случае. Недостатки асимп-
тотического подхода в модели твердых сфер связаны с двумя обстоятель-
ствами. Во-первых, выражения для сечений могут медленно сходиться
к своему пределу, для которого малый параметр теории обращается в нуль.
Во-вторых, в реальном потенциале взаимодействия атомных частиц имеется
область притяжения, тогда как в рассматриваемой модели мы считаем
взаимодействие отталкивательным во всей области расстояний между
частицами. Наличие ямы в потенциале взаимодействия будет вносить свои
коррективы даже в случае, когда ее глубина мала по сравнению с тепловой
энергией сталкивающихся частиц.

Для выяснения характера сходимости усредненных сечений к асим-
птотическому пределу представим их выражения в той же форме *), что
в табл. II :

QCM) = 3Tfla, U(Rt)=anT, (21)

В табл. VI представлены значения коэффициентов ап, Ъп, полученные из
точных выражений для Q — интегралов в случае отталкивательного потен-

п

Ъп

1
0

4

,59
,975

1,
0,

6

71
907

1,
0,

8

76
864

1
0

10

,83
,851

1
0

12

,85
,838

2
0

Т

14

,05
,835

аб л и ц а VI

со

2,25
0,826

циала взаимодействия частиц V (К) = ВЯ~п. Как видно из этой таблицы,
для усредненного сечения Q<M) коэффициент ап медленно сходится к своему
асимптотическому пределу при п -> оо. Поэтому реально удобнее выбрать

*) Эта форма представления сечения удобна, ибо в ней область взаимодействия,
ответственная за данный процесс, автоматически сводится к одной точке. Поэтому
в дальнейшем при учете дополнительных факторов мы будем стремиться сохранить
эту форму выражений.
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значение ап для большого, но реального значения п. Полученное таким
способом значение ап отличается от его асимптотического значения.

Далее для усредненного сечения fit1-1) выясним возможность грубого
учета ямы в потенциале взаимодействия в случае, когда рассеяние опреде-
ляется отталкивательной областью. Тогда в области рассеяния потенциал
взаимодействия удобно аппроксимировать зависимостью U (R) = BR~n —
— С (R), где и > 1 и функция С (R) слабо изменяется с расстоянием R,

(Qac-Q)/Q,%

—i _

Рис. 4. Сравнение усредненного сечения Q(V) (Qacb рассчитанного по формуле (24)
для соответствующего потенциала взаимодействия частиц, с табличными значениями

Q для этого потенциала взаимодействии.

так что ее можно считать константой. Второе слагаемое, приводящее к «сме-
щению» потенциала взаимодействия частиц, учитывает его реальное иово-
дение в области отталкивания. Включая эту часть потенциала взаимодей-
ствия, преобразуем соотношение (21) к виду

QU-» = nRl, -UiRJ^aT — F. (23)

Ясно, что значение параметра F порядка глубины ямы потенциала взаимо-
действия D. Для реального потенциала можно предложить следующее
эмпирическое соотношение, связывающее усредненное сечение и потен-
циал взаимодействия частиц:

£7 (ДО = 1,9 (Г-2,5/)). (24)

На рис. 4, 5 приводятся результаты расчета по этим формулам для модель-
ных потенциалов 12—0, 12—4 и 8—4, которые соответственно имеют вид

(аГ«_ 2*-»),

(25)

где х = R/Rm, JR — расстояние между частицами, Rm — расстояние меж-
ду частицами в минимуме потенциала взаимодействия, т. е. V (Rm) = 0.
На рис. 4 вычисленные по формуле (24) значения Q(V) сравниваются с точ-
ными значениями для этих потенциалов 3. На рис. 5 проводится сравнение
восстановленных значений для потенциалов взаимодействия и их точных
значений. Потенциалы взаимодействия С/аС восстанавливались по фор-
муле (24), в которых использовались табличные значения Q — интегра-
лов 3 для соответствующих потенциалов взаимодействия.
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Из проведенных сопоставлений можно сделать вывод, что соотноше-
ние (24) позволяет с хорошей точностью вычислять усредненное сечение
и связанный с ним коэффициент диффузии по известному потенциалу вза-
имодействия частиц. Как видно из рис. 4, точность этой операции не хуже
1%, если Т > 3D, что отвечает отталкивательной области взаимодействия.

Обратная операция — вос-
ц /у становление потенциала

взаимодействия частиц по
измеренным значениям
коэффициента диффузии —
гораздо менее точна. К то-
му же она требует знания
дополнительного парамет-
ра — глубины потенциаль-
ной ямы. Поэтому восста-
новление потенциала вза-
имодействия по измерен-
ным значениям коэффици-
ентов переноса менее удоб-
но, чем по дифференциаль-
ному сечению рассеяния
частиц. Последний и яв-
ляется современным спо-
собом нахождения потен-
циалов взаимодействия
атомных частиц.

Подводя итоги прове-
денного анализа, приходим
к заключению, что модифи-
цированная модель твер-
дой сферы, учитывающая
реальный характер вза-
имодействия сталкиваю-
щихся частиц,оказывается
удобной при вычислении
коэффициентов переноса и
других характеристик вза-
имодействия и столкнове-
ния частиц. Основу данной
модели составляет то, что

рассеяние частиц определяется отталкивательной частью потенциала вза-
имодействия. Это и позволяет установить простые соотношения между
потенциалом взаимодействия частиц и усредненными сечениями, входя-
щими в выражения для кинетических коэффициентов переноса. Однако
еще большее значение имеют простые выражения для дифференциального
сечения рассеяния, которые необходимы для определения свойств нерав-
новесного газа и плазмы, а также для нахождения параметров протекаю-
щих в них процессов.

ПРИЛОЖЕНИЯ

1. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДИФФУЗИОННОГО СЕЧЕНИЯ
ДЛЯ РЕЗКО МЕНЯЮЩЕГОСЯ ПОТЕНЦИАЛА

Диффузионное сечение рассеяния равно

а* = ( (1 — cos 8).2npdp, (П1.1)

Рис. 5. Сравнение потенциала взаимодействия Uac,
восстановленного по формуле (24) с использованием
табличных значений Й(М)для заданного взаимодей-

ствия U, с этим потенциалом взаимодействия.
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где р — прицельный параметр столкновения, 6 — угол рассеяния, определяемый
соотношением 1 9

здесь R — расстояние между частицами, е — энергия столкновения в системе центра
инерции, U (R) — потенциал взаимодействия, г0 — расстояние наибольшего сближе-
ния, удовлетворяющее соотношению

Разложим сечение (П1.1) по малому параметру [In, где п = —d In U (R)IA In R.
В пулевом приближении будем считать U (R) — 0, г > r0; U (R) = оо, г < : г0. С уче-
том этого получим

6 = я — 2 a r c s i n — 2Д9, (П1.4)

Д ^ — 1 Л I А тт> ~ S " ' I I x D 2

Соотношения (П1.4), (П1.5) точные. Такое представление угла рассеяния удобно, ибо
в нашем случае Д6 = 1/я. Чтобы избавиться от расходимостей при вычислении инте-
грала (П1.5), воспользуемся соотношением

dp

I •с е J
откуда имеем

/ 2 1

д о ^ dp
ro

Учитывая, что последний интеграл сходится вблизи R = r0 (R — r0 ~ 1/я), находим
его с точностью до 1/п:

/^¥

о
где

г- , f 1 — V I — х )dx 2 ,

^/'•е-р 2 j — ^ Г Ч Г Т Ч — = — ( 1 - 1 п 2 ) / г ? - Р « ,

^ 1 р~ \

\ 0 '

Отсюда находим

Формулы (П1.3), (П1.4) и (П1.7) позволяют получить выражение для угла рассея-
ния в случае резко меняющегося отталкивательного потенциала. Вводя и = U (йо)/е,

12 У Ф Н , т. 138, вып. 3
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имеем на основании указанных формул

e = 2arcsin / ц -
и-2)/2]

где п d In и/d In г„. Это выражение имеет самостоятельное значение, позволяя
найти зависимость угла рассеяния от прицельного параметра столкновения р, кото-
рый связан с расстоянием наименьшего сближения г0 формулой (Ш.З):

1 V—"• (П1.9)

На рис. 6 сравниваются точные значения угла рассеяния для потенциала взаимодейст-
вия U (R) = AR-12, которые взяты из 2 0, с рассчитанными по формуле (П1.8). Как

1,0 и

Рис. 6. Угол рассеяния 0 в си-
стеме центра инерции для по-
тенциала взаимодействия U =

= AR~12.
На абсциссе и = V (г„)/Е, где г0 —расстояние наибольшего сближения
частиц, Е — кинетическая энергия
частиц в СЦИ. Сплошная кривая —
расчет в рамках модифицированной
модели твердой сферы по формуле-
(П1.8), кружки — точный резуль-

тат 20.

видно, расхождение между этими значениями в области параметров столкновения,
где рассеяние заметно, не превышает 3%.

При вычислении диффузионного сечения рассеяния учтем, что основной вклад
в сечение вносит область значений и ~ 1, в которой выражение (П1.8) имеет вид

„ . / - 41п 2
= 2arcsin 1/ц 1 — и

/ .
п У и

Считая второе слагаемое малым, имеем с точностью до членов
оо

ст* = \ (1 — cos 9) ndf-3 = a ( 2u [(1 — и) drg — r§ du] +

(ШЛО)

. f 4 In 2 , /" 1 — и _ ,/—тз ; о л
-\-п \ 1/ -2 у и (1 — и) rgdu.

При этом на основании (Ш.9) мы воспользовались соотношением dp2 = (1 — и) drg —
rfjdu и учли, что первое слагаемое составляет ~1/ге от второго. Вычисляя в первом

слагаемом интеграл по du по частям, имеем *)

и
•\ 2nr%udu=nRlu* — \
J о »

2яиг,«

*) Отметим, что р = 0 соответствует м = 1, а р = оо отвечает и = 0.
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где и (Ло) = 1, т. е. U (Ло) = 8. Повторяя эти выкладки для других интегралов?
и ограничиваясь членами ~1/и, получим окончательно

Представим диффузионное сечение в виде а* = ni?f, т. е.

1,5-21п2

Имеем

и (Л 1)= ( - ^ - ) " « ехр ( — 1 + 2 In 2) =4е-»/* = 0,89.

Таким образом, диффузионное сечение рассеяния равно в

a* = ni?f, где i ^ l L = 0,89. (П1.12)
6

Проведем усреднение сечения по максвелловскому распределению^частиц. Опре-
делим среднее сечение, входящее в выражение для коэффициента диффузии:

оо

а* (Т) = — ^ а* (е) е~хх2 dx, (П1.13)'
"о

где х = е/Т, Т — температура газа. Из формулы (П1.12) следует, что a*,'i(e) ~ г-Уп

у
так что

а* (е)=а* (80) (^-)2/п^а* (е0) [~1 —1п-^-1 . (П1.14)

Эта формула справедлива в области s ~ 80, где второе слагаемое значительно меныпе-
первого. Подставляя (П1.14) в (П1.13), получим для среднего сечения^

j
о

Выберем значение е0 таким, чтобы второе и третье слагаемые скомпенсировали друг-
друга. Получим е0 = Т ехр [г|з (3)], где т|) (3) = —С + (3/2) — производная гамма-
функции, С = 0,577 •— постоянная Эйлера. Таким образом, имеем

и с учетом формулы (П1.12) получим для усредненного диффузионного сечения

^=яг1 Up) = 4 е - с = 2,25. (П1М:5)>

Представленный метод позволяет получить выражения и для других сечений
рассеяния на большой угол при наличии резкого потенциала взаимодействия частиц.
В частности, для сечения, входящего в выражения для коэффициентов теплопроводно-
сти и вязкости, имеем 7

о<«)= j (1-сов«в)(1о=|яД|, Uf^ =0,23. (Щ.16)

Усредненное сечение равно

2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВТОРОГО ВИРИАЛЬНОГО КОЭФФИЦИЕНТА

Определим значение второго вириального коэффициента (16),
оо

В(Т) = j 2nR*dR (1-е-U/T)^
0

12*
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для резко меняющегося с расстоянием R между атомами потенциала взаимодейст-
вия V (R). В модели твердой сферы этот интеграл равен половине объема, ограничен-
ного сферой (2л/3) RQ, где U (RB) ~ T. Необходимо определить этот объем более точ-
но, т. е. учесть первые два члена разложения для искомого интеграла по малому
параметру. Для этой цели будем аппроксимировать потенциал взаимодействия в обла-
сти, где U (R) ~ Т, зависимостью U (R) = AR~n, причем для резко меняющегося
потенциала п Э> 1. Вычисляя интеграл (П2.1), получим

Как видно, В ~-q-.Ro> гДе

о

e '=l ,78; (П2.2)

здесь \|з (1) — логарифмическая производная от гамма-функции. Соотношение (П2.2)
позволяет установить объем, который и входит в выражение для второго вириального
коэффициента в случае реального резко изменяющегося отталкивательного потенциала
взаимодействия между частицами.

ДРЕЙФОВАЯ СКОРОСТЬ ИОНА В ГАЗЕ

Выведем формулу для дрейфовой скорости иона в газе в постоянном электриче-
ском поле для модели Максвелла. Воспользуемся уравнением Больцмана:

£ £ = '«. (П3.1)
где / (Vj) — функция распределения ионов по скоростям, m — масса иона, / с т —
интеграл столкновений, который имеет вид

JCT = \ If (vj) Ф Ы —/ (v|) ф К)] Nv da dv2; (П3.2)

здесь v l7 v2 — скорость иона и частицы газа до столкновения, \[, v2 — те же величины
после столкновения, v = | vx — v2 | — относительная скорость столкновения, <р (и2) —
максвелловская функция распределения по скоростям для частиц газа, N — плот-
ность частиц газа, функции распределения нормированы на единицу.

Умножим уравнения Больцмана на импульс иона т\1 и проинтегрируем по ско-
ростям иона. Получим

еЕ= I roVj/cTdVi. (ПЗ.З)

Левая часть этого соотношения представляет собой силу, действующую на ион с»
стороны электрического поля, правая часть представляет силу трения в газе, возни-
кающую в результате соударений иона с частицами газа и уравновешивающую силу
за счет поля. Наша задача раскрыть правую часть соотношения.

Выпишем правую часть соотношения (ПЗ.З) и, учитывая обратимость законов
механики по времени при упругом столкновении частиц, сделаем во втором слагае-
мом замену v1>2 ^t: v[,2- Получим

\ mv 1 / C T dv 1 = I m(v1 — \[) f (vx) ф (У2) Nv da dvx dv2. (П3.4)

Проведем интегрирование по углам рассеяния, выделив ту часть, которая от них зави-

сит. Вычислим интеграл \ т (vx — \[) da. Воспользуемся соотношением

М , . М
V +

 v v v +
где М — масса частицы газа, у ц и — скорость центра инерции сталкивающихся
частиц, v, v' — относительная скорость иона и частицы газа до и после столкнове-
ния. С учетом этого получим

\ т{у1 — v i ) d a = \ ц (v—v') da,

где ц = mMl(m + М) — приведенная масса сталкивающихся частиц. Далее, v' =
= v cos Э + ki> sin 0, где 9 — угол рассеяния, к — единичный вектор, перпендикуляр-
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ный v. Поскольку все перпендикулярные к относительной скорости направления равно-
вероятны, то после интегрирования по углам рассеяния находим

\ т (vx — v ; ) d a = j r v ^ (I—cos 6) d a = n v a * ,

где a* (v) — диффузионное сечение рассеяния иона на частице газа.
Учитывая это в соотношении (П3.4), получим

I m\1JC7d\1 = ( i | т/ (\j) (p (v2) Nva* dv^a-

Воспользуемся теперь условиями модели Максвелла, согласно которым величина
vo* (v) не зависит от относительной скорости частиц. Введем частоту столкновения
иона с частицами газа

v = Nva* (v)

и вынесем ее из под знака интегрирования. Учитывая, что v = vx — v2, получим

dv! = |xv ((vj) — <v2»,

где угловые скобки означают усреднение по распределению ионов и частиц газа.
Вводя дрейфовую скорость иона w = (ух) и учитывая, что средняя скорость частиц
газа равна нулю (v2) = 0, получим на основании формулы (ПЗ.З)

еЕ = |ivw,
откуда находим дрейфовую скорость иона

w = — (П3.5)

Отметим, что это простое выражение справедливо только в рамках модели Максвелла,
которая позволила разделить подынтегральное выражение на сомножители, завися-
щие только от углов рассеяния или только от скоростей частиц.
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