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1. ВВЕДЕНИЕ

а) Ц е л ь с т а т ь и

Метод геометрической оптики представляет Собой эффективный инстру-
мент нахождения волновых полей в условиях плавно-неоднородных и мед-
ленно-нестационарных сред. Геометр о оптический подход существенно опи-
рается на лучи, которые выполняют роль каркаса, несущего волновое
поле.

Несмотря на чрезвычайно широкое распространение метода геометри-
ческой оптики, выступающего иногда как «геометрическая акустика» или
«геометрическая сейсмика» и имеющего квантовомеханического «брата-
близнеца» в лице квазиклассического приближения, до сих пор не были
выяснены границы применимости этого метода в трехмерных задачах **).
Ниже предпринимается попытка сформулировать универсальные достаточ-
ные условия применимости метода на эвристической основе, опираясь на
гюйгенсово-френелевскую картину формирования волнового поля. Пред-
лагаемые эвристические критерии применимости позволяют решить и ряд
смежных проблем (см. гл. 4 и заключение).

*) Статья написана по материалам лекций *, прочитанных авторами на V Все-
союзной школе по дифракции и распространению волн {Челябинск, 1979).

**) Условия применимости приближения геометрической оптики для одномерных
задач, т. в., в сущности, условия применимости приближения ВКБ, изучены во многих
работах. Эти условия сводятся к требованию малости изменения показателя преломле-
ния η на длине волны в среде: λ (άη/άζ) < η, где λ = λο/η, а λ0 = 2JW/<O — длина
волны в пустоте. Полный физический анализ проблемы с учетом нулей и полюсов
показателя преломления проведен В. Л. Гинзбургом м .
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б) О с н о в н ы е у р а в н е н и я м е т о д а г е о м е т р и ч е с к о й
о п т и к и

В основе метода геометрической оптики лежит предположение о плав-
ности изменения свойств среды, характеризуемых показателем преломле-
ния и (г), и параметров лучевого поля

а— АлгкоЛ Ζ· — (А л\

и —ж , к0——, y\,\)
в масштабе длины волн в среде λ = λο/η.

Общепринятое разложение амплитуды А в (1.1) в асимптотический
ряд по степеням l/ikQ *),

оо

А = А„ Ι ,1 Л, 1 1 А I = ^ Лт

u " Ι τ ( № β ) · " 2 Γ ^ ( i f c e ) m

m=0
и подстановка этого разложения в уравнение Гельмгольца Аи + Щ^и = О
позволяют определить искомые амплитуды Ат и эйконал волны ψ:

τ σ

ψ*=ψ° + Γ »a dr = ψ0-h \ ηάσ, (1.2)
о о

1 Г Г Г

ШЩ) V® (τ')Δ^-ι<1τ'; (1.3)

Ат

здесь ψ0 Ξ=ψ (0), ^IJt ^ Л ^ (0) — начальные значения эйконала и ам-
плитуд при τ = 0. Интегрирование в (1.2) и (1.3) проводится вдоль лучей,
определяемых системой уравнений

& £ V»2 (1.4)

где ρ = ν ψ , а τ — параметр на луче, связанный с длиной дуги луча σ
соотношением <1τ = άσ/η.

Величина "ψ в (1.3), называемая расходимостью лучей, равна ££(0)/£#(τ),
где S( t ) ~д (я, у у z)Id (ξ, η, τ) — якобиан перехода от декартовых коорди-
нат #, у, ζ к лучевым ξ, η, τ. Якобиан 3)(τ) легко вычисляется, если извест-
ны уравнения семейства лучей г = г (ξ, η, τ) (переменные ξ и η «нумеруют»
лучи). Расходимость лучей ψ пропорциональна отношению поперечных
сечений as элементарной лучевой трубки

tt°ds° r As ,

тде верхний индекс «0» соответствует τ = 0. Дополнительная информация
об основных уравнениях геометрической оптики содержится, например,
в работах 4~в* 8 5.

в) Н е о б х о д и м ы е у с л о в и я п р и м е н и м о с т и
г е о м е т р и ч е с к о й о п т и к и

Обычно ограничиваются рассмотрением только нулевого приближения

(1.6)

*) Напомним, что фактически такое разложение проводится по безразмерному
малому параметру μ ̂  i/konL {L — характерный масштаб изменения А и и), как это
было впервые продемонстрировано С. М. Рытовым (см. а»я, а также *»86).
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и под границами применимости геометрической оптики подразумевают
пределы применимости именно нулевого приближения (1.6).

Необходимые условия применимости геометрической оптики (1.2)
требуют отсутствия резких изменений амплитуды Л, достаточную плав-
ность фазовых фронтов и достаточную медленность изменения показателя
преломления η на длине волны:

Р> fc|V*|<*. * = f t ~ . (1-7)

В силу (1.5) и (1.6) первое из этих условий ограничивает скорость
изменения расходимости лучей λ | V/|<C/, а из первого и второго условий
вытекает неравенство

* < Ι * ι , , I, (1.8)

где i? l e з — главные радиусы кривизны фазового фронта.

г) Н а к а п л и в а ю щ и е с я о ш и б к и

Нулевое приближение геометрической оптики удовлетворяет уравне-
нию Гельмгольца лишь приближенно, с точностью до членов порядка
μ2 = (i/kQnL)2. Положив

, (1.9)

где и — поправка к геометрооптическому полю w0, нетрудно показать, что
и удовлетворяет уравнению

Аи + к2

0п
2и = — β**ο*Δ-4ΟΙ (1.10)

причем Δ^40 имеет порядок μ2 относительно Аи0 или к1п2и0.
Несмотря на малость невязки AAoe

ik<>^, на больших расстояниях
она может привести к накапливающимся ошибкам, связанным с дифрак-
ционными эффектами *). Именно поэтому неравенство μ ~ \lkJL -С 1
и связанные с ним условия (1.7) и (1.8) оказываются лишь необходимыми,
но не достаточными условиями применимости геометрической оптики.
Достаточные же условия должны тем или иным способом отразить накап-
ливающиеся погрешности. Приступая к формулировке достаточных усло-
вий применимости, обсудим способы построения зон Френеля в неодно-
родной среде и введем ключевое для дальнейших построений понятие
френелевского объема.

2. ФРЕНЕЛЕВСКИЕ ОБЪЕМЫ ЛУЧЕЙ В НЕОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ

а) Ф р е н е л е в с к и й о б ъ е м . Ф и з и ч е с к о е
с о д е р ж а н и е п о н я т и я « л у ч »

В соответствии с принципом Гюйгенса ·— Френеля формирование по-
ля в точке наблюдения происходит в результате интерференции вторичных
волн, которые порождаются первичной волной в каждой точке фазового
фронта * * ) . Решающая роль здесь принадлежит первой зоне Френеля,

*) Собственно говоря, все явления, приводящие к отклонениям от законов
геометрической оптики, и принято называть дифракционными.

**) В силу произвольности выбора фазового фронта возбуждение вторичных
волн фактически происходит в каждой точке пространства. Гюйгенсовская концепция
последовательно реализована, как известно, Р. Фейнманом при помощи интегралов
по траекториям 7.
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F{r')=O

поскольку вторичные волны от первой зоны Френеля отличаются между
собой по фазе не более, чем на л, и поэтому не погашают друг друга, тогда
как совокупный вклад от высших зон Френеля весьма мал из-за сложения
противофазных колебаний.

Объем, ограниченный огибающей первых зон Френеля, мы назовем
френелевским объемом *) .

Френелевский объем выделяет ту часть пространства, которую естест-
венно считать областью локализации луча, рассматриваемого как физи-

ческий объект. В самом деле, если мы хо-
тим выделить данный луч, пропуская вол-
ну через отверстие в экране (рис. 1), то
размеры отверстия должны быть больше
сечения френелевского объема. Если су-
зить отверстие до размеров, меньших раз-
мера первой зоны Френеля, то это при-
ведет к искажению поля, связанного с
данным лучом. Таким образом, френелев-
ский объем определяет область простран-
ства, которая формирует волновое поле в
заданной точке и составляет физическое
содержание понятия «луч». При конечных

^ L) значениях длины волны физический луч имеет
в отличие от математического луча г = г (τ), пред-

Рис. 1.

(хотя и малых, λ <
конечную толщину,
ставляющего собой бесконечно тонкую линию в пространстве.

б) У р а в н е н и е г р а н и ц ы ф р е н е л е в с к о г о о б ъ е м а

Построим френелевский объем в случае точечного излучателя в неод-
нородной среде. Пусть источник расположен в точке гх, а наблюдатель —
в точке га (см. рис. 1). Луч гх -*· г2, соединяющий точки rj И Г2, назовем
опорным. В окрестности опорного луча гх ->• г2 проведем двузвенный
виртуальный луч τλ -»- г' -*• r2, состоящий из двух отрезков лучей, удо-
влетворяющих уравнениям (1.4). Такой луч отвечает гюйгенсовским
вторичным волнам, возбуждаемым в точке г'. Через ψ (га, гь) обозначим
оптический путь (эйконал) вдоль луча, соединяющего произвольные точ-
ки го и гь:

ь
•ф(га, r 6 ) = \ ηάσ. (2.1)

Границей френелевского объема является поверхность F (г') = О,
которой принадлежат точки г' такие, что оптический путь •фвирт =
= ψ (гх, г') + ψ (г', га), вычисленный вдоль виртуального луча гх->-

-> г' -»- га, отличается от оптического пути "фопорн = Ψ (гц г2) вдоль опор-
ного луча на половину длины волны λ0 = 2n/k0 = 2πο/ω (соответствую-
щие фазовые набеги ^о^опорн и о̂̂ вирт отличаются на π). Эта поверх-
ность и представляет собой огибающую первых зон Френеля, нанизанных
на опорный луч. Ее уравнение может быть представлено в форме (см. рис. 1)

F (г') = | — ψοπορΗ| ψ- — I ψ (*Ч, Γ 2 )-ψ( Γ ι , r 2 ) | — ^ =

(2.2)

*) Это название представляется нам более удачным, чем другие термины, упот-
ребляемые применительно к различным частным задачам: «область, существенная для
дифракции» 8, «пространственная зона Френеля» 8, «трехмерная зона Френеля»10

и др.
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Подобным же образом строится френелевский объем при другой поста-
° йновке задачи, а именно, при задании эйконала

ности S. В этом случае уравнение оги-
бающей первых зон Френеля записы-
вается в виде

F(r') =

на некоторой поверх-

Рис. 2.
где г2 — точка наблюдения, тх —>• г2 —
опорный луч, т[ —>- г'-^-г2 — виртуаль-
ный луч (рис. 2).

Заметим, что френелевские объемы виртуальных лучей более высокого
порядка (например, трехзвенных или четырехзвенных) обычно лежат
внутри поверхности F (г') = 0 и поэтому могут не рассматриваться.

в) П р и б л и ж е н н о е у р а в н е н и е г р а н и ц ы
ф р е н е л е в с к о г о о б ъ е м а

При фактическом нахождении френелевского объема можно вос-
пользоваться малостью длины волны по сравнению со всеми характерными
расстояниями в той или иной задаче. Это позволяет разложить эйконалы
в формулах (2.2) и (2.3) по отклонениям г' от опорного луча. Если r s —
ближайшая к г' точка на опорном луче (см. рис. 1 и 2), то с точностью
до квадратичных слагаемых по г'—г3 имеем

F(T') »4 | (r ' -r , , V3)
2H>(r,, 3, r2)] | — ^ = 0 , (2.4)

где V3 — производная по г3. Линейный член в этом разложении отсутствует
в силу экстремальных свойств опорного луча.

Аналогично, для поверхности (2.3) получим

, г2)! I—2^ = (2.5)

Если квадратичные члены в (2.4) (2.5) обращаются в нуль, как это имеет
место на каустиках, то необходимо учесть кубичные члены и т. д.

г) Ф р е н е л е в с к и й о б ъ е м п л о с к о й и с ф е р и ч е с к о й
в о л н в о д н о р о д н о й с р е д е

В однородной среде ψ (га, гь) ~ η \га — гь\ и поэтому уравнениям
(2.2) —(2.5) можно придать явную форму. Если точки rt и г2 расположены
на оси 2, а р' = y V a -|- у'2, то приближенное уравнение (2.4) опишет
эллипсоид вращения

(2.6)
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где Lx —ζ' — zlt L2 = za — ζ'. Сечение этого эллипсоида плоскостью
ζ' = const имеет радиус

af=V L'l+
n

L-i · (2-7)
Аналогично в случае плоской волны, распространяющейся вдоль оси ζ,

из (2.5) получаем уравнение френелевского параболоида

F(r'\~ n t p'>2 λ« - -Л /о Я\
νж ' 2 \ ζ — ζ'\ 2 " " ' ^·°'

сечение которого равно

(2.9)

3. ЭВРИСТИЧЕСКИЕ КРИТЕРИИ ПРИМЕНИМОСТИ
ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ОПТИКИ

Исходя из гюйгеновско-френелевской картины формирования поля
в неоднородной среде, сформулируем следующий основной критерий
применимости геометрической оптики:

К р и т е р и й I. Параметры среды, а также параметры волны
(амплитуда и градиент фазы) не должны заметно изменяться в поперечном
сечении френелевского объема.

Это условие предполагает выполнение неравенств вида

at \VXAO I < Л 0 , at \ Vp} \ < ρ, Of | Vn | J < n , (3.1)

где Vx — поперечньш по отношению к лучу оператор дифференцирования,
р3 = dtyfdxj, a at — поперечный размер френелевского объема *) . Если
подставить в (3.1) амплитуду Ло, выраженную через расходимость ψ, то
из (3.1) можно получить ограничения на радиусы кривизны фазового
фронта i?j 2 :

at < I Ях, 2 |. . (3.2)
Если в точку наблюдения приходит не один, а несколько лучей, то

результирующее поле оказывается суммой полей, связанных с отдельными
лучами. Вблизи каустики, где лучи сильно сближаются, первое неравен-
ство (3.1) нарушается из-за неограниченного роста градиента амплитуды.
Можно показать, что при нарушении неравенств (3.1) один из лучей ока-
зывается внутри френелевского объема соседнего луча. Удобно поэтому
сформулировать еще одно, вспомогательное условие применимости, являю-
щееся следствием критерия I, но в ряде случаев существенно облегчающее
анализ задачи:

К р и т е р и й II . Разность фаз к0 (ψχ — ург), отвечающая лучаму

приводящим в одну и ту же точку, не должна быть меньше π:

&о Ι Ψι — Ψ» Ι > π (3.3)

(соответственно разность хода | ψι — тр2 I н е должна быть меньше λο/2).
Несколько упрощая постановку вопроса, можно сказать, что луч не

должен проходить заметную долю своего пути во френелевских объемах
других лучей, приходящих в ту же точку. При нарушении критерия II мы

*) Заметим, что критерий I удовлетворяется для зонной пластинки и для круго-
вого отверстия радиусом в четное число зон Френеля, но поле отличается от геометро-
оптического. Чтобы исключить из рассмотрения такие вырожденные ситуации, в случае-
скачкообразного изменения параметров среды или поля в неравенствах (3.1) под at
следует понимать не обязательно первую зону Френеля, а некоторый характерный
френелевский масштаб, сравнимый с радиусами первых зон Френеля.
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рискуем дважды (или больше, чем дважды) учесть вклад одних и тех же-
лучей в результирующее поле *).

Обсуждаемые здесь критерии в той или иной форме использовались
или возникали во многих исследованиях, начиная с основополагающих
работ Френеля. В ряде случаев они допускают строгое обоснование.
Например, при дифракции волн в однородном пространстве (начальные
условия заданы на некоторой поверхности) геометрооптическое поле отве-
чает стационарным точкам дифракционного интеграла Гюйгенса — Кирх-
гофа 8 . В этом случае π-окрестность стационарной точки (т. е. окрест-
ность, в которой фаза отличается от стационарного значения не более,,
чем на п) является сечением френелевского объема, при этом неравенст-
ва (3.1) требуют постоянства параметров волны и среды в пределах такой
π-окрестности стационарной точки, а критерий II запрещает пересечение
π-окрестностей близких стационарных точек. Сечение френелевского объема
можно отождествить с π-окрестностью стационарной точки и во многих
других задачах, допускающих точное или приближенное интегральное
представление поля. Общее обоснование рассматриваемых критериев
в случае плавно неоднородной среды вытекает из условия применимости
метода стационарной фазы к вычислению фейнмановских континуальных
интегралов, при помощи которых наиболее полно формулируется принцип
Гюйгенса 32> 3 3. В предельно упрощенной постановке задачи, когда исполь-
зуются только двузвенные виртуальные траектории, критерии I и II мо-
гут быть получены при помощи интеграла Гюйгенса — Кирхгофа, но не-
с точной, а с приближенной геометрооптической функцией Грина п .

В перечисленных и некоторых других случаях критерии I и II высту-
пают в результате констатации хорошо известных фактов. Новый момент
состоит в том, что мы подчеркиваем универсальность и достаточность-
этих критериев, в том числе и в неоднородных средах. Достаточность
и универсальность критериев I и II подтверждаются тем, что во всех
известных нам многочисленных случаях критерии I и II согласуются
с другими способами определения границ применимости метода геометри-
ческой оптики: по первому отброшенному члену, путем сравнения с точ-
ными, асимптотическими или численными решениями и др. Соответствую-
щие примеры и сопоставления мы приведем в гл. 5—9.

Другой новый момент — предложенный в гл. 3 чисто лучевой рецепт
построения френелевского объема в неоднородной среде. Таким образом,
дифракционные по своему содержанию ограничения I и II выражены на
лучевом языке. Поэтому не будет большим преувеличением сказать, что
геометрическая оптика приобретает внутренние критерии применимости.

4. СМЕЖНЫЕ ПРОБЛЕМЫ, РЕШАЕМЫЕ С ПРИВЛЕЧЕНИЕМ
ЭВРИСТИЧЕСКИХ КРИТЕРИЕВ

а) О ц е н к и п о г р е ш н о с т и н у л е в о г о п р и б л и ж е н и я
г е о м е т р и ч е с к о й о п т и к и

Сформулированные выше критерии позволяют не только ответить на
основной вопрос, поставленный выше — о достаточных условиях приме-
нимости лучевого метода, но и осветить ряд смежных проблем, представ-
ляющих и самостоятельный интерес.

*) Л. А. Вайнштейн указал авторам на один особый случай: в задаче об излуче-
нии точечного источника над идеально проводящей плоскостью френелевские объемы
прямого и зеркального отраженного лучей при разности фаз, меньшей π, пересекаются
на большей части пути, но, несмотря на это, лучевое описание остается справедливым.
Особый характер этого примера связан с однородностью граничных условий на всей
трассе распространения, благодаря чему выполняется основной критерий I, а прибли-
жение- геометрической оптики дает точное решение задачи.
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Одной из таких проблем является задача оценки погрешностей нуле-
вого приближения геометрической оптики. Можно надеяться, что фигури-
рующие в неравенствах (3.1), (3.2) параметры могут служить эвристиче-
ской мерой неточности поля (1.6):

Сама по себе оценка (4.1) не может дать достоверные уровни погреш-
ности во всем пространстве, но она может подсказать, где именно погреш-
ность у заведомо мала, и где — заведомо велика. Иными словами, эти
оценки позволяют очертить как область применимости, так и область
неприменимости геометрической оптики. Граница этих областей может
быть ориентировочно определена из условия

1. (4.2)

б) О ц е н к и в о л н о в о г о п о л я в ф о к а л ь н ы х ,
к а у с т и ч е с к и х и д р у г и х з о н а х

н е п р и м е н и м о с т и г е о м е т р и ч е с к о й о п т и к и

На первый взгляд кажется, что геометрооптические расчеты могут
пригодиться только в области применимости лучевого метода, где его

погрешность мала: уввр <^ 1. Между
тем в ряде случаев на основе луче-
вого подхода можно дать хотя и грубую,
но правильную по порядку величины
оценку поля в области неприменимости
лучевого метода, в частности, в зоне
полутени и в окрестностях фокусов и

ρ о каустик. Рассмотрим, например, грани-
цы каустических и фокальных зон. Эти
границы можно определить при помощи

(4.2), но можно воспользоваться и критерием 11 (см. гл. 7).
Считая границы каустических и фокальных областей известными,

приведем оценки поля внутри этих областей. Прежде всего для этого можно
воспользоваться значениями геометрооптического поля на границе фокаль-
ной (каустической) зоны:

| "фок |
Yf на границе фок. зоны

(4.3)

Другой по форме, но эквивалентный по существу способ оценки осно-
ван на использовании закона сохранения потока энергии в лучевой трубке
с дополнительным допущением, что начальный поток энергии П° =
= п° | А0 | 2 Δ£° равномерно размазывается по фокальной (каустиче-

ской) зоне:
IP = »· | Л« | 2 AS0 = пфок Κ ο Κ | 2 Δ 5 φ ο κ ; (4.4)

здесь Δ5φΟΚ — ширина лучевой трубки, соответствующая фокальной
(каустической) зоне (рис. 3), AS0 — начальное сечение лучевой трубки.
Из (4.5) получаем оценку

А 5 ф о к , (4.5)

которая близка к оценке (4.3), так как 'ψ « nAS/n°AS0· Эффективность
этих оценок мы продемонстрируем ния"1 (в гл. 5—9). Необходимость в та-
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ких оценках возникает, например, при решении вопроса о возможности
протекания тех или иных нелинейных процессов (генерация гармоник,
самовоздействие, пробой и т. д.) в области концентрации поля в фокусах
и на каустиках.

Оценки, подобные (4.3) и (4.5), справедливы и в других областях непри-
менимости геометрической оптики, например, в области полутени.

в) П р о б л е м а у с т о й ч и в о с т и
г е о м е т р о о п т и ч е с к о г о р е ш е н и я

Еще одна смежная проблема — поведение геометрооптических реше-
ний при малых возмущениях параметров среды, границ раздела и (или)
начальных условий задачи. Существо проблемы можно пояснить на следу-
ющем простом примере.

Рассмотрим плоскую волну, которой отвечает параллельный пучок
лучей (рис. 4, а). Если плоский начальный фазовый фронт подвергнуть
-слабым мелкомасштабным периодическим возмущениям, то структура
лучей кардинально исказится
(рис. 4, б). Существенно иска-
зится и поле, вычисленное по
методу геометрической оптики.
Между тем ясно, что при δ-С λ
истинное поле волны практи-
чески не изменится (появятся
лишь возмущения поля порядка
•δ/%). Этот пример показывает,
что геометрооптическое прибли-
жение неустойчиво (или, точнее
-сказать, очень чувствительно)
по отношению к малым возму-
щениям начальных условий.
Такого же типа неустойчивость
возникает и при аналогичных
возмущениях параметров среды
и границ раздела.

Разрешение проблемы
устойчивости геометрооптиче-
•ских решений состоит просто
в том, что при слабых мелкомасштабных возмущениях нарушаются
условия применимости геометрической оптики. В частности, и старые, и
новые лучи, появившиеся на рис. 4, б в результате возмущения плоского
фазового фронта, становятся фиктивными, нефизическими. В самом
деле, при расположении точки наблюдения на расстоянии I от экрана
френелевские объемы, окружающие лучи, при Υ%1 >> X содержат много
неоднородностей, а в этом случае геометрическая оптика неприменима.

Рис. 4

г) А н а л и з в о л н о в о й к а р т и н ы в ц е л о м

Такая задача представляет значительный интерес в условиях, когда
нужно получить оценки поля по порядку величины, или же когда нужно
составить грубое представление о структуре поля перед началом аналити-
ческих или численных расчетов. Геометрооптические вычисления и оценки
при таком «экспресс-анализе» играют ведущую роль, так как они позволя-
ют простыми средствами оценить величину поля в значительной части
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пространства, как в области применимости, так и вне области применимо-
сти метода (см. п. б)).

Указанные соображения позволяют, таким образом, проводить не-
только качественный, но и количественный анализ структуры разнообраз-
ных высокочастотных полей в целом на основе одних лишь геометроопти-
ческих соображений. Несколько утрируя, можно сказать, что это равно-
сильно решению волновой задачи, минуя решение волнового уравнения.
Такой анализ особенно ценен для инженерных приложений, где в подавля-
ющем большинстве случаев важно знать скорее порядки величин, чем
точные значения амплитуд волнового поля.

5. ДИФРАКЦИЯ ВОЛН В СВОБОДНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

а) Ф о р м а о б л а с т и п о л у т е н и п р и д и ф р а к ц и и
н а п о л у п л о с к о с т и

В качестве первого примера использования эвристических критериев;
рассмотрим простейшую задачу о ширине области полутени при дифрак-
ции сферической (цилиндрической) волны на полуплоскости (рис. 5)^
Точка наблюдения Ρ окажется на границе области полутени (на рис. Ь
области тени и полутени выделены косой штриховкой), если френелев-
ский объем луча коснется края полуплоскости. Радиус первой зоны Фре-
неля at = at (z) вблизи полуплоскости можно определить по форму-

ле (2.7), положив там Lx =
= z 0 , L% = ζ:

ι/ λ0ζ20

at = (5.1)

Расстояние точки Р от оси рав-
но (см. рис. 5)

«,(*) =

Рис. 5.

так что функция^ =з / (г) представляет собой уравнение границы полутени.
Эта граница имеет форму гиперболы с прямолинейной асимптотой

ха = [(z -J- (ζο/2)]|/λο/ζο. Для всех лучей с наклоном больше, чем у асим-
птоты, геометрическая оптика справедлива на бесконечно больших расстоя-
ниях. Для таких лучей погрешность метода геометрической оптики не-
накапливается, в отличие от лучей, попадающих в область полутени. Для
плоской волны (ζο->- οο) граница области полутени (5.2) принимает вид
параболы χ = Υ~λοζ. В этом случае все лучи рано или поздно попадают;
в область полутени.

Заметим, что формула (5.1) применима к волне с произвольным фазо-
вым фронтом, если под ζ0 подразумевать локальный радиус кривизны
фазового фронта в плоскости, содержащей нормаль к кромке.

б) Ф о р м и р о в а н и е л у ч е в о г о п о л я в б л и ж н е й ,
и д а л ь н е й з о н а х а н т е н н ы

Этот пример поясняет, почему можно пользоваться геометрической
оптикой и в ближней, и в дальней зонах антенны больших размеров.

Вблизи синфазной антенны с диаметром раскрыва 2Ь приближение-
геометрической оптики описывает пучок параллельных лучей (прожектор-
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ный луч) с тем же распределением амплитуды, что и на самом раскрыве.
θτο приближение применимо до тех пор, пока, в соответствии с критери-
ем I, радиус первой зоны Френеля at =Υλοζ мал по сравнению с Ъ,
т. е. пока ζ <С 62/λ0.

В дальней зоне раскрыва поле представляет собой направленную
сферическую волну с шириной диаграммы направленности порядка λο/6,
так что на расстоянии г от антенны характерный масштаб изменения ам-
плитуды поля составляет l± ~ Xor/b. Согласно (2.7) при расположении
^гочки наблюдения на бесконечности размер френелевой зоны на сфере
радиуса г равен at = У Яог, и поэтому условие применимости геометри-
ческой оптики принимает вид

ьг

a f < / x , или г > - 1 — .

Полученное условие, естественно, совпадает с обычным критерием даль-
ней зоны раскрыва.

Таким образом, геометрооптическое описание применимо и в дальней,
и в ближней зонах антенны. Следует, однако, подчеркнуть различие
в начальных условиях. При описании поля в ближней зоне мы задаем
начальные данные на раскрыве, тогда как в дальней зоне в качестве
начальных данных берется поле направленной сферической волны, т. е.
уже сформировавшееся дальнее поле антенны. В промежуточной зоне г ~
•~ ЬУХ0 неприменим ни один из описанных подходов.

в) П о л е в о к р е с т н о с т и ф о к у с а л и н з ы

Рассмотрим идеальную линзу с диаметром отверстия 26 и фокусным
расстоянием F. Такая линза превращает плоскую волну в сходящуюся
сферическую волну с радиусом кривизны F. Простые построения дают для

2L

радиуса первой френелевской зоны в плоскости линзы следующее выра-
жение:

««•=|/**-£г· (5.3)
При приближении к фокусу (z ->• F) геометрооптическое приближение

теряет силу, так как радиус at стремится к бесконечности. Пусть ζ =s
= F — ζ — расстояние точки наблюдения ζ от фокуса. Потребовав, чтобы
было at <g. 6, для величины ξ = F — ζ получаем неравенство

^ Ζ Ι Ι . (5.4)

В выражении /ц = λ0 (F/b)2 легко узнать продольный размер фокального
пятна. Луч AF, идущий от края линзы в фокус (рис. 6), пересекает
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плоскость ζ = F — ijj в точке В на расстоянии

<5.5>

от оси линзы. Эта величина характеризует поперечный размер фокаль-
вого пятна.

Оценим, далее, поле | Иф0К | в фокусе линзы, исходя из соображений,
высказанных в гл. 4. Если приравнять поток энергии черев линзу П° =
= {A°)*nbu потоку энергии через фокальное, пятно | щОк \гя>1\ (мы прини-

маем, что в фокусе линзы поток энергии равномерно размазан по кругу
радиуса Z±), для трехмерной задачи получим

тогда нак в двумерном фокусе

| "фок I

(5.6а>

(5.6б>

Эти оценки фокального поля неплохо согласуются с точными максималь-
ными значениями поля в фокусе:

Ι **фок |трехм = Л I А° Ι γψ , Ι Μφ0Κ |двумерн = 2 | Л° | "J/ • (5.7)

Если усреднить точные значения по фокальному пятну, то согласие с (5.6)
будет еще лучшим.

6. ОТРАЖЕНИЕ И ПРЕЛОМЛЕНИЕ ВОЛН НА КРИВОЛИНЕЙНЫХ
ГРАНИЦАХ РАЗДЕЛА ДВУХ ОДНОРОДНЫХ СРЕД

а) У с л о в и я п р и м е н и м о с т и о т р а ж а т е л ь н ы х
ф о р м у л

При падении волны на криволинейную границу раздела двух одно-
родных сред возникает отраженная и преломленная волны. В приближе-
нии геометрической оптики амплитуды этих волн Л0Тр и Лп р ел на границе

раздела S связаны с амплитудой
падающей волны Лпад локальными,
соотношениями

(6.1)

где Г и D — соответственно коэф-
фициенты отражения и прохожде-
ния, которые в силу геометрического
принципа локальности определяются
по формулам для плоской волны,
падающей на касательную плоскость
(рис. 7). Рассматривая амплитуды
(6.1) как начальные значения в фор-

мулах геометрической оптики, можно рассчитать поля вдали от гра-
ницы раздела.

Условия применимости (3.1) требуют плавности изменения Аагщ,
Г и D в пределах сечения френелевского объема границей раздела &*;.
при этом bt = af/cos θ, где θ — угол отражения или преломления луча.

Р и с η
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Кроме того, из (3.2) следует, что радиусы кривизны поверхности aelt 2

должны быть велики по сравнению с bt : aBlt 2 ~> h· Расчет as произво-
дится по формуле (2.7) для сферической волны, если в качестве Lx взять
радиус кривизны фазового фронта R$ отраженной (преломленной) волны
непосредственно после отражения (преломления), а в качестве L% —
расстояние от точки отражения (преломления). В то же время величина
Лф вычисляется по заданным значениям угла падения и радиусов кривиз-
ны поверхности и фазового фронта падающей волны в> 1 2.

Рассмотрим некоторые эффекты, возникающие при нарушении плав-
ности изменения Г и D в пределах френелевского объема.

б) О б л а с т ь н а р у ш е н и я о т р а ж а т е л ь н ы х
ф о р м у л в б л и з и г р а н и ц ы

с в е т — т е н ь , с о з д а в а е м о й в ы п у к л ы м т е л о м

Отражательные формулы теряют силу при угле отражения θ =
когда френелевский объем отраженного луча затрагивает границу свет
тень на поверхности выпук-
лого тела (рис. 8), поскольку
на этой границе терпит раз-
рыв амплитуда падающей
волны. Элементарный под-
счет дает для cos 0 m l n зна-
чение Μ?ίπ

COS I

где аа — локальный радиус
кривизны поверхности на
границе свет — тень *> 8» 9.
Это значение очень хорошо
согласуется с величиной
cos 0 m l n = (2/к0 | α8 Ι)1/3, ко-
торая была получена В. А. Фо-
ком при помощи метода па-
раболического уравнения 12,

в) О б л а с т ь н е п р и м е н и м о с т и о т р а ж е н н ы х ф о р м у л
в о к р е с т н о с т и у г л а п о л н о г о о т р а ж е н и я

Неприменимость геометрической оптики вблизи критического угла
падения θ = θ κ ρ , отвечающего полному отражению, связана с тем, что
здесь резко меняется фаза коэффициента отражения α = arg Г, вследствие
чего величина | VF | обращается в бесконечность при θ = θ κ ρ .

Область неприменимости легко находится из условия, чтобы френе-
левский объем отраженного луча не охватывал точки отражения крити-
ческого луча. Момент касания показан на рис. 9 для случая плоской
поверхности, когда можно воспользоваться зеркальным изображением
источника. Полученная из этих соображений зона неприменимости (на
рис. 9 она заштрихована) хорошо согласуется с асимптотикой точного
решения, полученного Л. М. Бреховских (см. *» 1 3 ) .

С физической точки зрения неприменимость метода геометрической
оптики в этой области связана с тем, что здесь зарождается новый тип
лучей — дифракционные лучи, описывающие поле боковой волны1 3.
Окрестность критического луча является своеобразной областью полутени
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для боковой волны, т. е. для дифракционных лучей, которые необходимо
учитывать при θ >· θ κ ρ наряду с обычными отраженными лучами.

Подобные же ограничения относятся к окрестности угла полного
преломления (угла Брюстера), а также к окрестности луча, несущего

нулевое поле (т. е. луча, отве-
чающего нулю диаграммы излу-

Рис. 9.

г) М н о г о к р а т н о е
о т р а ж е н и е л у ч е й о т

в о г н у т о г о з е р к а л а

Если источник г0 распо-
ложен у вогнутой поверхности
раздела, то в точку наблюдения г
у той же поверхности приходят
лучи, испытавшие многократные
отражения от поверхности.

Кратность отражения, при
которой лучи теряют свою инди-
видуальность, определена в б :
если т|эт — оптический путь вол-
ны при т.-кратном отражении

луча, то геометрическая оптика теряет силу при t|)m+i — "фт ^ λο/2. С по-
зиций предлагаемых нами условий применимости лучевого метода это
неравенство означает нарушение критерия II : (т. + 1)-кратно отражен-
ный луч оказывается внутри френелевского объема m-кратно отра-
женного луча.

7. ПРИКАУСТИЧЕСКИЕ ОБЛАСТИ НЕПРИМЕНИМОСТИ
ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ОПТИКИ

а) О ц е н к а ш и р и н ы п р и к а у с т и ч е с к о й з о н ы
в с л у ч а е п р о с т о й к а у с т и к и .

Η е ρ а з"л и ч и м о с т ь л у ч е й в п р и к а у с т и ч е с к о й з о н е

Ширину каустической зоны можно оценить из соображений, опираю-
щихся на критерий I I : естественно считать, что точка г находится внутри
каустической зоны, если каждый из лучей оказывается [внутри френелев-
ского объема соседнего луча (рис. 10),
Отсюда непосредственно следует физиче-
ская неразличимость лучей в каустической
зоне: при существенном пересечении френе-
левских объемов нельзя разрешить лучи
(т. е. раздельно определить их параметры)
при помощи непрозрачного экрана с отвер-
стием, поскольку нельзя перекрыть путь
одному лучу, не затронув френелевский
объем соседнего луча.

Перекрытию френелевских объемов
отвечает условие

К |ψ ι — ψ2 I < л · (7.1)
Простые расчеты по теории возмущений показывают и » 1 5 , что вблизи

простой (неособой) каустики

|ψ — ψ | я * — Β1 / 2ί!ν2, β = 2η£ν0ΤΗ, (7.2)

Каустика

Рис. 10.
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где /у — расстояние по нормали к каустике, пк — показатель преломле-
ния на каустике, v0TH = | vKayCT — Vлyч cos б | — величина, определяю-
щая относительную кривизну луча и каустики, ткауСт — кривизна нор-
мального сечения каустики в направлении луча, ν^4 — кривизна луча
в его точке касания с каустикой, б — угол между нормалью к каустике
и главной нормалью к лучу (нормаль к каустике предполагается направ-
ленной в область света). Подставив (7.2) в (7.1), для ширины каусти-
ческой зоны | lN | <; /й получим оценку

(7.3)

Эта оценка лишь численным коэффициентом отличается от расстояния

/1 = 1,02Л, Л = (*$)- 1 / 3 (7.4)

между каустикой и первым максимумом функции Эйри, описывающим
поле вблизи простой каустики 14>(17. Формула (7.4) обобщает соответствую-
щее выражение, приведенное в 1 8, § 59 для однородной среды с η = 1,
когда Л = (р/2^)1/3, где ρ = viiycr — радиус кривизны каустики.

б) О ц е н к а п о л я в б л и з и п р о с т о й к а у с т и к и
в д в у м е р н о й з а д а ч е

Если ΔΖ0 — начальная ширина лучевой трубки, а 1К ~ Л —ширина
каустической зоны (см. рис. 10), то, заменив в формуле (4.5) AS0 на Δ/0

и ASu на Л, для поля вблизи каустики получаем выражение

Такой же порядок величины предсказывают и формулы каустической
асимптотики Эйри для волнового поля 14> 1 ? . Подробный анализ в * пока-
зал, что максимальное значение поля (на расстоянии 1г = 1,02 Л от
каустики) всего лишь в 1,34 раза превышает оценку (7.5).

Отметим, что равномерные асимптотические представления поля
вблизи каустик, в частности, асимптотика Эйри 1 6

и (Г) = , I W - W « [ ( - | ) " 1 / 4 (iAl + А2) ν (ξ) + £ ( - 1Г1/4 (lAt-Αύ V (£)], (7.6)

где υ (ξ) — функция Эйри,

используют геометрооптические значения эйконалов yplt 2 и амплитуд
Alt 2, хотя лучи, при помощи которых рассчитываются величины 'ψ1ι 2

и Alt 2, теряют непосредственный физический смысл. Это означает, что
вблизи каустик лучи сохраняют, по образному выражению Б. Е. Кинбе-
ра, функции геометрического костяка, несущего волновую плоть 1 9 · 2 0 .

в) О ц е н к и п о л я в ф о к у с е п р и н а л и ч и и
с ф е р и ч е с к о й а б е р р а ц и и

Пусть поле в начальной плоскости 2 = 0 имеет квадратичную фазу:
и0 = exp (—ikopV2F). Тогда при ζ *= F вместо точечного фокуса обра-
зуется каустический клюв. Элементарный расчет по формулам гл. 3 дает
следующее значение френелевского радиуса в плоскости ζ = 0:

(7.7)
в УФН, т. 132, вып. 3
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Поперечный размер пятна 1Х можно оценить по формул© (5.5), если заме*,
нить в ней радиус линзы Ь эффективным радиусом ЬЭфф » at. Это дает
l± ~ (№FI4)lt*. Полагая в (4.5) Δ£° = πα}, Δ5φ0Κ = πΖ\, получаем оценку
среднего по пятну поля

W-φθκ (7.8)

Это приближенное значение лишь в зх/"|̂ 2 = 2,2 раза меньше точного-
значения поля в центре пятна.

г) И н д е к с ы ф о к у с и р о в к и п о л я н а к а у с т и к а х

Как видно из приведенных выше оценок, поле на каустиках и в фоку-
сах обнаруживает степенную зависимость от длины волны. Если вос-
пользоваться малым параметром μ = ilkQLn, то поле на каустике общего*
вида оценивается как

I "ФОК 1 ~ lit" Ι μ"σ* , (7.9)
где σψ — так называемый индекс фокусировки.

Ясно, что σφ зависит от характера фокусировки. Так, для простой
каустики Оф = 1/6, для двумерного каустического клюва σψ = 1/4, для
двумерного фокуса и для сферической аберрации σφ = 1/4, для каусти-
ческой петли, стягивающейся в точку σφ = 3/10. Наибольшее значение
σφ = 1 достигается в идеальном фокусе^ а наименьшее (σφ — 0) отвечает
отсутствию фокусировки. Значения σψ, вычисленные на основе дифрак-
ционной теории для ряда типичных каустик, приведены, например,
в ι̂ 31» 22ι 8 5 . Эти значения очень удобны для сугубо ориентировочных
оценок полей в фокальных зонах, особенно в нелинейных задачах.

8, ДИФРАКЦИЯ ВОЛН В НЕОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ

а) Ф о р м а ф р е н е л е в с к о г о о б ъ е м а д л я п л о с к о й
в о л н ы в п л о с к о с л о и с т о й с р е д е

Используя уравнения лучей в плоскослоистой среде с показателем
преломления η =?= η (ζ), легко определить сечение щ френелевского объема

a)

горизонтальными плоскостями ζ

V vSn
(8.1)
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где ζ — координата точки наблюдения, s° = тг° sin θ°, θ° — начальный
угол падения луча, & п° — показатель преломления на уровне ζ = ζ°
(рис. 11, а). При вертикальном падении луча на слой (sQ = 0)

( 8 · 2 )

Согласно (8.2) при уменьшении η (ζ) вдоль луча френелевский объем
несколько уже, чем в соответствующей неоднородной среде с η = const =s
= η (ζ), тогда как при увеличении η (ζ) френелевский объем становится
более широким: at (ζ') > ]/λ0 (ζ — ζ')/η (ζ).

б) Ф о р м а ф р е н е л е в с к о г о о б ъ е м а в с л о и с т о й
с р е д е п р и н а л и ч и и к а у с т и к и

В э ом случае френелевский объем ограничен двумя оболочками,
отвечающими двум лучам, приходящим в точку наблюдения. При косом
падении волны объемы Vt и F 2 разделены в пространстве (рис. 11, б),
а при вертикальном падении объем Ух целиком лежит внутри объема Vx

(см. рис. 11, в), при атом объем V2 ограничен поверхностью, имеющей
форму частично вывернутого чулка (подробнее см. х ) .

в) О ц е н к и ш и р и н ы ф р е н е л е в с к о г о о б ъ е м а
п р и с к о л ь з я щ е м п а д е н и и л у ч е й

н а с л о и с т у ю с р е д у :
г р а н и ц ы п р и м е н и м о с т и л у ч е в о г о о п и с а н и я

р а с п р о с т р а н е н и я р а д и о в о л н в и о н^о с ф е р е

При скользящем распространении (угол падения θ близок к π/2)
лучи имеют слабо искривленную траекторию, на всем протяжении которой
проницаемость незначительно уклоняется от единицы, поскольку даже
минимальное значение е т [ П = sin2 θ, достигаемое в точке отражения,'впри
θ ~ π/2 близко к единице. Поэтому максимальная полуширина френелев-
ского объема at может быть оценена по формуле (2.7) для однородной среды
с проницаемостью ε ~ 1: af,max ~ УЯ01//2 (L — дистанция по гори-
зонтали).

Согласно критерию I для применимости геометрической оптики
необходимо, чтобы перепад проницаемости ε (ζ) на диаметре френелевского
объема 2at ~ 1^XOL был мал по сравнению с единицей:

4!-2а,<1. (8.3)

Характерный масштаб Η ~ ь/| дг/dz | для ионосферы составляет не
менее 50—100 км, так что при длине волны λ0 = 15 м из (8.3) получаем
L -С 106—10е км. Это расстояние значительно больше окружности земного
шара, и поэтому в случае почти горизонтальных лучей можно рассчитывать,
что геометр о оптический метод пригоден для описания по крайней мере
односкачкового распространения.

Подобным же образом решается и вопрос о лрименимости геометрооп-
тического приближения в окрестности критического педерсеновского луча,
идущего по оси антиволновода Ч Получающиеся здесь оценки согла-
суются с дифракционным расчетом, проведенным в 2 3 .

в*
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г) Б л и ж н е е и д а л ь н е е п о л е а н т е н н ы
в н е о д н о р о д н о й с р е д е

По мере удаления точки наблюдения от антенны в неоднородной
среде сечение френелевского объема в плоскости антенны а( сначала
растет, а при приближении к каустике — сильно уменьшается. Если
сечение at становится меньшим размера антенны &, то можно говорить
о локальной связи поля на апертуре с полем в удаленной точке наблюде-
ния, которая характерна для ближнего поля. Эта особенность полей
в неоднородных средах обнаружена и описана в работах 24> 2 5.

9. ГРАНИЦЫ ПРИМЕНИМОСТИ ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОЙ
ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ОПТИКИ

а) Н е о б х о д и м ы е у с л о в и я п р и м е н и м о с т и

В задачах распространения нестационарных волн (импульсов, волно-
вых пакетов) в диспергирующих средах приближение пространственно-
временной геометрической оптики играет такую же важную роль, как
и обычное приближение геометрической оптики при распространении

Oft ОО

Монохроматических волн £9~™,
Бели свойства среды и поля изменяются достаточно медленно, неста-

ционарную волну
и (г, f) « А (г, t) №. ι) (9.1)

можно считать локально в-лоской и локально монохроматической на рас-
стояниях | Дг | ~ λ и интервалах ЬЛ ~ τ, где λ — некоторая средняя
длина волны в среде, а τ — ее средний период. Необходимые для этого
условия медленности имеют вид

£-, -f, ^}<1; (9.2)

здесь т0 — характерный масштаб частотной дисперсии (соотношение
между τ и τ 0 в общем случае произвольное), L и Τ — соответственно
пространственный и временной масштабы изменения поля и среды.

При выполнении условий (9.2) амплитуда А и эйконал φ легко вычис-
ляются с помощью пространственно-временных лучей«-«.

б) П р о с т р а н с т в е н н о - в р е м е н н о й
ф р е н е л е в с к и й о б ъ е м

Пусть начальные условия для поля нестационарной волны и (г, ί)
имеют вид

и(г°, г°) = Л(г°, *·)**«'·.*·> SB 4 е (В в*ф°«> (9.3)

и задаются на произвольной гиперповерхности 2°, параметрические урав-
нения которой есть г = г° (1), t » ί° (|) или R = R0 ( |), где R =э (г, г),
R° sa(t°, ί°), Ι = {|„ ξ2» is}» If — криволинейные координаты на 2°.
Введем опорный пространственно-временной луч Rx ->- Ra с набегом фазы
<Ропорн = Ф° (Ri) + Φ (Rn КЙ)» и виртуальный луч R^ -*- R' -**· R a с набе-
гом фаэькрйи* =i φα (Ri) + Φ (R;, R') Η- Φ (R'* Ra). Здесь Rx = (r1( h),
Щ = (rji i;) — точки выхода лучей из гиперповерхности 2°, R a =
— (га, ia) — точка наблюдения в че-тырехмерном мире. Тогда уравнение
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границы френелевского объема запишется в виде

F (R ') — | Срвирт — Фопорн | — п ~

= | [φ°(Κ;)4-Φ(Κ; τ Κ') + Φ(Κ;, Κ2)]-[φ°(Κι) + Φ(Κι, R 2 ) J | - ^ - 0 , (9.4)

где R' = (г7, t') — текущая точка границы. Отметим, что из (9.4) разло-
жением в ряд Тейлора может быть получено приближенное уравнение
границы.

в) Ф о р м а п р о с т р а н с т в е н н о - в р е м е н н о г о
ф р е н е л е в с к о г о о б ъ е м а в о д н о р о д н о й с р е д е

Конкретизируем уравнение (9.4) применительно к задаче распростра-
нения плоского частотно-модулированного импульса в однородной диспер-
гирующей среде с показателем преломления η (ω). Пусть в начальной
плоскости % = 0 фаза импульса равна φ (0, t) = φ° (t), т. е. начальная
частота импульса изменяется по закону ωυ

можно получить следующее выражение для
полуширины зоны Френеля в плоскости
ζ =0:

Тогда из (9.4)

Z' Tz=ct

с? = 1 / 2π
ZZR (9.5)

где k"Q = d2k0 (ω)/(1ω2 | ω = ω ο, ζκ — координата
точки касания опорного луча с каустикой:

J
(9.6)

Формула (9.5) является аналогом выражения
(2.7) для сферической монохроматической Рис. 12.
волны.

В отсутствие частотной модуляции, когда ω° = const, согласно (10.11)
имеем | ζκ \ -> оо и

τ? = ΐ / 2 π | ^ | ζ. (9.7)

Общий вид френелевского объема на плоскости (s, t) показан на рис. 12.
Сечение этого объема на уровне ζ = ζ' равно

μ; Ι (*-*'). (9.8)
Отметим, что формула (9.7) согласуется с оценкой характерного интервала
времени ~у \k"Q | ζ, полученной в 28> 3 0 на основе метода пространствен-
но-временного параболического уравнения.

г) У с л о в и я п р и м е н и м о с т и
п р о с т р а н с т в е н н о - в р е м е н н о й

г е о м е т р и ч е с к о й о п т и к и

По аналогии с критерием 1 из гл. 3 потребуем выполнения условий
вида

дА

dt
Α τ i*L <z? m ГО ол

Используя эти условия, можно оценить размеры области неприме^
нимости в различных ситуациях, например, вблизи границы тени в про-
странстве — времени (вблизи фронта импульса), в окрестности простран-
ственно-временных каустик и фокусов как в однородных, так и в неод-
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иородных диспергирующих средах. Указанные оценки проводятся по
аналогии с пространственным случаем. Рассмотрим здесь только один
пример, относящийся к компрессии (сжатию) частотно-модулированных
сигналов в диспергирующих средах (другие примеры приведены в *).

д) О ц е н к а п о л я в п р о с т р а н с т в е н н о - в р е м е н н о м
ф о к у с е : к о м п р е с с и я и м п у л ь с а

Пусть закон модуляции частоты ω° (t) выбран так, что все простран-
ственно-временные лучи сходятся в одной точке (ζψ, ίφ) (рис. 13). Размер
первой френелевской зоны при 2 = 0 определяется формулой (9.5):

= 1/ 2п\К
ΖΖφ

Ζ—Ζφ
(9.10)

В силу неравенств (9.9) приближе-
ние пространственно-временной гео-
метрической оптики теряет силу,
когда Tf сравняется с длиной началь-
ного импульса Τ: τχ ~ Т. Из этого
условия находим пространственный

t размер фокального пятна (см. рис. 13):

-Л-ш-L· (9.11)

Расстоянию I от фокуса отвечает временной интервал

ψ ^ Отг I Ь." I ., **У
τηΐη — •* Τ — А** ™-п m ·mln (9.12)

представляющий собой длительность импульса в фокусе.
Поле в фокусе можно получить из условия энергетического баланса:

I Л° |2 Т — Л\ Т
j л | ± — "фок^ mln*

Отсюда следует, что выигрыш в амплитуде сжатого сигнала равен
— т

(9.13)

Полученные оценки согласуются с результатами работ 29* 3 0, полу-
ченными на основе метода пространственно-временного параболического
уравнения. Они допускают проверку и с помощью спектрального под-
хода, подробно описанного Л. А. Вайнштейном 3 1 (см. также 2 7 ) .

10. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенное рассмотрение показывает, что обычная геометрическая
оптика, дополненная представлением о френелевских объемах лучей,
позволяет осуществлять всесторонний анализ высокочастотных волновых
полей, который включает не только выяснение качественной структуры
полей, но и получение количественных оценок поля даже в зонах неприме-
нимости геометрической оптики. Такой анализ слагается из следующих
элементов:

1. Определение геометрооптического поля, что предполагает нахожде-
ние лучей, фазовых фронтов, расходимостей лучевых трубок и других
лучевых параметров.
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2. Нахождение при помощи эвристических критериев областей при-
менимости и неприменимости геометрической оптики и границ между
ними.

3. Оценки погрешности в области применимости геометрической
оптики.

4. Эвристические оценки амплитуды поля в областях неприменимости
геометрической оптики.

При необходимости анализ может быть дополнен также оценками
экспоненциально малых рассеянных полей в областях, куда не попадают
лучи *).

Реализация этой программы существенно зависит от разрешимости
уравнений геометрической оптики, в первую очередь — лучевых уравне-
ний. Решения в аналитической форме имеются, как известно, только для
ограниченного числа частных случаев, далеко не охватывающих весь
спектр актуальных волновых задач электродинамики, акустики, оптики
и сейсмологии. В этих условиях нам представляется желательной, а для
некоторых приложений даже необходимой разработка универсальной
численной программы анализа высокочастотных полей, в основе которой
лежали бы вычисления лучей и соответствующих им френелевских объе-
мов, и которая предусматривала бы определение границы применимости
лучевого метода и грубое определение поля в областях неприменимости
геометрической оптики.

Высказанные выше соображения без существенных изменений пере-
носятся и на квазиклассические волновые функции в квантовой механике.
Введение френелевского объема классических траекторий позволяет
сформулировать ограничения на допустимую скорость изменения потен-
циала в пространстве, определить ширину каустических зон, оценить
волновую функцию в окрестности каустик (например, в зоне радуги
в задаче о потенциальном рассеянии) и т. д.

Кроме того, сформулированные критерии можно обобщить на век-
торные поля, потребовав дополнительно малости изменения поляризации
волны в поперечном сечении френелевского объема г. В1 указаны также
особенности формы френелевских объемов в анизотропных средах и разоб-
раны вопросы о реальности каустик и о возможностях локализовать
комплексные лучи.

В заключение авторы выражают искреннюю признательность
Л. А. Вайнштейну за ценные советы и замечания.

Физический институт им. П. Н. Лебедева
АН СССР

Московский энергетический институт
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