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ВВЕДЕНИЕ

Вопросу о зарождении стохастических свойств в классических дина-
мических системах с небольшим числом степеней свободы в настоящее
время посвящено огромное число работ. На их фоне тот же вопрос для
квантовых систем только начинает обсуждаться. Интерес к нему связан
не только с практической необходимостью и не только с новым кругом
явлений, но и с необходимостью развития специального квантовомехани-
ческого описания систем, обладающих стохастической неустойчивостью.
Этот обзор посвящен только той части проблемы, которая связана со
структурой энергетического спектра, т. е. с правилами квантования.
Его цель — изложить последовательно разрозненные в настоящее время
факты из разных областей физики и привлечь к ним внимание исследо-
вателей.

В различных физических задачах уже давно используется прием,
заключающийся в переходе от детерминированного описания некоторых
свойств системы к их статистическому описанию в тех случаях, когда
малые изменения параметров приводят к столь сильному изменению рас-
сматриваемых свойств системы, что их детализация становится бессмыс-
ленной. Появление идеи о введении статистического описания энергети-
з*

© Главная редакция физико-математической
литературы издательства «Наука»,
«Успехи физических наук», 1979.



2 1 2 Г. М. ЗАСЛАВСКИЙ

ческого спектра сложной системы связано с работами Вигнера и Ландау
и Смородинского, объектом исследований которых были возбужденные
состояния тяжелых ядер. Формальное выражение этих идей нашло вопло-
щение в теориях Вигнера, Портера и Розенцвейга и Дайсона. В основе
этих работ лежало введение определенной гипотезы о том, каким должен
быть статистический ансамбль энергетических уровней системы. Подоб-
ный подход оставляет в стороне по крайней мере два принципиально важ-
ных вопроса: «когда?» и «почему?» должно возникать статистическое
описание спектра системы. Результаты исследований последних десяти
лет позволили не только ответить на эти вопросы, но и внести серьезные
изменения в теоретический анализ характеристик распределения уровней.
Одновременно с этим появилась возможность существенно расширить
класс физических объектов, в которых при определенных условиях может
возникать статистическая структура спектра. Обзор этих исследований
и составляет содержание настоящей статьи.

1. ПРОИСХОЖДЕНИЕ ЗАДАЧИ

Задача, изложению которой посвящен настоящий обзор, возникла
яа пересечении нескольких направлений исследования свойств спектров
очень сложных систем. Понятие «сложности» системы или «сложности»
ее спектра будет уточнено ниже. Но сколь сильно мы ни пытались бы
усложнить возможную структуру спектра, не столь просто представить
себе, с какими фундаментальными характеристиками движения системы
структура спектра должна быть связана. Может быть, именно поэтому
полезно изложить те логические идеи, которые лежат в основе теории
энергетического спектра «сложных» квантовых систем.

а) З а м е ч а н и е Э й н ш т е й н а

Историю вопроса следует начать с работы Эйнштейна 1, опублико-
ванной в 1917 г. и посвященной квазиклассическим правилам кванто-
вания.

К тому времени были известны правила квантования (правила Бора —
.Зоммерфельда)

^ § t d q i = nth (Ϊ = 1, 2, ...,Μ), (1)

где Μ — число степеней свободы. Неудовлетворительность правил (1),
по мнению Эйнштейна, была связана с тем, что их применимость огра-
ничена лишь случаем, когда переменные в системе полностью разделяют-
ся, ибо только в этом случае можно выбрать такие pt, qt, чтобы выраже-
ния tyPidqt были инвариантами движения. Последнее необходимо, так

«ак квантовые числа должны быть интегралами движения. Вместе с тем,
свойство разделения переменных никак не связано с собственно квантовой
проблемой, и поэтому Эйнштейном был предложен другой способ кванто-
вания:

м
S k = - ^ \ ΣΡιά9, = η φ (ft = l , 2 , . . . , Μ ) , (2)

Μ

тде контуры Ch будут определены ниже. Как известно, величина "^ pt dqi

является одним из интегральных инвариантов Пуанкаре 2. Поэтому Sk —
инвариант. Далее, если существует точно Μ (т. е. столько, сколько сте-
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пеней свободы) однозначных и независимых интегралов движения,
м

то выражение ^ ρ г dqi является полным дифференциалом. Доказатель-
ство этого факта можно найти в той же работе Эйнштейна 1 или, в более
современном виде, в книге Арнольда 3. Таким образом, при полном наборе
однозначных и независимых интегралов движения величина S^ зависит
не от вида контура интегрирования, а лишь от положения его концов.
Если рассматривать только замкнутые контуры Ch, то Sh = 0 в тех
случаях, когда контур С}, может быть стянут в точку. Отличные от нуля
значения Sh могут быть получены лишь в случае, когда пространство,
в котором лежат Cft, является многосвязным. Именно таким является
фазовое пространство системы. Остановимся на описании движения в нем
подробнее.

Если переменные разделяются, то существует Μ интегралов движе-
ния, в качестве которых могут быть выбраны действия

<hdqh ( f t = l , 2,

В этом случае

2l Hh

и уравнения движения имеют вид
г дН г. 'г. дН дПъ

7 = = 0 ^ = = = 1 , 2, . . . ,

В более общем случае существует Μ интегралов движения ( F b F 2 , . . .
· ^ΆΓ)Ι Η Ο переменные не разделяются. Тогда можно определить

Рис. 1. Инвариантный тор системы Рис. 2. Неприводимые контуры в слу-
из двух степеней свободы. чае двух степеней свободы.

с помощью выражений (2) Μ новых интегралов движения (Su S2,
. . ., SM) и выразить

Ft = F ^ , S2, . . ., SM) (i = 1, 2, . . ., M).

Такое преобразование существует, и, более того, переменные (Sk,®k)
являются канонически сопряженными парами 3 :

£Г = Я ( 5 1 . S2, ...,SM), (3)

£ 0; $ wh(Si, S2,...,SM).

Из (З) следует, что движение происходит по Л/-мерному тору с частота-
ми ω;,. В частности, при Μ = 2 траектория навивается на 2-мерный тор
(рис. 1). На нем можно построить два базисных замкнутых контура
(рис. 2), которые не могут быть ни стянуты в точку, ни сведены друг
к другу. Такие контуры будем называть неприводимыми. На ЛТ-мерном
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торе м о ж н о построить ровно Μ неприводимых контуров Ch (к = 1, 2, . . .
. . . . М). И х и следует выбирать д л я в ы р а ж е н и я (2), что дает Μ у р а в н е н и й

Sk (Fu Ft, . . ., FM) = nkh (к = 1 , 2 , . . . , Μ), (4)

определяющих правила квантования действий в случае неразделяющихся
переменных.

Впоследствии правила квантования Эйнштейна были обоснованы
и уточнены за счет неквазикласснческих поправок в работах Келлера 4.
Балиана и Блоха 5 ' в, Берри и Маунта "' и, в наиболее строгой форме,
Масловым 8 ' 9 *). Все эти уточнения относились к тому же случаю, когда
число интегралов движения равно числу степеней свободы.

Работа Эйнштейна х заканчивается замечанием о том, что возможны
случаи, когда число интегралов движения меньше числа степеней свобо-
ды, как, например (со ссылкой на результаты Пуанкаре), это может быть
в задаче трех тел. Какими должны быть в этом случае правила кванто-
вания? Понадобилось много лет, в течение которых была подготовлена
информация о тех свойствах динамических систем, которые необходимы
для ответа на этот вопрос.

б) С т о х а с т и ч е с к о е р а з р у ш е н и е и н т е г р а л о в
д в и ж е н и я

Когда мы говорим о том, что траектория в фазовом пространстве
навивается на тор, мы, естественно, подразумеваем, что сам гор является
инвариантом. Если система имела инвариантные торы, то включение
дополнительного взаимодействия между различными степенями свободы

Рпс. 3. Деление фазового
пространства па островки
устойчивости и «стохастиче-

ское море».

Рис. 4. Гасплывание фазовой капли при
стохастически неустойчивом движении.

может привести к разрушению инвариантных юров. Теория Колмогорова-
Арнольда — Мозера (КАМ) 10~12 привела к результату, согласно кото-
рому достаточно малые возмущения сохраняют инвариантные торы.

Если возмущения достаточно велики, то инвариантные торы в основ-
ном разрушаются, и разрушение носит (по-видимому, всегда) стохастиче-
ский характер. Это утверждение нуждается в достаточно пространном
пояснении. Представим себе некоторый фазовый объем, в котором воз-
можно финитное движение системы (этот объем условно изображен на
рис. 3). Если начальные условия попадают в некоторые области фазового
пространства (па рис. 3 они обведены жирными линиями), то траектории

*) Элементарный вывод правил квантования (4) приведен в работе 2 9 .
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β этих ооластях являются замкнутыми, что соответствует наличию нетри-
виального интеграла движения (например, площадь, ограниченная этой
траекторией). Вне JTHX областей, называемых островками устойчивости,
движение носит случайный характер. Это означает, что движение обла-
дает двумя свойствами: эргодичностью и перемешиванием (т. е. расцеп-
лением корреляций некоторых переменных).

Более наглядная интерпретация возникновения стохастичности обыч-
но связывается с неустойчивостью траекторий в фазовом пространстве
относительно сколь угодно малого возмущения начальных условий. При
этой неустойчивости расстояние между траекториями экспоненциально
нарастает со временем:

D = Do exp (ht). (5)

Описанное поведение траекторий приводит к тому, что капля в фазо-
вом пространстве (рис. 4. а) быстро принимает очень сложную форму
(рис. 4, б), равномерно покрывая фазовое пространство. Величина h
в формуле (5) носит название энтропии Колмогорова (точнее, энтропия
Колмогорова 13>14 есть некоторое среднее по фазовому пространству
значение h, умноженное на константу порядка единицы 1 5 ). Точная фор-
мула для вычисления энтропии Колмогорова была получена Синаем 6 1.
Динамические системы, обладающие свойством перемешивания (т. е. h >
> 0). называют А'-системами *). В реальной ситуации ϋΓ-системы являют-
ся некоторой абстракцией. В типичных задачах, встречающихся в физике,
всегда имеются островки устойчивости, в которых А = 0. Эти островки
могут иметь сколь угодно малые размеры и очень сложно «наполняют»
все фазовое пространство. Мера их, однако, может быть очень мала
по сравнению с мерой области стохастического движения, и именно в этом
смысле далее будет употребляться термин «стохастическая система».
Обычно переход системы от динамического, или регулярного, движения
к стохастическому определяется критическими значениями некоторых
параметров. Чаще всего таким параметром является энергия системы
(см., например, обзор 1 0). Приведем несколько примеров появления стоха-
стичности.

Пример 1. М о д е л ь Х е н о н а — Х е й л е с а 1 7 . Гамильтониан
системы из двух частиц имеет вид

H = ±-(x2 + y2)+±-(x2 + y2) + X2y-±y\ (6)

Численный анализ движения, определяемого выражением (6), был прове-
ден в работе 17 следующим образом. На плоскости (у, у) при χ = 0 отме-
чались точки траектории при определенном значении энергии Η = Ε.
При достаточно малых Ε эти точки группируются в семейство замкнутых
кривых (на рис. 5 Ε = 0,0833), что соответствует существованию допол-
нительного (к энергии) интеграла движения. При Ε > 1/12 часть замкну-
тых кривых начинает распадаться. На рис. 6 приведены отображения
траекторий при Ε = 0,125. Часть траекторий становится стохастически-
ми, а область островков устойчивости еще достаточно велика. С дальней-
шим увеличением Ε островки тают и при Ε = 0,1667 почти весь фазовый
объем становится областью стохастического движения.

*) Строго говоря, определение /f-систем, данное Колмогоровым 1 3, включает так-
же требование определенной равномерности перемешивания траекторий в различных
областях фазового пространства. В физической литературе, однако, понятие ϋΓ-систем
используется в более широком смысле и предполагает лишь существование перемеши-
вания траекторий, т. е. их локальной неустойчивости 1 е .
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Пример 2. Б и л л и а р д С и н а я . Хопфом было показано 18, что
движение частицы в пространстве с отрицательной кривизной обладает
перемешиванием. Этот результат был обобщен Крыловым для доказатель-
ства стохастичности движения твердых сфер, сталкивающихся друг

Рис. 5. Фазовые траектории в моде-
ли Хенона — Хейлеса (устойчивая

область энергий).

-0,5

Рис. 6. Начало стохастического разруше-
ния траекторий в модели Хенона — Хей-

леса.

с другом по закону абсолютно упругого удара 19. Строгое исследование
систем биллиардного типа было проведено Синаем 20>21. Примеры биллиар-
дов, в которых движение частицы является стохастическим, даны на рис. 7

Рис. 7. Примеры биллиардов отрицательной кривизны: а) «звезда», б) «гусеница».

(а — биллиард типа «звезда», б — биллиард типа «гусеница»). Параллель-
ный пучок траекторий в таких биллиардах быстро разбегается. Закон
их разбегания в фазовом пространстве удовлетворяет условию (5).

Пример 3. С к о л ь з я щ и е э л е к т р о н ы . Движение электро-
нов, подскакивающих на поверхности металла и закручиваемых магнит-
ным полем, параллельным поверхности металла, является стохастиче-
ским, если поверхность имеет отрицательную кривизну, а энергия элект-
ронов больше некоторого критического значения (рис. 8; жирная линия
обозначает поверхность, а магнитное поле перпендикулярно к плоскости
рисунка). Эта система аналогична биллиарду типа «гусеница». Критерий
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стохастичности движения имеет вид 2 2

* > Τ Ί Γ Ξ β ο , (7)

где R — циклотронный радиус электронов, а — период неоднородности
поверхности, Ъ — высота неоднородности (Ь < а). Условие (71 может
быть переписано в виде

± 1 ^ (8)

где Ε — энергия, Ео — критическая энергия (граница стохастичности),
Ω — циклотронная частота.

Примеры 1 и 3 приводят нас к неожиданным вопросам. До некоторых
значений энергии квантование соответствующих гамильтонианов может
быть приведено к некоторым привычным
схемам. Но как квантовать тот же га-
мильтониан при энергиях, больших кри-
тической энергии Ео? В этой области
остается только один интеграл движе-
ния - энергия, и это обстоятельство Р и с _ 8 Траектории электронов, за-
сразу возвращает нас к замечанию Эйн- кручиваемых магнитным полем, вбли-
штейна, хотя и с существенно новым со- зи неоднородной отражающей по-
держанием: каким должен быть спектр верхности.
системы, в которой часть интегралов
движения стохастически разрушена? Аналогичный вопрос возникает
и при определении спектра колебаний мембран или резонатороЕ, имею-
щих форму типа изображенной на рис. 7. Поскольку существует изомор-
физм траекторий для примера 2 и примеров 1, 3 при Ε > Ео *), то сфор-
мулировавная выше задача сводится к задаче о квантовании биллиарда
Синая.

в) Т е о р и я Д а й с о н а

В этом разделе мы остановимся еще на одном вопросе, развивавшемся
независимо от предыдущих, но, как станет ясно ниже, имеющем прямое
отношение к сформулированной выше задаче.

При достаточно большой энергии возбуждения тяжелых ядер струк-
тура энергетических уровней столь сильно и нерегулярно искажается,
что статистическое описание энергетического спектра становится более
адекватным действительности. Авторами этой идеи Вигнером 2 3 и Ландау
и Смородинским 2 4 была указана одна принципиальная особенность,
связанная с необычностью рассмотрения энергии как случайной перемен-
ной: для уровней одной симметрии вероятность Р(Е; АЕ) обнаружения
двух соседних уровней в области энергии Ε на расстоянии АЕ друг
от друга должна стремиться к нулю при Δ Ε ->- 0 (принцип «отталкивания»
уровней). Это означало, что из-за сильной корреляции между близкими
уровнями распределение расстояний между ними не могло носить характер
обычных вероятностных распределений, например, пуассоновского
ехр (— | Δ Ε I) или гауссовского ехр [— (АЕ)2].

Основы статистической теории распределения уровней были зало-
жены работами Вигнера, Портера и Дайсона. Основные работы этого
направления (по 1965 г.) собраны в сборнике 2 5 . Их анализ проведен
в прекрасном обзоре Портера 2 6 . Подобно тому как в статистической

*) Строго говоря, этот изоморфизм существует с точностью до влияния островков
устойчивости.
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механике делается определенная гипотеза о статистическом ансамоле
состояний, так и в статистическую теорию спектра была заложена гипотеза
об эквивалентности распределения уровней Eh и собственных значений λ^
ансамбля случайных матриц определенной симметрии (будем называть
ее далее «гипотезой λ — Ε эквивалентности»). В работах Вигнера 2 3

и Портера и Розенцвейга 2 6 рассматривался гауссовский ансамбль случай-
ных матриц. Формальное завершение ото направление получило в рабо-
тах Дайсона 2 7. который рассмотрел ансамбли случайных матриц орто-
гональных, унитарных и симплектических. Основным результатом этих
исследований было следующее выражение для вероятности распределения
расстояний АЕ между соседними уровнями в области спектра с энергией,
близкой к Е:

Ρ (Ε; ΔΕ) = А \ АЕ | я exp [-В (АЕ)2], (9)

где А я В — некоторые, слабо зависящие от Е, функции, а критический
показатель а принимает значения 1, 2 или 4 в зависимости от типа сим-
метрии системы. К аналогичной формуле (9), но с несколько иными зна-
чениями А и В, приводит и теория Вигнера. При АЕ -> О

Ρ (Ε; АЕ) ~ | АЕ |«, (10)

и эта структура Ρ является наиболее существенной, поскольку она опре-
деляет закон расталкивания уровней.

Следует оговорить, что «гипотеза λ — Ε эквивалентности» не являет-
ся очевидной. Основной аргумент в ее пользу связан с тем, что распре-
деление собственных значений ансамбля случайных матриц характеризует-
ся «расталкиванием», т. е. таким же свойством, каким должно обладать
распределение уровней. Однако неясным оставался фундаментальный
вопрос: какие именно свойства взаимодействий в системе должны приводить
к случайной структуре спектра? Дело в том, что в период появления
работ Вигнера и Дайсона представление о «сложности» взаимодействия
было весьма наивным. В частности, считалось, что это есть характерное
свойство систем с большим числом степеней свободы. Сейчас ясно (см.
далее), что статистические свойства спектра системы могут возникать
даже при двух (!) степенях свободы. Таким образом, в связи с гипотезой
о «λ — ^-эквивалентности» возникают по крайней мере следующие два
вопроса:

1. Как· получить функцию Ρ (Ε; АЕ) из первых принципов, т. е. из
уравнений движения, и выяснить, действительно ли существуют распре-
деления типа (9), (10)?

2. Действительно ли критический показатель а в законе расталкива-
ния уровней зависит лишь от типа симметрии системы и не зависит от
конкретных ее свойств?

г) Н е у п о р я д о ч е н н ы е с и с т е м ы

Для ответа на первый из поставленных выше вопросов необходимо
знать по крайней мере те физические причины, которые могут приводить
к случайному распределению уровней. В период работ Вигнера и Дайсона
отсутствие информации об этих причинах компенсировалось введением
понятия (также достаточно расплывчатого) о существовании «черного
ящика взаимодействий». В подобной ситуации естественно было обратить-
ся к системе, у которой некоторые величины имеют известное случайное
распределение. Первая попытка такого рода была проведена Покров-
ским 2 8 для одномерной неупорядоченной системы.
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Гамильтониан неупорядоченной системы

содержит потенциал V (х), который является реализацией некоторого
случайного процесса. Например,

где точки xh распределены по пуассоновскому закону. Одной из цент-
ральных задач в исследовании неупорядоченных систем является опреде-
ление плотности состояний ρ (Ε) β2~β4. Распределение расстояний между
уровнями Ρ (Ε; Α Ε) является более тонкой характеристикой, и в одно-
мерном случае при Vo > 0 Покровский получил

Р(Е; AZ?)-exp[- |g-], (И)

т. е. экспоненциальный закон расталкивания уровней. Этот результат
имеет смысл лишь для достаточно больших значений энергии. Действи-
тельно, при больших Ε случайный потенциал V (х) является возмущением
и поэтому энергетический спектр должен быть близок к невозмущенному
(с максимальным, бесконечным расталкиванием), в котором соседние
уровни находятся па расстоянии ~{,L друг от друга (L — размер систе-
мы). Для той же системы, но при достаточно малых значениях Ε распре-
деление расстояний между уровнями было получено Молчановым.

Пусть АЕ — расстояние между соседними уровнями в окрестности
значения энергии Е. Тогда существует предел выражения

lim (L\E).
L-*ao

Результат Молчанова сводится к следующему:

Ρ (Ε; L АЕ > δ) со ехр [—ρ (Ε) δ],
что соответствует пуассоновскому распределению уровней. Отсутствие
расталкивания в области малых энергий можно понять из следующих
качественных соображений, также принадлежащих Молчанову.

Известно, что в одномерном случае весь энергетический спектр неупо-
рядоченной системы является точечным, а состояния локализованными.
Обсуждение этих свойств спектра было начато Лифшицем и Моттом 8 2 · 0 3 ,
а их строгое доказательство впервые получено в работе 61\ Из свойств
локализованное™ состояний вытекает, что их волновые функции экспо-
ненциально убывают при χ —ν + оо 67. Отсюда следует, что все состояния
имеют некоторую область локализации Ах в пространстве. Существенным
обстоятельством здесь является то, что свойством локализации обладают
все (с вероятностью единица) состояния. При малых значениях Ε

Ах<~ А_ .
/2m E

и Ах —*· оо при Ε —>• 0. Таким образом, характерная ширина потенциаль-
ной ямы, в которой локализуется состояние, велика при малых Ε и соот-
ветствует маловероятной флуктуации потенциала V (х), при которой
образуется большая «дырка» шириной ~ Ах 62. Эффективная форма
соответствующего потенциала найдена в в з. Появление двух таких «дырок»
близко друг от друга на оси χ маловероятно. Поэтому области локализа-
ции уровней встречаются на оси χ достаточно далеко друг от друга и прак-
тически не перекрываются. Отсюда следует отсутствие взаимодействия
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локализованных состояний при малых Ε и, следовательно, отсутствие
расталкивания.

Исследование характера распределения уровней в неупорядоченных
двумерных и трехмерных системах, а также случая промежуточных энер-
гий в одномерных системах является безусловно интересной задачей,
которую еще предстоит решить. Однако уже имеющаяся информация
позволяет указать на слишком слабую связь полученного распределения
с формулой типа (9). Расталкивание уровней в одномерной неупорядо-
ченной системе является слишком слабым в области малых энергий
и слишком сильным в области больших энергий по сравнению с законом,
определяемым формулой (9). Этому выводу не следует удивляться, так
как динамические свойства одномерной системы принципиально отличны
от динамических свойств системы сильно взаимодействующих частиц.

2. СТРУКТУРА СПЕКТРА ПРИ РАЗРУШЕНИИ ИНТЕГРАЛОВ ДВИЖЕНИЯ

а) Ф о р м у л и р о в к а о т в е т а

Выше была приведена основная информация, необходимая не только
для понимания постановки задачи, но и для ее ответа. Для модели сколь-
зящих электронов выражение для Ρ (Ε; Δ Ε) в области стохастичности
было получено в 2 2 в случае обеих асимптотик: АЕ «С ε, ΑΕ ^> ε (ε —
среднее расстояние между уровнями). Впоследствии удалось показать 2 9,
что при АЕ ->· 0 существует универсальная формула.

Предположим, что Ε ~^> Ео и что интеграл энергии является един-
ственным однозначным интегралом движения, а все остальные интегралы
стохастически разрушены. Тогда закон расталкивания уровней имеет
следующий вид 2 9 :

Ρ {Ε; АЕ) ~ const·! Δ £ Г"8*'" (АЕ1< ε ) . ( 1 2 )

где все const есть функции Е, a h = h (E) имеет тот же смысл, что и в фор-
муле (5), т. е. это энтропия Колмогорова, или эффективный инкремент
неустойчивости траекторий в фазовом пространстве. Закон (12) имеет
ту же структуру (т. е. степенную зависимость от | АЕ |), что и распре-
деление (10) в теории Дайсона, однако, критический показатель опреде-
ляется величиной h, которая характеризует свойства локальной неустой-
чивости системы *).

Формула (12) определяет распределение расстояний между уровнями
при АЕ С ε. В обратном предельном случае АЕ Э> ε в работе 2 2 было
получено для модели скользящих электронов (см. раздел а) гл. 2, при-
мер 3) распределение

Ρ (Ε; АЕ) со ехр —const· !
L ν ε

т. е. гауссовский закон. При выводе этой формулы использовались доста-
точно общие соображения, и поэтому можно ожидать, что она, так же как
и формула (12), является универсальной при стохастическом разрушении
интегралов движения. Вывод выражения (12) будет приведен в следую-
щем разделе, а здесь мы остановимся более подробно на характере общей
структуры распределения уровней.

*) Согласно (5) величина h соответствует инкременту локальной неустойчивости
и легко может быть оценена по порядку величины для реальных систем путем линеари-
зации уравнений движения 1 в .



СТАТИСТИКА ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО СПЕКТРА 221

б) Х а р а к т е р и с т и к и с п е к т р а л ь н о й с т р у к т у р ы

Поскольку характер квантования и само распределение энергети-
ческих уровней существенно связаны со свойствами траекторий класси-
ческих частиц, то возникает идея классификации уровней по сериям 3 0.
Каждая серия уровней связана с определенным классом классических
траекторий. Различные серии уровней могут очень сложным образом
перекрываться друг с другом. Поэтому даже если и есть возможность
определения всех серий энергетического спектра, расположение уровней
в порядке возрастания энергий может оказаться достаточно сложной
задачей.

Персивалем 3 1 было предложено называть регулярным спектром
те уровни, которые соответствуют условно-периодическим движениям
классической частицы, и нерегулярным спектром те уровни, которые
соответствуют стохастическому движению. Например, для классических
траекторий, которым соответствует рис. 3, можно указать одну серию,
соответствующую нерегулярному спектру, и три серии регулярной ком-
поненты спектра, которым соответствует движение в различных островках
устойчивости.

Поскольку предметом настоящего обзора является нерегулярная
серия энергетического спектра, то необходимо сделать специальное
замечание о том, в какой связи находится статистика уровней с ансамблем
в обычной статистической физике. Дело в том, что система уровней нере-
гулярного спектра не может быть таким же представителем ансамбля,
как, например, какое-либо состояние системы многих тел. Это обстоя-
тельство отмечалось Дайсоном 27. Отказ от точного описания произво-
дится не для системы уровней, а для системы, природа взаимодействий
в которой является очень сложной и спектр которой подлежит опреде-
лению. Впоследствии мы увидим, что возбужденные молекулы являются
примером такого рода систем и точное определение состояний такой
системы является столь же бессмысленным, как и определение координат
болыного числа частиц. Энергетический спектр возбужденных молекул
является тонкой характеристикой системы и вероятностное описание
состояний системы приводит автоматически к появлению вероятностных
свойств в спектре. Например, для биллиарда типа «звезды» (см. рис. 7, а)
статистический ансамбль могли бы образовывать звезды с небольшим
разбросом в геометрических характеристиках звезды. При этом общий
характер траекторий в таких биллиардах не зависит от детальных свойств
этого разброса и, следовательно, не зависит от него и структура спектра.
Поэтому каждая конкретная геометрия звезды может служить предста-
вителем ансамбля, который порождает определенную систему уровней.
Такой способ введения представителя ансамбля уровней точно соответ-
ствует реальной физической ситуации, хотя, по-видимому, и не является
единственно возможным. Например, при возбуждении молекул или ядер
ансамбль может образовываться вследствие небольшого разброса воз-
бужденных состояний различных молекул или ядер.

3. ВЕРОЯТНОСТЬ ПОЯВЛЕНИЯ БЛИЗКИХ УРОВНЕЙ

а) П р е д п о л о ж е н и я

В этом разделе будет определена вероятность Ρ (Ε; АЕ) появления
уровня с энергией Ε + АЕ в интервале dE, если известно, что состояние
с энергией Ε в интервале dE является собственным. Мы здесь будем
интересоваться асимптотикой АЕ —>- 0. Такая задача для случая сколь-
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зящих электронов была решена в 2 2 путем использования квазиклассиче-
ской асимптотики для волновых функций. В 2 9 было показано, что резуль-
тат работы 2 2 носит значительно более общий характер. Изложение ниже
следует в основном работе 2 9 .

Оговорим некоторые общие условия, при которых определяется
Ρ (Ε; АЕ). Мы предполагаем ниже, что все интегралы движения стохасти-
чески разрушены, за исключением интеграла энергии, т. е. система изо-
морфна биллиарду Синая. Кроме того, для простоты предполагается,
что стохастические траектории достаточно равномерно покрывают область
движения (функция распределения близка к константе). Для биллиардов
типа «звезды» или «гусеницы» это означает, например, большое число дуг
с достаточно большой кривизной. Наконец, мы будем интересоваться
только квазиклассической асимптотикой с очень большими номерами
собственных значений Ε (энергетические уровни нумеруются в порядке
возрастания собственных значений Е).

б) П р а в и л а к в а н т о в а н и я

Прямой способ анализа собственных значений энергии Eh заклю-
чается в определении функции отклика g (E), равной

^ , q, Ε)='£ιΎ±Ές, (13)
k

где G(q", q', Ε) — функция Грина стационарного уравнения Шрёдин-
гера, а д — совокупность координат. В квазиклассическом приближе-
нии G имеет вид

G(q", q', E) = AexV{i[-Ls{q", q\ £) + ψ_]}, (14)

где действие S равно

S(q", с/, Ε) = 2 ]dqiPl{q, E), (15)
! = 1 g'

а А и ψ — предэкспоненциалышй множитель и фаза, которые могут быть
определены. Поскольку А и ψ являются медленно меняющимися функ-
циями координат и дают малые поправки к правилам квантования,
мы ограничимся приближением, в котором пренебрегают величиной г|?
и изменением А. Это всегда справедливо при Й —>- 0.

Можно упростить выражение (13), если воспользоваться тем, что
S/ft ;§> 1 и под знаком интеграла в (13) стоит быстро осциллирующая
функция. Условие экстремума S (q, q, E) имеет вид

dS(q. д. Е) ynS(q". <,', Ε) , dS (q\ η'. Ε) ι =

°4i ^ dlh ' "Ч'г -Ιϊ>?Η,

= pi-p\^0 ( t = l , 2, . . . , Μ),

где ρΊ и р"-импульсы соответственно в начальной и конечной точках
траектории. Их равенство означает, что в точке экстремума S (g7 q, E)
равно

м

где интегрирование проводится по замкнутому контуру в фазовом прост-
ранстве, проходящему через точку д па поверхности, соответствующей
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энергии Е. Отсюда следует, что g (E) можно переписать в виде

\^Sn(q)\, (16)

где Αχ — некоторая новая константа.
Поскольку траектории классической частицы являются случайным

процессом, то бессмысленно говорить о замкнутых траекториях, мера
которых равна нулю. Вместо этого рассмотрим траектории, выходящие
из малой области фазового пространства ΔΓ и возвращающиеся в эту
же область. Этому соответствует операция «огрубления», аналогичная
тому, как это делается в статистической механике. Совершим в (16) в соот-
ветствии со сказанным замену

[ 4 ] (17)
С(ДГ)

где сумма берется по всем контурам С (АГ), начинающимся и кончаю-
щимся в области огрубления ΔΓ. В силу однородности функции распре-
деления частицы в области движения, правая часть в (17) не зависит от q
и поэтому (16) можно переписать в виде

( ) (18)
С(лГ)

где V — объем. Множество траекторий, выходящих из ΔΓ и возвращаю-
щихся в ЛГ, состоит: из траекторий, которые вышли из ΔΓ и через неко-
торое время вернулись в ΔΓ; из траекторий, которые совершили два
таких цикла, и т. д. до бесконечного числа циклов. Обозначим через

S(m)(E)=y j Ptdqt (19)
i = l Ст(ДГ)

действие на т-м цикле, который совершается по контурам Ст (ΔΓ).
Тогда (18) можно переписать в виде

2 χ
с,(дг) с,(дг) с2(ДГ)

^-J μΔΓ ' ч

С,Д(Г)

X 2 -^-γ- 2 е х Р ( т - [ 5 < 1 ) ( £ 1 ) + '5'<2>(-£:)+ · · · +<Sl(o°) ( £ ' ) ] ) } . (20)
с2(дг> с

Здесь множитель μ, имеющий размерность, обратную действию, и про-
порциональный плотности циклических траекторий в фазовом простран-
стве, выбирается так, чтобы удовлетворялось условие нормировки:

2 1 = μΔΓ ( m = l , 2, . . . , οο).
Ст(ДГ)

В силу закона больших чисел совокупность всех циклических траекторий,
например, Сх (ΔΓ), не отличается от любой совокупности Ст(АТ), т. е. все
пучки траекторий Ст (ΔΓ) для произвольного m-το цикла эквивалентны
друг другу в статистическом смысле. Поэтому (20) можно переписать
в виде

W Σ exp[4s ( 1 )(£)]^(£), (21)
С,(ДГ)
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где для удобства введена нормированная функция отклика g =
Из (21) следует, что полюсы функции отклика определяются из выражения

2 exp[-i-S(1) (£)] = !. (22)
μΔΓ

С,(ДГ)

Выражение (22) дает новые правила квантования в квазиклассическом
пределе для случая, когда сто\ отически разрушены все интегралы дви-
жения, кроме энергии. Его испедование основано на использовании
более детальной информации о действии S'1' (Е) частицы, совершающей
однократный возвратный цикл, и НА некоторой конкреглзац.ш операции
огрубления.

в) С т о х а с т и ч е с к а я н е у с т о й ч и в о с т ь
в ф а з о в о м п р о с т р а н с т в е

Во всех примерах биллиардов на рис. 7, 8|траектория частицы может
быть охарактеризована дискретным преобразованием во времени Т, опре-
деляющим связь между динамическими переменными после (или до) двух
последовательных столкновений частицы со стенками. Эта связь может
быть записана в виде

(Рп+и Ίη+ι) = Τ (ρη, qn)
или

= А (рп, ϊη); qn+i = ί% (Ρη, qn)

где f1, /2 — некоторые функции, такие, что Τ сохраняет меру (соответст-
вующий фазовый объем). В общем случае полезно выделить быстро меняю-
щиеся переменные. Тогда можно утверждать, что если рассматриваемая
система является /^-системой, т. е. в фазовом пространстве имеет место
локальная (стохастическая) неустойчивость в смысле (5), то всегда суще-
ствует хотя бы одна переменная, по которой происходит быстрое разме-
шивание. Более того, именно неустойчивость относительно малых возму-
щений этой переменной делает систему /^-системой 1 5,1 8,3 2. Проиллюстри-
руем это утверждение на примере скользящих электронов (см. рис. 8).
Пусть хп — координата частицы при п-м столкновении с поверхностью,
а фп —· угол, который образует траектория частицы в точке га-го столкно-
вения с осью х. Кроме того, будем предполагать, что дуги поверхности
имеют хорду а и высоту Ъ <^ а. Тогда преобразование f имеет вид 22

In + 2 —

где скобки {. . .} обозначают дробную часть аргумента; ξη = {xja}^
χ (ξ) — функция, задаваемая формой дуги поверхности и нормированная
так, что max χ ~ 1 (при ε «С 1 это, вообще говоря, парабола). Из (23)
видно, что быстро меняющейся переменной является величина ξ, условие
локальной неустойчивости которой имеет вид

ν δξη+1 о R
К = „, ~ Δε —

Otn a (24)
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(неравенство (7) следует из (24) при χ' <~ 1). Пусть теперь 6ξ0 есть возму-
щение начального условия ξ0. Тогда

кщп_2
или

6ξ η ~ βη Λδξ0 ι h = In К. (25)
В общем (многомерном) случае связь между энтропией Колмогорова
и коэффициентом растяжения траекторий К может отличаться от (25)
el,is,16,зз^ О д Н а к о пропорциональность между h и In К остается. Таким
образом, начальное возмущение δξ0 экспоненциально нарастает со вре-
менем до тех пор, пока б |# 0 не достигает] в момент времени No значения
~ 1 . Это время равно

Через время (26) две траектории, начальные условия которых отличались
на малую величину δξ0, разойдутся настолько, что станут статистически
независимы.
кЩ Общность рассмотренной ситуации в том, что в системах со стохасти-
чески разрушенными интегралами движения можно определить инкре-
мент локальной неустойчивости In К и с его помощью записать время No,
в течение которого малое возмущение начального условия приведет
к статистической независимости траекторий. Это замечание будет проана-
лизировано более подробно в следующем разделе.

Стохастическая неустойчивость траекторий в фазовом пространстве
выделяет множество случайных траекторий по сравнению со множеством
периодических траекторий при выводе правил квантования. Действи-
тельно, квазиклассическое приближение (14) для функции Грина опре-
делено на узком пучке траекторий, лежащих вблизи некоторой (базисной)
классической траектории. В качестве базисной траектории бессмысленно
выбирать периодическую траекторию, т. к. траектории, лежащие в ее
малой окрестности, испытывают стохастическую неустойчивость и экспо-
ненциально быстро разбегаются.

г) Р а с п р е д е л е н и е у р о в н е й

Перейдем к анализу правил квантования (22). Предварительно
заметим, что область ΔΓ будет предполагаться достаточно малой (и
может быть меньше Τι). Степень малости ΔΓ определяется из следующих
соображений. Чем меньше ΔΓ, тем больше тдг — время возврата в ΔΓ.
Необходимо, чтобы время тдг было велико по сравнению со временем
релаксации функции распределений частиц. В этом случае замена (17)
приводит лишь к слабому огрублению траектории, не меняя существенно
ее стохастических свойств. Иными словами, все траектории, входящие
в С (ΔΓ), сосредоточены вблизи некоторой «средней» траектории, которая
очень мало отличается от «типичной» стохастической траектории частицы.
Это позволяет заменить условие (22) на следующее:

l, (27)

где SAT (Ε) есть действие частицы, совершающей один «приближенный»
цикл. Понятие «приближенного» цикла вводится таким образом, что если
на конец траектории частицы насадить фазовую сферу объемом ΔΓ, то в эту
сферу должно попасть начало траектории.
4 УФН, т. 129, вып. 2
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Обозначим через Ρ (Ε) вероятность того, что уровень с энергией Ε
является собственным. Тогда из (27) следует, что

=Σ Рт(Е), (28)

U!

где рт (Ε) есть вероятность того, что S (Е) принимает значение 2πτη%,
т — целое число. Поскольку длина траектории достаточно велика из-за

малости ΔΓ, то можно воспользоваться зако-
ном больших чисел. Тогда зависимость рт (Е)
от т имеет вид острой функции (рис. 9) с макси-
мумом при некотором значении т0 (Е) >> 1.
Отсюда, по определению, следует, что этот мак-
симум приходится на траекторию, для которой
действие равно

Траекторию с действием 5дг будем называть
типичной для уровня Е.

Пусть теперь значение энергии Ε -f AE
соответствует ближайшему к Ε уровню. Анало-

гичные рассуждения дают для типичной траектории ^энергией Ε + АЕ

SAT (Ε-\- АЕ) = 2яИт1 (Е), (30)

где целое число т1 не очень сильно отличается от т0. Основное следствие
из (29), (30) в том, что

[ 5д1 (Е -^ АЕ) — SAT (Е)\ — 2nh\mi — то |25 ;2пй, (31)

та(Е) т

Рис. 9. Распределение ве-
роятностей различных зна-
чений действия случайной

траектории.

т. е. разность действий для двух типичных траекторий, соответствующих
двум соседним уровням, отстоящим на величину Δ i?, не может быть мень-
ше 2nh. Дальнейшие рассуждения покажут, что нз этого неравенства
находится асимптотика Ρ (Ε; АЕ) при АЕ -> 0. Действительно, вид
траектории зависит от Ε как от параметра. Зафиксируем типичную траек-
торию, соответствующую энергии Е, и возмутим теперь в ней параметр Ε
на малую величину АЕ. Типичной траектории соответствует некоторое
(типичное) время цикла т д г и поэтому возникает следующий вопрос:
как при сколь угодно малых возмущениях параметра траектории (АЕ —*•
—>- 0) получить на конечном интервале времени конечное изменение дей-
ствия ̂ 2пЙ? Ясно, что это невозможно в случае устойчивых траекторий.
В частности, уже из этих рассуждений следует, почему расталкивание
уровней должно быть сильнее Б устойчивом случае (т. е. при существо-
вании полного набора интегралов движения), чем в неустойчивом случае.
Более того, чем сильнее неустойчивость траектории относительно малых
возмущенгй ее параметров, тем слабее расталкивание уровней.

В разделе в) отмечалось, что в случае стохастической неустойчивости
одна из переменных (ξ) очень сильно изменяется от одного столкновения
частицы со стенками биллиарда к другому столкновению. Это видно,
например, из типичных уравнений (23). Параметр растяжения К является
функцией энергии (в уравнении (23) от энергии зависит циклотронный
радиус В). Поэтому, как видно из (23), возмущение Ε на величину АЕ
приводит к возмущению начального условия на величину

δξ AE. (32)

Теперь заметим, что действие на траектории с энергией Ε + АЕ никогда
не сможет отличаться на конечную величину ^ 2 я Й от действия на траек-
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тории с энергией Е, если только эти траектории не станут статистически
независимы. Действительно, на временах, меньших времени развития
стохастической неустойчивости, изменение действия из-за возмущения
мало и неравенству (31) нельзя удовлетворить при Δ Ε -*• 0. Наоборот,
действия статистически независимых траекторий могут отличаться с отлич-
ной от нуля вероятностью на произвольную величину.

Согласно (26) и (32) безразмерное время (число столкновений со стен-
ками биллиарда), в течение которого возмущение энергии на величину Δ Ε
приводит к статистической независимости траекторий, равно

(33)

С другой стороны, для типичной траектории с энергией Ε существует
типичное время цикла и, следовательно, типичное число столкновений
N = N (Е). Согласно (33) при АЕ ->• 0 величина Лг

0 растет, в то время
как Лт (Е) не меняется. Поэтому [при достаточно малых АЕ всегда выпол-
няется неравенство

Νο » N. (34)

Таким образом, траектория с энергией Ε -+- Δ Ε может стать статистически
независимой от траектории с энергией Е, если частица с энергией Ε -\- АЕ
испытывает Лг

0 столкновений, причем Νο очень велико по сравнению
с числом Лг, на которое приходится максимум функции распределения
Ρ (Ν) числа столкновений на стохастической траектории. Но вероятность
Ρ (Νο) есть вероятность очень редкой флуктуации и поэтому

Ρ (Ν0) оо exp ( — const Л"о). (35)

Поскольку появление ^ Л г

0 столкновений па траектории с энергией Ε -\-
-~АЕ означает возможность выполнения неравенства (31) с отличной
от нуля вероятностью, то Ρ (Ε; Α Ε) οο Ρ (Νο), или, согласно (35),

Ρ (Ε; АЕ) ьп exp (—const ,V0). (36)

Подстановка (33) в (36) дае с ответ

Ρ (Ε; Α Ε) с/э | АЕ [const/in К(Е) = | Д£ |consi/ft(£), (37)

приведенный в (12). Величина const в (37) может зависеть от £ и с боль-
шой степенью точности не зависит от АЕ. Для ее вычисления необходимы
не только более строгие методы, чем изложенный, но и большая детали-
зация модели. Для скользящих электронов в 2 2 получено: const ж 1/2.

Формула (37) имеет простую физическую интерпретацию. С ростом
К показатель степени в (37) уменьшается и расталкивание уровней стано-
вится слабее. При К -*- оо вероятность Ρ (Ε; АЕ) перестает зависеть
от Δ Ε и расталкивание исчезает. Это связано с тем, что чем больше К,
тем быстрее происходит стохастизация траекторий, т. е. тем сильнее
локальная неустойчивость и корреляция между собственными значениями
ослабевает. В пределе, когда время стохастизации траекторий стремится
к нулю (/£—>· °о), корреляция уровней исчезает.

д) А н а л и з э к с п е р и м е н т а л ь н ы х д а н н ы х
и к р и т и ч е с к и е п о к а з а т е л и

Первые экспериментальные данные по анализу функции распреде-
ления расстояний между уровнями были получены Гуревичем и Певзне-
ром 3 4 по данным для ядер In 1 1 3 , In 1 1 5 , Cs133, Tb 1 5 9, Ho 1 6 B, Tm1 6 9, Hf1",
Hf179, Та1 8 1, U 2 3 5, U 2 3 8. Ими была получена гистогр-амма, приведенная
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на рис. 10 и четко обнаруживающая расталкивание уровней (по оси
абсцисс отложено АЕ' (АЕ). а по оси ордтптат — число случаев). Анало-
гичная кривая приводится Портером и Розенцвейгом 3 5 для группы эле-
ментов в районе осмия lif. Та, W, Re. Os, lr (рис. 11; кривой изображено
распределение Вигнера) для электронных уровней возбужденных ней-
тральных атомов. Статистическое распределение уровней здесь должно

0
ΔΕ/<ΔΕ>

Рлс. 10. Гистограмма распре-
деления расстояний между
уровнями по данным работы 3 4 .

1,0

-

ι

К
\

4
о 2 3

Δ Ε' <-ΔΕ>

Рис.11. Гистограмма распределения рас-
стояний между уровнями по данным рабо-

ты 3 δ .

возникать за счет сильного спин-ороитального взаимодействия, приводя-
щего к разрушению квантовых чисел L ш S. Данные по статистике атом-
ных уровней приведены также в работах 3 6,3 7.

Как видно из рис. 10, 11, принцип расталкивания уровней блестяще
подтверждается. Эта характеристика распределения является, однако,
слишком грубой. Более тонкой характеристикой является критический
показатель а в формуле (10) и показатель β в выражении

dP (Ε; ΑΕ)

7КЕ
Согласно (37)

α = •
const
h{E)

COIlSt

Отсюда следует, что либо всегда, либо начиная с некоторых Ε, β стано-
вится отрицательным (так как h растет с ростом Е) и dP (Ε; AE)ld АЕ —>-
-+· оо при Δ Ε -^ 0. Описанный ход распределения Ρ (Ε; АЕ) вблизи
Δ£ -— 0 отсутствует в распределении Вигнера — Дайсона (9), так как
в нем

а =- 1, 2, 4, β = 0. 1. 3 > 0 .

Экспериментальное определение критических показателей α, β являет-
ся нелегким. Однако па этом пути может быть выяснено, каков реальный
закон расталкивания уровней и какие причины его обуславливают. Хотя
поведение гистограмм на рис. 10, 11 говорит скорее в пользу того, что
β =?έ= 0, 1, 3, тем не менее их малая точность вблизи АЕ = 0 недостаточна
для определенного заключения *).

'*) Когда настоящая статья готовилась к печати, появилась статья Макдональда
и Кауфмана 7 6 с численным анализом спектра колебаний биллиарда типа «стадион».
Движение частиц в· таком биллиарде, как показано Бунимовичем е 8 , является переме-
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4. НЕКОТОРЫЕ ПР1иОНгЕНИЯ

Вопросы о структуре нерегулярного спектра в настоящее время
привлекли к себе большое впилганио исследователей и широко обсуж-
даются в литературе (см., например, обзоры по квазиклассическим пра-
вилам квантования 7 ' 3 8, работы по спектрам возбужденных молекул м ~ 4 1

и по движению электрона в анизотропном поле 4 2,4 3, а также в связи
со структурой волновой функции 4 1 и др.). Остановимся па некоторых
из них подробнее.

а) С к о л ь з я щ и е э л е к τ ρ о и ы

Задала о скользящих вдоль поверхности металла электронах в маг-
нитном поле рассматривалась в различных работах 45~47 в связи с пробле-
мой поверхностных электронных уровней в мечалле. Введение периоди-
чески гофрированной поверхности отрицательной кривизны (рис. 7. б),
сделанное в работе 2 2. могло бы в определенной степени моделировать
периодичность кристаллической структуры металла. Возникающая при
этом нерегулярность спектра поверхностных электронов должна была
бы проявляться следующим образом. При воздействии на поверхностные
электроны слабым внешним полем на малой частоте ω электроны интен-
сивно поглощали бы энергию, если ω совпадало бы с расстоянием между
соседними поверхностными уровнями. Но число таких переходов должно
быть пропорционально Ρ (Ε; \Ε -= Τι ω). Поэтому интенсивность погло-
щения энергии внешнего поля согласно (37) должна иметь вид

1 (ω) on c) c m i s l in к. (38)

Поскольку стохастическая картина в спектре, согласно (8), возникает
лишь при магнитном поле, меньшем некоторого критического, то с умень-
шением магнитного поля должна была бы резко измениться часто-ιпая
характеристика линии поглощения.

б) В о з б у ж д е н н ы е м о л е к у л ы

Сильно возбужденные молекулы, или молекулы, находящиеся в со-
стоянии предиссоциации, могут служить сейчас одним из наиболее ярких
объектов, в которых теория статистического распределения уровней
может решить ряд принципиальных вопросов. С одной стороны, структура
колебательных спектров молекул существенно определяется тем, сколько
интегралов движепия имеет данная молекула. С другой стороны, скорости
мономолекулярных реакций существенно определяется внутренними
состояниями молекул, особенно в тех случаях, когда время внутренней
релаксации молекул сравнимо с характерными временами взаимодействия
или возбуждения молекул. Эти обстоятельства были давно поняты4 0·4 8

и далее усиленно изучались, в основном численно. Райсом и сотрудни-
ками 40>41. Интерес к вопросу о спектрах возбужденных молекул усилился
в последнее время также в связи с проблемой бесстолкновителыюй дис-
социации молекул, возникающей при воздействии мощного лазерного

шивающиыся. Распределение расстояний между уровнями, полученное в рабоге 7 δ,
характеризуется четко выраженным расталкиванием в соответствии с теорией, приве-
денной в гл. 3. Для сравнения в работе 7 6 приводится распределение расстояний между
уровнями в случае интегрируемой задачи о колебаниях круглого диска, в котором
расталкивание отсутствует. Дж. Казати любезно сообщил автору об аналогичных
численных результатах для биллиарда типа «стадион».
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импульса на молекулу. Несмотря на некоторую наивность первых работ
в исследовании возбужденных молекул, в дальнейшем Окстоби и Райе 4 1

правильно заметили связь между свойствами спектров молекулы и тем,
существует или нет в молекуле стохастическая неустойчивость. Численные
расчеты Помфри 7 4 для модели Хенона — Хейлеса (6) показали, что при
переходе от области регулярного движения в область стохастического
движения в расстояниях между квантовыми уровнями энергии появляются
сильные флуктуации.

Приведем очень простые соображения для иллюстрации перестройки
спектра при достаточно сильном возбуждении молекул 29. Крыловым
было показано 19, что газ сфер, сталкивающихся друг с другом как твер-
дые шарики, обладает свойствами перемешивания при условии

где а — радиус сфер, R — характерное расстояние между центрами
сфер. В более общем случае под а можно понимать характерный размер
рассеивающего потенциала, например, атома в молекуле. Тогда величи-
на R, определяющая по-прежему расстояние между центрами взаимо-
действующих областей, является функцией энергии молекулы. Действи-
тельно, из эксперимента известно, что с увеличением энергии молекул
величина R = R (Е) возрастает. Это означает, что условие (39) может
быть использовано для определения критической энергии Ео:

R (Ео) « 2а,

при которой в молекуле исчезают все интегралы движения (или часть
из них), за исключением интеграла энергии. Устойчивому случаю соот-
ветствует неравенство К < 1 или R < 2а, т. е. «плотная упаковка» сфер
взаимодействия. Это, как известно, приводит к возможности введения
некоторого самосогласованного потенциала и к хорошо определенной
(с помощью всех необходимых квантовых чисел) одпочастичпой задаче
(модель независимых частиц в теории ядра). Наоборот, условию (39)
соответствует неравенство R > 2а. Система становится «рыхлой», и имен-
но в этой ситуации должно возникать статистическое распределение
уровней.

Наиболее простое следствие из разрушения интегралов движения для
сильно возбужденных молекул, по-видимому, состоит в том, что спектры
поглощения в низкочастотной области должны обладать аномальным
видом. Его легко определить из тех же соображений, что и в разделе а)
для скользящих электронов, т. е. интенсивность поглощения поля на
частоте ω должна иметь вид (38).

в) С о с т о я н и е п р е д и с с о ц и а ц и и .
п р и о б р а з о в а н и и м о л е к у л я р н ы х с в я з е й

При образовании молекулярных связей и, в частности, водородной
связи возникает состояние предиссоциации. Изучение инфракрасных
спектров при образовании связи обнаруживает очень сильное унтироние.
Квантовая теория ширины линии этого явления впервые была дана Степа-
новым 49. В дальнейшем эта теория развивалась Степановым и многими
другими исследователями (см., например, анализ, проведенный в рабо-
тах 5 0 , 5 1 ) . Однако до сих пор ширина линий, предсказываемых теорией,
почти на два порядка (!) меньше наблюдаемой ширины для водородной
связи.
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Можно высказать следующую гипотезу. При сближении атомных
групп, образующих молекулу, возмущение, действующее на ион водо-
рода в одной из групп, разрушает его интегралы движения (или, что
то же самое, квантовые числа, определяющие движение иона водорода).
Возникает стохастическая неустойчивость для иона водорода, которая
и приводит к аномальной ширине соответствующих колебательных
спектров. Дело в том, что стохастическая неустойчивость является одной
из самых сильных среди известных в настоящее время динамических
неустойчивостей 1 6 и может приводить к аномально большому уширению
колебательных линий спектра. Интересно в связи с этим заметить, что
появление стохастической неустойчивости в системе из двух частиц
с экспоненциальным потенциалом взаимодействия (аналогичным потен-
циалу Морса) изучалось в работе 5 2 в связи с задачами иного рода. Возни-
кающие на фазовой плоскости картины аналогичны приведенным на
рис. 5.6. Это позволяет с определенностью утверждать о существовании
стохастической неустойчивости водородной связи при расстоянии между
группами, образующими молекулу, меньшем некоторого критического.

г) С т о х а с т и ч е с к о е р а з р у ш е н и е с в я з а н н о г о
с о с т о я н и я а т о м о в с п о л е м 5 3

Гамильтониан, описывающий связанные состояния двухуровневых
атомов с полем, имеет вид (так называемая модель Дике):

Н = Н0 + Нг + Наг, Я 0 = / Г Ш ( С + С + Д 2 ) ;

R+c+ + R_c); (40)

л

где с+, с — операторы рождения и уничтожения фотонов; rv* (v =
= ζ, + , —) — компоненты энергетического спина i-ro атома; Rv =

Ν
= ZJ rvu ω — частота поля, которая предполагается равной частоте

1—1

атомного перехода; Л-безразмерная константа взаимодействия атомов
с полем, в которой ρ — плотность атомов, а μ — их дипольный момент.
Часть гамильтониана Нг описывает резонансное взаимодействие и удов-
летворяет коммутационным свойствам

[Яо, Нт] = 0. (41)

Нерезонансной частью Наг, как правило, пренебрегают. В этом случае
из (40), (41) следуют два закона сохранения:

[Я, Яо] = 0, [Я, Я г ] = 0, (42)

с помощью которых энергия системы может быть выражена как функция
двух квантовых чисел. Исследование такой задачи проводилось многими
авторами, и вопросы, связанные со спектром в резонансном приближении
(Яц г = 0), подробно изложены в обзоре 5 4.

Полный гамильтониан (41) в полуклассическом приближении приво-
дит к системе уравнений

* * 1
ί 4-ω2Ι = γ ( ύ 2 Λ / η ,

τ ( 4 3 )

ω2



232 Г. М. ЗАСЛАВСКИЙ

где Ь — безразмерная напряженность поля, т — поперечная проекция
энергетического спина на один атом ж г — константа движения, называе-
мая кооперационным числом. Интеграл энергии системы (43) имеет вид

причем величина

/ гл — mz — Mm,

п= г2 — mz —

имеет смысл разности заселенпостей уровней атома, а

— число фотонов, приходящихся на один атом. Исследование системы (43)
было проведено в работе 5 3 . В пей было показано, что при А < 1 система
остается в основном устойчивой. У нее по-прежнему сохраняются два

Рис. 12. Стохастическая траектория заполняет фазовое пространство (система атомы -р
— ноле излучения).

интеграла движения, которым соответствуют два квантовых числа. Одна-
ко при Λ > 1 картина резко меняется. Траектории становятся стохасти-
ческими и заполняют почти все фазовое пространство. Иными словами,
при взаимодействии Л > 1 в замкнутой системе атом -f поле должно
возникать статистическое распределение уровней. Пример разрушенной
траектории на плоскости (п, у) приведен на рис. 12 при Ε = 1, А = 1,8.
При НаТ = 0 величина

η -\- у -- const

согласно (42), и этому закону сохранения coojBciciByei на рис. 12 прямая
На рис. 13 по данным той же работы 3 3 приведена зависимость рассюя-
ния D от безразмерного времени τ -- ωί для двух очень близких началь-
ных условий: кривая 1 — А —- О,У; Ε = 1; кривая 2 — А -- 3, Ε — 1.
Этот рисунок демонстрирует развитие локальной неустойчивости. !1з
графика можно непосредственно определить инкремеш неустойчивости
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и связанную с ним ширину линии у. При Л = 3 (кривая 2 на рис. 13)
находим: у ~ 0,5ω (сравните с замечанием о ширине линии в разде-
ле в) гл. 4).

Подчеркнем особенность рассмотренной системы по сравнению с изу-
чавшимися ранее: стохастическое разрушение квантовых чисел происхо-
дит не по шкале энергий, а по шкале
константы взаимодействия.

Обсуждавшийся в этом разделе во- ст

прос может оказаться связанным с про-
блемой множественного рождения ча-
стиц. Условие появления стохастичности
при столкновении частиц очень высоких
энергий обсуждалось в работах Чернав-
ского и Фейнберга 55>56.

, , , О 100 200 t
д) «М о ж н о л и у с л ы ш а т ь

ф о р м у б а р а б а и а?» Рис. 13. Развитие локальной неустой-
чивости в системе атомы + поле

Под этим вопросом обычно попима- излучения.
ют следующее: можно ли по спектраль-
ным характеристикам резонатора определить его форму? Известен
отрицательный ответ на этот вопрос (см. его обсуждение в книге Арноль-
да 3, с. 407), поскольку одинаковым спектрам могут соответствовать
существенно разные формы резонаторов.

Появление стохастической компоненты в спектре собственных зна-
чений при квантовании ϋΓ-систем позволяет понять отрицательный ответ
на вопрос, поставленный в заглавии, с иной точки зрения. Именно: две
изоморфные ЛГ-системы имеют одинаковый (в статистическом смысле)
спектр и могут сколь угодно сильно отличаться по форме.

5. О СПЕКТРЕ УРОВНЕЙ КВАЗИЭНЕРГИЙ

При действии периодического возмущения на квантовую систему
можно ввести понятие квазиэнергии подобно тому, как вводится понятие
квазиимпульса. Это было сделано впервые Зельдовичем 6 9!7 0. Пусть
гамильтониан

II = Ло (р, х) + V (х, t)

обладает свойством периодичности:

V (х, t + Τ) = Г (χ, t).

Тогда волновые функции можно выбрать так, что

ψ (χ, t + Τ) = e<.W ̂ T\\. (χ, t),
где величина ( называется квазиэпергией. Состояния с определенным
значением квазиэнергии играют в нестационарном случае ту же роль,
что и состояния с определенным значением энергии в стационарном случае.
Однако в классической теории периодические возмущения могут приво-
дить к возникновению стохастического движения, если возмущение
достаточно велико. При этом происходит стохастическое разрушение
интеграла (единственного) энергии. Что должно происходить со спектром
квазиэпергий, если при Τι = О соответствующий классический гамильто-
ниан описывает движение с перемешиванием? Ответа на этот вопрос
в настоящее время'не существует. Информация, которая сейчас имеется,
и возникающие в поставленной задаче трудности настолько интересны,
что на них стоит остановиться отдельно.)
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а) О т о б р а ж е н и я д л я к в а н т о в ы х с и с т е м

Типичным и наиболее удобным примером для построения дискретных
отображений является нелинейный осциллятор, на который действует
периодическая последовательность δ-функционных импульсов

со

V(x, t) = U(x) Σ δ(ί —гаГ). (44)
П=--оо

Обозначим
ψη = ψ (χ, t = ηΤ + 0),

т. е. волновую функцию непосредственно после действия «-го импульса.
Нетрудно получить рекуррентное соотношение 7 1>7 2

ψη + 1 = е -«/ющх->е-ц/ь)и,т ψ η = fq^n, (45)
Таким образом,

и определение квазиэнергий сводится к определению собственных значе-
ний отображения Тя.

С другой стороны, в классическом случае можно построить отобра-
жение Τ для переменных (р, х), определяющих состояние системы:

(Рп+1, Хп+г) = Τ (ρη, хп).

Анализ отображения Τ для потенциала возмущения (44) проводился
во многих работах 15,ΐ6,32ι72. Характер движения, определяемый преоб-
разованием Т, зависит от параметра^

К = const ·αεω?\ (4G)

где const — число порядка единицы, а — безразмерный параметр нели-
нейности:

da (I)
а = ω (У) dl

ω (/) — нелинейная частота, определяемая невозмущенным гамильто-
нианом Но (ρ, χ); ε — безразмерный параметр возмущения (ε ~ U/H0T).
Параметр К имеет тот же смысл, что и в (24). При К < 1 движение являет-
ся условно-периодическим (устойчивым). Однако при условии

К = const-αεωΓ > 1 (47)

возникает стохастическая неустойчивость, приводящая к тому, что клас-
сическая система становится ЛГ-системой.

Пусть теперь выполнено условие (47). Какими свойствами будет
обладать квантовая система? Иначе говоря, если отображение Τ соот-
ветствует if-системе, то каким будет отображение Tq? Это лишь другая
формулировка вопроса, поставленного в начале раздела.

В работе 8 0 рассматривалась эволюция когерентных состояний при
условии (47) и было показано, что в квазиклассическом приближении
собственные значения операторов рождения и уничтожения обладают
свойством перемешивания. Однако анализ работы в 0 справедлив лишь
на конечных временах

t < Q <*> t0 -f, (48)
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Рис. 14. Растекание фазовой капли ансамбля
невзаимодействующих нелинейных осцилля-

торов.

ще t0 — некоторое характерное время задачи. Аналогичны"! результат
был получен из численного анализа в работе 71, в которой вычислялись
квантовомеханические средние (х), {р}. Их временная эволюция лишь
на конечном времени соответствует эволюции переменных (х, р) эквива-
лентной классической системы. В этом месте придется снова (уже в кото-
рый раз!) остановиться на различии квантового и классического подходов.

б) Д в а с л у ч а я р а с п л ы в а н и я в о л н о в ы х п а к е т о в

Поскольку в квантовой механике мы всегда имеем дело не с отдель-
ной траекторией системы, а с волновым пакетом, то полезно остановиться
на эволюции в фазовом пространстве некоторой области, заполненной
классическими частицами. Если
такими частицами являются ли-
нейные осцилляторы, имеющие
все одинаковые частоты, то
ячейка фазового пространства,
которую они заполняют, пере-
мещается без деформации гра-
ниц. В квантовой механике это-
му обстоятельству соответствует
возможность построить перас-
плывающийся волновой пакет
(так называемое когерентное со-
стояние). Иначе обстоит дело в
нелинейном случае. Частоты осцилляторов зависят от их энергий, и по-
этому различные участки фазовой ячейки движутся с разными скоростями.
В результате происходит искажение формы границ ячейки, изображенное
условно на рис. 14 (£2 > tx > ί0). При этом происходит не только

расплывание фазовой ячейки, но
и укручение ее «фронта» и появ-
ление многозначности в форме
границы ячейки. Описанная
картина аналогична укручению
профиля нелинейной волны в
гидродинамике (рис. 15, ί2 >
>ίχ > ί0). Этому обстоятельству
соответствует в квантовой ме-
ханике отсутствие нерасплываю-

щихся когерентных состояний в нелинейном случае.
Отмеченное расплывание волновых пакетов в нелинейном случае

является достаточно медленным. Иначе обстоит дело в случае if-систем,
где расплывание ячейки фазового пространства и деформация ее границ
происходят экспоненциально быстро вследствие перемешивания. В этом
случае понятие волнового пучка, даже очень узкого (~Й), быстро теряет
смысл. Наличие локальной неустойчивости делает понятие квазикласси-
ческого пучка не определенным на очень большие времена. Таким обра-
зом, мы сталкиваемся с определенными принципиальными трудностями
при квазиклассическом описании if-систем.

В связи с этим следует указать на единственные пока два численных
результата исследования, проведенные для систем с потенциалом (44).
В работе 71, как уже отмечалось, было показано, что наблюдаемые средние
{х), (р) изменяются со временем в соответствии с классической теорией,

если времена не слишком велики. Из результатов работы 7 3 также следует,
что на тех (малых) временах, на которых проводился численный анализ,

Рис. 15. Образование многозначного профиля
нелинейной волны.
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поведение амплитуды вероятности находится в хорошем согласии с дан-
ными классической динамики.

Из сказанного следует, что в настоящее время мы не имеем возмож-
ности использовать квазиклассический метод в его существующем виде
на неограниченных временах. И это сразу же означает, что мы не можем
сказать о спектре квазиэнергий ϋΓ-систем, является ли он дискретным
или непрерывным.

0. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотренные в обзоре вопросы показывают, что мы столкнулись
с новыми и еще мало исследованными явлениями как в теоретическом,
так и в экспериментальном смысле. Поэтому основная цель обзора заклю-
чалась в том, чтобы привлечь к ним внимание и указать на связь неко-
торых, на первый взгляд разных, задач. Некоторые замечания, следующие
ниже, ставят своей целью расширить круг неясных вопросов.

а) О к в а н т о в а н и и с т о х а с т и ч е с к и
н е у с т о й ч и в ы х с и с т е м

Задача об энергетическом спектре систем с разрушенными интегра-
лами движения является частным случаем более общей задачи: каковы
квантовые свойства таких снегом?

Мы уже давно привыкли к тому, что при Ь, —ν 0 существует достаточно
надежное квазиклассическое приближение. По образному выражению
Келлера, оно заключается в описании некоторого способа «насаживания
волнового мяса на классическую кость». Птим вопросам посвящено к на-
стоящему времени достаточно много работ (см., например, обзоры 7 . 9 · 5 7 ).
Сохранится ли обычный квазиклассичеекпй метод для описания систем
с разрушенными интегралами движения? Основания для выражения
сомнений в утвердительном ответе па поставленный вопрос дает следую-
щее ниже замечание.

б) О в о л н о в ы х ф у н к ц и я х

Первой работой, в которой волновые функции, получаемые в квази-
классическом приближении, были подвергнуты критическому анализу,
явилась работа Арнольда 68. На основании исследования специального
примера Арнольдом была высказана гипотеза о существовании в квази-
классическом приближении не мод. а «квазимод» (см. также 3, с. 406).
Это означает следующее: с течением времени волновая функция все мень-
ше становится похожей па колебание (скажем, типа плоской волны),
а расползается достаточно интенсивно и превращается в квазимоду. Такие
функции с достаточной степенью точности удовлетворяют уравнению,
но могут очень сильно отличаться от собственных функций.

Вопрос о структуре волновых функций при стохастически неустой-
чивом гамильтониане становится особенно актуальным, ибо не исключе-
но, что в этом случае моды не существуют вообще. Причина этого лежит
в локальной неустойчивости траекторий частицы, что приводит к авто-
матическому расплыванию «волнового мяса». Такое свойство волновых
функций было обнаружено в 22, а в 6 0 было показано экспоненциальное
раоплывание когерентных (в начальный момент времени) волновых паке-
тов. По-видимому, удобное введение квазимод могло бы упростить анализ
стохастических квантовых систем.

Обсуждение структуры волновых функций квазиклассического при-
ближения в случае регулярного и нерегулярного спектров проводилось
также в работах Беррп 44,яя.
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в) О п р и н ц и п е с о о т в е т с т в и я

Исследование явления стохастичности в квантовых системах пока-
зывает, что в рамках обычного квазиклассического метода возникают
определенные трудности. Сейчас мы не можем укаглть, каков характер
этих трудностей, принципиальный или технический? С другой стороны,
из принципа соответствия возникает альтернатива: либо классические
if-системы являются слишком грубым описанием реальности и в кван-
товом мире стохастичности не существует, либо мы не умеем достаточно
хорошо совершать предельный переход в квазиклассическом случае для
.ЙГ-систем. Последнее заставляет пас вспомнить о критических замечаниях
Эйнштейна по поводу классического предела в квантовой механике, ссыл-
кой на слова которого мы хотим закончить этот обзор:

«Спросим теперь: включает ли в себе квантовая механика (с выте-
кающими из нее ограничениями на точность), то реальное описание дви-
жения макроскопических тел, которое дает классическая механика?» 75.

В течение длительного времени автор имел возможность обсуждать
с В. И. Арнольдом, И. М. Лифшицем, Я. Г. Синаем, Б. В. Чириковым
различные вопросы, затронутые в обзоре. Большая помощь была оказана
автору В. Ф. Шабановым при анализе материала раздела в) гл. 4. Г. П. Бер-
лин, И. А. Малкин и Л. А. Пастур сделали ряд ценных замечаний к перво-
начальному варианту рукописи. С. А. Молчанов ознакомил меня с ре-
зультатами, вошедшими в раздел а) гл. 1, до их публикации. Всем я выра-
жаю искреннюю благодарность.

Институт физики им. Л. В. Киренского]
СО АН СССР, Красноярск
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