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1. ВВЕДЕНИЕ

Групповая скорость принадлежит к тем физическим понятиям, к ко-
торым по разным поводам возвращаются вновь и вновь, хотя, казалось
бы, все, что можно о ней сказать, давно выяснено и написано. Это свя-
зано, по-видимому, с тем, что групповая скорость является одним из
фундаментальных понятий кинематики (и не только кинематики) волно-
вого движения и существенна для- распространения волн любой физиче-
ской природы, включая и «волны материи» в квантовой механике.

Впервые, задолго до Стокса и Рэлея, понятие группой скорости ввел
Гамильтон г (см. статью М. Л. Левина в этом же номере). Дальнейшая
история, связанная с именами Стокса 2 и Рэлея 3 (им долгое время при-
писывалось введение понятия групповой скорости), а также с классиче-
скими работами Зоммерфельда 4 и Бриллюэна 5, известна достаточно
хорошо. Мы не перечисляем множества последующих работ, небольшая
часть которых будет упомянута ниже.

Как известно, групповая скорость характеризует движение волно-
вого пакета в среде с дисперсией, если рассматривать не слишком боль-
шие дистанции, т. е. при условии, что пакет еще сохраняет свою «инди-
видуальность», свои форму и размеры. В пределах этого ограничения
групповая скорость пакета «в целом» подобна скорости тела в классиче-
ской механике. Но в тех же пределах, т. е. когда вообще имеет смысл
пользоваться понятием групповой скорости, последняя, в случае доста-
точно плавно неоднородной и (или) достаточно медленно меняющейся
со временем среды,— может не оставаться постоянной, т. е. может опи-
сывать не только равномерное и прямолпнейное движение пакета.

При наличии анизотропии, связанной либо со структурой тел (кристал-
лы, гиротропные среды), либо с их движением (например, в случае абер-
рации и движущейся диспергирующей среде0;, групповая скорость
Выступает в качестве так называемой лучевой скорости.

В других явлениях представляет интерес связь групповой скорости
с динамическими характеристиками рассматриваемого волнового поля,
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а также вопрос о четырехмерном (релятивистски-инвариантном) обобще-
нии самого понятия групповой скорости. По обоим вопросам существует
довольно обширная литература, а цель данной методической статьи
состоит лишь в том, чтобы привести некоторые дополнительные сообра-
жения (не выходящие за пределы специальной теории относительности).

Четырехмерное обобщение групповой скорости, будучи чисто кине-
матической задачей, рассматривается для произвольного волнового поля
(гл. 2), роль же 4-вектора этой скорости в динамике иллюстрируется
на электромагнитных волнах. В гл. 3 мы коротко напоминаем четырехмер-
ную запись уравнений Максвелла и рассматриваем движение волнового
пакета в общем случае электрически- и магнитно-анизотропной среды,
обладающей пространственно-временной дисперсией и, кроме того, плавно
неоднородной в пространстве и медленно меняющейся во времени. Затем
мы обращаемся к некоторым динамическим соотношениям для электро-
магнитного поля (гл. 4), и показываем, в частности, что 4-тензор энергии-
импульса очень просто связан с 4-вектором групповой скорости. В гл. 5
затронут вопрос об адиабатическом инварианте (условиях ортогональности
для уравнений первого приближения) и высказаны некоторые заключи-
тельные замечания.

2. ЧЕТЫРЕХМЕРНАЯ ГРУППОВАЯ СКОРОСТЬ

При описании в линейном приближении любых волновых полей
в однородных и неизменных во времени средах часто используется раз-
ложение Фурье, т. е. разложение по плоским гармоническим волнам
ехр (ϊκηχ

η) *) . При этом из уравнений для рассматриваемого поля следует
так называемое дисперсионное уравнение — соотношение между компо-
нентами 4-вектора κ:

Δ (κ) = 0. (1)

В отсутствие поглощения вещественные решения κ = К уравнения (1)
выделяют те плоские гармонические волны с волновым 4-вектором К} =

= <k, —>, которые могут распространяться в данной однородной и неиз-
менной среде, не содержащей источников, так называемые собственные
волны. Только такие (вещественные в отсутствие поглощения) решения
мы и будем рассматривать далее.

Волновая группа (или пакет) — это некоторая суперпозиция собст-
венных волн с близкими значениями К. Если группа описывается интег-
ралом

4 iv i\ ι σΊ(\τ\ £>i [xr — o) (κ) tl/J3^.

Τ \τ·> Ч — J 6 l W e u κι

где частота ω взята из (1) как функция κ, a g (κ) отлично от нуля лишь
в достаточно малой окрестности κ = к, то, ограничиваясь линейным
членом разложения

получаем
/(Г, 0 = / „ (Г, 0

*) Греческие индексы пробегают значения 1, 2, 3, а латинские — 1, 2, 3, 4,
причем нижние и верхние латинские индексы обозначают, как обычно, ко- и контра-
вариантные компоненты, связанные между собой обычным образом при помощи псевдо-
евклидова метрического тензора.



О ЧЕТЫРЕХМЕРНОЙ ГРУППОВОЙ СКОРОСТИ 551

причем

где

/о 'г> Ч — \ i l l* 4 / е
~ к ) ( r " u 0 d3* = ^(т —

u =
<5ω (к)

(2)

Таким образом, в указанном приближении группа представляет собой
квазимонохроматическую квазиплоскую волну с «несущей» exp (i [kr —
— ω (к) t]), которая «вписана» в плавную «огибающую» jF(r — ui), дви-
жущуюся с групповой скоростью и.
Именно в этом приближении, не учиты-
вающем деформаций огибающей при ее
движении, и имеет смысл введение груп-
повой скорости.

Групповая скорость допускает четы-
рехмерное обобщение, которое и вводи-
лось в ряде работ по электродинамике.
При этом 4-вектор V определялся из
энергетических соотношений 7>8. Пред-
ставляется, однако, более \ естественным
определять кинематическое понятие ско-
рости, не прибегая к динамическим вели-
чинам. Это можно сделать следующим
образом.

В 4-пространстве κ вещественные
решения дисперсионного уравнения (1)
изображаются трехмерной (вообще говоря, многолистной) гиперповерх-
ностью, часть которой показана на рисунке, где по понятным причинам
число измерений снижено на единицу. Группа состоит из собственных
волн с достаточно близкими значениями К, т. е. описывается интегралом
Фурье

/ ( z ) = U ( «
:Ч (3)

котором интегрироЕание распространяется фактически лишь на доста-
точно малый участок Σ одного из листов дисперсионной поверхности
Δ (κ) = 0 *).

Определим Un как 4-вектор, направленный по нормали к дисперсион-
ной поверхности в точке Кп:

(κ)
д = о ' (4)

и выберем скалярный множитель Α (κ) так, чтобы, как и в случае тел,
было UnUn = —с 2. Для того чтобы не писать во всех последующих

*) Это означает, что функция g (κ) содержит множитель δ [Δ (κ)]. На малой
площадке Σ

Δ = 0
( κ η -

и, поскольку Δ (Κ) Ξ 0, получаем с точностью до первого порядка по (κη — А'„), что

д=о
Вектор (<5Δ/5κ,,)Δ_() направлен по нормали к Σ в точке Κν, так что интегрирование
распространяется лишь на те (κη — К„), которые лежат на площадке Σ (ортогональны
к нормали).
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формулах знак |д=ч , показывающий, что после дифференцирования по κ η

надо подставить вместо κη решение κη = Кп дисперсионного уравне-
ния (1), мы будем писать просто Кп вместо хп, помня, что в эту запись
вложен именно указанный смысл.

Согласно (4) вектор Un имеет компоненты

л \ ака » дкг ] Ά дКь \ a&/dKt '

Но в силу дисперсионного уравнения (1) компоненты трехмерной груп-
повой скорости и, в соответствии с ее определением (2), равны

= —с-
дк,

= С_ амака

так что
ттп л 5 Δ

Условие нормировки дает при этом

откуда
Л д А -

В результате компоненты групповой 4-скорости, такие же, как и 4-ско-
рости, тела:

с \ /5)
..

1/ 1 — (ма/са) *
Заметим, что в случае вырождения, т. е. той или иной кратности

решения кп = Кп дисперсионного уравнения производные дА/дяп обра-
щаются в пуль при κ η = Кп вместе с Δ (κ). Очевидно, нормировка UnUn =
— —с2 приведет к тому, что скалярный множитель А в формуле (4) будет
соответствующим образом стремиться в точке Кп в бесконечность, так
что компоненты Un групповой скорости по-прежнему будут определяться
выражением (5) *).

Как известно 1 0, 3-скорость и в изотропной среде направлена по вол-
новому вектору к и в отсутствие поглощения меньше скорости света
в вакууме. В анизотропной же среде векторы и и к не коллинеарны. Одна-
ко, так как и в этом случае (в средах без поглощения) групповая скорость
определяет скорость распространения сигнала, ясно, что она должна
быть меньше с. Компоненты 4-вектора групповой скорости при этом веще-
ственны.

3. ПАКЕТ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН. ДИСПЕРСИОННОЕ 'УРАВНЕНИЕ

Если объединить напряженности электрического и магнитного полей
Ε и В, а также индукции D и Η в антисимметричные 4-тензоры Flm и H3h

с компонентами
ίαβ = ^οΡν^ν» ^*α4 — Fan

*) Быть может, стоит отметить, что аргумент в огибающей пакета S- (г — ui)
после введения 4-скорости Un можно записать в виде 4-вектора х) — Uh, где τ =
= tYl —(uVc2) — собственное время пакета. Четвертая компонента этого 4-век-
тора равна нулю.
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где еар7 — полностью антисимметричный единичный тензор (е1 2 3 = 1)ι
и ввести 4-вектор плотности тока Jx с компонентами Ρ = {j, cp}, то урав-
нения Максвелла записываются в виде

^ o . (6)

(7)
dxh c

Как известно, эта система уравнений должна быть дополнена материаль-
ными уравнениями, связывающими тензоры Нл и Flm. Мы будем рас-
сматривать квазиоднородные и квазистационарные среды. Для описания
полей и самой среды удобно ввести в этом случае наряду с координатами
χ == {х3} еще и «медленные координаты» ξ == {l·,3} = {μα;·7}, где безраз-
мерный параметр μ, имеющий порядок (ка)'1 (а — масштаб неоднород-
ностей) достаточно мал (μ <ζ 1). Следует заметить, что одинаковый поря-
док относительно μ у всех четырех координат ξ вовсе не означает, что сре-
да, будучи, например, пространственно-квазиоднородной, обязательно
должна квазистационарно меняться и во времени. Ясно, однако, что
такая асимметрия возможна лишь в одной системе отсчета. Во всех дру-
гих системах, в соответствии с лоренцевым преобразованием, возникает
в том же порядке μ и специального вида зависимость от времени, а имен-
но -— дрейф «замороженных» неоднородностей. Естественно и в общем
случае не «замороженных» неоднородностей считать, что все медленные
координаты имеют один и тот же порядок относительно параметра μ.

Линеаризованные материальные уравнения можно в общем случае
пространственно-временной нелокальности связей между индукциями
и напряженностями записать в виде

(χ) = J гШп (ξ, χ') Flm (χ - χ') d V . (8)

Неоднородность и нестационарность среды учтены здесь зависимостью
4-тензора прошщаемостей гзМт (ξ, χ') не только от х'\ но и от медленных
координат ξ' = μχ3 *).

В силу антисимметричности тензоров Н}к и Flm из (8) следует, что
тензор г}Ыт должен быть антисимметричен в первой паре индексов (/&)
и всегда может считаться антисимметричным и во второй паре индек-
сов (1т):

При μ = 0 среда становится однородной и неизменной во времени.
В инерциальной системе отсчета, связанной с этой средой, компоненты
4-тензора гзМт выражаются через компоненты 3-тензоров диэлектриче-
ской проницаемости εα β (χ') и обратной магнитной проницаемости уа р (х1) ==
= μά$ (#') следующим образом и :

(Ο, χ') = ε°βγ4 (0, х') = 0, 2е*«Э* (0, χ') = ε α β (χ'), (Щ

(ο, Χ') = β α & τ β ν ν ο Ύ τ σ (χ').

*) В недиспергирующей среде ядро t,ihlm(%, χ') принимает вид ziblma) § /х>\
Если же среда, сверх того, однородна и стационарна, то НзЬ= zikimp. где тензор
ε постоянен. Впервые 4-тензор проницаемостей четвертого ранга (ЮМ^тензор) был
введен для такой среды Мандельштамом и Таммом » (первоначально — в рамках спе-
циальной теории относительности). Несущественное отличие состоит в том что они
ввели тензор slmjh, обратный ε^*™ в том смысле, что с его помощью напряженности
выражались через индукции: F i m = s!TnjkH3b. r

а / 2 12 У Ф Н , т. 125, вып. 3
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Разумеется, утверждая, что г'Мт является 4-тензором, мы считаем тем
самым,*f4TO он определен в любой инерциальной системе отсчета по обыч-
ным?формулам лоренцева преобразования.

В дальнейшем нам придется иметь дело с трансформантой Фурье
(по «быстрым» координатам х') от ядра гМт (ξ, χ'):

%,ыт (^ κ) = f &Ыт (ξ, χ') е-****'* &х'. (И)

Заметим сразу же, что если среда не обладает поглощением, т. е. 3-тен-
зоры εαί,̂ κ) и γ α β (κ) эрмитовы ( ε α β = 1$α, γ α Ρ = γ | α ) , то, согласно (10)
4-тензор еШт (0, κ) удовлетворяет условию

"~ihim (Qt y) =7*lmih (0, κ ) . (12)

Обратимся теперь к распространению волнового пакета, т. е. группы
собственных волн (/•? = 0), в среде, описываемой материальными урав-
нениями (8). Решений уравнений Максвелла ищется в этом случае в виде
квазимонохроматической квазиплоской волны

Flm = Flm(l)e^^ (13)

где ψχ-m (ξ) — медленно меняющиеся амплитуды, а ψ (а;) — квазилинейная
по быстрым координатам фаза, градиент которой представляет собой
локальный волновой 4-вектор, зависящий только от медленных коорди-
нат ξ:

Kj(l) = ^L. (14)

Отметим, что из определения (14) тотчас же следует, что
дК} __ й2г|) _ aai|) _ dKs

dls д\ьх* dxi ~~ dxs ϊ ~ β '

или, если ввести для производных по медленным координатам более
лаконичное обозначение

То

двк, = djK.. (16)

Посмотрим сначала, к чему приводят для полей вида (13) материаль-
ные уравнения (8). Подставляя (13) в (8), разложим предварительно
ψim. и ψ в ряды по степенями', удержав при этом члены не выше первого
порядка относительно μ:

(ξ) -μ*"9,Ρΐη (ξ)] exp [ίψ (χ)- iKs (ξ) χ'* + \ 1^пх"д,Кп (ξ)] «

« [^ΐπ,-μ*'·3, F i m + γ щ^шх'пх'*д8Кп (ξ)] exp [ίψ (χ) - iKsx's).

Из (8) следует тогда, что

я А = sejk (ξ) ef*w, • (17)
где

££d r + | JF + ^ dK
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и где использована трансформанта Фурье (И). Поскольку всюду далее
будет фигурировать только эта трансформанта &Мт (ξ, К), мы отбросим
значок тильду и будем писать просто &ihlm, называя эту величину 4-тен-
зором проницаемостей и помня, что это функция медленных координат ξ
и локального волнового вектора К (ξ).

Для основных интересующих нас вопросов достаточно ограничиться
нулевым приближением по малому параметру μ. В этом приближении (18)
имеет вид

т ь = eAh»£rIm, (19)

и, вообще, медленные координаты ξ входят во все величины и соотноше-
ния квазистатически, просто как параметры, от которых зависит ziklm,
а значит и решения κ η = Кп (ξ) дисперсионного уравнения. Другими
словами, в нулевом приближении все выглядит так же, как и в однородной
неизменной среде *).

Установив (17) и (19), обратимся теперь к уравнениям Максвелла
с тем, чтобы получить дисперсионное уравнение.

В отсутствие источников^ (Jj = 0) постановка (13) и (17) в (6) и (7)
дает в нулевом приближении

Ψ)*Κι + ^niKj + FuKh = 0, (20)
3£jhKh = 0, (21)

откуда следует, между прочим, что **)

Ψκ®,** = 0. (22)

В силу (19) уравнения (21) принимают вид

e A l m * kF«ra = 0. (23)

Так как восемь уравнений (20) и (23) для шести величин iF; m заве-
домо не независимы, целесообразно уже на данной стадии перейти от
4-тензора Flm к 4-вектору потенциала Ат = {Α, φ}, полагая

lm~~ дх' д х 7 П ' *• '

Уравнения (6) удовлетворены при этом тождественно, а подстановка
в (24) выражения Ат = Ат (ξ) е'*М для 4-потенциала и (13) для Flm

дает в нулевом приближении следующую связь между медленными ампли-
тудами fim и Ат:

Ψ1η = i {KxAm - КтА)· (25)

С учетом этого соотношения уравнение (23) принимает вид

SimJtm = 0, (26)

где введен тензор второго ранга

Из антисимметричности &'Ыт в индексах (//с) следует, что KjSim = 0,
т. е. между строками матрицы S'm имеется линейная связь, в силу чего

det || Sim || s 0. (28)

*) Члены первого порядка по μ, как это видно, скажем, из (18), уже содержат
производные по ξ. Первое приближение понадобится нам только в гл. 5.

**) Свертка (20) с <Si?*ift дает ^^&е*^Кг -f S:

u&e*^Kj + &х,8е*&Къ = 0.
В силу (21) и антисимметрии &€$*• последние два члена равны нулю (напомним, что
мы рассматриваем только вещественные Кп).
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Таким образом, детерминант уравнений (25) равен нулю и, следовательно,
они всегда имеют отличное от нуля решение для Лт, но это, конечно,
не означает, что отличны от нуля и напряженности i^ i m .

Для того чтобы сделать условия отличия от нуля Лт и ψ1ιη равно-
сильными, подчиним 4-потенциал инвариантной лоренцевой калибровке
дАт1дхт = 0, откуда для амплитуд Лт в нулевом приближении имеем

KmJT = 0. (29)

Из равенства (25) тогда следует, что

KmFln = -lKmKmdv

Так как мы рассматриваем поле в среде, а не в вакууме, т. е. КтКт =
= к2 — со2/с2 Φ 0, становится очевидным, что при ̂ А1ф0 невозможно,
чтобы все амплитуды Ψι-m равнялись нулю.

Условие (29), означающее, что из всех нетривиальных решений урав-
нений (26) мы выделяем решения, ортогональные к 4-вектору Кт, позво-
ляет записать уравнения (26) в виде *)

итЛт = 0, Um = Sim + KjKm. (30)

Нетривиальные решения этих уравнений уже автоматически влекут
за собой отличие от нуля и полей ψ1τη. Условием существования нетри-
виальных решений является дисперсионное уравнение

D {К, | ) = det || Lim | | = det || Sjm + KjKm | | = 0.

Учитывая (28), можно преобразовать определитель D к виду

D = 2KmKm (3SSrsl

m-2SrSp

mSl

p-S3), (31)

где S Ξ= S{ и Sf = ginS
nm{gin — метрический тензор).

Итак, дисперсионное уравнение для рассматриваемой анизотропной
среды с пространственно-временной дисперсией записывается в следую-
щей четырехмерной форме:

Sl

m-2SrSfnS
l

p-S3 = 0, (32)

причем плавная неоднородность и медленная нестационарность среды
учтены зависимостью от медленных координат ξ = μχ, входящего в 5™
тензора проницаемостей [см. (27)].

Согласно (27) выражение (32) для Δ (К) имеет вид

Δ (К) = Δα 6«^ (К) Ка . . . Kf,

где коэффициенты Aabcdef (К) — суммы тройных произведений компонент
е)ыт ^gy Применяя к этому выражению оператор Ks (dldKs) и учиты-
вая (32), получаем

к°—дЖГ = к* дк3 Ka...Kf+bA^Ks dKs Ka...Kf.

Отсюда следует, что в отсутствие дисперсии, т. е. при независимости
eJft'm, а значит, и Aabcdef, от К, векторы К и U взаимно ортогональны:

KSU' = 0. (33)

Через трехмерные величины это записывается в виде

ku = ω,

*) Перед произведением ЮКт в (30) можно было бы ввести множителем произ-
вольный скаляр С, но он просто дал бы в (31) множитель С.
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или же, если ввести фазовую скорость ν = cok/Zc2 и угол а между ν и и,
то в виде

и cos α = ν.

Это соотношение, хорошо известное в оптике недиспергирующих кристал-
лов (см., например, 12) сохраняет силу, как это ясно из вывода, при нали-
чии не только электрической, но и магнитной анизотропии (с произволь-
ной взаимной ориентацией осей 3-тензоров εαβ и γ α ρ = μάρ)·

Приведем еще выражение для IIs через тензор Sl

m (27), получаемое
в соответствии с определением (4), если продифференцировать по Ks

непосредственно выражение для Δ (К):

IIs - Ч А ( Ρ dS ~9Pl dS^

тде

Так как само дисперсионное уравнение (32) записывается через вспомо-
гательный тензор Р1

т следующим образом:

можно, взяв отсюда выражение для Р, представить U* в виде

4. ТЕНЗОР ЭНЕРГИИ-ИМПУЛЬСА

Обратимся теперь к динамическим величинам, т. е. величинам били-
нейным относительно поля. Свертка тензора Fn с вектором плотности
тока / ' дает, как известно, 4-вектор плотности силы / ;·:

с компонентами f = | р Е + —[j, В], — j E | . Таким образом, простран-
ственная часть (/„) — это плотность лоренцевой силы, действующей на
свободные заряды и токи, а временная компонента (/4) равна (деленной
на с) плотности мощности, развиваемой полем. Если исключить из (35) J1

при помощи (7) и воспользоваться затем уравнениями (6), то можно выра-
зить fj только через напряженности поля Flm и индукции Hjk, причем
в разных, но эквивалентных друг другу формах. Одно из таких равно-
сильных представлений есть

1 П., 1 й „ и1т\ | 1 / „lm dFlm p дИ1т

где b) — единичный тензор. Это общее выражение, конечно, не зависит
от вида материальных уравнений. Применим его к интересующему нас
случаю свободных волн (J1 = 0 и, соответственно, fj = 0) и распростра-
нению группы таких волн в случае материальных уравнений (18), но
сначала сделаем некоторые предварительные замечания.

Если бы мы рассматривали уравнения Максвелла совместно с урав-
нениями движения среды, учитывая действие поля на среду, то мы долж-
ны были бы требовать, чтобы в замкнутой системе, лишенной диссипации,
сохранялись общие (механические + электромагнитные) энергия и им-
лульс. Но мы не рассматриваем механику среды, а считаем, что ее прост-
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ранственно-временные изменения или движения заданы. Тем самым, речь
может идти только об электромагнитных энергии и импульсе системы
{среда + поле}. Очевидно, в прозрачной, однородной, неизменной во вре-
мени и не содержащей свободных токов и зарядов среде, т. е. в случае,
когда fj = 0, а трехмерные тензоры проницаемостей не зависят от ξ = μχ
и эрмитовы, электромагнитная энергия и импульс должны в замкнутой
системе сохраняться. Это означает, что равенства

• s r - г г ^ )
должны принимать при указанных условиях вид уравнений непрерыв-
ности

ΊΪτ=°· (38>

в которых естественно считать билинейный по полю тензор Tj тензором
энергии-импульса системы {поле + среда}. Конечно, сами уравнения (38)
определяют Tf не однозначно, а лишь с точностью до добавки R), для
которого dRjldxk = 0. При наличии же поглощения и (или) пространст-
венно-временных вариаций &ihlm уравнения (37) должны содержать, кро-
ме членов вида dTjIdx4, еще добавочные члены, не приводимые к такому
виду, но исчезающие в случае непоглощающей, однородной и стационар-
ной среды. Имея сказанное в виду, применим равенство (37) к волновому
пакету, записав вещественные напряженности и индукции в виде

^ ^ + ^ f ^ ) Illm{SSlm^ + SS*lme'^). (39)

Подставляя это в (37), учитывая при этом (14) и то, что для медлен-
ных амплитуд (зависящих от ξ = μχ) dldxh = μθ/3ζΗ = μθΗ, мы полу-
чаем после усреднения по длине волны или периоду высокой частоты
(члены с ехр (±£2ψ) обращаются при таком усреднении в нуль) равенство

ι 7 sr* claim «τ- cin*lm\ = U. (4U)

Допустим теперь, что среда обладает слабым поглощением, т. е. у тен-
зора проницаемостей г'Ыт имеется малая (порядка μ) антиэрмитова
часть *)

E3*lm = ai*l™ -f ψβ^"» . (41)

Очевидно, при такой записи тензоры aJhlm и fi}klm эрмитовы, т. е.
a*ift!m __ glmjh Q*jMm __ almjh (42)

Подставим в (40) выражение (41) и материальное уравнение (18).
При этом содержащуюся в (18) поправку порядка μ надо учитывать только

*) В этом случае корни Kj = d^ldxi дисперсионного уравнения (32) комплексны
(как и фаза ψ), но их мнимые части порядка μ. Поскольку разность в последнем члене
(40) порядка μ, учет мнимых частей Kj дал бы добавку порядка μ2. Поэтому вместо
Kj 4- Kj МЫ сразу написали 2Kj в (40), считая Kj вещественными. По той же причине
мы считаем и ψ в выражениях (39) вещественным.
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при вычислении последнего члена (40), а в остальные, уже содержащие
множитель μ, достаточно подставить нулевые приближения, т. е. εΛ ί 7 η =
__ азыт и (ΐ9)_ β результате простых преобразований равенство (40)
приводится к виду

д ^ = ш( 2К#1тря-д^» + К,д. ̂ - ) ^fm^Pq, (43)

где
n*lm\6 )

Ki * davi η

&ds — производная по явно выходящему | s , т.е. для функции / (ξ, Κ (ξ))
имеем

Как сказано, здесь всюду входят амплитуды flm и ${3k, взятые из урав-
нений нулевого приближения. Члена с δ/ в (40) и (44) можно было бы
и не писать, так как в нулевом приближении справедливо (22).

Правая часть (43) обращается в нуль, как только мы переходим к одно-
родной и стационарной среде (almpq не зависит от ξ), лишенной погло-
щения (p i m p 9 = 0), и тогда вступают в силу законы сохранения для
тензора Т\. Таким образом, мы можем считать Т\ тензором энергии-
пмпульса. Отметим, что последний член в (44) является чисто дисперсион-
ным: если almpq не зависит от компонент волнового вектора К, этот член
исчезает *).

Мы покажем теперь, что тензор энергии-импульса, взятый именно
в виде (44), может быть записан в очень компактной форме через груп-
повую 4-скорость U. Прежде всего, пользуясь формулами (19) (где гзМт =
= a'hlm) и (25), выразим все напряженности и индукции в (44) через
4-потенциал Л. Нетрудно убедиться, что с учетом (29) и (42) результат
приводится к виду

В силу (27) и выражения (30) для Llm это можно записать и иначе:

K i
Т

з~ 8π dKk 8π dKh '
причем эрмитовость Slm и Llm и уравнения (26) и (30) позволяют выносить
JkmJl·* из-под знака производной по Kh, т. е. в равной мере справедливы
и выражения

^=—ύ·%Τ^^-—ά^ΚΓ^^, (46)
Запишем теперь для кп Φ Κη неоднородные уравнения

Llm (κ) Ат = 5 г (κ) D (κ), (47)

*) Выражение (44) для Г'\ отвечающее наличию у среды пространственно-вре-
менной дисперсии, было получено Герцешптейном 13, который впервые ввел и самый
термин «пространственная дисперсия» для случая, когда проницаемости среды зависят
не только от ω (к), но и от самого волнового вектора к 1 4 .
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где В1 (κ) — произвольный 4-вектор, не обращающийся в нуль, в случае
κ η = Кп, когда уравнения (47) переходят в однородные уравнения (30),
Поскольку D (κ) Φ 0, существует единственное решение (47), а именно:

где через Dmp обозначены детерминанты 3-го порядка — адъюнкты эле-
ментов Lmp, так что LlmDmp = 6PD. Билинейная форма LlmA*J-m равна
при этом выражению

LlmdUm = LlmDmpB
pDfqB*q = D*pqB

pB*qD (κ),

или, с учетом (31),

LlmJfjm = 2KrK
rD*pqB

pB*gA (κ) == Φ (κ) Δ (κ). (48)

Если решение κη = Κη дисперсионного уравнения не вырождено, т. е. не
все адъюнкты Dpq (κ) обращаются в нуль вместе с D (κ) при κ η = Кп,
то скаляр Φ (κ) = 2ягк

гЩдВ
рВ*'1 отличен от нуля при κ η = Кп. Поэто-

му, дифференцируя (48) по кк и полагая затем xk = Kh, получаем в соот-
ветствии с (4), что

В результате тензор (45), если записать его не в смешанной, а в полностью
контравариантной форме (т. е. поднять индекс j), будет

Тл=-Щр.Кгик. (50)

Очевидно, при кратном корне Кп, когда все Dpq (К) — 0, всегда
можно выбрать 4-вектор В (κ) так, чтобы его компоненты бесконечно
нарастали при хп -+Кп, обеспечивая в точке Кп отличное от нуля значе-
ние Φ (К). Тем самым результат (50) остается в силе и в случае вырожде-
ния.

Таким образом, электромагнитный тензор энергии-импульса системы
{среда + поле) пропорционален диаде, образованной из двух 4-векторов—
волнового и групповой скорости.

Как известно, в непоглощающей среде трехмерные плотность энер-
гии w, поток энергии Sa, плотность импульса ga и максвелловский тензор
натяжений θ α β совпадают со следующими компонентами 4-тензора энер-
гии-импульса :

ю=Т'\ Sa = cTia

% ga = ±Ta\ θ α β =Γ α β . (51)

Для определения в (50) скалярного множителя, зависящего от интенсив-
ности поля, можно воспользоваться любой из компонент T3h*), но лучше
всего взять компоненту Ти, поскольку плотность энергии отлична от нуля
при любой структуре поля. Разделив (50) на Ты = w = —(Φ (Κ)/8η) K*U*,
подставив К* = ω/c и взяв U* из (5), получаем

(52)

*) Однако след Τ = Τι неудобен, так как согласно (33) в отсутствие дисперсии
он обращается в нуль.
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В трехмерной записи из (51) и (52) следует, что

Первое равенство, связывающее поток энергии с трехмерной групповой
скоростью, известно давно 1 5. Второе же равенство было получено в рабо-
те u для сред без пространственной дисперсии. На случай ее наличия
оба соотношения были обобщены в 1 3. Таким образом, (52) объединяет
в четырехмерной форме соотношения (53).

Свертка Тзк либо a Kj, либо с Uk позволяет ввести два 4-вектораж

которые мы запишем с определенной нормировкой, а именно:

(54)
KqK

q * UUq

В силу (5), (52) и (53) компоненты этих векторов следующие:

Вектор / связан с плотностью адиабатического инварианта поля (см. гл.
5), a. G — с плотностью импульса и энергии. Сам тензор Тзк можно
записать через эти векторы в двух видах:

Tih = &Uk = К'1\ (55)

а 4-вектор полных энергии и импульса волнового пакета Р3 = I T3*dV

(dV = аххахЫхв) выражается соответственно как

Pj = J &ϋ4ν = f K44V = {с j gdV, \ w dV} .

Как это ясно уже из первоначального выражения (44) для Т'к, так,
в особенности, и из выражения (52) через К и U, электромагнитный тензор
энергии-импульса системы {поле + среда} в общем случае несимметри-
чен. Вместе с тем, значения всех его компонент в точке ξ локальны по полю,
т. е. являются локальными функциями напряженностей ψ и индукций S6
в этой точке.

Нетрудно показать, что любой тензор Tjh (ξ) всегда можно симметри-
зовать, не меняя значения его дивергенции dhT

ih. Это можно сделать,
добавляя к T3h (ξ) тензор вида diRm (ξ), где Rm — тензор третьего
ранга, антисимметричный в индексах (Ы) и билинейный относительно ψ
и $β. В случае однородной, стационарной и непоглощающей среды остают-
ся при этом в силе законы сохранения dhT

3h = 0, однако утрачивается
локальность по полю у компонент тензора T3h, поскольку они будут содер-
жать члены с интегралами по l·,3 от билинейных функций ψ и $£. Следует
ли при таком положении вещей требовать симметрии TJh и тем самым
жертвовать обычной (локальной по полю) связью T3h о, ψ ж $£?

Для полного тензора энергии-импульса автономной (и нелинейной)
системы {поле + среда}, который зависит не только от электромагнит-
ного поля, но и от механического состояния среды, условие симметрии,
возможно, было бы и оправдано. Но мы ограничились приближением
заданных изменений (движений) среды, т. е. отбросили обратное влияние
поля на движение среды. При такой постановке задачи стремиться к сим-
метрии Тзк нет физических оснований.

13 УФН, т, 125, выц 3
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Интересно выяснить, при каких условиях тензор (52) все же симметри-
чен? Очевидно, для его симметрии необходима коллинеарность К и U:

К} = aU\

т. е. среда должна быть изотропной и обязательно диспергирующей (в про-
тивном случае К и U ортогональны; см. (33)). В трехмерной форме напи-
санное равенство означает коллинеарность к и и и следующие равенства
для к, и и ω:

, аи ω ас

~ V 1 —(и2/с2) ' с ~ V i — ("2/c2) '

Исключая отсюда afyi — (и2/с2), получаем

Поскольку фазовая скорость есть ν ='ω/Α, это равенство можно записать
также в виде vu = с2. Из этого же равенства, подставляя в него и =
= diuldk, получаем

ωάω 2

kdk ~° '

откуда ω2 = к2с2 + Ь, где Ъ = const. В результате, если ввести показатель
преломления η — civ, мы приходим к закону дисперсии

причем b^O, так как и/с = ra^l. Таким образом, изотропная среда
с «ленгмюровским» законом дисперсии — единственная, в которой тензор
Tih (52) симметричен и, как легко показать, имеет вид

*--J- ( 1 — £
5. ПЕРВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Мы ограничивались выше нулевым приближением относительно
малого параметра μ, характеризующего неоднородность и нестационар-
ность среды, а также величину поглощения. Не представляет труда запи-
сать все уравнения с учетом членов первого порядка по μ. Тогда для
поправок А{т в разложении Лт = Л^ + μ^™' + . . . (индекс О
мы для краткости опускали, что будем делать и далее) получается система
неоднородных уравнений

^ ^ (KtAm) +

= iXj {Л). (56)

Условие совместности уравнений (56), детерминант которых равен нулю,
состоит, как известно, в том, чтобы правая часть Х3(Л), в которую под-
ставлено общее решение Jtm однородных уравнений (30), была ортогональ-
на к каждому из линейно-независимых частных решений транспониро-
ванных уравнений (30). Число таких частных решений зависит от степени
вырождения, т. е. кратности корня Кп дисперсионйого уравнения. В силу
эрмитовости L3m решения транспонированной системы просто комплекс-
но сопряжены с решениями уравнений (30).

Пусть Кп — однократный корень и, тем самым, решение транспони-
рованной системы Λ* — с точностью до скалярного множителя единст-
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венное. Условия ортогональности сводятся тогда к одному (комплексно-
му) скалярному уравнению

Xj (Jt)Jt* = Q. (57)

Разделяя вещественную и мнимую части (57), получаем два веществен-
ных условия, которые при учете эрмитовости аЛш и f>Mm записываются
следующим образом:

d
s

ЖЖ; K^KiJm^i dsKn - 2&hlmKhKlJtm.4f = 0, (58)

A* [dh Khds ]

] = О. (59)

Сделаем в (58) замену dh ^ ^ so^ = ds {dKhldKs) (аналогично для dt).
С учетом (46) условие (58) приводится тогда к виду

= [ (60)

Пользуясь (25) и эрмитовостью a

ihlm и fiMm нетрудно убедиться, что
произведение KhKiJlmA^ в правой части (60) можно заменить на
—l/4;FJ m!F* f c. Что касается 4-вектора, стоящего в левой части (60) под
знаком производной, то это не что иное, как введенный выше вектор / s

(см. (54) и (54а)). В результате (60) принимает вид

В среде без дисперсии (ajMm не зависит от К)ш без поглощения ф Л г т = 0)
равенство (61) представляет собой уравнение непрерывности для плот-
ности адиабатического инварианта ιν/ω (см. 1 6 ) . В общем случае условие
сохранения адиабатического инварианта состоит в равенстве нулю тен-
зора, стоящего в квадратных скобках в (61):

При тех же условиях, но при стационарной среде и ω = const (61) пере-
ходит в уравнение непрерывности для плотности энергии w.

Второе условие ортогональности (59) определяет закон изменения
дополнительного набега фазы волновой группы. Этот набег оказывается
существенным только в неоднородной гиротропнои среде и подробно рас-
смотрен (в трехмерной форме) в работе 1 7.

Мы не будем останавливаться на случае поляризационного вырож-
дения (двукратного корня Кп дисперсионного уравнения), который для
изотропной пространственно-неоднородной среды был исследован в 1 8,
а при слабой анизотропии, когда применимо так называемое «квазиизо-
тропное» приближение,— в работе 1 9.

Как уже было подчеркнуто ранее, понятие групповой скорости имеет
смысл лишь при достаточно малой кривизне области интегрирования Σ
на дисперсионной гиперповерхности, когда в разложении

13*
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можно пренебречь по крайней мере членами со вторыми производными.
В свою очередь это ограничивает длину 4-интервала или промежутка
собственного времени пакета τ, в пределах которых огибающая пакета
еще не успевает заметно измениться. Эти условия хорошо известны и под-
робно исследованы, например, в работе 2 0 для случая однородной и неиз-
менной среды.

В среде, плавно неоднородной и медленно меняющейся со временем,
помимо этого дисперсионного расплывания пакета действует и другой
механизм — искажение волновых фронтов (искривление лучей и эффект
Допплера) из-за пространственно-временных неоднородностей. Очевидно,
эта «неоднородностная» деформация пакета обладает своими характер-
ными масштабами! бесконечно возрастающими при μ —>- 0.

Конечно, при наличии обоих видов деформаций пакета оба указанных
механизма взаимодействуют, но в принципе они независимы. Первый
(дисперсионный) сохраняется и в однородной среде, а второй «неоднород-
ностный» не связан с обязательным наличием дисперсии.

В заключение нам хотелось бы сказать несколько слов о четырехмер-
ной записи исходных уравнений и соответствующей форме всех выводов.
Этот аппарат, используемый в очень многих работах, был применен,
в частности, в работах 11-13. В более поздней работе 2 1 для случая диспер-
гирующей электрически анизотропной среды результаты работ 1 1.1 3,
были выведены в трехмерной форме. При этом авторы работы 2 1 высказали
следующее суждение: «Что же касается формы записи и вывода соотно-
шений, то это конечно, является вопросом вкуса и привычки. Однако
приведенный выше [т. е. трехмерный.— Авторы] вывод представляется
нам настолько простым, что переход к редко используемым в макроско-
пической электродинамике релятивистским уравнениям оказывается слож-
нее самого доказательства и уже поэтому нецелесообразен».

О вкусах, конечно, не спорят, но в отношении целесообразности
четырехмерной записи приведенная точка зрения вряд ли справедлива.
Четырехмерные тензоры и оперирование с ними в высшей степени лако-
ничны и наиболее адекватным образом отражают релятивистскую инва-
риантность интересующих нас соотношений. Непривычными их можно
было считать разве что в начале века. Работы η · 1 3 скорее можно было
бы упрекнуть не в самом использовании четырехмерной формы записи,
а в недостаточно последовательном ее применении, обусловленном тем,
что в них не была введена явным образом групповая 4-скорость. Именно
поэтому введение такой скорости наряду с четырехмерным описанием
анизотропии и пространственно-временной дисперсии представляет, на наш
взгляд, оправданный методический интерес.

Мы благодарны М. Л. Левину за полезные советы и замечания.
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(У. Р. Гамильтон и понятие групповой скорости)
Μ. Л. Левин

Последние десятилетия в научной и научно-исторической литературе стали
появляться упоминания о том, что еще до Стокса и Рэлея понятие групповой скорости
было известно Гамильтону. Четверть века назад об этом писалось довольно глухо:
«Гамильтон в 1839 г. сделал сообщение в Ирландской академии, обещал напечатать
подробнее, но доклад не был опубликован» 1. Сейчас пишут так: «Впервые понятие
групповой скорости волны было введено Гамильтоном 2> 3 , а затем получило свое раз-
витие в трудах Рэлея» 4 . Ссылками подобного рода исчерпывается информация о рабо-
тах Гамильтона, и остается неясным, что из сделанного им опубликовано и в какой
мере его результаты предвосхищают работы Рэлея 5 .

При жизни Гамильтон напечатал только два кратких сообщения 2ι 3 , в которых
весьма сжато и неполно привел выводы своих исследований о скорости распространения
волн. Очень ясное изложение своих взглядов и результатов он дал в письме к Джону
Гершелю (февраль 1839 г.), опубликованном сто лет спустя во втором томе собрания
работ Гамильтона е . В этом же томе впервые напечатаны две рабочие тетради (125 стра-
ниц большого формата), чтение которых убеждает в том, что Гамильтон примерно
на эти самые сто лет опередил свое время. Впрочем, это видно и из прижизненных
публикаций 2 . 3 и из письма к Гершелю, носившего по теперешним понятиям характер
препринта.

В качестве модели среды Гамильтон рассматривал, как и большинство иссле-
дователей того времени,— дискретную решетку, описываемую системой дифферен-
циально-разностных уравнений. Волны в таких решетках изучались многими, однако
до Гамильтона рассматривали только установившиеся колебания всей решетки (соб-
ственные волны). Основное внимание уделялось выбору закона взаимодействия между
центрами решетки, позволяющего хотя бы качественно правильно описать наблюдае-
мую на опыте дисперсию света. Но никто даже не ставил задачи о проникновении воз-
мущения в первоначально покоящуюся область среды. Говоря словами Гамильтона:
«Much had been done, perhaps, in the dynamics of light; little I thought, in the dynamics
of darkness». Впервые эта задача была поставлена и решена Гамильтоном.

Задача ставилась так. Пусть в начальный момент времени возмущение, имею-
щее структуру собственной волны решетки, занимает ограниченную область среды,
а остальная среда находится в покое. Что будет по прошествии достаточно большого
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