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1. ВВЕДЕНИЕ

Ниже обсуждаются некоторые особенности пространственно-временных флуктуа-
ции в невырожденном идеальном газе. Оказывается, что здесь квантовые флуктуации
могут быть существенны в случаях, которые представляются во всех отношениях клас-
сическими.

2. БЕСКОНЕЧНОСТЬ I СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ ЭНЕРГИИ
КУЛОНОВСКОГО ПОЛЯ В КЛАССИЧЕСКОЙ .'ТЕОРИИ

а) В классической теории теплового излучения хорошо известна так называемая
«ультрафиолетовая катастрофа», послужившая Планку отправным пунктом для фор-
мулировки квантового закона излучения. Эта «катастрофа», как известно, состоит в том,
что при равномерном распределении энергии по степеням свободы полная энергия

поперечного (электромагнитного) поля WtT = \ W^ de> оказывается бесконечной

из-за бесконечного числа осцилляторов поля. В известном смысле более сильная
«катастрофа» имеется в классической теории тепловых флуктуации в электронном газе.
Именно, здесь оказывается бесконечной уже спектральная плотность энергии продоль-
ного (кулоновского) поля Wl

a. Эта расходимость спектральной плотности энергии
кулоновского поля связана, как мы увидим, с точечностью электрона. Ее анализ
и устранение (в той или иной форме), на наш взгляд, достаточно интересны и поучи-
тельны, j

б) Начнем с формального обсуждения формул стандартной теории тепловых
флуктуации, связывающих коорреляционную функцию электрического поля
{Ει (ττ) Ει (Γ2))ω на частоте ω с диэлектрической проницаемостью. Для среды
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с проницаемостью ъц (ω) = ε (ω) Sy и μ = 1 можно записать J>2

(Ε, (г,) Ει (Γ2))ω = (Ε[ (Γι) Я» (τ2))ω + (Ε\τ (Γ ι) Д | г (Γ2))ω =

Γ d k Г I m 8 ( ( ΰ ) Ι 2/^ I m e((fl) Ί ikR

2T F + ехр(Йсо/Г) — 1 '

Г — температура, h — квантовая постоянная, кв = ω/c. Корреляционная функция
электрического поля представлена суммой корреляционных функций продольного
и поперечного полей. Мы видим, что спектральная плотность энергии продольного поля
((Εψ)ω оказывается бесконечной.

Обычно явно или неявно подразумевается *, что учет пространственной дисперсии,
т. е. учет нелокальной связи между током и электрическим полем (которая прояв-
ляется, например, в том, что диэлектрическая проницаемость среды ъц (со, к) зависит
не только от частоты ω, но и от волнового вектора к 2) должен приводить к!«размазы-
ванию» δ-образной зависимости корреляционной функции^ от тг — г2 и устранению
расходимости (,(Ει)2)ω.

в) Рассмотрим, однако, корреляционную функцию кулоновского поля в клас-
сическом электронном газе. При учете пространственной дисперсии корреляционная
функция цродольного поля имеет в и д 2 , 3

J dk (2)

J I ε ' ( ω , fc)|2 ' ιν '
здесь ε'(ω, к) — продольная диэлектрическая проницаемость изотропной среды с уче-
том пространственной дисперсии. При R = га — г2-> 0 мы можем учитывать лишь бесстолк-
новительные потери в диэлектрической проницаемости (потери, определяющие зату-
хание Ландау продольных волн в электронном газе). Если ω > ω 0 , ω 0 = У 4ne2JV/m,
то можно пренебречь отличием | ε1 (ω, к) | от единицы в знаменателе подынтеграль-
ного выражения в (2). Подставляя в (2) известное выражение для Im ε* (ω, к) невырож-
денного электронного газа 1~3

при йа> < Τ (когда θ « Τ) и ντ /wR > 1 имеем *)

n ^ % ω » ω 0 ; . (4)

здесь νΤ = (22t/m)1/2 — тепловая скорость электронов, N — концентрация электрон-
ного газа. Таким образом, корреляционная функция продольного теплового поля
логарифмически расходится при R -*• 0 и спектральная плотность энергии тепл овых
флуктуации кулоновского поля W\a= (8η)-1 ((Ει)2)ω оказывается бесконечной. Обсуж-
дение этой бесконечности и является предметом настоящей работы.

Следует отметить, что расходимость полной энергии флуктуации кулоновского
+ ОО

поля Wl = \ Wl

a άω, связанная с точечностью электронов, хорошо известна. Так, еще

— оо
в работе Хольтсмарка 4 , написанной в 1919 г., было отмечено, что второй момент рас-
пределения Ρ (Ε) флуктуации электрического поля (распределения Хольтцсмарка 4 ~ в ) ,
определяющий, например, форму линии излучения атома при штарковском расщепле-
нии, расходится.

*) При ω ^ ω 0 при вычислении корреляционной функции нельзя считать |ε |
1. Если ω < ω 0 , то, взяв ε ж 1 + (cojf/AVr), получим

у η
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г) Обсудим теперь вопрос об измерении спектральной плотности энергии про-
дольного электрического поля в электронном газе. Ее можно измерить с помощью малой
дипольной антенны, состоящей из двух линейных проводников длины L. Квадрат
спектральной э. д. с. %^. наводимой на антенну, и будет мерой величины Wl

a. Именно,

<(£')% = 3 |*£-з. (5)

Э. д. с , возникающая Б малом диполе, «погруженном» в электронный газ, является
фактически э. д. с , обусловленной дробовым эффектом от точечных электронов, про-
летающих вблизи диполя. Расчет э. д. с. может быть произведен стандартными мето-
дами 7 Ε здесь мы приведем лишь результат 7 *):

Таким образом, усредняющее действие диполя длины L приводит к конечной величине
измеряемой спектральной плотности W^. Однако результат существенно зависит
-от! длины антенны и возрастает, когда размер антенны уменьшается. Последнее
и является прямым следствием точечности электронов.

3. КВАНТОВЫЕ ФЛУКТУАЦИИ КУЛОНОВСКОГО ПОЛЯ

а) Формально бесконечность величины w1^ связана с тем, что Im ε' (ω, к) (зату-
хание Ландау) оказывается величиной слишком большой для фурье-компонент поля
« большими к. В то же время затухание Ландау является единственным фундаменталь-
ным механизмом, обеспечивающим передачу энергии поля частицам при больших к.
Поэтому устранение расходимости в Wl

a хорошо бы получить, оставаясь в рамках
механизма затухания Ландау. Такая возможность действительно имеется и заклю-
чается в!учете конечности кванта действия Н. При этом законы сохранения импульса
и энергии в процессах взаимодействия k-компоненты поля и электронов автоматически
приводят к уменьшению затухания при больших к. При h Φ 0 диэлектрическая про-
ницаемость невырожденного равновесного электронного газа может быть получена
из общих формул (см., например, 2):

Пк
\ (6)

X

\ eu'du.

0

F 1 = \ ί π Γ , F ( x ) e \ e d u . I
1 / 2 0 J

Отсюда, например, для действительных ω κ к

7£г[($?)ад
Таким образом, Im ε' (ω, к) экспоненциально стремится к нулю как при к-*- О,

так и при к -*• оо. Последнее связано с тем, что при к -*• оо законы сохранения энергии
и импульса при поглощении кванта (ω, к) : /?<в + % — %', Йк + ρ = ρ' (% и ρ —
энергия и импульс электронов) приводят просто к тому, что переходы происходят
из состояний с импульсами ρ = Йк/2 в состояния с импульсами р' = — Йк/2, населен-

*) Пользуемся возможностью отметить, что значения сопротивления диполя R,
обусловленного дробовым эффектом, приведены в ' с неправильным численным коэф-
фициентом. Правильное значение:

(ср. формулу (6.7) в 7).
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ности которых экспоненциально малы при больших значениях к. Подставляя (66) в (2)
и выполняя интегрирование при τλ = г2, ω > ω 0 , получим

, <pj}i»«e sh (ΛωβΤ) ι Ηω
<*~η {2ΐψI* (mT)11* ηω °\ 2Τ

где Κο (χ) — функция Макдональда.
Как видно, учет квантовых эффектов приводит к конечному значению спектраль-

ной плотности флуктуации кулоновского поля в плазме. Сравнивая формулу (7) с (4),
мы видим, что роль параметра «обрезания» в выражении для Wl

a при ha < Τ (в клас-
сической области) играет длина волны де-Бройля λ]. = 2nh (2πτηΤ)~1/2 для электрона
с 'тепловой скоростью ντ:

Интересно отметить, что в квантовой области (Йо> >̂ Т) величина W^ не зависит от тем-
пературы. Она, таким образом, определяется здесь квантовыми флуктуациями элек-
тронов. Ниже мы еще вернемся к этому обстоятельству.

б) Интегрирование выражения (7) по частоте дает бесконечное значение полной
энергии кулоновского поля. Последнее, однако, не удивительно. Хорошо известно, что
учет квантовых эффектов не может спасти от расходимости, связанной с точечностью
электронов. Тем не менее интересно убедиться в том, что расходимость полной энергии
связана с интегрированием энергии нулевых колебаний поля, представляемых первым
слагаемым функции

θ(ω, Γ) = _

Запишем энергию кулоновского поля, связанную с нулевыми колебаниями:

0 2 (2π)* J J | ε' (ω, fe) Ρ

Подставляя сюда квантовое выражение (66) и пренебрегая отличием | в1 (ω, к) | от еди-
ницы в знаменателе подынтегрального выражения (что никоим образом не может
повлиять на характер сходимости при больших ω и к), мы получим

(Ю)

где

η

— интеграл вероятности. Перепишем выражение (10) в форме

) ]

где второй интеграл сходится, а первый является спектральным представлением бес-
конечной собственной энергии электронов (ср. 3> 8 и ниже). С другой стороны, интегри-
рование второго слагаемого функции θ приводит к конечному выражению:

W\ — энергия теплового кулоновского поля без энергии нулевых колебаний.
Таким образом, при учете квантовых эффектов расходимость полной энергии

продольного поля в электронном газе проявляется через наличие нулевых колебаний
электрического поля. Это обстоятельство означает, что поведение спектральной плот-
ности энергии электрического поля на больших частотах определяется соотношением
неопределенности. Ниже мы непосредственно убедимся в этом.

в) Одной из наиболее важных величин, определяющих термодинамические свой-
ства электронного газа, является энергия кулоновского взаимодействия зарядов

/ 1 т - , *·2 V

wl —(—У - \ (13)
int *~ \ 9 χ ι ι Р . г I / '
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гг, гу — радиусы-векторы, определяющие положение двух электронов, а скобки ( )
означают усреднение по равновесному распределению электронов. Это выражение
преобразуется к виду (см., например, 8)

= J J 7 W ί Ψ- ·
Как уже говорилось, последний член в (14) представляет собой бесконечную собствен-
ную энергию «голых» точечных зарядов. Ясно, что в классичесой области для невырож-
денного электронного газа выражение (14) должно давать известную классическую
формулу для энергии кулоновского взаимодействия. Однако, как мы убедились выше,

при учете квантовых эффектов в классической области интеграл \ Wa άω расходится

лишь при учете нулевых колебаний в формуле Планка. Поэтому чтобы получить
классическое выражение для энергии кулоновского взаимодействия из (14) с помощью
квантового выражения диэлектрической проницаемости (6), необходимо воспользо-
ваться полным выражением функции Планка. Наконец, для получения конечного зна-
чения энергии взаимодействия W\nt необходимо учитывать отличие г1 (ω, к) от
единицы. Эти обстоятельства затрудняют получение Wl

int из квантовых выражений.
Тем не менее такие расчеты могут быть проведены и представляют определенный
интерес.

Рассмотрим величину
оо

= [ Im - c th-^dco. (15)
ε' (ω, к) ί ι

Для ее вычисления удобно рассмотреть интеграл

Ло , Πω
-cthel (ω, к) 2Г

по замкнутому контуру, охватывающему верхнюю полуплоскость комплексного пере-
менного ω, исключая точку ω = 0. Внутри рассматриваемого контура ε1 (ω, к)
не имеет ни нулей, ни полюсов. Интеграл по бесконечно удаленной полуокружности
| ω | -*• оо легко вычислить, поскольку е1 (ω, к) -*• 1. Таким образом, находим (ср. 3)

Гΐ + 2π 2 Г
ег (о, к) J ^Ιεί(ωη, к)

ΎΙ—\

где ωη = 2ninT/h, Im г1 (ω η , к) = 0.
Займемся вычислением суммы в (16):

«Ρι(Α. λ τ ) = 2 ^ - ^ - εη = ε(ωη, к).
71 = 1

Представляется совершенно естественным, что можно получить xopoiree приближение
для указанной суммы, если в знаменателе каждого слагаемого пренебречь отличием в„

от единицы. И действительно, если искать разложение интеграла \ ψχ (к, λτ) dk (вкла-

да искомой суммы в энергию взаимодействия), то оно будет иметь вид α^λτ1 -\-аа +

-j- axXT -f- . . . Можно доказать, что, используя приближенное значение ц>(к, λ τ) =
оо

= У1 (ε η — 1) функции φχ (к, λ τ), мы получим значение интеграла энергии взаимо-

де1тствия, которое может отличаться от истинного лишь членами первого и более высо-
кого порядка по λ τ. Поэтому дальнейшие вычисления, по существу, направлены
на определение коэффициентов a_t и а0, которые мы найдем, вычислив сумму φ {к, λ τ).
Для ее нахождения удобно воспользоваться следующей формой представления ει(ωη, к)
в точках ω,,:

1

. а>2т exp ( — 2/2)в ~ 1 = ~̂  V J e ( — i)n cos miydy. (17)
- 1
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Эту формулу, которая справедлива при га=0, 1, 2, . . ., легко получить из общих
выражений (6). Суммируя по η и заменяя порядок интегрирования и суммирования,
мы приходим к интегралу, который легко вычислить, если заметить, что

2 (-l)ncosiw=—|-+я 2 δ[ζ+(2η + 1)π]. (18)
П=1 п—-оо

В итоге получаем следующее выражение:

n = l

тде функция F (χ) определена в (6), а второе слагаемое, очевидно, отвечает собственной
энергии точечных зарядов. Таким образом, интегрируя (16) по At и учитывая (1), (14),
{19), получаем окончательное выражение для энергии взаимодействия:

{ Τ 7 F(x)dx Τ Г x*F (x) dx _
int тгЗ/21 J2 I ~ "To

0 0

— Д ^ [ xZ%\x)y W0
здесь второе слагаемое получается при интегрировании первой скобки с ε1 (Ο, к)
в (16), Ъ = (λτ/ΑΥηά)2 < 1, d = (Τ/ωξπι)1/2 — радиус Дебая. Легко получить главный
член асимптотического разложения интеграла в (20) при λ τ Id -»- 0. Именно,

7 F(x)dx л
τ ; я " •

J [ + ()] 2Vb
о '

при 6 < 1. В итоге получаем классическое выражение для энергии взаимодействия
.зарядов (см., например,3):

4. ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННАЯ КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ
КУЛОНОВСКОГО ПОЛЯ

Рассмотрим теперь пространственно-временную корреляционную функцию
флуктуационного продольного электрического поля. Она имеет вид

Д«(К, *) = <*! fa, h)Ei(r2, ί2)> =

( 2 2 >

где τ = ί2 — ίχ, R = г 2 — r l t Л = | R |. П р и малых значениях Л и т можно опять
пренебречь отличием ε ' (ω, к) от единицы в знаменателе подынтегрального выражения.
Подставляя в (22) выражение I m el (ω, к) из (66) и интегрируя по ω, имеем

J - T - e i p (-4S5F) C O S Г^Л^^·
 ( 2 3 )

0 г
о г»

Интеграл (23) выражается через функцию Φ (g) = I e~t2 dt:

где ξ = Το/τ, τ 0 = Я/Т, ν^φ= γν$ + ^ Β , φ = arctg ξ, ^ = 2Tfm, ΐ^Β = 2й/тт -
квадрат квантовой скорости, характеризующей диффузионное расплывание волновых
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пакетов при свободно vi движении с энергией % ж hi τ, определяемой соотношением
неопределенности между энергией и временем. Время τ 0 фактически разделяет область
классических и квантовых флуктуации (что, конечно, следует и из общих соображе-
ний 1 0 ) ; оно равно времени, за которое электрон проходит длину волны де-Бройля
с тепловой скоростью.

При τ J> τ 0 (ξ <C 1) эффективная скорость распространения влияния процесса
из одной точки в другую глэфф ~ vT (vKB «f vT), и мы получаем из (24) выражение,
не содержащее величины h:

В противоположном случае τ С τ 0 имеем квантовомеханическую формулу

X X

S (х) =(~у/2 |' sin2 tdt, С (χ) = у А [ cos2 t it.
Όо Ό

Несколько другое выражение для В1 (R, τ) можно получить, если потребовать выпол-
нения неравенства Л/уэффТ С 1· В этом случае из (24) получается

Ш(П г\ 20^3/2 ,γΐ+ψ + ί γ'2
В ( Л ' τ ) = ( 2 π Γ ) ν 2 τ 1 ϊ+ξ5 j ' ( 2 7 )

т. е. при τ > Л/^фф корреляционная функция не зависит от R.
Если | С 1, то из (27) следует классическое выражение

Оно было получено в п . Если же ξ >̂ 1, то (27) приводит к

пня \ 2 й ) о д а 3 / 2

()

При больших расстояниях {R > ί-'3φφτ) из (24) имеем

^ [(30)

т. е. корреляция кулоновского поля здесь не зависит от τ, К и Τ и определяется куло-
новским полем неподвижных частиц.

Итак, при R = 0 корреляционная функция В1 ->- оо при г ->- 0 как в классике (28),
так и при учете квантовых флуктуации. Этот результат противоречит утверждениям
работы 1 2 . В квантовом случае, в отличие от классического, особенность В1 (R = 0,
τ ->• 0) является интегрируемой. Из-за этого обстоятельства квантовые характеристики
и фигурируют в спектральной плотности энергии продольного поля даже в классиче
ской области частот. В квантовой области корреляционная функция В1 не зависит
от температуры. Она определяется фактически квантовыми флуктуациями энергии
электрона Δ*£, определяемыми соотношением неопределенностей между энергией
и временем (Δ$τ ~ ft). По этой причине в этом случае и спектральная плотность энер-
гии продольного поля (как уже отмечалось) не зависит от температуры и представляет
собой энергию нулевых колебаний.

5. КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ ФЛУКТУАЦИИ ПЛОТНОСТИ
В НЕВЫРОЖДЕННОМ ИДЕАЛЬНОМ ГАЗЕ

Рассмотрим, наконец, пространственно-временную функцию корреляции Вр (R, τ)
флуктуации плотности заряда в невырожденном электронном газе. Поскольку div Ε =
= 4πρ, то

(3D

Если мы пренебрежем отличием от единицы | ε ' (ω, к) | в (31), то получим корреляцион-
ную функцию плотности заряда электронного газа без учета взаимодействия. Далее,
разделив Вр на квадрат заряда электрона, получим выражение для корреляционной

10 УФН, т. 126, вып. 2
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функции флуктуации плотности в произвольном однокомпонентном идеальном невы-
рожденном газе:

Ν ι Л 2 \ / 3 Л 2 | \
exp I 5—) cos Ι — φ — ; — I (32)

Это выражение можно получить, конечно, и более прямым способом (ср. 1 0 . 1 3 ).
При τ > τ 0 это выражение переходит в известное (ср. 3) классическое выражение

для флуктуации плотности в идеальном газе:

N I R2 \
б ( д ) ' x p l — 4 - s ) ; (33)

физический смысл этого выражения легко понять, если заметить, что величина G (Л, τ)
пропорциональна вероятности достижения точки R частицами, которые вылетают
из точки R = 0 с максвелловским распределением скоростей.

При τ -С τ 0 из (32) получаем следующее квантовое выражение:

( 3 4 )

Отсюда при τ ->- О, используя следующее представление для трехмерной б-функции:

2 / . Л2 Л2

^ _ и ια) 3 / 2 \ S l n ~α c o s α

получаем δ-образную корреляционную функцию одновременных флуктуации плот-
ности в идеальном невырожденном газе 1 0 .

При τ Φ 0 корреляционная функция (34) определяется квантовым диффузион-
ным разлетом — расплыванием волновых пакетов из точки Л = 0 в точку Л со ско-
ростью УКВ = ~\f 2hl%m, связанной с соотношением неопределенностей. Множитель

. Л2 Л2

г — COS-•31.11 а л \j\ja η 7\

ν2

Βτ2 ν2 τ 2

определяет квантовые интерференционные эффекты при таком расплывании. Темпера-
тура газа фигурирует в (34) лишь в значении тепловой длины волны де-Бройля λγ.
Спад корреляционной функции при Л ~^> λΤ связан с тем, что частицы газа — волно-
вые пакеты с размером L ж λτ — не успевают заметно сместиться в пространстве
з а в р е м я τ <^ τ ο = λ τ / ι? Γ .

Наконец заметим, что для одной частицы (для одной волны де-Бройля) с опреде-
ленным импульсом р 0 пространственно-временная корреляционная функция флуктуа-
ции плотности имеет вид

! e e x P ( ^ / i B T ) e x P [ i ( p 0 R / r i ) ( P ^ / ) ] ^ ^

где Уо — объем, в котором происходит движение — предполагается достаточно боль-
шим. Это выражение легко получить непосредственным расчетом, рассматривая опе-
ратор корреляционной функции —[п(х,г,0) п(х, г-f R, т) + п(х, r + R, τ) η (χ, г, 0)],

где η (χ, г, ί) — оператор плотности числа частиц в точке с радиусом-вектором г в мо-
мент времени ί.

Усредняя (36) с помощью распределения Максвелла — Больцмана, можно полу-
чить формулу (32) для системы частиц со средней плотностью N.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Напомним еще раз основные утверждения.
1. При чисто классическом расчете корреляционная функция продольного (куло-

новского) поля (Е\ (ω, гх) Е\ (ω, г2)> —- In (г;т/шЛ) и расходится при Л -> 0.
2. При измерении спектральной плотности энергии w\u классическим «прибором»

с размерами // измеряемая величина оказывается конечной, но в ее значение входит
размер «прибора».
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3. Квантовый расчет спектральной плотности энергии в классической области
частот (Ηώ >С Т) дает конечное значение спектральной плотности Wa ~ In (Τ/ϋω).

4. Полная энергия кулоновского поля Wl— \ Wl

a da> оказывается бесконечной

в силу точечное™ электрона. Однако интересным обстоятельством оказывается тот
факт, что эта бесконечность полной анергии связана с интегрированием по частоте
лишь нулевых колебаний в функции Планка, т. е. с квантовыми флуктуацпями.

5. Флуктуации кулоновского поля полностью определяются флуктуациями
плостности электронов. Из пространственно-временной корреляционной функции
флуктуации плотности идеального газа, приведенной выше, ясно видно разделение
флуктуации на классические и квантовые.

Мы благодарны В. Л. Гинзбургу, В. М. Генкину, и Ю. С. Барашу за замечания,
а также С. М. Рытову, М. Л. Левину и В. И. Татарскому за обсуждение.
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