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1. ВВЕДЕНИЕ. СТРУНА — МОДЕЛЬ ДЛЯ ДУАЛЬНОЙ ТЕОРИИ
СИЛЬНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ

а) С о в р е м е н н а я к а р т и н а с т р о е н и я а д р о н о в

За последние несколько лет теоретические представления о структуре
сильно взаимодействующих частиц (адронов) существенно обогатились.
То, что адроны не являются ни «элементарными», ни «точечными», было
ясно уже давно, но теперь картина их внутреннего строения стала более
наглядной и конкретной. Адроны представляются как протяженные
объекты, по-видимому, состоящие из материи двух видов: небольшого
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числа «фундаментальных частиц» — кварков, несущих такие квантовые
числа, как заряд и странность, и связывающих их векторных «глюонных»
(от английского «glue» — клей) полей. Такая картина отчасти напоми-
нает систему положительных и отрицательных частиц (например, электро-
нов и позитронов), связанных электромагнитным полем. Однако ни сво-
бодные кварки, ни сильно взаимодействующие «фотоны» (глюоны) экспе-
риментально не обнаружены. Причину этого можно искать в необычных
свойствах глюонного поля: в отличие от фотонов, глюоны сильно взаимо-
действуют друг с другом. В теории нет полной ясности, однако можно пола-
гать, что из-за самодействия глюонное поле не рассеивается в простран-
стве, как электрическое поле (довольно медленно, по степенному закону
спадающее при удалении от зарядов), а концентрируется в узких труб-
ках, соединяющих источники поля — кварки. В этом случае, например,
энергия двухчастичной системы типа атома водорода (или позитрония)
могла бы не убывать, а неограниченно расти с увеличением расстояния
между частицами. Тогда никакое внешнее воздействие не сможет вырвать
из системы отдельный кварк. Так же как кварки, глюоны являются «заря-
женными», и естественно ожидать, что по той же причине невозможно излу-
чение в пространство и свободного глюона.

Приведенные соображения имеют три главных источника. Во-первых,
классификация адронов, основанная на высших симметриях, породившая
представление о кварках. Во-вторых, новая единая теория слабых и элек-
тромагнитных взаимодействий, в которой основную роль играют заряжен-
ные векторные поля. В-третьих, дуальные модели, одно из наиболее интен-
сивно разрабатываемых направлений теории сильных взаимодействий.
Дуальные теории и их физическая интерпретация и являются предметом
настоящего обзора.

Принцип, на котором основаны дуальные модели (далее — ДМ), —
реджеонно-реаонансная дуальность — состоит в соединении двух наиболее
плодотворных подходов к физике сильных взаимодействий. Первый под-
ход использует представление о том, что взаимодействие частиц осущест-
вляется путем обмена квантами некоторого поля. Так, наиболее существен-
ная часть взаимодействия нуклонов в ядре связана с обменом я-мезонами.
В рассеянии, при немалых, но еще *не рялятивистских энергиях, когда
нуклоны подходят ближе друг к другу, проявляются обмены более тяже-
лыми, чем я-мезон, (j- И со-мезонами. При высоких энергиях основную
роль играют обмены более сложными «частицеподобными» системами —
реджеонами. Второй подход связан с представлением о том, что при столк-
новении адронов могут возникать метастабильные промежуточные состоя-
ния — резонансы (аналогичные компаунд-ядрам, образующимся в ядер-
ных реакциях), которые оказывают преобладающее влияние на рассея-
ние адронов при не очень высоких энергиях. Принцип дуальности состоит
в том, что эти два подхода, вообще говоря, независимые, не являются
«дополнительными», а имеют общую динамическую природу.

Как выяснилось в последнее время, эта идея, возникшая как изящная
математическая конструкция, может быть связана с удивительно наглядной
физической картиной. Все частицы, стабильные и короткоживущие, пред-
ставляются как стационарные состояния одномерной материальной систе-
мы, которую обычно называют релятивистской струной. Было доказано,
что квантовая теория взаимодействующих струн приводит к тем же пред-
сказаниям о характере процессов, происходящих при столкновениях
адронов, которые из формальных соображений были получены в дуальной
теории. ДМ во многом привлекательны, однако они обладают некоторыми
весьма серьезными недостатками, которые не позволяют принять их
в качестве реалистической теории адронов. Интерпретация на языке
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струн позволила существенно упростить формализм и лучше понять
причину трудностей, возникающих в этом подходе. Многие теоретики,
работающие в этой области, надеются на то, что еще удается так модифици-
ровать дуальную схему, чтобы она смогла претендовать на роль теории
сильных взаимодействий. С этой точки зрения теория струны обладает
несомненной эвристической ценностью.

б) О б щ и е п р и н ц и п ы и а д р о н н а я
ф е н о м е н о л о г и я

Более четверти века теория взаимодействия электронов и фотонов,
квантовая электродинамика, является образцом последовательной теории
элементарных частиц. Она представляет собой единственный пример
локальной релятивистской квантовой теории поля, допускающей в прин-
ципе сколь угодно точное вычисление вероятности любого физического
процесса, обусловленного электромагнитным взаимодействием. Кванто-
вая электродинамика основана на принципе наименьшего действия с функ-
цией Лагранжа для взаимодействующих полей, которая построена по
аналогии с классической теорией. Методом вычисления является теория
возмущений — разложение по степеням заряда электрона. Несмотря
на неимоверные усилия, построить по этому образцу теорию сильных
взаимодействий не удалось. И причина этого не только в том, что «заряд»,
определяющий силу адронного взаимодействия (константа связи), должен
быть большим, что делает теорию возмущений неприменимой, и даже
не в тех сомнениях, которые вызывает метод перенормировок и суммирова-
ние рядов теории возмущений при немалых константах связи. Главное —
не удалось установить основу теории, найти фундаментальные ноля и лаг-
ранжиан их взаимодействия. В электродинамике «вещество» состоит из
бесструктурных «атомов»—точечных электронов, а безмассовое фотон-
ное «поле» — дальнодействующее и потому хорошо изучено макроскопи-
ческими методами. Эти обстоятельства, позволившие построить класси-
ческую и квантовую теорию электромагнетизма, отсутствуют в физике
адронов, поэтому едва ли можно надеяться найти локальный лаграпжев
формализм и в этом случае.

_, Обычно считают, что каждый процесс взаимодействия частиц характеризуется
своей амплитудой вероятности. Амплитуды связаны с матричными элементами 5-мат-
рицы, унитарного оператора в пространстве состояний, характеризуемых набором
свободных частиц с определенными импульсами. Каждая амплитуда является функци-
ей кинематических переменных процесса, импульсов и спинов сталкивающихся частиц
и частиц, родившихся в результате их соударения. И если нельзя построить замкнутую
теорию, которая позволяла бы вычислять амплитуды, то можно попытаться хотя бы
найти некоторые их общие свойства как элементов единой ^-матрицы. «5-матричный
подход» к теории адронов состоит в формулировке общих законов построения амплитуд
и анализе их конкретных применений.

Общепринятыми принципами теории являются следующие:
I. Однородность и изотропность четырехмерного пространства-времени. Отсюда

следует, что амплитуда отлична от нуля только при условии, что сохраняются полная
энергия и импульс. Релятивистская инвариантность приводит к тому, что амплитуды
являются функциями кинематических инвариантов — масс и скалярных произведений
импульсов. Учет спиновых переменных состоит в том, что амплитуды являются матри-
цами, определенным образом преобразующимися при переходе из одной системы
отсчета в другую.

II. Сохранение вероятности. Сумма вероятностей всех возможных результатов
для любого конкретного физического процесса равна единице. Для выполнения этого
требования достаточно, чтобы ^-матрица была унитарным оператором. Унитарность
приводит к системе квадратичных интегральных уравнений для (комплексных) ампли-
туд взаимодействия.

III. Причинность. Сигнал не может распространяться в пространстве (пустом
или заполненном материей) быстрее, чем свет в пустоте. При переходе от простран-
ственно-временной формулировки к энергиям и импульсам частиц это естественное
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требование приводит к тому, что амплитуды, рассматриваемые как функции комплекс-
ных переменных, должны обладать определенными аналитическими свойствами.
В частности, амплитуда не может иметь особенностей по энергии, не связанных с про-
межуточными состояниями, возможными для данного процесса. При этом характер
особенностей определяется условием унитарности.

IV. Перекрестная симметрия («кроссинг»). Нетрудно убедиться, в том, что если
частица описывается полем, локальным в пространстве-времени, то это же поле описы-
вает и античастицу. Пусть А(р) — амплитуда некоторого процесса, в котором погло-
щается частица а с 4-нмпульсом р. Тогда А (—р) в силу локальности описывает про-
цесс, в котором испускается античастица а. С другой стороны, в силу принципа III
(аналитичности) функции А (р) и А (—р) могут быть связаны аналитическим продол-
жением. Таким образом, например, амплитуды таких процессов, как я+р -»- я + р ,
я~р -*- п~р и рр -*- п+п~, описываются единой аналитической функцией, взятой в раз-
ных областях по своим переменным.

Принципы I—IV выполняются в локальной лагранжевой теории поля в любом
порядке разложения по константе связи. Однако естественно, при этом квадратичные
по амлитудам уравнения, к которым приводит условие унитарности, выполняются не
тождественно, а лишь с точностью до членов высших порядков.

До сих пор не построен конкретный пример для амплитуд взаимодей-
ствия, удовлетворяющих общим принципам, выходящий за рамки теории
возмущений. ДМ представляют собой интересный пример такого рода,
хотя условие унитарности выполняется лишь приближенно, в пренебре-
жении всеми промежуточными состояниями, кроме одночастичных. В поль-
зу разумности такого приближения свидетельствуют представления о харак-
тере сильных взаимодействий, основанные на интерпретации обширных
экспериментальных данных.

Среди наиболее важных качественных особенностей сильных взаимо-
действий можно выделить следующие два обстоятельства. Во-первых, при
столкновении адронов с большой вероятностью возбуждается целый спектр
короткоживущих составных систем, «резонансных частиц». При низких
и средних энергиях рассеяние частиц определяется в основном резонанс-
ными промежуточными состояниями. Опыты показали, что существуют
резонансы с довольно большими массами, превышающими массу нуклона
в 2 —3 раза, и что они имеют сравнительно большие времена жизни (малые
чшшрины»). Во-вторых, многие особенности процессов взаимодействия
при высоких энергиях неплохо описываются с помощью реджеонов, кото-
рые являются в некотором смысле «аналитическим продолжением» резо-
нансов в перекрестном канале. Таким образом, полюсные особенности
играют в амплитудах взаимодействия основную роль: при низких энер-
гиях — полюсы, описывающие резонансы, при высоких энергиях —
полюсы в комплексной плоскости углового момента, реджеоны.

•в) Д у а л ь н ы е т е о р и и : д о с т о и н с т в а и н е д о с т а т к и

Стремление построить теорию, которая хорошо описывала бы как
•высокие, так и низкие энергии, привело к представлению о реджеонно-
резонансной дуальности. Гипотеза дуальности состоит в предположении,
что амплитуды взаимодействия имеют лишь полюсные особенности и удов-
летворяют принципам I—IV. Естественно, что при этом необходимо бес-
конечное число полюсов; иными- словами, модель требует неограниченного
спектра резонансов. Теория строится так, что при высоких энергиях
суперпозиция большого числа резонансов эффективно приводит к ред-
жеонным обменам, а при низких энергиях суммирование многих ред-
жеонных полюсов дает резонансное поведение по энергии. Явный пример
амплитуды такого рода для простейшего процесса, взаимодействия я-мезо-
нов, был дан впервые Венециано в 1968 г. (дуальную теорию взаимодей-
ствия скалярных частиц обычно называют моделью Венециано). Ампли-
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туда Венециано выражается через Г-функции Эйлера (см. гл. 2, а также
приложение А). Оказалось, что гипотеза дуальности равносильна приня-
тию очень сильных ограничений на вид амплитуд, так что вся теория
строится практически однозначно. Модель предсказывает весь спектр
резонансных частиц. Качественные предсказания модели, как правило,
не противоречат опыту.

Однако модель слишком примитивна и обладает унитарностью и ана-
литичностью лишь в предельно грубой, «одночастичной», форме. В усло-
вии унитарности учитывается лишь вклад одночастичных промежуточных
состояний и единственными особенностями амплитуд являются последо-
вательности полюсов в комплексных плоскостях инвариантных перемен-
ных. Разрезы, связанные с многочастичными промежуточными состоя-
ниями, отсутствуют. Ширины резонансных состояний считаются беско-
нечно малыми, их спектр — эквидистантный и сильно вырожденный.
К тому же нет возможности с самого начала включить в теорию реджеон
с квантовыми числами вакуума (полюс Померанчука), играющий основную
роль в упругом рассеянии при высокой энергии. Возможно, однако, что
простейшие дуальные амплитуды следует рассматривать как первое
приближение, «борновские члены», итерация которых приведет в конце
концов к последовательной теории. И хотя эта процедура весьма не про-
ста, надежда энтузиастов такого подхода состоит в том, что нетривиальный
характер первого приближения, богатство его свойств, обеспечит быструю
сходимость метода. А некоторые качественные свойства сильных взаимо-
действий, например, «интегральные» свойства многочастичных процес-
сов, правильно передаются уже первым приближением. Следует, однако,
отметить, что даже с такой точки зрения дуальную теорию нельзя считать
принципиально законченной. Теория непротиворечива (не содержит
отрицательных вероятностей) лишь в пространстве с нефизическим числом
измерений (26 или 10 вместо 4). К тому же низшие по массе состояния
весьма не похожи на наблюдаемые частицы. Некоторые варианты теории
содержат частицы с мнимой массой —«тахионы».

Литература по ДМ, даже обзорная, весьма обширна *) . В статье Венециано х

четко сформулированы основные принципы построения ДМ и дана их физическая
мотивировка. Введение в физику ДМ дано также в статье Кайдалова 2 . Обзор приме-
нений ДМ к конкретным физическим процессам и сравнение предсказания теории
с экспериментом является предметом статей Левина З а , Енковского и Шелеста Зб.
Анализ свойств амплитуд взаимодействия в различных ДМ, а также их возможные
модификации, содержится в обзоре Сиверса и Йеллина 4 . Математический формализм
подробно рассмотрен в статьях Алессандрини и др. 6 (операторный метод) и Шварца в

(дальнейшее развитие операторного метода, алгебра Вирасоро, модели Неве — Швар-
ца, Шапиро — Вирасоро и др.). Применение методов функционального интегрирования
к различным ДМ изложено в работе Жервэ и Сакиты 7 . Обзор подхода к ДМ, основан-
ного на картине релятивистской струны, дан в статье Ребби 8 . Изложения ДМ, содержа-
щие и теорию струны, опубликованы также Мандельстамом 9 и Шерком 1 0 . Феномено-
логический подход к ДМ можно найти в работе Филлипса и Роя п . Краткий и ясный
обзор предмета был сделан Олайвом в докладе 1 2 на Лондонской конференции 1974 г.

г) М и к р о с к о п и ч е с к а я к а р т и н а : п а р т о н ы
и к в а р к и

После того как были написаны простые и красивые формулы для
дуальных амплитуд, начались попытки осмыслить ДМ с точки зрения
локальной квантовой теории поля и дать пространственно-временную
картину взаимодействий, обладающих дуальными свойствами. В частно-

*) В списке цитированной литературы приводятся статьи, которые, по мнению
автора, наиболее ясно написаны и могут быть особенно полезны для понимания пред-
мета. Исчерпывающе полный список, скрупулезно отражающий приоритет всех иссле-
дователей дуальных моделей, едва ли уместен в этом обзоре.
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сти, было показано 1 3, что приближенное суммирование определенного
класса диаграмм Фейнмана (рис. 1) приводит к амплитудам типа Вене-
циано. Иными словами, дуальные амплитуды возникают, когда частицы
обмениваются комплексами, состоящими из большого числа сильно взаимо-
действующих частиц. Так появилось мнение1 4, что ДМ тесно связаны
с партонной динамикой (о партонах см., например, в статье Фейнмана 1 Б ) .

Еще раньше в работах Харари 1 6 а и Рознера 1 6 6 было замечено, что
реджеонно-резонансную дуальность естественно выразить на языке

кварков. Можно считать установленным, что
нет ни резонансов, ни полюсов Редже с «экзо-
тическими» квантовыми числами (например, мезо-
нов с изоспином 2 или гиперонов со странностью
+1) и что все частицы принадлежат к простей-
шим представлениям группы SU (3): синглету,
октету или (для барионов) декаплету. Это на-
блюдение можно понимать и так: все мезонные
состояния (резонансы и полюса Редже) построены
из пары кварк-антикварк (qq), а барионные состоя-
ния — из трех кварков (qqq). Разумеется, сточки
зрения квантовой теории поля, в частице с необхо-
димостью присутствует также неопределенное
число «виртуальных пар» qq, однако они так свя-
заны, что не меняют полных квантовых чисел си-

стемы. Можно предположить, что во всех сильных взаимодействиях частиц
основную роль играют промежуточные состояния того же типа (qq или qqq).
(Кроме этого, в упругом рассеянии доминирует дифракция, обусловленная
обменом полюсом Померанчука; эту составляющую следует учитывать
отдельно.) Это предположение выражается с помощью простых диаграмм

Рис. 1. Диаграмма Фейн-
мана типа «рыбачья

сеть».
Виртуальные импульсы, цир-
кулирующие в каждом из
контуров, считаются ма-

лыми

Рис. 2. Рассеяние частиц как процесс взаимодействия кварков.
Диаграммы Харари — Рознера' а) я+и-->-я+я-, дуальность s- и t-каналов; б) лгр -»• ря~, дуаль-
ность s- и «-каналов, диаграмма существенна в рассеянии назад; в) ял -» я я я , пример неупругого

процесса (и и d на диаграммах —«протонный» и «нейтронный» кварки).

типа рис. 2, называемых диаграммами Харари —• Рознера, которые, по
определению, не содержат виртуальных кварковых петель, а также пере-
сечений кварковых линий, т. е. являются «плоскими». Независимо от
деталей кварковой динамики и точности ££7(3)-симметрии, такая картина
приводит к ряду качественных предсказаний, которые, как правило,
согласуются с опытом. G другой стороны, диаграммы Харари — Рознера
наглядно выражают дуальность, если ограничиться в каждом канале
лишь одночастичными «разрешенными» (qq или qqq) промежуточными
состояниями.

Оба подхода, партонный и кварковый, не противоречат друг другу,
если считать, что на диаграмме Фейнмана рис. 1 граничные линии описы-
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вают движение кварков, а внутренние линии — связывающие их вир-
туальные частицы («глюоны»). Особенно наглядная картина получается,
•если представлять глюоны в виде пары кварк-антикварк и отождествить
понятия «КЕарк» и «партон». Мезон представляется как цепочка {qqqq ... q),
в которой взаимодействуют лишь «соседние» (в импульсном пространстве)
пары qq. Каждый кварк —«двухвалентный», поэтому за взаимодействие
•с другими частицами отвечают
лишь крайние кварки. Схема - ^
л+лг-рассеяния изображена на в
рис. 3. Цепочка может пребывать ч >>°
в возбужденном состоянии (резо-
нанс). Изменение длины цепочки р

под внешним воздействием при- • вы-
водит к изменению числа частиц, оЩ^ о '
в то время как средняя плотность *.# © •*
массы на единицу длины опреде- * п п & X
ляется локальной динамикой и не / п
меняется. Эта плотность, имею- ^ 5) i)
щая размерность нг2с/Й, — основ-
ная константа теории, связанная, Р и с > 3_ Р а с с е я н и е м е 3 0 нов:
Как будет п о к а з а н о , С наКЛОНОМ а)Кварковые цепочки сталкиваются и сцепляются
Т р а е к т о р и и Р е д ж е <Х . концами; б) промежуточное состояние — единая

тт л цепочка, в) разрыв цепочки и разлет мезонов.
Диаграмма рис. 1 приводит к

дуальной амплитуде в пределе бес-
конечного числа виртуальных частиц и при условии, что все виртуальные
импульсы малы по сравнению с массами. Рождение пары qq с большим
относительным импульсом следует интерпретировать как разрыв цепочки.
Существуют соображения в пользу того, что это сравнительно маловероят-
ный процесс. Это утверждение можно рассматривать как довод в пользу
ДМ, так как оно объясняет, почему доминируют промежуточные состоя-
ния, содержащие один резонанс.

д ) Р е л я т и в и с т с к а я с т р у н а к а к м о д е л ь а д р о н а

Плоский характер дуальных диаграмм указывает на то, что поле,
переносящее взаимодействие между кварками, по какой-то причине
сосредоточено в узкой области пространства вблизи линии, соединяющей
кварки. С другой стороны, присущий ДМ эквидистантный характер спек-
тра естественно интерпретировать как результат возбуждения большого
числа гармонических осцилляторов с кратными частотами. Классиче-
ская система такого рода — упругая струна. Так появилось представле-
ние о том, что частицы — это квантовые состояния одномерной непрерыв-
ной системы 1 7 " 1 9 . Возникла задача классического и квантового описания
релятивистской одномерной структуры —«струны».

Классический лагранжиан релятивистской струны в связи с ДМ был впервые
написан Намбу 2 0 и затем проанализирован в ряде работ японских физиков 2 1 - 2 8 .
Метод квантования был предложен в работе Годдара и др. 2 4 . Помимо модели, описы-
вающей взаимодействие скалярных частиц с помощью обобщенных амплитуд Вене-
-циано, существуют другие ДМ, в частности, модель Шапиро — Вирасоро (см. 25> 2 6 ) ,
обладающая «неплоской» дуальностью, и «фермионные» модели Неве — Шварца а 7

и Района 2 8 . Модель Шапиро — Вирасоро естественно возникает при рассмотрении
замкнутой струны а 9 . «Фермионные» модели получаются из струны с распределенным
спином. Идея о построении цепочки из партонов со спином V2 была высказана еще
Аароновым и др. 3 0 . Последовательная теория спиновой струны развита в работе
Ивасаки и Киккавы s l . Следующий шаг — теория взаимодействия струн, которая была
разработана Мандельстамом на основе метода функционального интегрирования для
обычных 3 2 и спиновых 3 3 струн.
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Таким образом, к настоящему времени основные результаты, полу-
ченные в ДМ, воспроизведены на основе теории релятивистских струн»
Благодаря этому, возможно, удастся лучше понять физический смысл
гипотез, приводящих к ДМ, а также обойти присущие им трудности.
Заметим, что формальное тождество ДМ и теории струн не было полной
неожиданностью, так как возможность перевода ДМ на язык квантовой
теории поля с одним пространственным измерением известна достаточно-
давно3*, а введение струн позволило лишь отождествить это измерение-
с линией в обычном пространстве35.

Механический образ, который приводит к дуальной теории и является
идеализацией кварко-партонной цепи, следовало бы называть не «стру-
ной» (string), длину которой мы привыкли считать неменяющейся, а пру-
жиной. Будет показано, что этот объект похож на ту «пружину», амери-
канскую игрушку «slinky», которая используется в учебнике Крауфор-
д а 3 8 для изображения волновых явлений. Это спираль из тонкой упругой
проволоки, состоящая из большого числа витков. В равновесном состоя-
нии покоящаяся пружина сжимается в отрезок, длиной в несколько
сантиметров, но ее можно без необратимых изменений растянуть до длины,
в несколько метров. Отсутствие поперечной упругости и большой диапазон
упругих растяжений делают ее реакции на внешние силы неожиданными
и забавными; в частности, название «slinky» связано с тем, что она легко
и быстро обходит препятствия, «крадется». При растяжении пружины до-
длины L возникает сила натяжения Т = к (L —Z), где I —начальная
длина, % — коэффициент жесткости. При достаточно больших деформа-

циях L >̂ Z, сила пропорциональна длине, и могут
возникнуть гармонические колебания с немалой
амплитудой. Идеализируя, при малых I можно
считать такую пружину моделью материальной
точки с внутренней структурой, которая возбуж-
дается при внешних воздействиях. Чтобы приме-
нить эту модель к элементарным частицам, сле-
дует также предположить, что проволока не-
только бесконечно тонка, но и бесконечно легка,
так что «собственная масса» пружины равна нулю.
При этом,-конечно, необходимо работать в рамках
теории относительности. При растяжении появ-
ляется упругая энергия, т. е. распределенная

„ масса. В дальнейшем мы, однако, не будем откло-
трИивИаПьноеСТе™тояние" няться от общепринятого термина «струна»,
струны—главная траек- Для свободной струны (в отсутствие внеш-

тория Редже. него поля) простейшее нетривиальное состояние-
изображено на рис. 4. Концы струны не растя-

нуты, поэтому они имеют нулевую массу и движутся со скоростью света
центростремительная сила создается упругостью. Состояние такой стру-
ны полностью определяется ее длиной. При этом возникает важное соот-
ношение между массой и угловым моментом / = а'М2 (а' — константа,
теории). При квантовании / (а также М и длина струны) принимает лишь
дискретные значения; кроме того, появляется новая постоянная осо, так
что / = а'М2 + aoh. Такова наглядная интерпретация семейства частиц,
лежащих на главной траектории Редже. Более сложные состояния описа-
ны в гл. 3.

Появление в этой модели линейной траектории Редже можно пояс-
нить следующим качественным рассуждением. Полная энергия струны
Мсъ складывается из упругой потенциальной энергии и кинетической
энергии внутреннего движения. Естественно считать, что оба члена —
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одного порядка (как обычно в стационарных системах) и что упругая энер-
гия пропорциональна длине, при этом М~ L. С другой стороны, J~ PL,
где Р —эффективный импульс вращательного движения. Так как концы
струны движутся со скоростью света, то Р ~ Мс, и потому / ~ ML~ Мг.
В квантовом случае в энергию следует включить также вклад от нулевых
колебаний hnv/2, где п — эффективное число осцилляторов, v — характер-
ная частота. Так как колебание распространяется по струне со скоростью
света, т о ^ ~ c/L и М~ L + $Ь~г, где р —некоторая константа. Если
второй член здесь меньше первого, то J~ ML~ M2 + (Йао/а'), где
а о ~ р.

Взаимодействие частиц и резонансов изображается разрывом струн
или их склеиванием. Распады резонансов описываются следующим обра-
зом: струна длины Lo рвется на две, с длинами L\ и L2, те рвутся в свою
очередь, пока не образуется некоторое количество струн, сжатых в комо-
чек, лишенных массы и несущихся со скоростью света. При разрыве1

происходит частичное сжатие и упругая энергия переходит в кинетиче-
скую энергию разлета. Такая картина отвечает представлению о каскад-
ном механизме распада резонансов. Например, Л2-мезон (масса 1340 Мэв/с2}
распадается в основном по схеме А%->- ря->- (яя) я . Несколько труднее
представить себе обратный процесс — склеивание струн. При столкнове-
нии две струны сцепляются концами и существуют в виде одной струны
до разрыва, возможно уже в другом месте. Так описывается бинарный
процесс — рассеяние двух частиц (или резонансов) (см. рис. 2 и 3). Разу-
меется, в классической механике трудно представить себе контактное
взаимодействие — столкновение двух материальных точек, концов струн.
Однако в квантовой теории это вполне естественно, достаточно вспомнить,
например, ve-рассеяние в теории Ферми. Пучок частиц с определенным
импульсом в силу соотношения неопределенности описывается волновой
функцией, распределенной по широкой области пространства. Поэтому
возникает не малая амплитуда вероятности встречи двух частиц в одной
точке. Это соображение справедливо в любой локальной теории и вполне
применимо к взаимодействию концов струн. Следует отметить, кстати,,
что и разрыв, как любой спонтанный процесс, выходит за рамки класси-
ческой механики.

Чрезвычайно важно, что, исходя из описанных наглядных соображе-
ний и применяя современный аппарат квантовой теории, удалось вычис-
лить амплитуды взаимодействия и получить формулы дуальной теории
(этот результат принадлежит Мандельстаму). Конечно, полюсный харак-
тер амплитуды взаимодействия заранее очевиден, так как здесь промежу-
точное состояние — это струна с эквидистантным дискретным спектром.
Нетривиальна однако кроссинг-симметрия амплитуды. Существенно также
то, что с помощью струн воспроизводится вся дуальная теория,' вместе
с поправками на многочастичные промежуточные состояния (виртуальные
резонансные петли). Интерпретация вклада двухрезонансного промежу-
точного состояния в процессе рассеяния особенно проста: струна рвется,
затем обрывки склеиваются, и лишь затем происходит окончательный
разрыв (подробнее см. в гл. 2).

Несмотря на кажущуюся простоту, теория струны отнюдь не три-
виальна. Наличие бесконечного числа степеней свободы приводит к труд-
ностям при квантовании. Более того, несмотря на изобретение нескольких
новых вариантов, до сих пор никому не удалось найти такую классиче-
скую модель нелокальной одномерной системы, которую можно было бы
проквантовать непротиворечивым образом. Так обнаруженные ранее
принципиальные трудности дуальных моделей приобрели ясную физиче-
скую интерпретацию.
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Помимо возможного применения к физике сильных взаимодействий,
релятивистская струна очень интересна с чисто теоретической точки зре-
ния. Это красивый пример нелокальной релятивистской системы, который
построен как естественное обобщение механики материальной точки.
Возникающие при квантовании трудности специфичны для квантовой тео-
рии поля, простейшим двумерным вариантом которой является механика
струны, и связаны с наличием таких типичных особенностей современной
теории, как неабелева калибровочная группа и швингеровские члены
в алгебре токов (см. об этом в гл. 4).

е) С о д е р ж а н и е о б з о р а

В гл. 2 приведены основные результаты, относящиеся к дуальной
модели Венециано и ее модификациям. Этот раздел, как правило, не
содержит доказательств, а лишь описывает качественные особенности
теории. Гл. 3 содержит классическую теорию релятивистской струны.
Основное внимание уделяется вопросам, важным для построения кван-
товой теории, — каноническому формализму и конформной симметрии.
В гл. 4 описано каноническое квантование и показано, что квантовая
теория непротиворечива лишь при специальных условиях на характер
спектра и в 26-мерном пространстве. Гл. 5 посвящена классической и кван-
товой теории струны с распределенным спином. Для описания спиновых
степеней свободы в классической теории необходимо введение антиком-
мутиру'ющих классических переменных, т. е. механики на алгебре Грасс-
мана. Изложена теория классической частицы со спином. Спиновая струна
строится как ее естественное обобщение. Квантование в этом случае
непротиворечиво лишь в 10-мерном пространстве. В гл. 6 показано,
как с помощью интегралов по траекториям строятся квантовые амплитуды
взаимодействия струн и воспроизводятся ДМ. Некоторые вопросы, слож-
ные с технической точки зрения, вынесены в приложения.

Ряд интересных проблем выходит за рамки настоящего обзора.
Первая из них — по какой причине полевая энергия оказываете^ скон-
центрированной в узкой, почти одномерной, области пространства, иными
словами, вопрос о «микроструктуре» струны. Высказывалось мнение, что
такая ситуация может возникнуть в теориях поля, допускающих спон-
танное нарушение симметрии37. Появление образований типа струны
связывают с такими вопросами, как «запирание кварков» (quark confine-
ment) и инфракрасные расходимости в теории векторных мезонов типа
Янга — Миллса. Обсуждение этих идей можно найти в работах3 8"4 2.

Спонтанное нарушение симметрии дуальных моделей, связанной
с вырождением резонансов по массе и спину, может существенно изменить
существующие представления и сделать теорию более реалистичной. Этот
подход к дуальности и ее кварковой интерпретации разрабатывается
Волковым и др. 43- 4 4, Бардакчи и Гальперном 45> 4 6 .

В дуальных теориях типа модели Венециано, которые интерпрети-
руются с помощью взаимодействующих струн, адронные резонансы имеют
в первом приближении нулевую ширину. В настоящем обзоре не обсуж-
даются такие модификации дуальной теории^ которые связаны с отказом
от приближения нулевых ширин. В подобных моделях уже затравочные
амплитуды имеют точки ветвления, требуемые условием унитарности.
Детально разработанным примером такой теории является построение
дуальных амплитуд с мандельстамовской аналитичностью *7. Введение
конечных ширин в дуальные амплитуды приводит к интересным предска-
заниям для наблюдаемых резонансов 4 8 .
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Дуальные теории с бесконечно узкими резонансами не могут пока
претендовать на реалистическое описание наблюдаемых частиц; их достоин-
ствами являются наглядность пространственно-временной картины взаи-
модействий и математическая красота.

2. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ДУАЛЬНЫХ МОДЕЛЕЙ *)

а) П о с т р о е н и е д у а л ь н ы х а м п л и т у д

Рассмотрим упругое рассеяние тождественных скалярных частиц. Простейшая
ДМ, предложенная Венециано 4 9 , состоит в том, что амплитуда рассеяния представляет-
ся в виде

A(s, t, u) = gZ[V(s, t) + V(t, u) + 7(u, »)],

Г (-«(»)) Г (-«(*)) . ( ) ) <2Л>

где a (z) = a 0 + a'z; g, a 0, a' — константы; s, t, и — переменные Мандельстама;
Г и В — известные функции Эйлера. В случае рассеяния нетождественных частиц
коэффициенты при V для разных каналов, а также параметры а 0 для функций a (s),
« (t), а (и), могут различаться. Однако «параметр наклона» а' должен быть универсаль-
ным. При a (s) = 0, 1, 2, . . . функция V (s, t) имеет простые полюсы с вычетами, поли-
номиально зависящими от t. Особенно симметричный вид принимает амплитуда при
дополнительном условии

а = a (s) + a (t) + а (и) = За0 + 4а'[х2 = — 1, (2.2)

где [х — масса сталкивающихся частиц. В' этом случае амплитуда (2.1) приводится
к виду

A(s,t,u) = S-gZ J[ [cos (i-то (*)) Г(-а (*))]. (2.3)
z—s, t, и

На первый взгляд условие (2.2) кажется нереалистичным. Действительно, если потре-
бовать, чтобы первый полюс амплитуды рассеяния соответствовал внешней частице,
т. е. а (р,2) = 0, то из (2.2) следует а 0 = 1, ц2 = — 1/а'. Разумеется, частица с мни-
мой массой, «тахион»,— большой недостаток модели. Однако, как будет'видно в даль-
нейшем, условие а0 = 1 является весьма привлекательным и даже необходимым
в этом варианте ДМ.

Амплитуда (2.1) является решением следующей задачи. Найти симметричную
•функцию двух переменных, обладающую следующими свойствами (их совокупность
и называется дуальностью); а) отсутствие иных сингулярностей по каждой из пере-
менных, кроме полюсов на вещественной полуоси; б) вычет в каждом полюсе по одной
из переменных является полиномом по другой переменной. Как показал Кун 6 0 , фор-
мула (2.1) дает единственное элементарное решение этой задачи * * ) , если отбросить
модель с логарифмическими траекториями полюсов, которая обладает некоторыми
недостатками. Следствиями требования дуальности являются: а) эквидистантный
характер спектра: полюсы в точках s = м\ ^ (к — ao)/a', к = 0, 1, . . .; б) линейная
связь между квадратом массы и спином, так как вычет в к-м полюсе по переменной s,
Rk (t), является полиномом &-й степени по t; в) наличие вырождения по массе состо-
яний с разными моментами, так как Л^ (t) не сводится к Р^ (cos 6), где cos 6 =
= 1 + 2 г (Мк — 4[х2)"1; г) степенная «реджевская» асимптотика при |s[—>-oo, a r g s > 0 :
V со exp [a (t) In s].

Многочастичные дуальные амплитуды строятся, исходя из требования «плоской
дуальности», обобщающего указанные свойства 4-частичной амплитуды, т. е. меромор-
фность и полиномиальный характер вычетов. Точнее, пусть VN (р1? . . ., pN) — инва-
риантная функция импульсов N частиц, рг + • - •+ Рдг = 0 (рис. 5), симметричная

*) Читатель, знакомый с ДМ или не интересующийся приложением теории реля-
тивистских струн к сильным взаимодействиям, может пропустить эту главу.

**) Общее решение имеет вид суммы членов вида (2.1) с заменой a (s) -»- a (s) — т,
a. (t) —>- a (t) — re; га, п — положительные целые числа (см. формулу (А.5) в прило-
жении А). -
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относительно циклических перестановок своих аргументов. Можно считать, что Ук

зависит только от инвариантных переменных вида smn = (рт+1 + . . . - ) - рп)
2 ~

— (Рп+1 + • • •+ Рт)2- Каждая из этих переменных
отвечает определенному каналу — реакции перехода
(га — т) частиц в (TV — га + т). Плоская дуальность
формулируется в виде требований: a) VN не имеет иных
особенностей, кроме полюсов по переменным smn:

(2.4>

к ~~-
б) вычеты в этих полюсах не имеют особенностей по
«поперечным» переменным sm'n>, где т' < т и га' < п
(или т! > га, га' > т). Функции, обладающие этими

Рис. 5. TV-частичная апм- свойствами, были найдены (см., например, работу
литуда взаимодействия. Гебеля и Сакиты6 1), и для них было построено явно
Сечение диаграммы отвечает симметричное интегральное представление 6 2 (см. также-

каналу взаимодействия. приложение А). Необходимо, однако, было проверить,
что подобный чисто аналитический подход приводит

к амплитудам, не противоречащим унитарности (разумеется, в принятой в ДМ
одночастичной форме). Такая проверка была сделана в работе Фубини и Венециано 5 S ,
и при этом выяснились новые важные свойства спектра частиц.

б) С п е к т р о д н о ч а с т и ч н ы х с о с т о я н и й

Полюсы амплитуд интерпретируются как резонансы. Поэтому, очевидно, следует
считать, что положение полюсов для всех амплитуд совпадает, т. е.

h— Jp > \*""f

как и в простейшем случае (2.1). Из унитарности же следует, что вычет в полюсе должен
иметь вид произведения матричных элементов перехода или, при наличии вырожде-
ния,— суммы таких произведений:

k

1=0 v '" 1 ' " ' 1

здесь Т1-1' v ) — неприводимый тензор *) ранга I, т. е. I — угловой момент резонанса,
v — индекс, связанный с дополнительным вырождением. Как функции импульсов,,
тензоры r ^ ) V ) обладают теми же свойствами дуальности, что и амплитуда в целом,.
в частности, они имеют полюсные особенности по своим «внутренним» инвариантным
переменным. Весьма существенно, что разложение (2.6) справедливо для любого
вычета любой амплитуды, причем Г ( г ' ^ — универсальная система тензорных функ-
ций. Первоначальное доказательство 5 3 этого факта было весьма громоздким. Его уда-
лось существенно упростить6 4 путем введения операторного формализма. Однако
факторизация вычета (формула (2.6)) получается ценой мощнейшего вырождения:
число членов в, сумме быстро растет с ростом к.

Это обстоятельство нетрудно понять. При заданном I неприводимые тензоры
T^l'v) (рг, . . ., pj) различаются прежде всего тем, каким образом их индексы [х1; . . ~
. . . ., Иг распределены между их векторными аргументами рг, . . ., pj. (Так как мы рас-
сматриваем амплитуды с произвольным числом частиц, то всегда можно считать, что
/ > I.) Таким образом, грубо говоря, число различных тензоров Т^1' ^ (при заданном I)
равно числу представлений числа I в виде суммы целых чисел, Р (Г). Эта классическая
задача теории чисел давно решена; известно, в частности 6 6 , что при больших I P (I) ~
~ cl'1 exp (vV"O> гД е с и Y — некоторые константы. Таким образом, для каждого зна-
чения массы Mh существует некоторое число резонансов D (к), которое быстро растет
с ростом к (и массы) D (к) ~ ехр (у)/к).

И все же проблему не удалось решить до конца. С точки зрения унитарности
необходимо, чтобы для упругих переходов вычеты были положительны, т. е. чтобы
оператор Rk с матричными элементами (2.6) был положительно определенным. Иными
словами, среди резонансов не должно быть «призраков», состояний с отрицательной

*) Неприводимыми называются симметричные тензоры, свертка которых по*
любой паре индексов равна нулю.
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нормой. Между тем псевдоевклидова метрика приводит к тому, что в тензорной сверт-
ке (2.6) присутствуют отрицательные члены, связанные с энергетическими компонен-
тами импульсов. Эти члены не приведут к появлению призраков только при условии,
что они компенсируются вкладом пространственных компонент импульсов. Анализ
показал (см. подробнее в обзоре Шварца 6 ) , что для универсального устранения призра-
ков необходимо условие а 0 = 1. Это не очень приятное ограничение, так как нельзя
отождествить внешние скалярные частицы с основным состоянием, лежащим на траек-
тории a (s) (к ~ 0). В теории присутствует также безмассовая частица со спином 1
(сильнодействующий «фотон»). При М2 = 1/а' имеется пара вырожденных состояний—•
частицы со спинами 2 и 0. При Мг = 2,1а! — состояние со спином 3 и два состояния
со спином 1 и противоположными четностями и т. д. В полностью симметризованной
.амплитуде (2.1) нечетные полюсы уничтожаются. Однако резонансы с нечетными спина-
ми присутствуют в многочастичных амплитудах.

Описанная картина мало похожа на наблюдаемый спектр резонансов. Тем не
менее, едва ли в этом подходе можно отказаться от условия а0 = 1. Формальная при-
чина этого в том, что при ос0 = 1 дуальные амплитуды обладают мощной дополнитель-
ной симметрией, связанной с алгеброй Ли, найденной Вирасоро 5 6 (см. приложение В),
которая позволяет исключить временные компоненты.

Неудовлетворение, которое вызывает описанная здесь простейшая модель, было
одной из причин того, что появились более сложные ДМ, в которых, однако, также пока
не удалось преодолеть присущих этому подходу трудностей.

в) В ы с ш и е п о р я д к и и р а з л и ч н ы е м о д и ф и к а ц и и д у а л ь н о й

т е о р и и

Простейшие дуальные амплитуды вида (2.1) могут претендовать на описание вкла-
да одночастичных промежуточных состояний (рис. 6). Итерация полюсных амплитуд
в принципе должна приводить к учету более сложных промежуточных состояний

Рис. 6. Амплитуда взаимоцейст- Рис. 7. Двухрезонан- р и с . 8. «Однопетлевая»
вия как сумма по резонансам (по- сное промежуточное диаграмма дуальной тео-

люсное приближение). состояние. рии.
Волнистая линия — беско-
нечная последовательность

резонансов.

(рис. 7). Как было показано в работах Киккавы и др. 5 7 > 6 8 (см. также в обзоре 5 ) , можно
построить последовательную теорию итерации дуальных амплитуд, аналогичную тео-
рию возмущений, представляя амплитуды взаимодействия в виде рядов с членами,
изображаемыми диаграммами типа Фейнмана (рис. 8).

Заметим, кстати, что эти ряды буквально переходят в ряды теории возмущения
обыкновенной квантовой теории поля при g% = а'Я2 -*• 0, Я — фиксировано. Действи-
тельно, легко видеть (см. приложение А), что

Jim gW (s, i ) = —A.2 [(«—ilf2)-i_f-(*—№)-i], (2.7)

где М2 = — «(/«', т. е. в этом пределе амплитуда Венециано сводится к борновской
амплитуде теории скалярного поля с взаимодействием Хц>3. Можно показать (см. рабо-
ты 59-61^ ч т 0 е с л и а0 = 1, то пределом является безмассовая скалярная электродинами-
ка, а при а0 = 2 (модель Вирасоро)— теория типа гравитации. Наглядным указанием
на возможность подобного предельного перехода является то, что при а' -> 0 расстоя-
ние между полюсами стремится к бесконечности, и из всего семейства резонансов
остается лишь низшее состояние.

Сложные (неполюсные) дуально-резонансные диаграммы также можно интерпрети-
тировать с помощью обыкновенных фейнмановских диаграмм (рис. 9), как указано
в работе Фэрли и Нильсена 6 2 (см. также в связи G ЭТИМ В работах 3 4 , 6 3 ) . Таким обрааом,
разложение по числу-резонансных петель соответствует выделению классов диаграмм
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Фейнмана, характеризуемых заданным числом контуров, по которым протекает не-
малый виртуальный импульс. На языке кварков и глюонов резонансный петле соот-

ветствует виртуальное рождение пары
кварк-антикварк (рис. 10).

В принципе, можно вычислить дуаль-
но-резонансную диаграмму с любым коли-
чеством петель, хотя это вычисление далеко
не так просто, как для диаграммы Фейнма-
на. Однако анализ показывает, что полу-
чаемое таким образом разложение не содер-
жит параметра малости, и каждый новый
член радикально меняет амплитуду. В част-
ности, уже в однопетлевом приближении
(см. рис. 8) возникают весьма сложные
особенности 6 4 , и от простой дуальной

картины не остается и следа. Примечательно, однако, что в однопетлевом приближении
можно получить амплитуду, не имеющую особенностей, кроме простых полюсов,
лежащих на новой («петлевой») линейной траектории

+

Рис. 9. Диаграммы Фейнмана для одно-
петлевой дуальной диаграммы.

1

(2.8)

если размерность пространства равна 26 (см. в 6 ) . Получаемая при этом амплитуда

Рис. 10. Кварковая интерпретация для диаграммы рис. 8.

полностью симметрична и приводится к виду, предложенному ранее Вжрасоро2 5.
Амплитуда Вирасоро

Г (-(1/2) a (z))
W{s,t,u)-gw

Z=S, t, U

где а = a (s) + a (t) -\- а (и), содержит полюсы в каждом из трех каналов, т. е. обла-
дает «неплоской» дуальностью. При а = — 1 амплитуда W приводится к виду (2.1)
(или (2.3)), если g\y = §2/"|/зх. Однако более подходящим для амплитуды (2.9) является
условие а = — 2, которое находится в согласии с уравнением (2.8) при а 0 = 1, если
для внешних частиц |ла = — 4/<х'. Для траектории вида

a (s) = 2 -f — a's

в модели Вирасоро не возникает призрачных состояний (как в модели Венециано при
<х0 = 1), причем для амплитуды многочастичного взаимодействия может быть написано
симметричное и полностью дуальное интегральное представление (см. приложение А).
Как отметил Шапиро 2 5 , амплитуда (2.9) может быть получена из диаграммы Фейнмана
с малыми виртуальными импульсами (как диаграмма рис. 1), покрывающей замкнутую
поверхность.

Вульгарная интерпретация изложенных результатов состоит в следующем.
Траектории, входящие в амплитуду Венециано (2.1), соответствуют физическим мезо-
нам (например, р-мезонам). Резонансы, присутствующие в амплитуде Вирасоро (2.9),—
двухчастичные, связанные состояния «р-мезонных» резонансов, лежат на вакуумной
траектории, которая имеет вдвое более высокую точку пересечения с осью ординат
и вдвое меньший наклон (согласно формуле (2.8)). Такая концепция казалась привлека-
тельной, так как экспериментально «установлено», что- для вакуумной траектории
<4Р)да 1, а р » 0,5 Гэв'2, а для р-мезонной — а!о

р) да 0,5, арда 1 Гэв~2. Не следует,
однако, забывать, что согласованная теория получается лишь при условии, что сцр' =

= 1 и... в 26-мерном пространстве!
Тот факт, что простейшие ДМ типа Венециано (или Вирасоро) избавляются от

некоторых из своих недостатков в 26-мерном пространстве, указывает на то, что в тео-
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рию следует ввести какие-то дополнительные степени свободы, которые приняли бы
на себя функции части пространственных компонент. Это наводящее соображение ока-
зывается вполне справедливым: вводя для классификации состояний новые квантовые
числа, удается понизить критическую размерность пространства. Наиболее прямой
(но отнюдь не тривиальный) способ — введение внутренней симметрии относительно
группы SU (N), модель Бардакчи — Гальперна 6 6 (см. также работы в 7 и обзор Швар-
ца 6 ) . Критическая размерность при этом понижается, del = 26 — N, однако модель
явно не реалистична.

Более интересное обобщение ДМ связано с введением дополнительных фермиев-
ских степеней свободы. Таким образом, в частности, удается построить ДМ для взаимо-
действия фермионов (модель Района28). С точки зрения кварковой картины, подоб-
ный подход для взаимодействия бозонов (модель Неве — Шварца 27) интерпретируется
просто как учет наличия у кварков спина V2. При этом возникают два семейства резо-
нансов, образованных парой кварк-антикварк в состояниях с полным спином 0 и 1
(«пионные» и «р-мезонные» траектории). Получаемые таким образом амплитуды мезон-
мезонного взаимодействия имеют ту же структуру, что и амплитуды Венециано (2.1).
В частности, для яя-рассеяния

_
«Г(1-ар(»))Г(1- Д р(0)

F(l-aD(s)~ap(t))
(2.10)

Однако спектр состояний отличается от спектра, описанного в разделе б) гл. 2. Напри-
мер, для наинизших состояний на траекториях получается (Хя= —112а', ftp = 0 (вместо
(х2 = — 1/а' в модели Венециано). Можно построить и непланарно-дуалъный вари-
ант 6 8 модели Неве — Шварца. Путем некоторой модификации 6 9- 7 1 теории Неве —
Шварца (введением дополнительной фермиевской переменной) удалось даже избавить-
ся от состояний с р.2 < 0 («тахионов»), однако и эта модель далека от сходства с реаль-
ностью. Критическая размерность для «спиновых» ДМ равна 10 (вместо 26). Для на-
глядной интерпретации моделей Неве — Шварца и Района используется представле-
ние о «струне» с распределенным спином, которая описана в гл. 5.

Модель

Венециано

Вирасоро

Рамон

Неве — Шварц

Добавление
внутренней
симметрии

Ведущая
траектория

a (в)

l + a's

Л

2+^o/s

Л

•j+a's

(р/): l+a's
(гссо): a's

Как в псхо

Спин
при

М = 0

1

2

л

1

1
0

дноп р

ной модели

Та-
хион,

—1

—4

Нет

уаль-

Крити-
ческая
раз-
мер-

ность,
d

26

26

10

10

d—N

Предел «' -* 0

Скалярная тео-
рия Хф3

Квантованная
гравитация

Безлгаесовая
электродина-
мика

Скалярная
электродина-
мика

Теория типа
Янга — Мил-
лса

Свойства струны

Свободная струна'

Замкнутая струна

Струна с распре-
деленным спи-
ном. На кон-
цах — кварки

Струна с распре-
деленным спи-
ном. На кон-
цах — кварк и
антикварк

Простая интер-
претация отсут-
ствует

В таблице приведены основные качественные характеристики дуальных моделей
(для модели Неве — Шварца тахионы отсутствуют лишь при соответствующей моди-
фикации 6 9 ~ 7 1 ).

Математический аппарат, необходимый для описания ДМ, очень формален и до-
вольно сложен. Введение релятивистских струн позволило сделать картину гораздо
более наглядной и доступной физической интуиции, а в некоторых случаях — и упро-
стить вычисления.
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3. РЕЛЯТИВИСТСКАЯ СТРУНА. КЛАССИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ

а) К и н е м а т и к а и в а р и а ц и о н н ы й п р и н ц и п

Движение точки в теории относительности изображается линией
в четырехмерном пространстве-времени: XVJ — х^ (т), где х —параметр,
меняющийся вдоль линии. Классическое действие для свободной мате-

иальной точки пропорционально длине дуги этой линии 7 2

tf=—m\jVx%d%, (3.1)

где т —масса точки; х^ = dxjdx —касательный вектор, лежащий

внутри светового конуса, ж2 > 0. Действие of инвариантно относительно
преобразований Лоренца и выбора параметра т. Обычно употребляют
один из двух способов параметризации: 1) т —«лабораторное» время,

х0 = х, ж2 = 1 — v2; 2) т — «собственное» время, х% = 4.
Рассмотрим одномерную материальную систему конечной длины,

точки которой характеризуются «внутренней координатой» о, 0 ^ а ^ а0.
Движение такой системы изображается двумерной поверхностью х^ (т, а)
в пространстве Минковского. Естественно, что особый интерес представ-
ляют системы, для которых действие инвариантно относительно выбора
параметров т, ст. Этим свойством обладает действие *), пропорциональное
площади области на поверхности, ограниченной линиями х = тг и х = Xf'.

= —А \ dx \ daV (xx'Y—'xH"1-, (3.2)

здесь А —константа размерности m-2, x^ — dxjdx, x\i = dx^lda. Под-
коренное выражение в (3.2) положительно, если поверхность — времени-
подобная, т. е. в любой ее точке существует касательный вектор, лежащий

внутри светового конуса * * ) . Кроме того, полагаем хг ^ 0, так что х можно
считать «внутренним временем». В принципе, можно рассматривать также
двух- и трехмерные системы ***) (см., например, работу 8 0 ) .

Очевидно, что действие (3.2) инвариантно относительно замены пере-
менных

х-+~х = / (т, а), о-> а = h (т, а), (3.3)

где / и h — произвольные дифференцируемые функции. Существенно
лишь, чтобы якобиан преобразования (3.3) нигде не обращался в нуль

*) До появления дуальных моделей и вызванного ими интереса к релятивистским
струнам лагранжианы вида (3.2) рассматривали Дирак 73, Барбашов и Черников 7*.
Кроме упомянутых.выше работ20-24, система, описываемая действием (3.2), изучалась
в статьях Чжана, Мансури и Намбу 76"77, Кониси78, Барбашова и Черникова79.

**) Произвольный вектор, касательный к поверхности, имеет вид у^ = ах^Л- Ьх^.
Часть поверхности лежит внутри светового конуса, если существуют два различных
нулевых вектора, г/2 = 0. Отсюда {хх'У — х2х'2 > 0.

***) При этом х^ = х^ (т, аг, а2) или х^ = хи (т, аъ а2, о3) действие имеет вид

JP = А [ dx { П da F,

где F2 = det|| (ж(а>ж(|3>) ||, а, Р = 0, 1, 2, 3, xf> = dxjdaa,-o0 m %.
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и чтобы граница поверхности имела прежний вид, т. е. h (т, 0) = 0,
h (т, а0) = (Го = const.

Удобно ввести на поверхности ортонормированную систему коорди-
нат, которая задается инвариантными условиями

(хх') = 0, х?=—х'2, (3.4а)

или, эквивалентно,

(' ± х'У = 0. (3.46)

Важной особенностью двумерной псевдоевклидовой поверхности является
то, что условия (3.4а) —(3.46) не полностью фиксируют систему параметров,
а лишь выделяют некоторый, и притом весьма широкий класс систем.
Легко видеть, что эти условия, а также граница поверхности, инвариант-
ны относительно преобразований вида

J = Tj + Т + g (Т + (Г) + g (Т — О),
а= а + g (т + а) — g (х — а), { ' >

где тх — константа, g (и) — произвольная периодическая функция g (и) =
= g (и + 2а0), такая, что д (%, а)/д (т, о) Ф 0, т. е.

2 ^ - + l g & 0 (3.6)

при любом и. Формулы (3.5) описывают конформное преобразование (см.
Приложение В).

Наиболее проста и наглядна «лабораторная» параметризация

жо = т, х о = 1 , , xt = vt, х'0 = 0, х1 = шг; (3.7а)

здесь v —скорость точки, w —вектор, касательный к кривой х (ж0, а),
| w j = dl/da, dl — элемент длины на этой кривой. Из условий (3.4)
следует

(vw) = 0, w2 = 1 — v2. (3.76)

Таким образом, скорость любой точки всегда направлена по нормали
к мгновенному положению кривой. Собственная длина кривой Lo и «лабо-
раторная» длина L (с учетом лоренцова сокращения) определяются фор-
мулами

о

= ( dl= \ yT^^cfo,

° „о (3.8)

Длина L, вообще говоря, не сохраняется в процессе движения. Дейст-

вие (3.2) имеет вид tf = — 1 L{x) dx, так что принцип минимума tf можно

рассматривать как комбинацию динамического принципа Гамильтона
для точек струны и статического условия минимальности длины L. Поэто-
му, вопреки установившейся терминологии, более правильно представ-
пять себе описываемую систему не в виде струны, а в виде тонкой и гибкой
пружины. Существенно, однако, что система является релятивистской.
В простейшем случае пружина имеет нулевую длину, нулевую массу
и летит со скоростью света. Нетривиальные решения описаны в следующем
разделе.

2 УФН, т. 121, вып. 3
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б) У р а в н е н и я д в и ж е н и я и з а к о н ы с о х р а н е н и я

Найдем изменение действия (3.2) при произвольнойЦвариации 8хц (т, а )
(разумеется, 8жй (тг) = Ьх^ {xf) — 0):

J Ц Ц ^ ) ( 1 ^ ) а = о ] (3.9)
где

(
Обозначим

Р^(т, 0) = - ^ - , n»{x,o) = -jj£-. (3.10),

Уравнения движения, отвечающие вариационному принципу bof = 0?
имеют вид

Граничные условия для свободной струны *) (вариация бжр, на концах —
произвольна), которые также следуют из (3.9), имеют вид ,

л* (т, 0) = я» (т, а0) = 0. (3.12>

Отметим, что из явного вида X следует

я 2 = —

и, в частности, при сг = 0, с 0 имеем х2 = 0. Иными словами, концы
струны движутся со скоростью света. Это вполне естественно, так как
система характеризуется нулевой плотностью массы покоя — масса у
системы в целом появляется в результате внутреннего движения и натя-
жений.

Инвариантность действия приводит к различным законам сохранения.
Используя равенство (3.9) при бх^ = const, получаем закон сохранения
полного импульса, который равен

P»=^p$dy, (3.14)
г

где Г — произвольная кривая, перерезающая поверхность, prdy ==
— pV-da — nv-dx. В частности, если Г — линия г = const, то prdy ==
== p^da. Разумеется, сохранение импульса (3.14) можно рассматривать-
и как тривиальное следствие уравнений (3.11), которые имеют вид закона
сохранения потока двумерного вектора (р, я) на поверхности (г, ст).
При ба;̂  = (й^уХ14 получаем из (3.9) сохраняющийся полный момент
импульса

/"« = J (Х*р1 - жМО dy. (3.15)
г

Будем использовать теперь ортогональную параметризацию (т, о)г

т. е. добавим к лагранжиану дополнительные условия (3.4). При этом
лагранжиан можно представить в явно конформно-инвариантном виде

1% = ±гА{х*~х'*), (3.16)

*) О замкнутой струне см. в разделе г).



РЕЛЯТИВИСТСКИЕ СТРУНЫ И ДУАЛЬНЫЕ МОДЕЛИ 3 9 5

а уравнения движения и граничные условия принимают особенно простой
вид *) :

'4-^=0, (3.17а)

x'v, (х, 0) = х» (г, <т0) = 0. (3.176)

В лабораторной параметризации (3.7) уравнение (3.17а) можно переписать
в виде второго закона Ньютона для элемента струны н,_

где р = А\^1 — v2 — линейная плотность массы, Т = ^4"|/l — v2 —
сила натяжения в данной точке, п — единичный касательный вектор.
Таким образом, точки струны, в которых натяжение равно нулю, дви-
жутся со скоростью света, так как плотность массы в этих точках также
равна нулю.

Общее решение задачи (3.17) имеет вид

*и (т, а) = гцт + f№ (т + о) + f/(x - a), (3.1»)

где Гц — постоянный вектор, / й (и) — дифференцируемая векторная функ-
ция, удовлетворяющая тождествам

U (и) = /ц (» + 2ст0), (3.20а)

(^ + 2 ^ - ) 2 = °- (3-206)

Первое следует из граничного условия (3.176), второе — из (3.46). Началь-
ные данные определяют функцию / й (и) на отрезке [—а0, а 0 ]:

|м|

U (») - \ [Ч (0, | и |) + s (и) j х (0, а) dor-r^u] ,

, , » ° (3-21)

Вектор гм связан с полным импульсом системы

X». (0, a) do = (Ла0)-* Р й . ^з.22)j
о

Отметим, что в лабораторной параметризации (3.7) /„ (и) = D, г еди-
ничный вектор с компонентами (1, 0, 0, 0), так что в этом случае,пара-
метр 0О просто связан с массой

М = 4 o V (3.23)

Рассмотрим один интересный частный случай. Пусть начальные
условия имеют вид

Ч (0, а) = atfW» cos озка, х\> (0, а) гд + F^ cos coNa,

*) Убедимся в том, что условия (3.4) согласуются с уравнениями движения. Ска-
лярные функции <р± = (x±x'f в силу уравнения (3.17а) удовлетворяют условию

<Р± = ±Ф±. Поэтому если ф ± = 0 при всех а в начальный момент т = т- то m =»л
при всех т и а. *' -±

12*
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Тогда из (3.4) следует, что

(rV) = (rW) = (VW) = О, г2 = — F 2 = -W2. (3.25a)

Выберем систему центра масс, Р = 0, Ро = М — полная масса, и введем
на поверхности (т, а) такие единицы измерения, чтобы получить «лабора-
торную» параметризацию (3.7). При этом

го = Аа0
(3.256)

V и W — единичные ортогональные векторы. Решение (3.19) принимает вид

, [ж0 {%, о) — х, х(тг, o) = o)^1cosft»JV0[WcoscoJVT + VsmcoiV'C]. (3.26)

Легко видеть, что эти формулы описывают струну, сложенную N раз
и принявшую вид прямолинейного отрезка, который вращается в плоско-
сти fV, W)j|BOKpyr своей середины с такой угловой скоростью, что его

концы движутся со скоростью света
(см, рис. 11). Вычислим угловой
момент / системы, пользуясь форму-
лой (3.15). Это вектор, направленный
по нормали к плоскости (V, W) и
имеющий длину

/ = (2nAN)-1M2. (3.27)

Таким образом, получается характер-
ная для дуальных моделей линейная
зависимость между угловым моментом
и квадратом массы (в классическом
пределе / ^> 1 или осо -н>-0). Теперь
очевидно, что фундаментальная кон-
станта А связана с наклоном траек-
тории Редже

Рис. 11. .Сложенная вращающаяся
струна — базисное решение |(3.26).

а) N = 1, б) N = 4.

А = (гяа')"1- (3.28)

Состояние с N = 1 отвечает главной
траектории, при N > 1 получаются

некоторые из резонансов, лежащих на «дочерних» траекториях. Напомним,
что величина А равна силе натяжения струны в точке с v = 0 (см.
формулу (3.18)). Если принять а' = mj2, то, переходя к обычным еди-
ницам, получаем А = трс

%/Хр = 1,6-10"3/1,3-10~13 эрг/см л; 13 т (кр =
2%hlm-pC — комптоновская длина волны протона). Замечая, что для
решений (3.26) У2 == cos2 cowo, найдем из (3.8) величины «лабораторной»
и «собственной» длин струны: L = ао/2 = М/2А, Lo = 2ао/я; длина
струны пропорциональнаее массе. Для решения (3.26) длина струны
сохраняется во времени.

в) Г а м и л ь т о н о в ф о р м а л и з м

Для канонического квантования необходимо найти гамильтониан,
соответствующий собственному времени т, переписать уравнения движе-
ния в форме Гамильтона и ввести алгебру скобок Пуассона. Из-за инва-
риантности относительно общих преобразований (3.3) исходный лагран-
жиан (3.9) описывает систему, вырожденную в смысле Дирака 8 1, так как
уравнение

р и(т, <т) = - ^ - (3.29)
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неразрешимо относительно х^. Легко видеть, что это уравнение приводит
к условиям *)

Ф ± (х, р)=в(р± Ах')* = 0. (3.30)

В соответствии с теорией Д и р а к а , плотность гамильтониана имеет в этом
случае вид^

^ «р_, (3.31)

где v± (о) — произвольные функции, выбор которых фиксирует «калибров-
ку». Первые два члена взаимно уничтожаются. Положим v+ = i?_ =
— —1/4А; тогда

H=\S6{x,p)da^ —i- J (-£- +Ax'z} da. (3.32)
о о

Скобки Пуассона для канонических переменных имеют обычный вид **)

{РиЮ, a;v(02)}p.B= — guv8(о-i— а2). (3.33)

Уравнения движения

эквивалентны (3.17а), и потому указанная калибровка совпадает с выбо-
ром ортонормированной системы координат на поверхности при усло-
виях (3.4).

Введем вместо а независимую переменную Э, —0О ^ 0 ^ 0О, и перей-
дем к новым динамическим переменным у^ (т, 6):

у„ (г, Э) s= \ [g^ (т, а) ± Ах» (т, а)] при 6 ^ + 0. (3.35)

Наложим граничные условия у^ (т, + 0 ) = у^ (т, —0) и у^ (т, о0) =
= Уу. (г> —°о)> эквивалентные (3.176). В этих переменных скобки Пуас-
сона принимают вид

{^ (во, J/V ( B 2 ) } P . B = | - Ag^v (6 i -e 2 ) , (3.36)

связи выражаются условием

t (6) = 0, (3.37)

гамильтониан и полный импульс равны

-СО

«о

Jо

Л1= J ^(0)^8- (3-39)
- f f o

Естественно интерпретировать i/̂  (8) как плотность обобщенного
импульса. «Соседние» точки взаимодействуют и это приводит к неканониче-

*) Аналогично, в случае материальной точки с действием (3.1) инвариантность
относительно выбора параметра т приводит к условию р2 = т?.

**) Используется метрика gB0 — 1, gftfe = —1 при ft = 1, 2, 3. Скобки Пуассона
определены согласно книгам 8 1>8 4.
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скому виду скобок Пуассона, и поэтому благодаря «контактному» харак-
теру взаимодействия гамильтониан имеет квазисвободный вид. Заметим,
что гамильтониан для точечной частицы, получаемый из действия (3.1)

при условии х2 = 1 (т — собственное время) рчавен Н = —(р а — т?)/2т
(см. приложение А в статье Фейнмана 8 2, а также работу Касальбуони
и др. 8 3 ) . Условия (3.37) означают тому, что струна сделана из «безмас-
совой» материи. Напомним, что в каждой точке струны заданы два
вектора, у^ (с) и у^ (—а), один из которых можно интерпретировать как
импульс партона, а другой — как импульс антипартона.

Отметим, что гамильтониан (3.38) определяет эволюцию динамиче-
ских переменных при изменении параметра т и не совпадает с энергией Р6

(формула (3.39)), которая определяет развитие системы во времени с точки
зрения внешнего наблюдателя.

Уравнения движения для гамильтониана (3.38)

М . ^ (3.40)

с граничным условием у^ (т, а0) = у^ (т, —а0) имеют простое решение

У» (т, в) = Г„ (т + в),
(3.41)

У/(») ЕЕЕ У]1 (0, U) в У „ ( » + 2О„).

Для дальнейшего полезна также еще одна замена переменных. Разложим
Ур, (0) в ряд Фурье:

У* (т, в) = -^ [ 2 ]
т*° (3.42)

с о т = ^ - , Ът = (<%)•;

здесь член с т = 0 выписан отдельно в соответствии с (3.39). Уравнения
движения в переменных ajjf и их решения имеют вид

аЪ = Шт<, (3-43)

а™(х) = а%еытх. (3.44)

Если рассматривать струну как колебательную систему с бесконечным
числом степеней свободы, то величины а™ аналогичны «нормальным пере-
менным» (см., например, 8 4 ) . Разумеется, решение (3.42), (3.44) можно
получить непосредственно из формулы (3.19), разлагая функцию /^ (и)
в ряд Фурье. Частное решение (3.26) отвечает начальному условию а™ == 0
цри т Ф 2V, т. е. возбуждению лишь iV-ro осциллятора.

Скобки Пуассона для нормальных переменных получаются из (3.36)

« ? , av}v.B = imgli.v8(m+n), (3.45)

где б (А;) = 0 при к Ф 0 и б (0) = 1. Специфика рассматриваемой системы
состоит в наличии связей. Разлагая левую часть уравнения (3.37) в ряд
Фурье, получим

^ = (2пА)~1 Р* + 2 («"О = °. (3-46а)
п>0

i - 0 . (3-466)
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Очевидно, что величины Lm (т) удовлетворяют уравнениям вида (3.43),
так что Lm {%) = Ameie>mX, где Л т — константы, и условия Lm = О не
противоречат уравнениям движения. Используя (3.45), находим

К, Ln}P.B = ima™+n, (3.47а)

{Lm, Ln}v.v = i(m— n)Lm+n- (3.476)

Так как скобки Пуассона для величин Lm линейно выражаются через
эти же величины (Lm образуют алгебру Ли), то условия (3.46) определяют
связи первого рода (по терминологии Дирака 81) и Lm являются генерато-
рами группы симметрии. Легко видеть, что это группа конформных преоб-
разований (3.5) (подробнее см. в приложении В).

Вещественные и мнимые части переменных а$ связаны с разложе-
нием в ряд Фурье импульсов и координат точек струны:

р» (%, а) = а"1 [Рп + (nA)1/z 2 al (t) cos <отв],
ф0

(3 48)
^ (т, о) = Х„. (х) + (пА) ~1/2 S (й»)"1 с% (т) cos com0.

Здесь Хр, — координата центра массы; из уравнений движения следует,
что Хц (т) = 9)1-1- xPJAa0, где q^ — постоянный вектор. Полный момент
вычисляется в новых переменных с помоа.ью (3.15)

/^«(X^v-XvP^ + i 2 тг\{а%а;п-а™а»т). (3.49)
т>0

Первый член здесь — орбитальный момент струны как целого, второй
член — полный спин, связанный с внутренним движением. Согласно
формуле (3.46а) масса струны равна

М*= -2пА 2 (ата-т). (3.50)
™>о

г) З а м к н у т а я с т р у н а

Описанная в предыдущих разделах теория легко переносится на систему, изо-
бражаемую замкнутой линией в пространстве. Такая система представляет интерес
в связи с моделью Шапиро — Вирасоро. Будем считать, что в случае замкнутой стру-
ны параметр а меняется в интервале [—ст0, сг0], так что х^ (—а0) — х^ (ст0). Уравнения
движения (3.11) остаются справедливыми. При варьировании действия следует поло-
жить бжу, (а0) = бхц (—о-0), тогда условие экстремума приводит вместо (3.12) к усло-
вию Яу (0О) = Яц (—0О). Таким образом, в ортогональной системе координат (3.4)
•справедливо уравнение (3.17а) с граничными условиями

*м.(т' <*о) = яц(т, — его), a^(T, ao)=x'll(t, — а0). (3.51)

Общее решение вместо (3.19) принимает вид

% (т, а) = ГцТ+/(ц+) (т+ог) + /£> (т-ет), (3.52)
где

4 ± ) {±) (3.53а)

Функции /ц (и) на отрезке [—а0, а0] и вектор г^ находятся из начальных условий

жц (0, a) da,

~°° (3.54)
а

1г; (±о) = -%г\ % (0, 0) ± j [^ (O,Eor')-r,J<fo' ^ .
о
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Аналогично (3.35), можно ввести новые переменные в фазовом пространстве

у^ (0) = -j [pj, (а) ± Ах' (а)], - а 0 < а < а0.

Тогда общее решение (3.52) запишется в виде

2 4
(т) = [ а ( ц ± Ь т (т)]* = a

(3.55>

(3.56)

Полный импульс Рц = Р(ц + Pji . Таким образом, возникают две независимые сово-
купности нормальных переменных а'+> и а<~>, и, соответственно, две системы связей
вида (3.46), £^> и £fc'- Полный гамильтониан имеет вид Н = —it (£(

0
+> + ZJ~>)/2(x0.

Замкнутая струна обладает всеми решениями, которые существуют для незам-
кнутой струны. Они получаются, если «сложить» струну и потребовать, чтобы точки

сгиба имели скорость света (натяжение в точках сгиба равно
нулю). Это отвечает таким начальным условиям, для которых
/(1 (и) = fy, (и). В частности, получаются «линейные траектории»,
описываемые формулой (3.27), однако для ведущей траектории
(рис. 12) теперь N = 2. Эффективно это приводит к вдвое мень-
шему наклону, в полном согласии с представлениями, изложен-
ными в разделе в) гл. 2 (см. формулу (2.8)).

У замкнутой струны имеются также и специфические
решения (см. подробнее в работе Барбашова и Черникова 7 в ) .
Например, струна может в любой момент времени иметь вид.
окружности. При этом

Рис. 12. Простей-

даижеениеВзамкну-
той CTDV ы

х(т, 0) = .Rsm-51
0о

) = c o s ^ l - n ( 0 ) , (3.57)

г ? е п (о) - единичный вектор с компонентами (совяа/<т0,
зшя а/ст0, 0). Максимальная скорость точек струны равна ско-
рости света с, R = 0о/я — максимальный радиус окружности,
масса М = 2ааА. Струна пульсирует с частотой v = 1/20о =

= (2яа'Л/)~1 от нулевого радиуса до максимального R. Нетрудно указать и более
сложные плоские движения. Пусть в какой-то момент времени струна имеет вид
некоторой плоской кривой. Тогда скорость, лежащая в той же плоскости, одно
значно определяется по направлению и величине условиями (3.7). После этого легко
найти решение в произвольный момент времени.

4. РЕЛЯТИВИСТСКАЯ СТРУНА. КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ

а) К а н о н и ч е с к о е к в а н т о в а н и е

Переход к квантовой теории производится с помощью обычного пред-
писания 1 0 4 — путем замены скобок Пуассона для канонических перемен-
ных на коммутатор, —Ш {..,}РВ ->[. . .] . Полный набор переменных для

Р (струны состоит из векторов Z w ,
условия квантования имеют вид

[a™,

а™ (см. (3.48)), так что ковариантные

ihg^v, (4.1а)

hmg^im + n). (4.16)

Таким образом, c f e |= af/Ут (к = 1, 2, 3; т > 0 ) является оператором:
рождения, с% = а~™/У~т — оператором уничтожения для ?ге-го осцилля-
тора. Для временных компонент знак в правой части противоположный,
что могло бы приводить к состояниям с отрицательной нормой («призраки»).
Это является следствием векторного характера динамической переменной,
и подобная ситуация хорошо известна в теории квантования электромаг-
нитного поля. В квантовой электродинамике трудность устраняется бла-
годаря калибровочной инвариантности; на физически допустимые состоя-
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ния накладывается требование, соответствующее выбору лоренцовой
калибровки в классической теории (см., например, книгу Ахиезера и Бере-
стецкого 8 Б):

дА~
—bL | ф) = 0; (4.2)

здесь Ар — часть оператора электромагнитного поля А^ (х), содержащая
операторы уничтожения фотона, | Ф) — вектор физического состояния.
Аналогичным образом, благодаря наличию группы конформных преобра-
зований (3.5), устраняются «призраки» при квантовании струны.

Прежде всего запишем генераторы симметрии в нормальной опера-
торной форме <

£m = _£^_ f ; j/2 ( e ) . е-*<°те ^9, (4.3)
7lA J

-Со

LQ = (2яЛ)-1 Р* + 2 {ата-т), (4.4а)
т>0

т-1

n>0 n=l

(4.46)

Операторы в сумме, определяющей Lm, коммутируют, и мы лишь пере-
группировали члены. Что касается Lo, то переход к квантовому выраже-
нию неоднозначен — оператор Lo определен с точностью до с-числового
слагаемого, и это следует учитывать в дальнейшем. Используя (4.1),
получаем *)

[Lm, Ln] = (m — n) L m + n + j^dm(mz —1)6 (m + n), (4.5)

где d — размерность пространства-времени (мы рассматриваем d-мерный
случай, так как при d = 4 теория оказалась противоречивой). Квантова-
ние приводит к появлению лишнего члена в этом коммутаторе по сравне-
нию с (3.476). Этот эффект характерен для систем с бесконечным числом
степеней свободы (см. обсуждение в работе 8 6 ) . Подобные «лишние» члены
в квантовой теории носят имя Швингера (см., например, книгу 8 7 ). Фор-
мулу (4.5) легко получить, вычислив вакуумное среднее

<0lLmL_m |0>= /О 1
т - 1

п = 1

т - 1

Я—а») 2
г=1

m - 1

j 2 n(m-n). (4.6>

Таким образом, операторы Lm уже не образуют замкнутой алгебры Ли;:
в этом формальная причина противоречивости теории.

Как обычно, при квантовании связи переходят в условия на допу-
стимые векторы в гильбертовом пространстве, описывающие физически©
состояния

Lo |Ф> = -а0 |Ф>, (4.7а)

£ _ т | Ф > = 0, m > 0 ; (4.76)

") В дальнейшем используется система единиц, в которой % = 1.
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здесь а0 — новая константа теории, число, введение которого связано
с неоднозначностью выбора оператора Lo. Как и в электродинамике, физи-
ческие состояния аннулируются лишь «уничтожающими» операторами
Z/_m, требование (4.76) для всех т противоречило бы коммутационным
соотношениям. Однако так как Lm = (L_m)+, матричные элементы, отно-
сящиеся к физическим состояниям, «зануляются» для любого оператора
Ьт. Теория будет разумной, если подпространство физических состояний
замкнуто и не содержит состояний с отрицательной нормой.

Полный базис в гильбертовом пространстве можно построить с по-
мощью операторов рождения

I П (Р)) = П <С 10, Р>, тп >0, (4.8)

где | 0, Р) описывает невозбужденное состояние струны с импульсом Рц,.
Среди этих векторов есть, в частности, и векторы с отрицательной нормой,
связанной с действием операторов а™. Физические состояния | Ф> —
некоторые линейные комбинации векторов (4.8), удовлетворяющие усло-
виям (4.7). Можно доказать, что среди векторов | Ф> нет состояний с отри-
цательной нормой при d =£̂  26, прячем подпространство замкнуто при
d = 26 и а 0 = 1. Это доказательство весьма сложно и здесь не воспроиз-
водится (см., например, обзор Шерка 1 0 ) . Мы рассмотрим сейчас более
простой подход, развитый в работе Годдара и др. 2 4, который позволяет
убедиться в том, что все физические состояния обладают положительной
нормой.

б) Н е к о в а р и а-н т н о е к в а н т о в а н и е
и « п о п е р е ч н ы е » ф и з и ч е с к и е с о с т о я н и я

При построении гамильтонова формализма и квантовании систем со
связями в фазовом пространстве обычно возникает дилемма: постулиро-
вать скобки Пуассона и коммутаторы в обычном виде и затем накладывать
связи или с помощью связей исключить часть переменных, «искривив»
при этом фазовое пространство и заменив скобки Пуассона на скобки
Дирака. (Квантование систем со связями рассматривалась впервые Дира-
ком, обзор его работ можно найти в книге 8 1. Дальнейшее развитие идей
Дирака см. в работах Фаддеева 8 8 и Хансона, Редже и Тейтельбойма 89.)
Простейший пример — релятивистская точечная частица. Первый подход
состоит в том, чтобы постулировать для координаты и импульса коммута-
тор (4.1а), наложив на состояния условие (Р2 — М*) [ Ф) = 0 (так воз-
никает инвариантное уравнение Клейна — Гордона). При втором под-
ходе постулируются коммутаторы для пространственных компонент
Р и X, а Ро выражается через Р : Ро = (Р2 + М2)1'*. В этом случае состоя-
ния — произвольные функции от Р, а коммутатор [PQ, X] Ф 0. В преды-
дущем разделе обсуждалось инвариантное квантование струны; оказа-
лось, что оно приводит к трудностям при построении физических состоя-
ний. Рассмотрим второй подход.

Направим ось хх вдоль вектора Р. Воспользуемся калибровочной
инвариантностью (3.5) и отождествим параметр т с координатой х+

(4.9)

Такая параметризация аналогична «лабораторной» (3.7а), но вместо обыч-
ного времени используется переменная на световом конусе. Роль энергии
играет тенерь переменная Р_ = (Ро — Р1)/\Г2, которую следует выра-
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.зить через остальные компоненты импульса *)

P_ = ̂ l = i£. (4.10,

Условия (3.46) и (4.9) позволяют явно исключить продольные компоненты
векторов а™ (в этом как раз и состоит преимущество выбора (4.9)):

а » = 0 , (4.11а)

, т

для всех т Ф 0. Независимыми являются поперечные компоненты векто-
ров а"\ и только их следует использовать для построения физических

чСОСТОЯНИЙ

\ON(P)}=llaV^i0,p+)t (4.12)
и — 1

тде /п = 2, . . ., d — 1. Таким образом, мы исключили «временные»
•осцилляторы с отрицательной нормой, а вместе с ними также одно из про-
странственных измерений.

Чтобы вычислить спектр масс, достаточно воспользоваться усло-
вием (4.7а)

ЛЯ»1 фда> = 2пА ( - а0 + 2 mNn) | <DW>, (4.13)
m>0

где Nm — числа заполнения, собственные] значения оператора (fx
2 Nm = N. Так мы получили эквидистантный и сильно вырожденный
спектр, описанный в гл. 2. Состояние (4.12) описывается тензором ранга N
в «поперечном» пространстве. Разлагая этот тензор на неприводимые
«оставляющие, мы получим различные спины от 0 до N. Если возбужден
лишь первый осциллятор, Nx — N, Nm = 0 при т > 1 , то классическое
движение изображается рис. 4, где ось хг перпендикулярна к плоскости
вращения. Вычисляя спин этого состояния с помощью формулы (3.49),
получим уравнение ведущей траектории

/ = Nt = а 0 + а'МЦ (4.14)

где а ' = (2nA)~i в согласии с классическим рассмотрением в разделе б) гл. 3.
Так как построение не было релятивистски инвариантным, необходимо

проверить ковариантность результата. Иными словами, преобразование
Лоренца не должно выводить вектор из пространства физических состоя-
ний, а для этого необходимо, чтобы для операторов f^v, построенных по
формуле (3.49), выполнялись обычные коммутационные соотношения.
В классическом случае для скобок Пуассона это было нетрудно прове-
рить. В квантовом случае появляются швингеровские члены, которые
разрушают алгебру. Чтобы убедиться в этом, следует найти коммутатор
Vfi-i Tj-Ь который должен был бы быть равен нулю. Однако можно

*) Мы используем следующие обозначения: для любой пары векторов б„ и с„
скалярное произведение равно

d-l

(be) = b+c- + 6-с+ — ( Ь х с х ) , где (6дС±) = 2 Ъ1С1-
i2
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показать, что

Г 2
m>0

При вычислении использовалась формула (4.116) и ненулевой результат
получился по той же причине, что и второй член в коммутаторе (4.5).
Таким образом, теория непротиворечива лишь при условии, что

а 0 = 1, d = 26. (4.16>

Требование а0 = 1 имеет простой смысл. Векторная частица, отвечающая
N = А7! == 1, инвариантно описывается поперечной волновой функцией
лишь при условии, что ее масса равна нулю. Условие d = 26 не имеет
столь простой интерпретации. Его можно сформулировать как требование,,
чтобы реальное число степеней свободы системы было равно 4! = 24,
В своей книге 8 1 Дирак указывал на то, что может существовать такая
система со связями, для которой нельзя построить квантовую теорию.
Струна •— пример такой системы.

На самом деле, имея в виду отдельную струну, можно обойтись и без
26-мерного пространства, если не рассматривать возбуждения осцилля-
торов, связанных с «лишними» 22-мя поперечными координатами. С фор-
мальной точки зрения несостоятельность вывода (4.16) обусловлена темг

что переход к «конусному» времени (4.9) возможен не всегда (это замеча-
ние принадлежит Патрашою в о ) . Для выполнения замены переменных
необходимо условие невырожденности якобиана (3.6), которое в данном/
случае принимает вид

г+ + 2Г+(и)ф0 (4.17)

при всех и; здесь г^ и /^ (и) определяют решение согласно формуле (3.19).
С другой стороны, в силу условия (3.206), неравенство (4.17) возможно
лишь в том случае, когда скорость конца струны ни в какой момент вре-
мени не оказывается направленной «вперед», т. е. по оси Р. Класс таких
состояний определен не инвариантно, и не удивительно, что алгебра гене-
раторов группы Лоренца не замыкается. В ряде работ 9°-93 предпринима-
лись попытки произвести квантование, не связанное с переменными на
конусе. Однако вывод о необходимости условий (4.16), по-видимому,
сохраняет свою силу 9 4. Простая теоретико-полевая интерпретация кри-
тической размерности пространства — времени предложена в работе
Бринка и Нильсена 9 5. Эти авторы вычислили энергию нулевых кванто-
вых флуктуации и показали, что перенормировка приводит к разумному
ответу лишь при условии (4.16). '

Однако даже если бы свободную струну и можно было прокванто-
вать, необходимо иметь также непротиворечивое описание взаимодейст-
вия. Как показал Мандельстам 3 2, в этом случае вновь возникает требо-
вание d = 26.

5. СТРУНА СО СПИНОМ

Так как не уда%ось построить последовательной квантовой теории
релятивистской струны, возникает вопрос, можно ли так модифицировать
теорию, чтобы сделать ее непротиворечивой и более реалистичной. Наи-
более интересная возможность — ввести наряду с координатами также
спиновые переменные. К этому побуждает также то обстоятельство, что
обычная струна не может моделировать частицу с полуцелым спином.
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Введение спина особенно наглядно с точки зрения нартонной картины:
•естественно считать, что фундаментальные частицы имеют спин V 2 (эта
идея высказана в работе Ааронова и др. 3 0 ) . Были построены дуальные
модели со спиновыми переменными 27> 2 8, и в работе Жервэ и Сакиты 8 6

••было показано, что эти модели связаны с введением фермионных полей
в двумерном пространстве-времени. Эта работа, наряду с другими неза-
висимыми подходами 97> 9 8, послужила основой для нового направления
в теории — исследования групп симметрии с антикоммутирующими
параметрами, «суперсимметрии» (см. обзор Огиевецкого и Мезинческу " ,
который содержит обширную библиографию).

Квантовая теория с антикоммутаторами может быть построена путем
квантования обобщенной классической механики на алгебре Грассмана
с антикоммутирующими образующими. Такая обобщенная механика
•описана в работе 10°. Квантовый принцип действия для антикоммутиру-
ющих канонических переменных был впервые рассмотрен Швингером 1 0 1.
Идея построения грассмановского аналога механики четко сформулиро-
вана также в работе Мартина 1 0 2. В следующем разделе излагается клас-
сическая теория релятивистской частицы со спином, рассмотренная
детально в работе 10°. После этого введение спина на струне представляет-
ся вполне естественным.

а) К л а с с и ч е с к а я д и н а м и к а ч а с т и ц ы с о с п и н о м

В нерелятивистской теории будем описывать спин трехмерным вектором § с анти-
иоммутирующими компонентами

Ыг+ hh = °; M = 1.2, 3 (5.1)

{в частности, \к = 0). Фазовое пространство частицы со спином строится путем добав-
ления к обычному шестимерному пространству (q, p) трехмерного пространства (§).
Иными словами, динамические переменные, т. е. функции на фазовом пространстве,
являются элементами алгебры Грассмана Gs с тремя образующими | f e . Элементы алгеб-
ры Грассмана не являются функциями в обычном смысле слова, однако для них воз-
можно построение аналогов таких понятий обычного анализа, как дифференцирование
и интегрирование * ) . Пусть полное действие — четный вещественный элемент алгебры
G3. Тогда его можно записать следующим образом:

dt, (5.2)

где Sf6 — функция Гамильтона. Любой элемент G3 можно записать как полином по |
степени не выше 3. Так как, кроме того, гамильтониан Л —• четный элемент G3 (комму-
тирует с любым §fe), то он линейно зависит от вектора спинового момента

$h = 2" ehlmhlm- (5.3)

Наиболее общий локальный гамильтониан имеет вид

&е (р, q, 1 ) = - | ^ + F 0 (q) + LSF4 (q) + SB (q), (5.4)

где L = [qp] — орбитальный момент, F o (q) и Yx (q) — потенциальные функции, В (q)
— векторное поле. Третий член в гамильтониане описывает спин-орбитальное
взаимодействие, а последний член — взаимодействие с внешним магнитным полем.

Действие (5.2) приводит к следующему выражению для скобок Пуассона

{f' 8}Р.-В==~д^-д^—д^-д^ + г-Щ-дГг (5.5)

*) Точные определения и многие результаты можно найти в книге Березина 1 0 3 .
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где д и д — правая и левая производные, соответственно (см. книгу 1 0 3 ) . В частности-,,

ih> hh.-в = i8ki- (5.6)

Динамика определяется «гейзенберговскими» уравнениями

/ = {&в, / } Р . В (5.7)

для любой функции / (р, q, %). В частности, уравнения движения, следующие из вари-
ационного принципа для действия (5.2), имеют вид

Квантование производится путем замены фундаментальных скобок (5.6) на анти-^
коммутатор, деленный на — iH,

[1ft, ii]+ = M w . , (5.9),

Обозначив fh = ~\f%l2, ah, получаем для операторов 5fe соотношения [afe, "cf;] = 28ki,
которые реализуются на матрицах Паули. При этом оператор спина (5.3) принимает-
обычный вид:

Sk = — Y Skim Шт ="2^k. (5.10),

Так, после квантования воспроизводится обычная теория частицы со спином V2.
Действие для свободной релятивистской частицы запишем в виде

ug) (4)] } dx,

где z = (ж2)1/2, ц^ = х^/г, \^ — четырехмерный вектор с антикоммутирующими ком--
понентами. Действие построено так, что в системе покоя оно не зависит от | 0 и совпа~

дает с (5.2). Матрица билинейной формы по 1 и | в (5.11) вырождена, поэтому для про—
дольной компоненты вектора | нельзя написать уравнения движения. Чтобы доопреде-
лить динамику, необходима связь, которую можно выбрать в инвариантном виде, введя
пятую координату в спиновом пространстве

(и%) - Е5 = 0. (5.12>

Следуя Дираку 8 1 , включаем в действие связь с неопределенным множителем

+ l

xf

X антикоммутирует со всеми | . Канонический импульс

pi* = . * £ . = _ „ в " + 1 |» ffi»-(«Э и11) Л. (5.14>

подчиняется уравнениям связи
f _ m2 = о, (р|) _ m g 5 = 0. (5.15)

Полное действие в форме Гамильтона для свободной частицы записывается следующим
образом: . \

v я % — произвольные функции.
Уравнения (5.15) являются следствием симметрии лагранжиана относительно-

двух групп преобразований. Первая симметрия, «калибровочная», связана со свободой
^выбора параметра г (как и в случае бесспиновой частицы). Инфинитезимальные пре—
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образования второго рода имеют вид

11' ?5-*-l5 = Is + T).

(5.17)

где г\ (т) — антикоммутирующий «параметр», зависящий от т произвольно, но так, что
т) (т;) = т) (if) = 0. Используя введенный в работе 9 6 термин, будем называть преобра-
зование (5.17) «суперкалибровочным». Выбор % произволен и фиксирует зависимость

is от т. Заметим, что импульс (5.14) не пропорционален скорости % , как в обычном
случае, а содержит еще спиновые члены. Это явление рассмотрено Шрёдингером в кван-
товой теории (см. обсуждения в книгах Дирака 1 0 4 § 69 и Бете 1 0 6) и называется «дрожа-
тельным движением» (Zitterbewegung) электрона.

Квантование приводит к соотношениям

[1ц> lv]+= — %8цч> [is, ?5]+ = й, [§ц, £s]+ —0, (5.18)

представление которых дает алгебра матриц Дирака:

In = у у?5?u. h=y jVs- (5.19]|

Связи переходят в условия на состояние

(р2 — т*)тр = 0, [(ру) — тЦ = 0. (5.20)

Так из классического действия (5.11) выводится уравнение Дирака.
В случае безмассовой частицы (т = 0) естественно переписать действие (5.16)

в виде

1 * * ' " ' 1 • " " ] ' (5.21)

При этом связи имеют вид р2 = 0 и (р|) = 0, а §5 = 0 — теория «уд-инвариантна».
Заметим, что лагранжев принцип действия для безмассовой частицы не существует.1

б) К л а с с и ч е с к а я т е о р и я с п и н о в о й с т р у н ы

Для описания струны со спином введем наряду с обобщенными
импульсами точек струны у^ (т, 0) (см. раздел в) гл. 3) также антиком-
мутирующие спиновые переменные | д (т, 0). Иными словами, в каждой
точке струны задается пара векторов 1^ (т, а) и Ip, (т, —о), один из
которых описывает спин партона, а другой — спин антипартона. Посту-
лируем канонические скобки Пуассона, аналогичные (5.6),

{En (6i), Ev (02)}P.B = —fcnvfi (0i - 62). . (5.22)

Уравнения связей, обобщающие (3.37) и (5.15), запишем в виде

Ш=^0, г/г + ~Л£Г = О. (5.23)

Первое из них позволяет исключить продольную компоненту вектора
?, а второе находится из требования замкнутости алгебры Ли для урав-
нения связи (см. книгу Дирака 8 1 ) . Чтобы получить этот результат, вычис-
лим, используя (3.36) и (5.22), скобки Пуассона для функционалов

Ф(Ф)= j (j/Qq>(6)dB, /•(/)= j (» a+j^i')/(0)<*e, (5Щ
- C o —СТ0
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где ф (6) и / (9) — дифференцируемые функции, ф (—о0) = ф (а 0 ) , / (—сго) =
= / (сг0). Имеем

{Ф ( ф 1 ) , Ф (Ф я)}Р. B=—iF ( ф 1 ф 2 ) ,

Ф/'-Ф7), (5.25)

/i), F (/,)}Р. в = AF (fif't -ПП).

Уравнения связей (5.23) эквивалентны требованиям Ф == 0, F == 0 при
любых ф и /. Наличие замкнутой системы связей приводит к симметрии
системы относительно группы преобразований. Инфинитезимальные пре-
образования этой группы можно найти, рассматривая функционалы

В» ф) = J уф (9) dd, £^ (со) = j ^ ю (Э) Й6, (5.26)

-о 0

Из (5.28) следует, что Ф (ф) генерирует суперкалибровочные преобразова-
ния (ср. с (5.17))

где т) = еф (9) — антикоммутирующая с Ец, функция, е — бесконечно
малый параметр супергруппы. Легко видеть также, что функционал
F (/) генерирует преобразование вида

М б ) ->• Pi^ (§), ^ ( 9 ) ^ / ^ ( 9 ) , (5.30)

где при малых / имеем (Э = 9 — Af (9), Р = 1 — Af. При конечных
/ функция 9 = g (9) находится из уравнения h (g) = h (9) + 1, где
fe' = [—Af (9)]"1; при этом Р = / (б)// (9) = g' (см. также приложение В).

Запишем гамильтоново действие для спиновой струны, обладающей
•симметрией относительно указанных преобразований

(5.31)

Такая форма отвечает введению связей (5.23) с коэффициентами 0 и —А~ г

-(как и в (3.38)) соответственно. Вариационный принцип приводит к урав-
нениям движения

(5.32)

(5.33)

д% ае ' дх

ж граничным условиям



РЕЛЯТИВИСТСКИЕ СТРУНЫ И ДУАЛЬНЫЕ МОДЕЛИ 409

где 6|ц — вариация ^ . Решение для у^ (т, о) сохраняет прежний вид
(3.41), для спиновой переменной *)

1д (Т, 6) = ^ (Т + 6), ^ (И) = ^ (0, U),

^ (и + 2а0) = 8 ^ (и), Ч 8 = ± 1 - (5.34)

Последнее следует из граничного условия, причем 8 = + 1 описывает
струну, ведущую себя в целом как фермион (модель Района), a s = —1
описывает бозонную струну (модель Неве — Шварца). Указанные реше-
ния инвариантны относительно конформных преобразований (3.5). При
этом связи (5.23) также инвариантны, если пара функций у^ (т, ± о ) =
= г/д преобразуется как двумерный конформный вектор, а пара
5ц (f) ±о") = £j — как двумерный спинор на поверхности (т, о") (см.
также в работе 7), в согласии с формулами (5.30).

Переход к нормальным переменным осуществляется путем преобра-
зования Фурье * * ) :

% (т, 8) = (20О)"1 / 2 2 ЪЪ (т) е*«гв, (^)* = ь~г, (5.35)

{b]i, & V } P . B = — iguvS (r-j-s). (5.36)

Решение уравнений движения имеет вид

hr /т\ (\r Mart t^. Q7\
М< \ / '— г М< * \ *oi\

Переписывая связи (5.23) в нормальных переменных (3.42), (5.35), получаем

— о0

-во

= (пА)~т (Pbr) + 2 (anbr-n) = 0, (5.38)

- 0 0

Lo = (2Я4)-1 i3 2 + 2 (апа-п) — I 2 г (УЬ"1) = 0, (5.39)
7 п>0 >0г>0

пфО, т г

Скобки Пуассона вычисляются с помощью (5.25):

{GT, G<Jp. в = — 2iLT+s, {GT, Lm}pm в =

r+m, {Lm, Ln}PiB = i(m — n)Lm+n. (5.40)

*) Вид гамильтониана в (5.31) указывает на то, что решение уравнений движения
можно рассматривать как результат преобразования (5.30) при / = —т/Л. В этом слу-
чав Ф = Э + т, Р = 1.

**) В этом разделе г, s = 0, ± 1 , ± 2 , . . . при Е = 1 (фермионная стру-
на); г, s = ±1/2, ±3/2, . . . прие = —1 (бозонная струна); т, п — целые числа;
<oft= кта0.

3 УФН, т. 121, вып. з
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Масса и полный момент также просто выражаются через эти переменные:

= - 2пА [ 2 (апагп) -i 2 г (brb~r)], (5.41)
n>0 >02
n>0

. . i (x у xv й Е ) dQ =(iV

- C F 0

a a - »
n>0

a-^ _ * 2 W - (5-42)

(Ср. с формулами (3.49) и (3.50))

в) К в а н т о в а н и е

При квантовании спиновой струны к коммутаторам (4.1) следует
присоединить фермиевские перестановочные соотношения для операто-
ров &[t (полагаем % = 1)

[%, Ь']+ = ~ ^ V 6 (r + s). (5.43)

Операторы а ж Ъ всегда коммутируют. Как и в случае бесспиновой стру-
ны, в операторе Lo принимаем нормальный порядок сомножителей в сум»
мах. Алгебра операторов симметрии (5 40) искажается в соотношениях,
содержащих Lo (ср. (4.5)):

[GT, G s ] + ==-2L r + s + ^

[&, L m L = ( r - у m) GT+m, (5.44)

[Lm, Ln]-. = {m — n)Lm+n + -gdm ym? — у (1 — e) j б (m + n).

Векторы состояний различаются числами заполнения для бозонных и фер-
мионных осцилляторов. В фермионном случае (е = +1) существует также
векторный оператор Ь^,, который представляется матрицами ybyJ}/~2
и имеет смысл среднего спинового вектора струны. Наинизшее состояние
при этом имеет спин Va и массу 0, а связь Go = 0 превращается в урав-
нение Дирака, (Ру) г|) = 0. Как и в бесспиновом случае, ведущая траекто-
рия имеет вид / = а 0 + а'М2. При этом постоянная а 0 связана с урав-
нением связи Lo | Ф) = —(а0 — 1/2) | Ф) аналогично уравнению (4.7а).
Для фермионной струны теория непротиворечива лишь при условии
а 0 = 1/2, так что fx = 0 (fx — масса наинизшего состояния на главной
траектории). Это видно хотя бы из того, что Lo = —Ĝ , и Go \ Ф) = 0.
В мезонном случае также возникает условие а 0 = V2, низшее состояние
(аналог зх-мезона) — тахион, |i2 == —V2c6'. Следующая траектория отве-
чает возбуждению спинового колебания с минимальной частотой, г = Х1%

(спиновая волна длины 4о0). Уравнение этой траектории имеет вид / =
= а 0 + 1/2 + ос'М2. Низшее состояние на ней (р-мезон) — безмассовая
векторная частица. Заметим, что модель предсказывает правильное
соотношение а^ — а(

о

я> = 1/2.
Так как лагранжиан является четной функцией | , теория спиновой

струны обладает симметрией относительно инверсии ! ->—£, которую
Неве и Шварц 2 7 связали с ^-четностью. Эта симметрия выражается в том,
что четность числа спиновых возбуждений сохраняется. Иными словами,
«охраняется оператор С — (—1)*\ где F = — 2 (Ьг£~г)- Буквально

г>0
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в такой модели переход р —v 2я запрещен. Картина становится более
реалистической, если ввести изоспин /; тогда сохраняется оператор
(2 = (—1)^+I, и запрещенным становится переход п —*-2р, а не р —>-2я.
Более подробное обсуждение можно найти в обзоре Мандельстама 9.

Состояния, удовлетворяющие уравнениям связи, можно строить, как
в разделе б) гл. 4, используя переменные на световом конусе. При этом
с помощью суперкалибровочного преобразования накладывается допол-
нительное условие:

Ь+ = 0, г^О, (5.45)

a bZ выражается через поперечные компоненты формулой (5.38). Повторив
вычисления, которые привели к (4.15), можно убедиться, что теория непро-
тиворечива лишь при условиях

ao = -i, d = 8 + 2=10. (5.46)

Интерпретация этого результата состоит в том, что на каждую орбиталь-
ную степень свободы приходится две спиновые и необходимое^число
поперечных колебаний получается по правилу 8 + 2-8 = 24.

6. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ

До сих пор рассматривались свободные струны. ПереходяГк^теории,
описывающей движение струны под действием сил, следует иметь в виду,
что для возможности квантования весьма существенна инвариантность
теории относительно замены переменных (т, a) (формулы (3.3) и (3.5)).
Вводя взаимодействие, нельзя нарушать этой симметрии, иначе вновь
возникает проблема «призраков». Это ограничение приводит к тому, что
«валентными» оказываются лишь крайние точки.

а) С т р у н а в о в н е ш н е м п о л е

Воздействие на струну внешнего электромагнитного поля с напря-
женностью F^v (х) можно описать конформно-инвариантным образом,
добавляя к действию член (работа Адемолло и др. 29)

e.m,
(6.1)

= — eFm {х)'х^ = — e (Ew + w [ vH]),
где e — заряд, v — скорость, w — касательный вектор (3.7). Формула (6.1)
описывает энергию электрического диполя, помещенного во внешнее поле
(Е, Н) и находится в согласии с представлением о струне как партон-
антипартонной цепи. Однако в такой картине вещество струны в среднем
нейтрально. Действительно, подставляя F^v = dAv/dxli — дАЧдхч и инте-
грируя по а, приводим о5*е.-м к виду

xi

<̂ e.-m - е \ dx \{xA) ^ — (хА) \а=0). (6.2)

Это действие отвечает нейтральной струне с зарядами ± е на концах.
Кроме того, можно поместить на любом из концов произвольные допол-
нительные заряды. Заметим, что такая картина для резонансов на основ-
ной траектории предсказывает гиромагнитное отношение, равное 1.

3*
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Магнитный момент, связанный с зарядом е0, находящимся на конце вра-
щающейся струны (рис. 4), равен

x~j-e0La = —— J, (°-ч/

где Lo — собственная длина струны.
Подобная простая модель находится в явном противоречии с тем, что

нам известно об электромагнитной структуре адронов. До сих пор из-за
необходимости соблюдать конформную симметрию не удалось разумным
образом ввести электромагнитный (а также слабый) ток в «струнной мате-
рии», и это является одним из общепризнанных недостатков дуальных
моделей. (См. в связи с этим работы Намбу 7 5 и Виллемсена 1 0 е ) .

б) В з а и м о д е й с т в и е с т р у н

Как указывалось в разделе а) гл. 3, физическая картина взаимодейст-
вия между струнами весьма проста: струны могут разрываться или склеи-
ваться концами. Однако это наглядное представление приводит к нетри-
виальному математическому аппарату. Сложность теоретического описа-
ния взаимодействия связана с тем, что свободное движение имеет простой
вид в нормальных координатах, а взаимодействие локализовано в ж-про-
странстве. Кроме того, некоторые усложнения вызваны наличием усло-
вий, связанных с конформной инвариантностью. ,

Математическая модель разрыва струны в классической теории фор-
мулируется так. Пусть функция / (о) задана на отрезке [А, С] рядом
Фурье с коэффициентами ат, а на отрезке [С, В] — рядом Фурье с коэф-
фициентами Ът. Тогда для отрезка [А, В] коэффициенты ряда Фурье ст

линейно выражаются через {а} и {&}. Чтобы применить эту модель к стру-
не (см., например, работу Ребби1 0 7), надо согласовать координатные
системы (т, а) на трех взаимодействующих струнах. Наиболее удобной
является «конусная» калибровка (4.9). При этом параметр о 0 пропорцио-
нален не массе, как в «лабораторной» калибровке (3.23), а «конусному
импульсу» Р+; и закон сохранения импульса приводит к сохранению
длин по оси а: для распада с -va + Ъ получим о<с> = а^ + сг̂ Ь). Кроме
того, автоматически учитываются связи (4.11), исключающие продольные
и «временные» колебания. Однако в таком подходе снова возникает вопрос
о релятивистской инвариантности. Как показал Мандельстам 1 0 8 , в кван-
товом случае описания картина непротиворечива лишь при условии (4.16).

Общий принцип построения амплитуд взаимодействия естественно
сформулировать на языке фейнмановского континуального интеграла,
^-матрица представляется в виде интеграла от exp (i^/H), где of — клас-
сическое действие (3.2), по всем возможным двумерным поверхностям
в пространстве Минковского. Топология поверхностей определяет началь-
ные, промежуточные и конечные состояния. Например, для полюсной
амплитуды (неупругого) рассеяния двух резонансов (см. рис. 3) поверх-
ности имеют вид рис. 13. Интегрирование проводится по координатам
всех точек поверхности, а также по моментам «времени», в которые про-
исходят склейка (тх) и разрыв (т2). Чтобы пояснить этот формализм, рас-
смотрим обычную теорию скалярных полей ф (х) и Ф (х) с массами т ж. М
и лагранжианом взаимодействия ?ьф2Ф. Простейшая полюсная амплитуда
рассеяния ф-частиц отвечает классическим траекториям вида рис. 14.
Под интеграл входит лишь действие для свободных частиц, интегралы
по ж,1 (т) легко вычисляются. При тг ->•—оо, xf - v + o o результат зависит
лишь от т 2 — хх. Интегрирование по хх и т2 приводит к появлению про-
пагатора (Р2 — ЛР)~1 (см. об этом подходе в статье 8 3 ). С этой точки зре-
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ния диаграммы Фейнмана определяют топологию мировых линий в х-про-
странстве, дающих вклад в континуальный интеграл для амплитуды рас-
сеяния. Для струны, как и для частицы, действие имеет вид квадратич-
ного функционала (см. (3.16) или (3.32)), что позволяет вычислить конти-
нуальный интеграл. Чтобы выполнить это вычисление, Мандельстамза

перешел к переменной х = ix («поворот Вика») и привел задачу к инте-
грированию по функциям комплексной переменной р = т + io (аналог
конформной переменной т + о), заданным в полосе с разрезами (рис. 15).

Рис. 13. Поверхность Рис. 14. Мировые пинии Рис. 15. Отображение поверх-
в пространстве Минков- рассеивающихся точеч- ности рис. 13 на комплекс-
ского, изображающая ных частиц в полюсном ную плоскость.
рассеяние двух струн. приближении.

Применением преобразования Кристоффеля — Шварца эта область пере-
водится в единичный круг и вычисление континуального интеграла сво-
дится к задаче Неймана (см. приложение Б). Для iV-частичной амплитуды
интегрирование по т1? . . ., тЛт_2 (моменты разрывов и склеек) приводит
к представлению Коба и Нильсена (см. приложение А). Из-за наличия
связей надо либо применять метод Фаддеева 88, сохраняя явную инва-
риантность (как в работе Жервэ и Сакиты 3 5 ), либо интегрировать лишь
по поперечным координтам. Второй способ проще и его удалось провести
до конца 32, но инвариантность результата снова требует условия (4.16).

Как и в обычной теории поля, функциональное интегрирование —
не единственный способ определения /^-матрицы. Взаимодействие можно
описать, рассматривая эволюцию квантовой струны под действием клас-
сического поля, созданного другой струной. Этот подход был разработан
Адемолло и др. 2 9 (ем. также обзор Ребби 8 ). Его недостатком является
отсутствие явной дуальности. В ряде работ была построена нелокальная
полевая теория для квантованных струн, также приводящая к дуальным
амплитудам 109~г11. Независимо от вывода, процедура построения ампли-
туд сводится к простым правилам типа правил Фейнмана. Надо отметить,
кстати, что, в отличие от электродинамики Швингера — Фейнмана, эти
правила были известны еще до разработки теории струны (см., например,
обзоры *• 6 ). Пусть нас интересует беспетлевая («борновская») iV-частич-
ная амплитуда. Изобразим ее в виде кварковой диаграммы Харари —
Рознера (типа рис. 2) и стянем (любым способом) в «древесную» диаграм-
му рис. 16. Вершинам испускания частиц и внутренним резонансным
линиям ставятся в соответствие операторы, выраженные через нормаль-
ные переменные а™,

Kd(P) = ig(a'Tm: exp[ip£«.*>]:, D= ~ia'(Ь0~а0)-', (6.4)

где р^ — импульс испускаемой частицы, а' = (2л,А)~1, g — константа
связи. Индекс и пишется для частицы, испущенной «вверх» на диаграмме
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рис. 16, d — для частицы, испущенной «вниз», a;{J" = х^ |(0=о)> #{?' =
= Жц 1(<г=<то)> оператор х^ имеет вид (3.48), оператор Lo определен
в (4.4а). Очевидно, D имеет полюсы при Р 2 = Ml, Mk — массы резонан-
сов (2.5). Амплитуда рис. 16 имеет вид

VN (Pi, . . . , pN) = (0, Pi | fu (p2) Dtu (p3) Dfd (p4) ... DTU (pff_,) | 0, pN).

(6.5)

Этот матричный элемент можно вычислить с помощью техники «когерент-
ных состояний». Для построения более сложных диаграмм вводят также

[! II — I I

Рис. 16. Правила Фейнмана для дуальной амплитуды.

оператор испускания резонанса («трехреджеонная вершина») и оператор
«перекручивания» Т, такой, что ftuf = fd, f% = 1. Каждая внутренняя
линия может быть «перекручена», и тогда она изображается операто-
ром ВТ.

Рассмотрены также взаимодействия спиновых струн: в работах Ман-
дельстама 3 3 — методом континуального интеграла, в работе Каку 1 1 2 —
с помощью нелокальной квантово-полевой теории. По-видимому, метод
Мандельстама наиболее адекватен задаче. В частности, он впервые вычис-
лил дуальные амплитуды фермион-антифермионного рассеяния в модели
Рамона. В операторном подходе эту проблему не удавалось решить до
конца (см. работы 113> 1Ы).

При взаимодействии открытые струны могут соединяться в замкну-
тые, которые изображаются трубчатыми поверхностями в пространстве

рис. 17. Поверхность, изобра-
жающая рассеяние двух резонан-
сов с обменом полюсом Померан-

чука.

Рис. 18. Рассеяние по-
мерона на помероне —

амплитуда Вирасоро.

Минковского (рис. 17) и интерпретируются как резонансы, лежащие на
траектории Померанчука и ее дочерних траекториях («помероны»). Тео-
рия взаимодействия резонансов с померонами рассматривалась в рабо-
тах 9- 29> 1 1 5. Дуальная теория взаимодействующих померонов в низшем
порядке (беспетлевое приближение; рис. 18) — это модель Шапиро —
Вирасоро.
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7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Возникшая за последние годы теория взаимодействующих струн —
важный этап в теоретической физике. Это первая модель релятивистских
протяженных объектов, имеющая прочное основание в виде замкнутой
классической теории. Наглядные представления обладают большой при-
влекательностью, но физический мир слишком сложен; стремясь его
•описать, мы вынуждены отойти от простой «механистической» картины.
Первый шаг, при котором мы еще не совсем порываем с геометрией, —
это введение спина. Так же можно описать и внутреннюю симметрию,
например, вводя на струне антикоммутирующее поле со свойствами
изовектора. Для построения наиболее интересной среди дуальных тео-
рий, модели Бардакчи — Гальперна 6 6, надо добавить спинорное фермиев-
«кое поле со свойствами кваркового представления SU (N). Стоит ли
после подобных усложнений сохранять название «струна», — это вопрос
терминологии.

Отказавшись от пространственно-временной картины, можно изобре-
сти новые «струноподобные» объекты. В частности, была найдена модель И 6 ,
допускающая непротиворечивое квантование при любом числе измерений.
•Однако ̂ реализация в этой модели оператора энергии-импульса является
произвольной, и это ее сильно обесценивает. Главный же недостаток
подобной теории в том, что без ясной геометрической картины нет спо-
соба построить причинное взаимодействие.

С формальной точки зрения струна — это пример системы с бесконеч-
ным числом внутренних степеней свободы, в которой генераторы группы
Пуанкаре (энергия, импульс, 'угловой момент) представляются в виде
интегралов по внутренним переменным (формулы (3.14), (3.15), (3.39)).
В классической теории эти наблюдаемые величины образуют алгебру Ли,
правильную с геометрической точки зрения. Таким образом, струна —
нетривиальный пример реализации общей программы Дирака 1 1 7 для
построения релятивистской динамики. До сих пор никому не удалось
найти удовлетворительного варианта модели. Вероятно, необходимо
рассмотреть более сложную геометрию, другие внутренние пространства
я новые типы полей.

В заключение перечислим еще раз необходимые элементы физики
частиц, отсутствующие в современной теории струн. 1) Реалистический
спектр состояний без «тахионов» и с правильной мультиплетной струк-
турой. 2) Непротиворечивое квантование в четырехмерном пространстве.
3) Сходящаяся «теория возмущений» по числу петель и перенормировки.
4) Модель для барионов как состояний, построенных из троек кварков
(и множества пар?). 5) Электромагнитные и слабые токи.

Автор глубоко благодарен К. Г. Борескову, А. Б. Кайдалову,
В. И. Огиевецкому, Л. Б. Окуню за интерес к статье и конструктивную
критику.

ПРИЛОЖЕНИЕ

А. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ДУАЛЬНЫХ АМПЛУТУД

1. А м п л и т у д а В е н е ц и а н о

v В-функцию, входящую в амплитуду Венециано (2.1), можно представить в виде

1

V(s, t)= j *-«(•>-1 (l-*)-"**)-! ax. (A.i)
0

Этот интеграл имеет смысл при а (s) < 0, а (t) < 0. Для аналитического продолжения
в физическую область его можно переписать в виде контурного интеграла в ком-
плексной плоскости (см., например, книгу118). Разлагая второй множитель под инте-
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тралом в ряд по х, получим

М. С. МАРИНОВ

2) n\[n-a
n=0

где Gn (a) = Г (a -\- n)lY (a) — полином Похгаммера см. l l s , с. 67). Асимптотика при
| a (s) J -э- oo, arg s ф О вычисляется путем замены ж = е-». Полагая a (s) = а 0 +
+ a's < 0 | s |-> оо получим

() J , g ф
a's < 0, | s |->- оо, получим

о

s, < ) = f

(А.3>

Таким образом, 7 (s, i) имеет лжшь полюсные особенности (с полиномиальными выче-
тами) и «реджевскую» асимптотику, т. е. обладает свойством «дуальности».

Модель можно обобщить, введя под интеграл «весовую» функцию р (х), не имею-
щую особенностей при 0 =sj х ^ 1. Если предс'тавить эту функцию в виде ряда

Р(*)*= 2 *m.n(«, *)* m ( l-*) n , (A.4)
т, п=0

где P m > n (s, г) — полином от переменных sat степени т и п соответственно, то ампли-
туда примет вид

V (s, «)= 2 ^ V n ( s , ' 0 B ( m - a ( s ) , в - a ( 0 ) . (A.5)
т , 71=0

Характер спектра и асимптотика при этом не меняются. Предел а' -*- 0 (формула (2.7))
вычисляется непосредственно из (А.1), если разбить область интегрирования на две
части [0, 1/2] и [1/2, 1] и разложить по параметру а',

2. П р е д с т а в л е н и е К о б а — Н и л ь с е н а 5 2

Подынтегральная функция в (А 1) имеет степенные сингулярности при ж-»- 1,
оо и 0, которые приводят к наличию у амплитуды полюсов по переменным (, в и в соответ-
ственно. Произведем замену переменной

где г/g < у± < г/2 — некоторые фиксированные точки на оси у. Переменная х равна
двойному отношению для четверки (уг, уг, ys, у) и поэтому является инвариантом
относительно проективных (дробно-линейных) преобразований *) прямой у. Как будет
показано, замена (А.6) удобна для обобщения на многочастичные амплитуды, в част-
ности, для доказательства кроссинг-симметрии. Обозначая # 4 ~ У, Р = а 0 — 2 (а 0 +
+ a'fx2) и используя равенства

a (s) = 2a'p1p2—р, a (s) + a (г) + а ( ц ) = ао — 2P,

(У — У2>(УЗ — УГ)' x(i — x) (y — yi)(y — Уз) '

получаем

7 = C J ф4(2/) П (^-2/m)- 2 a ' ( P r o P r e ) , (A.7)
n>m

где мера интегрирования имеет вид

4

т—1

( )( )( yi), 2/0 = г/4.
и область интегрирования s/3<l/4<#i- Интеграл (А.7) инвариантен относительно-
циклической перестановки индексов 1, 2, 3, 4. Интегральное представление (А.7) допу-

*) О связи специальных функций с группой проективных преобразований прямой;
см. в книге ВилеЯкинаш, гл. VII.
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екает естественное обобщение на произвольное число частиц N- Мера d\LN (у) сущест-
венно упрощается, если принять условие «самосогласованности»: внешние частицы
лежат на той же траектории а(р 2 ) , что и резонансы. В этом случае а (\х2) = 0 и |3 = а 0 .
Эквивалентное и еще более симметричное представление получается, если перевести
прямую —сю < у < оо в единичный круг z = е , — я < 0 ^ я , применив комплекс-
ное дробно-линейное преобразование

N Z 1 . 9 / А О \

^ = - I I + T = = t g T ( А - 8 )

(рис. 19). Отметим, что при {5 = а0 мера интегрирования инвариантна относи-
тельно дробно-линейных преобразований. Итак, амплитуда iV-частичного процесса
рис. 1Ь представляется в виде

VN(Pi, ...,PN) = j
тфп

N N (А.9)

) = П l^- 'n- i l 0 6 0 - 1 П
1 4

С = 1 (Z-L — z2) (z2 — z3) (z3 — zx) I интегрирование в пре-
делах 62 ^ 9 3 =sj . . . <[ 0JY ^ Gj. Построенная амплитуда
обладает свойством «плоской дуальности», на что указывает
область интегрирования, а также выражение для меры. р . . _̂.
Заметим, что с помощью дробно-линейного преобразования, ™ -- _ переменные
оставляющего на месте единичную окружность, можно лооа нильсена.
перевести точки (z l t z2, z3) в любую другую тройку точек

IV

и амплитуда от этого не изменится (при этом существенно, что 2 Рп = 0)- Отсюда
и=1

следует симметрия функции VN относительно всех циклических перестановок ее
аргументов *) .

Особенно симметричным становится интеграл (А.9) при <х0 = 1 (условие Вира-
соро s e ) . В этом случае мера инвариантна относительно всех конформных преобра-
зований плоскости z и ее можно представить в виде

N
d^N (z) = const• Yl dan, (A.10)

n=4

где zn = Z (an) — точки^ принадлежащие замкнутой кривой Z в плоскости z, которая
может быть получена из единичной окружности некоторым конформным преобразова-
нием, ас? — переменная, совпадающая с длиной дуги на кривой Z. В этом случае мера
не зависит также от порядка индексов, поэтому полная JV-частичная амплитуда равна
интегралу (А.9), где — я < 9П ^ п для любого п.

Исследование некоторых групповых свойств функции Vn можной найти в рабо-
тах !20-122_

3. А м п л и т у д ы Ш а п и р о — В и р а с о р о

В предыдущем разделе было дано интегральное представление амплитуды, облада-
ющей свойством «плоской» дуальности. Шапиро 2 6 нашел аналогичное представление
для полностью дуальной амплитуды. Для N = 4 и при условии a (s) + a (t) + а {и) —
= —2 его результат имеет вид

W(s, t, в) = j

2 /

с = g-ю'Л, уп — точки в комплексной плоскости, интегрирование по всем г/4- Вычислим
этот интеграл и покажем, что он приводит к формуле (2.10) при условии, что а 0 = 2.
При 2-Рп = = 0 интеграл (А.11) инвариантен относительно дробно-линейных преобразова-
ний и не зависит от выбора точек у1г у2, ys. Положим уг = 1, у% = оо, ys = 0; тогда

W(s, t, U) =

*) При совпадающих значениях всех переменных (рпрт) интеграл (А.9) приво-
дится к произведению Г-функций (см. работы 1 2 8 , 1 2 9 ) .
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Интеграл симметричен относительно подстановок у -> (1 — у) и у -*• у~г, и потому
W (s, t, и) — симметричная функция своих аргументов. Для вычисления интеграла
используем тождество

00

= f
О

Представляя такжм образом степени переменных а0 = | у | 2 и аг = | 1 — у | 2 , приво-
дим интеграл (А.12) к гауссовской форме по у. Оставшийся двойной интеграл по (£0, 1г)
вычисляется путем замены t0 = tz~x, tt = t (1 — z)~l.

Обобщение интеграла (А.11) на случай произвольного числа частиц N так же
очевидно, как в представлении Коба —• Нильсена. Отображая комплексную плос-
кость у на сферу посредством стереографической проекции (аналогично (А.8)), можно
привести (А.11) к явно дуальному виду.

Рассматривая интеграл по re-мерной сфере, Бровер и Годдар ш нашли дуальные
амплитуды при ай = п, для которых (А.9) и (А. 11) являются частными случаями при
п = 1 и 2. Применив аналитическое продолжение этого интеграла по и, Кудрявцев 1 2 4

нашел интегральное представление для любого а 0 .

Б. КОНТИНУАЛЬНЫЙ ИНТЕГРАЛ В ДУАЛЬНОЙ ТЕОРИИ

Амплитуды взаимодействия в дуальных моделях могут быть представлены в виде
континуальных интегралов. Такое представление имеет универсальный характер, так
как оно позволяет в единой форме найти вклад диаграмм с любым числом петель в раз-
личных моделях, в том числе сЬермионных. Этот подход применялся в работах Сакиты
И Др. 7> 1 3 б , 34, 35.

Вычислим вначале гауссовский континуальный интеграл (приложение С в работе
Фейнмана 1 М ) :

J 2>
г Д е /> S — векторы из некоторого гильбертова пространства &в, А — эрмитов линейный
оператор в 36, D [/] — мера интегрирования. В нашем случае &В — множество квадра-
тично интегрируемых функций, А — дифференциальный оператор. Вычисляя I [g]
путем предельного перехода для многократных интегралов, получаем

*fr] = exp [--§•(*, В*)], # = А-1. (Б.2)

Пусть / — функции, заданные на области D в плоскобти (|, г)) с граничной кри-
вой Г, g — функция на Г, причем

= j / Д/ d| Л ] - j / -Jt tfy. (*. /)= j * (T) / (Y) dy, (Б.З)
D Т Г

где А = dVdl2 + dVdrf, dldn — нормальная производная, 7 — длина дуги на кри-
вой Г. Ядро оператора, обратного А, удовлетворяет уравнениям (^ = 1, £2 = Ц)

£. Е'-»-Г

Таким образом, В (£, £') — функция Грина задачи Неймана для уравнения Лапласа
в области D (см. книгу1 2 6, гл. 6, 7).

Если D — единичный круг, то

где z = \ -\- щ — комплексная координата на плоскости. На окружности | г | = 1
имеем 1/z = z*, поэтому

яя

(g, Bg) = — ± - J * (Yi) g Ы
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Считая функции / и g четырехмерными векторами и полагая

g = ^ ( Y ) = = | / 2 W ' 2 Р£о( 7 -е п ), (Б.7)

получим представление (Б.1) для подынтегральной функции в (А.9). (При этом следу-
ет еще исключить члены типа собственной энергии ^Pnl$ (у — 0п)12> с м - подробнее
в работе 7.)

Квантовая теория взаимодействия струн естественно приводит к континуальному
интегралу (см. гл. 6), причем /** = х^ — координата точки струны. Полоса с разреза-
ми (см. рис. 15) превращается в полуплоскость путем подстановки

N

р = т-М0= ^ К1л(У-Уп), 2 К = 0, (Б-8)

где Хп = Рф>, длины струн ~ [ Хп |. Полуплоскость Re у !> О переводится затем в еди-
ничный круг преобразованием (А.8). Многопетлевые диаграммы описываются представ-
лением (Б.1) — (Б.З) с многосвязными областями D. Для введения фермионных степе-
ней свободы следует в «лагранжиан» (Б.З) добавить двумерное фермионное поле (см.,
например (В.9)). К интегралу (Б.1) можно привести также вычисления «сетевых» диа-
грамм >рис. 1 (из работ 1 з 6 ' 1 Э ) . Для этого надо представить пропагаторы при р 2 < то2

в виде (р2 — то2)-1 ж —то2 [1 •+ (рЧт?)] ж —то2 ехр (рЧт?). В пределе бесконечного
числа контуров приходим к гауссовскому континуальному интегралу.

В. ДВУМЕРНАЯ КОНФОРМНАЯ ГРУППА И СУПЕРГРУППА

Конформной группой (КГ) называется множество всех непрерывных преобразо-
ваний пространства, при которых интервал между двумя бесконечно близкими точками
умножается на положительную функцию (обсуждение см., например, в работе Розе-
на 1 2 7 ) . При этом сохраняются углы, образованные парами линий, имеющих общую
точку. Для d-мерного пространства элементы КГ зависят от (d + 1) (d -f- 2)/2 пара-
метров. При d = 2 КГ — бесконечномерная, она изоморфна прямому произведению
Г х Г, где Г — группа всех непрерывных преобразований одной переменной.

Рассмотрим вначале структуру группы Г. Пусть £ — координата на прямой,
— оо < £ < сх), ф (£) — бесконечно дифференцируемая функция. Замену переменной

£-Т=*(0, (В.1)
где g (£) — монотонная гладкая функция, можно представить в операторной форме:

ФКО - > ФГ(О!= ФК?) = Г Ф (О, Т = ехр [/(0 ±~] , (В.2)

(В.З

где функции / (Q и g (£) связаны уравнением

/ (g) _ dg

Разложение функции / (t) в ряд Лорана дает систему генераторов группы Г:
оо оо

й=-то m=—оо (В-4)

£ = « ~ г ™ + 1 й М С ]L L ] = ( m nX'L

Таким образом, алгебра Ли группы Г изоморфна алгебре Вирасоро (ср. (3.476)). Опе-
раторы £+1 , £0 , £_! образуют замкнутую подалгебру, изоморфную алгебре Ли группы
SU (1,1) ~ SL (2, R) (определения см. в книге Виленкина 1 1 8 ) :

[Z + 1 , Ь_ х]_ = 2L0, [L±1, lo)_ = ± L±1. (B.5)

Эта тройка операторов порождает группу проективных (дробно-линейных) преобразо-
ваний прямой. В атом случае функция / (Q — квадратный трехчлен, и подстановку (В.1)
можно представить в виде

"^ • = ехр [(х (CJ — С2)] -т. , (В.6)

если / (̂ ) = а (£ — Cj) (£ — с2).
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Рассмотрим теперь КГ для псевдоевклидовой плоскости с координатами (т, а) .
Введя переменные £ ± = % + сг, элемент длины на плоскости можно представить в виде

ds2 = dx2 — da2 = dt, dZ,_. Независимые подстановки вида (В.1) для переменных £ ±
приводят к конформным преобразованиям плоскости. При этом окрестность каждой
точгагплоскости претерпевает растяжение с масштабным множителем и. и гиперболи-
ческий поворот на угол со

V=V g'+g'-, a^j^-p-, (B.7)

где g'± = dg±/dg±. Следуя работе Жервэ и Сакиты7, неприводимое конформное поле
будем задавать парой индексов х, / и запишем закон преобразования в виде

Фк. i(£)->5ft«. 7(C)=^- i f f l<Px. i ( 9 = ( О < ) ( К ^ ) / 2 ( ^ ) ( Х + Л / 2 Ф И , 7 © - (В.8)

Пара полей с к = —1/2, ; = ±1/2 называется конформным спинором, пара полей
с х = — 1 , ; = + 1 — конформный вектор. В частности, д+фо,о — конформный вектор
(здесь д± == д/д£±).

Двумерная теория поля с лагранжианом

1 (*
(В.9)

где ф — скалярное поле, а|з+—-конформный антикоммутирующий спинор,— инвари-
антна относительно КГ. Кроме того, эта теория обладает дополнительной симметрией.
Пусть т | ± = т] ± (£±) — антикоммутирующее поле с и = + 1/2, / = 4= 1/2 (сопряженный
конформный спинор, 111+11+ + 1|з_т)_ — инвариант КГ). Лагранжиан (В.9) не меняется
при преобразованиях

Ц± = а ± Ф т | ± , бФ = i (г|з+т)+ + i M - ) . (В-10)

Это простейший пример суперсимметрии (подробнее см. в обзоре " ) . Конформно-инва-
риантные двумерные теории рассматривались в работе Итабаси l s o .

Конформные преобразования, оставляющие неподвижной прямую на плоскости,
образуют подгруппу Г с Г х Г (например, для прямой a = 0, g+ (Q = g_ (£)).
Требование неподвижности пары параллельных прямых приводит к сужению на под-
группу, для элементов которой функция g (£) — периодическая. Релятивистская стру-
на со спином — несколько усложненный наличием дополнительного векторного
индекса пример системы с лагранжианом (В .9), которая инвариантна относительна
преобразований, оставляющих неподвижными прямые а = 0 и а — ст0-

Г. КОММЕНТАРИЙ К СПИСКУ ЛИТЕРАТУРЫ

Объем настоящей статьи не позволил коснуться ряда новых путей развития
основной темы. К тому же сейчас не ясно, что из полученных теоретических результа-
тов будет существенно для понимания физики частиц, а что окажется лишь формаль-
ными упражнениями. Чтобы облегчить читателям, предполагающим активно работать
в этом направлении, поиски статей по интересующей их теме, к обзору приложен
дополнительный список литературы. В этом списке указаны также некоторые интерес-
ные статьи по основной теме обзора, на которые не было ссылок в основном тексте.
Чтобы помочь ориентироваться в обоих списках, ниже приводится тематический
указатель к литературе:

1) Обзоры: х - 1 2 , 4 2, **, i7, 2 0 в , 2 3 9 , 2 6 7 , 2 7 в , 2 6 S , 2 9 8 .
2) Классическая и квантовая теория релятивистской струны: 8~10> 1 7 - 2 4 , '3-8°,

89-95, 201, 208, 227, 228, 279, 280, 283, 286

' 3) Замкнутая струна и модель' Вирасоро — Шапиро: 2 5 , 2 6 , 2 9 , 3 1 , 6 5 . «8, 1 1 5 . 2i9>
252, 253, 268, 271, 282, 295

4) Струна со спином и суперсимметрия: 2 7 , 2 8 , 8 S , 6 8 ~ 7 1 , S 6 - l w , 1 1 2 . а07> 2 2 1 . 2 3 6 . 2 6 S -
256, 258, 259, 2'73, 283, 295, 296, 298_

5) Внутренние симметрии: 6 , 6 6 . 6 7 , 2 М> 2 0 6 . 2 0 7 . 2 1 8 - 231> 2 5 6> 2 6 8 ' 273> 2 7 4 -
6 Конкретные модели барионов и мезонов: 1 7 , ы, 212-21<Ц 220, 222, 232, 235, 237, 244,

246-248, 251, 254, 264, 265, 279.

7) Взаимодействие струн. Струны во внешних полях: 9 . 2 9 . 32> 3 3 , 3 6) 76> 9 4 i 1 0 6 - 1 1 6 ,
201, 209, 213, 217, 243, 245, 249, 252, 258, 263, 265, 270, 275, 278, 284, 285, 295_

8) Партоны, кварки и «сетевые» диаграммы Фейнмана: 1 3 - 1 9 i 3 0i 213> 250> 266> а68»
273, 297_

9) Функциональное интегрирование в дуальных моделях: 7 , 9 , 3 2 , 3 3 " 3 5 , 2 4 0 . 262>
263. 266. 285
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10) Операторная алгебра: ъ,в,25>27,28, ы , 5 6 , 6 9 - 7 1 , 1 1 3 . 1 1 4> z l ° , 2 1 *. 2 2 1 > 2 2 8 > 2 4 2> 2 6 7> 2 8 7 .
И ) Различные варианты дуальных моделей: " , 4 7 ~ 5 3 , 9 2 , 1 2 S , 1 2 4 , 2 0 3 , 2 0 6 , 2 1 0 , 2 3 6 ,

238, 240, 257, 264, 270, 271, 275, 297_

12) Интегральные представления дуальных амплитуд: 26> 6 1 J 6 2 i 6 2~6 6, iso-iat, 128,
129, 286, 261, 262_

13) Высшие порядки («петлевые диаграммы»): 4 i 5> 6 7 - 6 9 , 2 0 4 , 2 0 9 , 2 6 9 , 2 7 7 .
14) Спонтанное нарушение симметрии: 43-46, 2 0 2 , 2 2 4 , 2 5 0 , 2 7 8 .
15) Модификации теории струны: распределенная масса, кварки на концах и пр.:

116, 208, 212, 215, 218, 219, 225, 229-232, 244, 246, 251, 255, 259, 265, 278, 280, 284, 288, 291, 292#

16) Полевые модели образования струн: калибровочные поля, вихри, монополи
И Ш> " 8 7 ~ 4 2 j 2 1 1 i 216-219, 224, 233, 2S4, 239, 2*1, 248, 255, 260, 268, 281, 282, 286, 289-292, 294_

17) Переход к пределу а' -*• 0 и связь с локальными теориями: w-ei, 271, 272, 294_
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