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I. ВВЕДЕНИЕ

Статистическая модель вещества (модель, или метод, Томаса Фер-
ми, сокращенно — МТФ) составляет основу особого приближенного под-
хода, который широко применяется для описания свойств вещества на раз-
личных его иерархических уровнях (атомное ядро, атом, молекула, твер-
дое тело и т. д.). Особенного развития достигли приложения МТФ к
теории экстремальных состояний вещества, возникающих под действием
высоких давлений, больших температур или сильных внешних полей.
Соответствующие разделы физики и смежных наук (астрофизики, кван-
товой химии, ряда прикладных дисциплин) и составляют область приме-
нения МТФ. Популярность МТФ связана с ее простотой, наглядностью и
универсальностью. Последнее означает, что результат расчета по МТФ
относится сразу ко всем химическим элементам: переход от элемента к эле-
менту осуществляется простым преобразованием масштаба. Эти особенно-
сти МТФ делают ее чрезвычайно удобным инструментом качественного,
а во многих случаях и количественного анализа. Разумеется, они возпи-
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кают как следствие приближенного характера МТФ, которая способна
давать точное описание действительности лишь в особых предельных
ситуациях. Именно, для применимости МТФ как количественной теории
нужно, чтобы плотность вещества или его температура имели достаточно
высокое значение.

Неудивительно поэтому, что на протяжении почти полувековой исто-
рии МТФ непрерывно делались попытки ее усовершенствования с целью
расширить область применимости модели, сохранив при этом ее достоин-
ства. За последние 20 лет, прошедшие после выхода известной книги
Гамбоша \ в этом направлении достигнуты значительные успехи. Изло-
жение соответствующего круга вопросов составляет основное содержание
этой статьи (гл. II, III, V). Дополнительные сведения можно найти в моно-
графиях и обзорах 1 - 8 , а также в цитируемых ниже оригинальных статьях.

Другая линия развития МТФ, достигшая уже известной завершен-
ности, относится к описанию динамических свойств вещества — реакции
неоднородной системы на переменные во времени внешние воздействия,
характеристик собственных (коллективных) колебаний и др. Эти вопросы
излагаются в гл. IV, V (см. также монографии и обзоры χ· 5> 9· 1 0 и цити-
руемую ниже литературу). Наконец, в последние годы быстро разви-
вается новый подход в теории конденсированных сред — метод функ-
ционала плотности, близко примыкающий к МТФ. Теория этого метода крат-
ко изложена в разделе 15, где указана и соответствующая библиография.

В этом обзоре мы излагаем теорию МТФ применительно к обычным
электронно-ядерным системам (атом, твердое тело, плазма), совершенно
не затрагивая приложений МТФ к теории атомного ядра. Эта последняя
задача выходит за рамки нашего изложения и в физическом и в методи-
ческом планах (см. ь^ 1 1 ~ 1 3 ). Как и обычно, объектом приложения МТФ
служит электронная компонента вещества при заданном состоянии ядер.
Фононные эффекты в условиях применимости МТФ могут описываться
в значительной мере независимым образом (см. в этой связи 7· 1 4 ).

Итоги развития МТФ показывают, что статистическая модель веще-
ства в ее современной форме представляет собой действенный метод тео-
рии строения вещества, имеющий четкие и довольно широкие пределы
применимости. Возможности этого метода раскрыты еще далеко не пол-
ностью. Однако уже сейчас видно, что в ряде задач МТФ способна с успе-
хом заменить традиционные численные квантовомеханические расчеты,
имея перед последними несомненное преимущество, свойственное всякому
аналитическому подходу. Бесспорно, что круг таких задач при последую-
щем развитии МТФ еще более расширится.

Мы посвящаем эту статью памяти Александра Соломоновича Ком-
панейца, нашего учителя в первом и втором поколении, который много
сделал для развития статистической модели и расширения области ее
приложений.

П. МОДЕЛЬ ТОМАСА — ФЕРМИ И ГРАНИЦЫ ЕЕ ПРИМЕНИМОСТИ

1. М о д е л ь Т о м а с а — Ф е р м и ( о б щ и е с в е д е н и "я)

Первоначально МТФ была предложена Томасом 1 5 и Ферми 1 в для
описания электронной оболочки тяжелого атома, которая характеризуется
сравнительно однородным распределением плотности электронов.

МТФ основана на известных соотношениях квантовой статистики4*)

P3F PF

*) Здесь и ниже используются атомные единицы е = ft =тп =к = 1 ,
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где η — плотность числа частиц, рр — импульс и μ — энергия на гра-
нице распределения Ферми. Эти соотношения относятся к идеальному,
однородному, вырожденному электронному газу. Если же он слабо неодно-
роден, то естественно сохранить а) как локальное соотношение *)

/ N PF(X) /Л 4 4

п (х) = 3 π 2 ' ( 1 Л *

а к правой части б) добавить потенциальную энергию электрона

x ' - ^ r T + Ue(x) (1.2)

в поле остальных электронов и внешних источников (ядер)

μ = 4 ^ + ί 7 ( χ ) . • (1.3)

Учитывая еще уравнение Пуассона, отвечающее (1.2),

— ΔΖ7 = —я— = inn -j- внешний источник, (1.4)

легко прийти к нелинейному дифференциальному уравнению (уравнению
Томаса — Ферми) для р\ или U. Решив его с соответствующими гранич-
ными условиями, можно получить полное описание «холодной» электрон-
ной системы.

Ее локальные характеристики описываются функцией распределения

/(х, v) = Q(pb(x)-p*), (1.5)

где θ (χ) = 1 (χ > 0), θ (ζ) = 0 (χ < 0). В частности, плотность в коор-
динатном и импульсном пространствах даются формулами (dsp =

/ ( 3 ) )

η (χ) = 2 j d3pf (χ, ρ), η (ρ) = 2 j dx f (x. ρ) (1.6)

(первая из них и ведет к (1.1)). Термодинамические свойства системы
описываются выражением для ее энергии Ε = Eh -\- Ee + Et, где

Ee=^dxn(x)Ue(x),

Для обобщения МТФ на случай конечных температур нужно заме-
нить (1.5) соответствующим квантово-статистическим выражением

(1.8)

Тогда (1.6) дает

где In — специальная функция Ферми — Дирака, свойства которой при-
ведены в приложении 1, к == р%12Т. Выражение (1.9) заменяет собой (1.1);
что же касается (1.2) — (1-4), то эти равенства сохраняют свою силу,

*) Утверждение о том, что свойства слабонеоднородной системы в данной точке
пространства совпадают со свойствами однородной системы с тем же локальным зна-
чением плотности, называют «принципом квазиоднородности». О пределах его приме-
нимости речь будет идти ниже в разделах 3, 5, 6.
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но под μ теперь нужно понимать химический потенциал «горячей» системы.
Располагая решением уравнения Томаса — Ферми при Τ Φ 0 и выра-
жением для свободной энергии

можно получить полное термодинамическое описание «горячей» системы.
В частности, химический потенциал и давление получаются из (1.10)
дифференцированием соответственно по числу частиц и объему системы.

Этот расчет существенно упрощается, если на границе системы U \s =
= 0. В этом случае

Выражение для давления Ρ можно рассматривать как результат при-
менения принципа квазиоднородности и теоремы вириала (Р = (2/3) EJV)
в точках, где электронный газ локально идеален. Именно так обстоит
дело в широко применяемой модели сферических ячеек Вигнера — Зейтца
(см., например, х· 5). В этой модели вещество разбивается на совокуп-
ность сферических ячеек, каждая из которых содержит одно ядро и в целом
электронейтральна; последнее условие определяет радиус ячейки R:

dxn (χ) = Ζ

и поведение U (χ) (см. (1.2)) вблизи границы ячейки:

U (x) ~ (R - г)\ (1.12)

Использование модели ячеек позволяет перейти от многоцентровой задачи
к сферически симметричной одноцентровой, что чрезвычайно облегчает
решение уравнения Томаса — Ферми.

Явное решение многоцентровой задачи возможно лишь в области
столь высоких давлений или температур (эту область в дальнейшем мы
будем называть областью однородности), где МТФ мало отличается от мо-
дели идеального однородного газа 5; границы этой области указаны ниже
в разделе 2. В нулевом приближении (идеальный газ) соотношения (1.9) —
'(1-11) дают

п=Л0. Γ 3/2 / ι / 2 ( λ ) > F = ^ - VTW (λ/ 1 / 2 (λ) - А /з/2 (λ)) ,

, (1-13)
ρ 2 У 2 ТЪ/2Т (U - μ _ PF

Ρτ= 3π2 1 уз/2(А), Λ_ — --gy-.

В следующем приближении, учитывающем малые эффекты кулонова
взаимодействия,

δΡ% (χ) = 2 δ μ - 2 n j | χ ^ χ Ί -2Ue (x),

где Εο — энергия кулонова взаимодействия внешних источников друг
с другом. С учетом электронейтральности системы в масштабах ~{Zlri)lls

имеем
6F = -αΖ2/3η^3ν, (1.14)

г д е а — аналог постоянной Маделунга и зависит от конкретной струк-
туры ближнего порядка в системе; в модели ячеек а = (9/10) (4л/3)1/3.
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Соответственно

δμ= t-aZ2 / 3w1''3 j δ / ) ^ _ « Z 2 / V/ 3 . (1.15)
о о

МТФ можно легко обобщить и на релятивистский случай. Однако
соответствующие эффекты были бы заметны лишь при таких условиях
(вблизи ядер, при сверхвысоких давлениях или температурах), когда
МТФ или вовсе неприменима или мало отличается от модели идеаль-
ного газа.

МТФ обладает важным свойством автомодельности: в любое физиче-
ское соотношение атомный номер Ζ входит только в виде комбинаций

χΖ1'3, ωΖ"1, j?Z-2/3, ΕΖ~^, ΤΖ-*Ι\ PZ'10'3, nZ~\ (1.16)

где χ — длина, ω — частота, ρ — импульс, Ε — энергия (свободная
энергия) на частицу, Τ — температура, Ρ — давление, η — плотность.
Именно с этим связано свойство универсальности МТФ, о котором гово-
рилось во введении.

В основу вывода МТФ было положено предположение о малой сте-
пени неоднородности системы. В дальнейшем нам понадобится количе-
ственная мера этой величины. Ею служит характерная «длина неодно-
родности» L, па протяжении которой характеристики системы меняются
заметным образом. В области применимости МТФ эту величину можно
найти прямо из уравнения (1.4), опуская в нем член с внешними источ-
никами *) и заменяя Δ на 1/L2:

£~^~rD. (1.17)

Уп
Эта величина совпадает с радиусом Дебая для электронной подсистемы
rD ~ ν/ω, где ν — характерная скорость, ω — характерная (плазменная)
частота.

2. Г р а н и ц ы п р и м е н и м о с т и МТФ
( э ф ф е к т ы к о р р е л я ц и и )

Из приведенного выше полуинтуитивного вывода МТФ трудно понять,
как вписывается эта модель в общую схему квантовой механики и ста-
тистики. Ответ на этот вопрос дал Дирак 1 7, показавший, что «холодная»
МТФ представляет собой квазиклассический предел по отношению к урав-
нениям самосогласованного поля Хартри в квантовой механике; «горячая»
МТФ оказалась аналогичным квантово-статистическим пределом.

Соответственно приближенный характер МТФ имеет двоякую при-
роду. За пределами модели остаются, во-первых, эффекты корреляции,
отражающие неточность метода Хартри и связанные с отличием самосо-
гласованного (усредненного) взаимодействия от истинного. Во-вторых,
в МТФ не учитываются квантовомеханические эффекты, отвечающие при-
ближенному характеру самого квазиклассического описания. В этом
и последующих разделах рассматривается теория перечисленных эффек-
тов, позволяющая найти пределы применимости МТФ в ее первоначаль-
ной форме и обобщить модель за пределами соответствующих границ.

Начнем с рассмотрения эффектов корреляции, которые в свою оче-
редь делятся на два класса. Это прежде всего эффекты статистической

*) В области, где МТФ ведет к нетривиальным результатам (левее кривой 3
на приводимом ниже рис. 1), величина L меньше среднего расстояния между ядрами.
Поэтому ядра не участвуют в экранировании и их вклад в (1.4) можно не учитывать.



8 Д. А. КИРЖНИЦ, Ю. Ε. ЛОЗОВИК, Г. В. ШПАТАКОВСКАЯ

корреляции (обменные эффекты), описывающие влияние принципа Паули
на взаимодействие частиц. Электроны с параллельными спинами держатся
при прочих равных условиях на большем расстоянии друг от друга,
нежели в синглетном состоянии, причем радиус такой корреляции совпа-
дает с длиной волны де Бройля электрона λ ~ \lpF. Соответствующее
ослабление кулонова отталкивания, равноценное дополнительному эффек-
тивному притяжению между частицами, составляет по порядку величины
(λ/Ζ/)2 U ~ ηΐρψ (см. (1.4), (1.17)). Отношение этой величины к средней
кинетической энергии электрона рр дает безразмерный параметр

s п /о 1\

определяющий относительный вклад обменных эффектов. Они не нару-
шают картины независимых частиц, свойственной методу Хартри, а ведут
лишь к некоторой модификации самосогласованного потенциала (метод
Хартри — Фока).

В литературе многократно обсуждалось и использовалось обобщение
МТФ (модель Томаса — Ферми — Дирака *• 1 7 ), которое возникает при
переходе к квазиклассическому пределу в рамках метода Хартри — Фока
и учитывает обменные эффекты всех порядков по параметру (2.1). Однако
ниже мы убедимся, что квантовомеханические эффекты характеризуются
тем же параметром (см. (3.1)). Ясно поэтому, что использование такой
модели — это недопустимое превышение точности. Единственно последо-
вательный путь состоит в одновременном и соразмерном учете обменных
и квантовомеханических эффектов *).

Эффекты корреляции второго класса (их называют эффектами силовой
корреляции или просто корреляционными эффектами) отражают неточ-
ность самой картины независимых частиц, т. е. невозможность говорить
о состоянии отдельного электрона в эффективном среднем поле остальных
частиц из-за их взаимного влияния, выходящего за рамки самосогласо-
ванного описания. Будучи по своей природе силовыми, корреляционные
эффекты характеризуются безразмерным параметром теории возмущений

„1/3

δο-V' (2-2)
равным отношению средней энергии кулонова взаимодействия пары частиц
к их средней кинетической энергии. Поэтому относительный вклад этих
эффектов должен определяться некоторой положительной степенью пара-
метра (2.2)

кор ~ Оо. (̂ -ύ)

Силовые эффекты первого порядка по б0 учитываются уже в рамках
метода Хартри (например, уравнения Хартри в случае однородной систе-
мы точно соответствуют нулевому и первому порядку по параметру теории
возмущений (2.2) 6). Поэтому для показателя ν в (2.3) можно было бы
ожидать значения 2. Однако дальнодействующий характер кулоновых
сил осложняет ситуацию: высшие порядки теории возмущений содержат
инфракрасные (отвечающие большим расстояниям) расходимости. Более
аккуратный расчет, сводящийся по существу к учету дебаевского экра-
нирования, ведет к «обрезанию» расходимостей на расстояниях порядка го
(см. (1.17)) или, в безразмерных переменных, на величине г в η 1 ' 3 ~ δ"1/2.

*) Это важное заключение, обесценивающее результаты ряда работ по приложе-
ниям МТФ, принадлежит Компанейцу (см. 1 8 ) .
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В результате дело сводится к уменьшению показателя ν до значения,
меньшего 2 (но большего единицы).

Это значение зависит от степени вырождения электронного газа, т. θ.
от величины параметра п2131Т (см. кри-
вую 1 на рис. 1, отвечающую п2/3 ~
~ Т). В области вырождения

Т, pF

1/8 δ0
(2.4)

инфракрасная расходимость оказывает-
ся сильно подавленной из-за принципа
Паули, уменьшающего фазовый объем
для виртуальных переходов 5; она ока-
зывается, самое большее, логарифмиче-
ского типа и потому ν = 2. Соответст-
венно (2.1), (2.3) дают

б о б м ~га- 1 / 3 , б к о р ~гс- 2 / 3 . (2.5)

Как уже упоминалось, тем же па-
раметром (2.1) определяется вклад и
кваптовомеханических эффектов. По-
этому область применимости МТФ в
«холодном» случае дается неравенством

1.

/ Ζ4'" Τ
Рис. 1. Границы применимости МТФ.
1 — кривая вырождения, 2 — граница-
применимости МТФ, з — кривая равен-
ства обменных, квантовомеханических ir
корреляционных эффектов, 4 — граница
области однородности. I — область пре-
обладания обменных и квантовомеханиче-
ских аффектов для вырожденного газа,
Л — то же для больцмановского газа,
III — область преобладания корреляцион-
ных эффектов. Заштрихована область, в
которой использование МТФ оправдано.

Кривая 2 на рис. 1 ограничивает об-
ласть применимости МТФ; ее верхняя
часть отвечает η ~ 1. Подчеркнем,
что в силу (2.5) в области вырождения
обменные и квантовомеханические эффекты, пока они относительно малы,
играют преобладающую роль по сравнению с корреляционными.

Для классического электронного газа

pF
Tu\ (2.7)

инфракрасная расходимость оказывается, как и в обычной теории Дебая —
Хюккеля, линейного типа (см. ниже, раздел 5) и ν = 3/2. Отсюда

η с.
1 -=аг- . О

η*'2

'кор (2.8)

Область применимости МТФ отвечает неравенству

η < Τ3 (2.9)

и ограничена нижней частью кривой 2. Из приведенных оценок (см. (2.8))
следует, что при η<ζ Τ преобладают корреляционные, при п~^> Τ —
обменные и квантовомеханические эффекты; кривая η ~ Τ изображена
на рис. 1 (кривая 3).

Как видно из (2.3), для применимости МТФ во всяком случае необ-
ходима малость энергии взаимодействия пары электронов по сравнению
с их кинетической энергией. Это, однако, еще не означает близости МТФ
к модели идеального газа: в неоднородной системе, каковой является
реальное вещество, электроны взаимодействуют с ядрами, а также с боль-
шим числом своих партнеров, находящихся в сфере эффективного дей-
ствия кулоновых сил. Эти взаимодействия при Ζ >̂ 1 отнюдь не малы
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осциллирующем члене (3.3) ведет к появлению дополнительных положи-
тельных степеней параметра ξ. Оказывается, что в реальном трехмерном
случае вклад оболочечных эффектов определяется, отвлекаясь от осцилля-
ционной зависимости, параметром (3.1) и буквенно таков же, как и для
квантовых эффектов (см. раздел 7).

Возвращаясь к квантовым эффектам, нельзя не отметить, что их вклад
всегда значителен в областях г < Ζ'1, т. е. вблизи ядра, и г > 1 (на пери-
ферии изолированного атома). Соответственно этот вклад в величины,
для которых указанные области играют существенную роль, может ока-
заться значительно больше, чем это следовало бы из оценки (3.1). Так г

например, применение МТФ к вычислению полной энергии тяжелого·
атома, для которого согласно (2.5), (3.1)

боем ~ бнв ~ Z-V3, δ κ ο ρ ~ Ζ-"/3, (3.5)

ведет в действительности к существенно большей ошибке. К этому вопросу
мы еще вернемся]в гл. V.

III. ЭФФЕКТЫ, ВЫХОДЯЩИЕ ЗА РАМКИ МОДЕЛИ ТОМАСА — ФЕРМИ

4. О б м е н н ы е э ф ф е к т ы

Предыдущая глава содержала общее качественное рассмотрение эффек-
тов, ограничивающих применимость МТФ. Теперь мы переходим к систе-
матическому изложению их количественной теории. Прежде всего приве-
дем несколько полезных общих соотношений (их вывод см. в приложе-
нии 2).

Обсуждаемые эффекты ведут к нарушению простой связи между плот-
ностью и потенциалом, свойственной МТФ, и к появлению в правых
частях (1.1), (1.11) дополнительного слагаемого

п-^п(рУ) + п'. (4.1)

Величина п' считается относительно малой, и поэтому интерференция
между различными эффектами отсутствует; каждому из них отвечает
отдельное слагаемое в п'. Добавка к р | , связанная с η', определяется
уравнением

(Δ—κ 2 (χ)) ЬрЬ = 8яв'§ (4.2)

где κ = (4π дп/δμ)1^ — обратный радиус Дебая электронной подсистемы.
Добавки к химическому потенциалу, потенциальной энергии и плотности
даются соответственно выражениями *)

δρ|(οο) ι

Добавка к свободной энергии определяется простой формулой

μ

6 F = — j άμ\ dxn'. (4.4)
— σο

В нее не входит величина δρ%, и поэтому для построения термодинамики
нет нужды в решении сложного уравнения (4.2). Добавка к давлению

*) Аргумент «оо» отвечает точке, лежащей вне (нейтральной) системы.
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может быть записана в виде
ΜδΡ ( 4 5 )

δ ρ =

(другие представления δΡ см. в 5· 2 1).
Начнем с рассмотрения обменных эффектов. ИхТисследование приме-

нительно к «холодной» МТФ было начато Дираком 1?; обобщение на слу-
чай произвольных температур см. в а1> 22. Как уже указывалось в разделе 2,
обменные эффекты состоят в появлении дополнительного эффективного
притяжения между электронами, связанного с принципом Паули. Если
в объеме V имеется два свободных электрона с параллельными спинами
и с импульсами ρ и р', то обменному притяжению отвечает потенциальная
энергия —4.TT/(F | ρ — ρ' |2) (фурье-образ кулонова взаимодействия).
В общем случае, когда электроны описываются функцией распределения
/ (х, р), в одночастичном гамильтониане возникает дополнительный по
отношению к U обменный «потенциал»

- А (х, р) = - 4π j d*p'

Обменная добавка к функции распределения равна

а добавка к плотности с учетом (4.6) имеет вид

где
λ

d»p/ (χ, ρ) Α (χ, ρ) = ~ J ώλ (/'1/2 (λ))Μλ = Jg- (4.7)
— oo

(вычисление этого интеграла см. в приложении 3). Отсюда

п' = —j- (/ί/2 (λ))2. (4.8)

Добавка к свободной энергии находится из (4.4)
λ

6F=-^ridx ί <*λ(/ί/2(λ))2; (4.9)
— οο

в случае малых температур

n'=S- (4.10)
и

=. - 4 ( 4 ) 1 / 3 J dx /̂з. (4Л1)

Полное решение задачи в явной форме возможно в области однород-
ности электронного газа (разделы 1, 2), в которой (4.2), (4.5) дают *)

2 ( λ ) / 1 / 2 ( λ ) . (4.12)

*) Во избежание недоразумений укажем, что величина Ьрр в (4.2) имеет смысл
добавки к потенциальной энергии, а не к граничному импульсу (ср. 5 ).
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В пределе малых и больших температур имеем соответственно

(4.13)

Отметим, что обменные эффекты нарушают автомодельность, свой-
ственную МТФ: будучи выражены в переменных (1.16), обменные добавки
содержат лишний множитель Ζ'2!3.

5. К о р р е л я ц и о н н ы е э ф ф е к т ы

Переходим к рассмотрению корреляционных эффектов, отражающих
неточность представления о самосогласованном поле, которое лежит
в основе метода Хартри. Мы сосредоточимся на наиболее простом случае
классического электронного газа; этот случай одновременно и наиболее
важен, так как именно для него корреляционные эффекты являются
«узким местом» МТФ (область ТУ/ на рис. 1).

Сразу же отметим, что хотя приводимые ниже соотношения внешне
напоминают формулы известной теории Дебая — Хюккеля (см., напри-
мер, 2 3), сама она в интересующей нас области давлений и температур
(не слишком далеко от внешней границы заштрихованной на рис. 1 обла-
сти) неприменима. Эта теория относится к слабо неидеальной плазме,
в которой относительно мало кулоново взаимодействие между ядрами,
и может применяться лишь в области η >̂ T3/Zb, лежащей при Ζ >̂ 1
существенно ниже указанной границы. Наше же рассмотрение относится
к условиям, когда электронный газ неидеален и неоднороден, а ядра
образуют заданное распределение и не участвуют в процессе дебаев-
ского экранирования (см. конец раздела 1).

Корреляции в классическом газе (см. 2 4 и приложение 4) удобно
описывать с помощью re-частичной функции распределения по координа-
там *), имеющей в случае малых корреляций следующий вид:

IV

/ п ( х ь . . . , χ η ) = Λ(Χι) . . . / 1 ( χ η ) [ ΐ + ± 2 ' ν (χ , , χ , ) ] , (5.1)
ι, j -1

где одночастичная функция /х связана с плотностью соотношением

η (χ) = nU (χ), η = ΝIV, (5.2)

а коррелятор ν удовлетворяет уравнению

Δ

Результат несложных вычислений имеет вид
, , , , /— / η (χ) \3/2

»'(х) = У я ( ^ )

Ann (χ) \ , ,. 4π s , ,, ,r o\

^ ) v ( x , x ) = — δ ( χ - χ ) . (5.3)

( ^ ) (о.4)

где, согласно (1.11),
2Г \.i/2

)

Добавка к свободной энергии

/ \ (x). (5.5)

Корреляционные эффекты также нарушают автомодельность МТФ: в пере-
менных (1.16) им отвечает дополнительный множитель Z~x.

*) Распределение но импульсам имеет тривиальный максвелловскии вид.
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В области однородности электронного газа

с -, / яге г. г. i -. / яге3 , г ,,,

δμ = — } / — , б / > = - — ]/—• (5.6)
Пользуясь теоремой вириала, можно доказать, что (5.6) — частный слу-
чай более общих соотношений

Ли 3 б/1

 X D 1 δ/'Ί /г 7V

справедливых и вне области однородности.
Выражение (5.5) можно рассматривать как результат применения

принципа квазиоднородности к дебаевской плазме электронов на фоне
«инертного» положительного заряда (ср. теорию Дебая — Хюккеля).
Существенно подчеркнуть, что это возможно лишь для классического
газа: в случае частичного или полного вырождения для вычисления корре-
ляционных эффектов пользоваться указанным принципом нельзя. Дело
в том, что эти эффекты обнаруживают аномальную чувствительность
к неоднородности системы 2δ* 5.

В самом деле, для применимости принципа квазиоднородности необ-
ходимо, чтобы длина неоднородности L (см. раздел 1) была велика по
сравнению со всеми характерными для данной задачи величинами' раз-
мерности длины. В рамках МТФ имеется только одна такая величина —
среднее расстояние между частицами ге"1/3. В рассматриваемых нами
условиях параметр Lnlls ~ ξ^1 действительно велик по сравнению с еди-
ницей и пользоваться принципом квазиоднородпости правомерно. Однако
при переходе к корреляционным эффектам в задаче появляется еще одна
характерная длина — радиус Дебая rD, связанная с силовыми эффектами.
Эта величина, согласно (1.17), совпадает по порядку величины с L, что
и исключает возможность пользоваться принципом квазиоднородности.
В случае классического газа, однако, зависимость физических величин
от отношения rDlL выпадает и получается приведенный выше простой
ответ.

Что же касается случая частичного или полного вырождения, то для
него задача о вычислении корреляционных эффектов еще не нашла своего
решения. Приводившиеся в разное время результаты, в основе вывода
которых лежал принцип квазиоднородпости, могут считаться в лучшем
случае качественными. Это относится, в частности, к известной формуле
Гелл-Манна — Бракнера 2в, выведенной для строго однородной системы,

ЬЕ ~ —Vn In и,

которую многократно применяли к реальным объектам, заменяя η на η (χ),
а V — на интеграл по объему. Дополнительные сведения о корреляцион-
ных эффектах в «холодной» системе можно найти ниже, в гл. IV.

6. К в а н т о в ы е э ф ф е к т ы

В этом разделе рассматриваются эффекты, отражающие неточность
квазиклассического приближения к уравнениям метода Хартри и пред-
ставляющие собой первый член разложения физических величин в сте-
пенной ряд по параметру квазиклассичности (3.1). Первая попытка описать
эти эффекты принадлежит Вайцзеккеру 27. Однако неадекватность исполь-
зованного им метода привела к завышенному (как было показано впо-
следствии, в 9 раз) коэффициенту в его формуле *). Слишком большая

*) Впрочем, формула Вейцзеккера становится справедливой в обратном пре-
дельном случае больших ξ 2 8, когда она ведет к обычному уравнению Шрёдингера
(см. ниже, раздел 11).
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величина этого коэффициента отмечалась рядом авторов на основе эмпи-
рических аргументов еще до создания количественной теории квантовых
эффектов. Такая теория была предложена почти одновременно *) не-
сколькими авторами 18> 29· 3 0 (см. также 3 1 ), использовавшими для раз-
ложения в ряд по параметру квазиклассичности различные методы. Ниже
мы применим для этой цели наиболее прямой путь (см. также 5 ) .

Здесь и далее мы будем исходить из выражения для одночастичной
функции Грина электрона в самосогласованном поле

, ρ, г)е^-^ = 2 ^-* + Г ' <6Л>
η

где ψη и ε7! — волновая функция и энергия частицы в методе Хартри.
Функция Грина удовлетворяет уравнению

(ε £ U(X))G(X, Χ', ε) = δ ( χ - χ ' ) (6.2)

л ведет к выражениям для функции распределения и плотности
μ

/(χ, ρ) = 4" j de(G(x, ρ, ε) — G* (χ, — ρ , ε)),

(6-3)

тг ( χ ) = \ dslmG(x, χ, ε).

— οο

Приведенные соотношения относятся к «холодной» системе. При Τ Φ О
достаточно сделать замену

ц °о

άε ( . . . ) -> \ с?е / (ε) ( . . . ) , / ( ε ) = exp I—=-^-1+1 . (b.4)

В разделе З уже отмечалось, что квантовые эффекты отвечают раз-
ложению по возрастающим степеням градиента потенциала. Ограничи-
ваясь рассмотрением квантовой поправки низшего порядка, которой
отвечает вторая степень градиента, можно представить величину
G (χ, ρ, ε) в (6.1) в следующем единственно возможном виде:

где Go = 2/[2 (ε — U) — ρ2 + ίδ]. Подстановка в уравнение (6.2) дает
явные выражения для коэффициентов А — Е. В результате получаются
следующие выражения для «холодных» квантовых добавок к функции
распределения:

2_2 (pV)2 рЯ δ" (ρ¥ — ρ2) — γ ( P V P F ) 2 6 " ( p i — ρ2),

и к плотности:
п' = 9 6 ^ | Г KVPW2—4ρϊ· ΔρΜ· ( 6 · 5 )

Отсюда добавка к энергии

67?= — 1 _ f ^Ξ.[(νρ|·)2Η-4ρ|.Δρ|·]. (6.6)

*) Первая публикация с изложением теории квантовых эффектов принадлежит
Компанейцу и его ученику Павловскому 1 8 .
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С помощью (1.1) ее можно переписать в виде

] (6.6а)

Для регулярной функции η (χ) последний член этого выражения выпадает
и получается формула Вейцзеккера, но с в девять раз меньшим коэффи-
циентом.

При конечных температурах соотношения (6.5), (6.6) заменяются сле-
дующими (λ = рУ2Т):

п' = - | g - [Г{Ц (λ) (νλ)* + 2Л/2 (λ) Δλ], (6.7)

J
Используя тождество

Δ/ 1 / 2 = / ' 1 / 2 Δλ4-/'ί / 2 (νλ) 2

и уравнение Томаса — Ферми (см. (1.4), (1.11))

А . b~\/W , ... ,
Δλ = —- 71/2 (λ) + внешний источник,

нетрудно привести (6.8) к виду

здесь точки отвечают слагаемым *), не равным нулю лишь там, где нахо-
дятся ядра. Поскольку при изменении объема системы эти слагаемые
не меняются, они выпадают из выражения для квантовой поправки к дав-
лению

&S] (6.9)
Сравним эту величину с обменной поправкой к давлению, которая,

согласно (4.9), равна

λ

^ ^ j j άλ(ΐ\Ι2γ. (6.Ю)

Используя асимптотики функций Ферми — Дирака (см. приложение 1),
легко видеть, что отношение (6.9) к (6.10) составляет 2/9 для вырожден-
ного и 1/3 для классического электронного газа б> 2 1. Это еще один аргу-
мент против модели Томаса — Ферми — Дирака (см. раздел 2).

В области однородности электронного газа нетрудно, используя
формулы раздела 4, прийти к выражениям

/1/2/1/2 \ c D Τ2 71/27ί/2 ,* к »\
) δ ρ ( б 1 1 )

Сравнивая с (4.12), можно проверить выполнение указанных выше чис-
ленных соотношений.

На первый взгляд кажется, что выражения (6.11) справедливы при
любых сколь угодно больших значениях плотности или температуры,

*) Эти слагаемые на самом деле расходятся, что связано просто с непримени-
мостью квазиклассики на малых расстояниях от ядра (см. раздел 3).
2ТуфН, т. 117, вып. 1
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лежащих за пределами заштрихованной области на рис. 1. Между тем
не вызывает сомнения, что при достаточно высоких значениях плотности
или температуры становится справедливой теория возмущений, которая
дает выражения (1.13), (1.15), (4.12), (5.7), но не содержит квантовых
добавок (6.11). Для разрешения этого парадокса и определения границ
применимости (6.11) со стороны высоких давлений или температур следует
принять во внимание, что в кулоновом поле ядра квазиклассика приме-
нима лишь при выполнении условия Z/pF >̂ 1. Поэтому разложение
по параметру (3.1) имеет смысл лишь при выполнении условий

гс< Z3, Г < Ъ\ (6.12)

относящихся соответственно к области вырождения и классической обла-
сти. Это и есть условия применимости формул (6.11).

При неравенствах, обратных (6.12), когда Z/pF <ξ 1, напротив, ста-
новится применимой теория возмущений в кулоновом поле и квантовые
эффекты исчезают. Поэтому на самом деле (6.11) следовало бы умножить
на некоторую функцию от Z/pF, стремящуюся к нулю при малых и к еди-
нице при больших значениях аргумента. Мы не будем приводить ее явного
выражения (она представляется комбинацией функций Уиттекера) ввиду
малости абсолютной величины квантовых эффектов в рассматриваемой
области.

7. О б о л о ч е ч н ы е э ф ф е к т ы

Как уже указывалось в разделе 3, оболочечные эффекты отражают
нерегулярности физических величин, обусловленные дискретным спек-
тром энергии; однако и в случае непрерывного спектра эти эффекты
могут проявляться как результат интерференции волн де Бройля. В ква-
зиклассической области (ξ <^ 1) оболочечные эффекты описываются выра-
жениями, являющимися периодическими функциями от l/ξ. Первый
важный шаг в теории оболочечных эффектов был сделан Коном и Шэ-
мом 3 2 *). Однако в этой работе, как и в более поздних работах 3 3, был
рассмотрен только одномерный случай, причем малость параметра квази-
классичности была использована не до конца (например, в ответ вошли
вместо тригонометрических гипергеометрические функции). Теория, охва-
тывающая и трехмерный случай, с должным учетом малости параметра ξ"
была построена в работах 3*-36, которым мы и следуем ниже.

Прямой путь построения такой теории был уже по существу намечен
в разделе 3 и состоит в явном вычислении нерегулярных слагаемых (3.3)
путем перехода от суммирования к интеграции с помощью формулы
Пуассона (см. приложение 5). Ограничиваясь в этом параграфе слу-
чаем Τ = О, представим оболочечную поправку к плотности в виде

п' = п[ + п'2 + п3. (7.1)

Величина п\ возникает из первого слагаемого (3.3) как поправка при
замене суммы на интеграл и описывает нерегулярности, появляющиеся
при пересечении уровнем Ферми отдельных уровней энергии. Второй
член (7.1) отвечает второму слагаемому (3.3) и именно о нем шла речь
в разделе 3; он описывает не только «энергетические», но и пространствен-
ные оболочечные осцилляции. Наконец, величина п3 ведет свое происхож-
дение от множителя | сп |2 в (3.3) и, имея нормировочную природу, удо-

*) Ми не касаемся здесь работ по оболочечным эффектам в атомном ядре, где-
ситуация много проще из-за постоянства плотности по его объему. По существу к такого
рода системам относятся и многие выводы работ 3 7 , в которых вместе с тем содержится
ряд важных качественных соображений (см. также 38> " ) .
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влетворяет равенству

\ dx(n'2 + n'3) = 0. (7.2)

Оболочечные осцилляции термодинамических величин определяются,
согласно (4.4), (7.2), только слагаемым п[. Если же нас интересуют оболо-
чечные осцилляции самой плотности, то для них важно только слагаемое
п2. Остальные члены (7.1) при фиксированном значении μ можно выделить
из п' и перенести в член Ьр\у.:2/8π (см. приложение 2).

Приведем сначала полное решение задачи для одномерного случая,
рассматривая финитное движение с точками поворота R и R'. Введем
обозначения

Я

для функции действия и времени движения на границе Ферми (аналогич-
ные символы с индексом 0 отвечают интеграции от R до /?'). Кроме того,
введем периодическую функцию

[/ (So)]* = / (So) (-π/2 < So < π/2)

с периодическим продолжением вне этой области; разрывы этой функции,
как ясно из условия квантования, отвечают как раз совпадению границы
Ферми с уровнем энергии. В этих обозначениях (см. приложение 5)

В'

(7.3)
я

В сочетании с выражением η = 2pF/n (одномерная МТФ) это ведет к изме-
нению полного числа частиц на двойку при прохождении каждого уровня
энергии. Далее

. _ cosec (πτ/τ0), _ cosec (πτ/τ0) / ο ς „ τ „ „ \
η2 — cos ι ώο — Δ — L̂ oJ ) · (' ·4ι

PF*O * ο̂ /

При переходе к полуинфинитному движению ( i ? ' - > оо) τ 0 -* оо и

(7.5)

Аналогично решается и трехмерная сферически-симметричная задача
(см. приложение 5), где добавляется суммирование по орбитальному
числу, ведущее к частичному сглаживанию осцилляции (например, вместо
разрывов самой функции п\ возникают разрывы лишь ее производной).
Введем обозначения *)

для функции действия, времени движения и производной угла поворота
по моменту в состоянии с нулевым орбитальным моментом. Тогда трех-

*) В случае, когда в начале координат действуют кулоновы силы притяжения,

к которому и относятся приводимые формулы, R = 0 и символ д означает вычитание

г

из интеграла величины \ drr~sI2~[/2Z.

2*
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мерные аналоги (7.3), (7.5) примут вид

2\ dxn\= —- (7.6)

(7.7)

(более общие соотношения см. в 34· 3 6 ) .
Имеется и другой способ описания оболочечных эффектов, более про-

зрачный физически и пригодный в общем случае неразделяющихся пере-
менных. Он основан на рассмотрении квазиклассической функции Грина
(см. (6.1), (6.2)), имеющей в одномерном случае вид

G(x, χ', ε ) = —-
(χ) ρε {χ')

[i ( j ds\pe\ γ (7.8)

здесь \j — траектория классического движения от ж к х'\ существует,
вообще говоря, целый набор таких траекторий, одна из которых (у = 0)

„ соединяет эти точки, так сказать, «напря-
мую», а остальные — с тем или иным чи-
слом отражений в точках поворота. Число
таких отражений равно п}, а последнее
слагаемое в фазе (7.8) отвечает изменению
фазы при отражениях.

Плотность выражается через функцию
Грина в совпадающих точках (см. (6.3)).
Траектория с у = 0 при этом вырождается
в точку, а соответствующее слагаемое (7.8)
утрачивает осциллирующий характер и
ведет к результату МТФ. За оболочеч-
ные эффекты ответственны остальные сла-
гаемые (7.8). В случае полуинфинитного
движения (рис. 2, а) в сумме (7.8) есть
два слагаемых, у = 0; 1 с га0 = 0, пг = 1.
При финитном же движении число слагае-
мых бесконечно. К их числу относятся
прежде всего слагаемые с полным обхо-
дом цикла (rij — четное число); сумма
по таким циклическим траекториям
(рис. 2, в) образует член п[. Кроме того,
имеются «полуциклические» траектории
(рис. 2,6), для которых п, — нечетное число;
сумма по таким траекториям дает член п'2,
описывающий пространственные осцилля-
ции плотности. Последние, таким обра-

зом, возникают в результате интерференции падающей и отраженной в точ-
ке поворота волн (стоячая волна де Бройля). Подстановка (7.8) в (6.3)
действительно ведет к полученным выше иным способом результатам.

В трехмерном случае качественная картина остается прежней, хотя
соответствующие выражения заметно усложняются. Отметим прежде
всего, что в качестве полуциклических нужно брать линейные траектории,
когда частица возвращается от точки поворота по тому же пути, что
л при движении к этой точке. Это соответствует истинной точке поворота

Рис. 2. Траектории, отвечающие
оболочечным эффектам.

а) Инфинитное в одну сторону движе-
ние, б) финитное движение — полуци-
клическая траектория, в) то же — ци-

клическая траектория.
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с исчезновением всех компонент импульса (именно с этим связан выделен-
ный характер s-волны, см. выше). Далее, к числу точек поворота следует
причислить и кулонов центр притяжения, который не пропускает через
себя частицы из-за известных квантовомеханических эффектов *). Однако
неприменимость квазиклассики в этой точке ведет к тому, что изменение
фазы при отражении имеет обратный знак по сравнению с обычным; в этом
можно убедиться, используя точное выражение для функции Грина в куло-
новом поле 4 0 и сшивая его с квазиклассическим выражением подобно
тому, как это делается в случае обычной точки поворота 30.

В заключение отметим, что оболочечные эффекты нарушают автомо-
дельность МТФ существенно более радикальным образом, чем другие
эффекты. После перехода к переменным (1.16) остается сложная нерегу-
лярная зависимость от Z, которая и соответствует реальным осцилляциям
физических величин с изменением состава вещества.

8. О б о л о ч е ч н ы е э ф ф е к т ы ( т е р м о д и н а м и к а )

Нам осталось рассмотреть оболочечные эффекты при ненулевой тем-
пературе, а также их вклад в термодинамические величины. Сразу же
отметим, что в «горячей» системе появляется ряд факторов, ведущих к сгла-
живанию осцилляции. Принятая
нами постановка задачи (см. вве-
дение) позволяет учесть главный
из них — размытие распределения
электронов по уровням * * ) . Ока-
зывается, что в интересующей нас
области (секторы / и // на рис. 1,
где преобладают квантовомехани-

μ

о

Рис. 3. Схема уровнен сильно сжатого
вещества.

Заштрихована область перекрытия зон.

ческие эффекты) такое сглажива-
ние описывается просто зависящим
от температуры коэффициентом

бF(T) = kpбF(O) = kpбE.

Точнее говоря, в правых частях
(8.1) стоят выражения, вычислен-
ные согласно формулам раздела 7,
но с потенциалом U и химическим
потенниалом μ, отнесенным к реальной температуре системы. Для U эта
оговорка становится излишней в области однородности, где потенциал
не зависит от температуры и равен (в модели ячеек; см. раздел 1)

u=-^(i+^r)(i-i)2· < 8 · 2 >
В рассматриваемой области давлений и температур вещество металли-

зовано; соответственно при любой температуре электроны заполняют
участки и непрерывного и дискретного спектров (рис. 3). Граница раз-
дела этих участков отвечает, согласно (1.12), значению энергии

μ = 0 ; (8.3)

*) Именно поэтому в задаче с кулоновым потенциалом вклад в пространствен-
ные осцилляции плотности дает и область непрерывного спектра, где нет истинных
точек поворота.

**) Другой фактор — тепловые колебания ядер — становится заметным up и
сверхвысоких температурах.
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в действительности она находится несколько ниже из-за размытия уров-
ней в зоны и их перекрытия. Однако при выполнении условия квазиклас-
сичности на уровне μ, имеющего вид (Z/n)1/3 U1/2 >̂ 1 или

η < Ζ*, (8.4)

эти эффекты малы и с логарифмической точностью не сказываются на ре-
зультатах (подробнее см. 3 5 ) .

Оболочечные добавки к плотности находятся из (6.4) (см. также 39)

η' (Τ, μ) = j ds / ( μ - 8 ) / ε " ' ( ° ' ε ) . (8.5)

Используя (7.7), находим

к

(см. приложение 6). Поскольку τ ~ Ζ^3η~2^3, осцилляции плотности ста-
новятся экспоненциально малыми при Τ > ηϊ^Ζ*1!3 (в случае относи-
тельно слабо сжатого вещества — при Τ > Ζ). Если же температура
меньше указанного значения, то коэффициент (8.6) близок к единице
и зависимость п' от Τ определяется вторым сомножителем η' (О, μ) (см.
(8.1)). С ростом температуры химический потенциал становится отрица-
тельным и растет по абсолютной величине. Поэтому увеличение Τ ведет
к исчезновению осцилляции, отвечающих все более и более глубоким
оболочкам, для которых потенциальпая энергия становится сравнимой
с величиной | μ |. Эти выводы подтверждаются сравнением с результатами
точного расчета по методу Хартри — Фока (см. " ) .

Добавки к свободной энергии определяются величиной п[, отличной
от нуля лишь в области дискретного спектра (см. (7.5), (7.7)). Поэтому,
используя (8.5), нужно положить верхний предел равным μ = 0 (см.
(8.3)). Аналогично, с учетом (6.3), легко видеть, что само выражение
п' (О, ε) равно η' (О, μ) при ε >· μ. Подстановка (8.5) в (4.4) дает

о
6F(7>= - Τ In (ev-ir + 1) j dxn[(0)— j ώ/(μ —ε) j dxn[(0).

— oo

Интегрируя второй член по частям, легко видеть, что он вносит относи-
тельный вклад порядка 1/μτ0 (вырожденный случай) и ί/Ττ0 (классиче-
ский случай). Эти параметры, с учетом τ 0 ~ п~1/г, оказываются малыми
всюду в области применимости МТФ. Поэтому дело сводится к первому
члену б^. В частности, при Τ = 0 (7.6) дает

δΖ?= - μ 0 j dxn[(0) = J - ^ t S o T , (8.7)

где μ0 —«холодный» химический потенциал, остальные величины в (8.7)
отнесены к границе μ. Отсюда

[ ( ) ] (8.8)
Этот коэффициент такжэ падает с температурой, но существенно медлен-
нее, чем (8.6): из (1.13) можно видеть, что (8.8) уменьшается степенным
образом, становясь пренебрежимо малым лишь при Τ Э* ^о-

Физическая природа оболочечных осцилляции свободной энергии
состоит в том, что при изменении плотности вещества или его состава,
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когда величина действия в (8.7) становится равной нечетному числу π/2,
происходит «выдавливание» уровней энергии из дискретного спектра
в непрерывный или обратно (см. рис. 3) *). Это и ведет к нерегулярностям
в поведении физических величин. Оставляя до гл. V более подробное
обсуждение этих вопросов, мы приведем здесь явные выражения, спра-
ведливые в области однородности и относящиеся к случаю 7 = 0 .

Рис. 4. Зависимость давления от объ-
ема (оболочечные эффекты).

ζ

Рис. 5. Зависимость атомного объема
от атомного номера (оболочечные эф-

фекты).

Будем пользоваться вместо плотности объемом ячейки ν = Ζ/η и обо-
значим еР = 5Ρ/(3π2)2/3. Тогда с учетом (8.2) имеем

л, 1,56. (8.9)

Аналогично (см. раздел 7 и 35)

б0 =
 ( 3 6 ^ 1 / 6 In {Z3V) Z- - 1/6 .

Отсюда для оболочечной поправки к энергии имеем

ΐ / β гС2т*.

L°oJ >
(8.10)

In (Ζ3υ)

эта величина, как и (8.7), отнесена к объему одной ячейки.
Важно отметить, что в действительности (8.10) отвечает нестабильной

вблизи точек нерегулярности

(га=1, 2, . . . ) , (8.11)

ситуации. Это видно из выражения для оболочечной добавки к давлению,
которая получается из (8.10) дифференцированием по объему последнего,
наиболее быстро меняющегося его сомножителя

(см. штриховые линии на рис. 4). Хорошо известно, что из-за отрицатель-
ной величины модуля сжатия такое состояние неустойчиво и перестраи-
вается,^ в результате чего возникает картина, изображенная на рис. 4
жирной сплошной кривой. Она отвечает фазовому переходу I рода между

*) Оболочечные эффекты исчезают после ухода в непрерывный спектр всех уров-
ней энергии, что отвечает η > Ζ* (см. (8.4)). Пользуемся случаем указать на ошибку,
допущенную в 5 , где было приведено значение η > Ζ 3.
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фазами, в одной из которых п-й уровень лежит в дискретном, в другой —
в непрерывном спектре. Картина осцилляции объема при изменении дав-
ления или атомного номера описывается рис. 4 (повернутым на 90°)

и рис. 5. Соответствующее аналити-
ческое выражение имеет вид

Ой / 9 l t \ 1 / 6

= — 36 [—^)
kZ [So]

( 3 2 ) 2

где

Г
и точки нерегулярности (точки фазо-
вого перехода)

&> = ^ 2 0 / 3 / Μ 1 "
Рис. 6. Зависимость сжимаемости от п \ πη} '

объема (оболочечные эффекты).
Z

Стоит специально отметить большую величину численного коэффициента
в (8.13), что делает оболочечные осцилляции вполне заметными даже
в условиях их буквенной малости.

Особенно ярко проявляются оболочечные эффекты применительно
к величинам, получающимся из давления его дальнейшим дифференциро-
ванием по объему. Так, модуль упругости (рис. 6) оказывается вообще
равным нулю в области сосуществования фаз, а коэффициент Грюнайзена
для электронной компоненты, отвечающий еще одному дифференциро-
ванию по объему, даже заходит в отрицательную область. Дальнейшее
обсуждение обол очечных эффектов мы продолжим в гл. V.

IV. ДИНАМИЧЕСКОЕ ОБОБЩЕНИЕ МОДЕЛИ ТОМАСА — ФЕРМИ

9/Ф у н к ц и и о т к л и к а н е о д н о р о д н о й
э л е к т р о н н о й с и с т е м ы

Изложенная в предыдущих главах теория МТФ позволяет описывать
лишь статические свойства системы. Сюда относится, в частности, стати-
ческая функция отклика ε (χ, χ', 0):

^ j dx'e (x, x\ 0) δϋ (χ) = δϋβ (x), (9.1)

связывающая вариации полного δΙΙ и внешнего б/7е потенциалов * ) .
Эта функция совпадает с продольной частью статической диэлектрической
проницаемости системы. В рамках МТФ ее легко вычислить, исполь-
зуя (1.2),

ε (χ, χ', 0) = δ (χ - χ ' ) + ьсТх-х' I ' <9·2>

где κ = Υ Ал дп/δμ — обратный радиус Дебая (см. (4.2)). В случае одно-
родной системы (9.2) описывает обычное дебаевское экранирование.

*) Неоднородная система характеризуется еще одной функцией отклика («заряд
на заряд»), отличающейся от (9.1) заменой δU, 6Ue на δη, δηε (пе — плотность внеш-
него заряда и связанной с ε соотношением — Ах \ άχ"ε (χ, χ", ω)/4π | χ" — χ' | .
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Еще более важной характеристикой системы служит динамическая'
функция отклика ε (χ, χ', ω), определяемая тем же соотношением (9.1),
но с заменой статических вариаций δί/ (χ), δί/β (x) фурье-компонентами
по времени δί/(χ, £)ω, 6Ue (x, t)a динамических вариаций. Такая функ-
ция способна описать практически все встречающиеся в приложениях
динамические характеристики системы. Сюда относятся, прежде всего,
результаты воздействия на систему различных внешних агентов. Напри-
мер, сечение фотопоглощения имеет вид 9 σ (ω) = 2n2g (ω)/137, где спек-
тральная плотность сил осцилляторов

Г'(х, х', ω), (9.3)

а ε"1 —«обратная матрица»

j άχ'ε (χ, χ", ω) ε-1 (χ", χ', ω) = δ (χ - χ')· (9.4)

Функция отклика позволяет найти частоты и затухания собственных коле-
баний системы как действительные и мнимые части собственных значений
уравнения (9.1) без правой части

j ах'г (χ, χ', ω) δί/ (χ')ω = 0. (9.5)

Кроме того, через функцию ε можно выразить эффективное взаимодей-
ствие между электронами, корреляционную энергию системы и т. п.

Существует простая связь функции отклика с поляризационным опе-
ратором П:

• Π ^ , ω ) , (9.6)

который связывает между собой вариации плотности и потенциала

δη (χ)ω = δηε (χ)ω + j dx'Yl (χ, χ', ω) 6U (χ%· (9.6a)

Комбинируя (9.6) с (9.1), легко прийти к уравнению Пуассона

Δδί/ (χ)ω + Απ J dx' Π (χ, χ', ω) δΙΙ (χ% = -4лбп е (χ)ω, (9.7)

заменяющему собой (9.1).
Если силовой параметр δ0 мал (см. раздел 2), то поляризационный

оператор описывается замкнутой петлей (частица — дырка) в низшем
порядке теории возмущений (приближение хаотических фаз или высокой
плотности; см., например,8). В случае однородной системы можно прийти
к простому результату, который особенно нагляден в ^-представлении,
где (9.1) имеет вид

\ dx' \ dt's{x, x', t ~ Г) δί/ (χ', Г) = 8Ue (χ, t).

Именно, при равной нулю температуре

ε(χ, χ', ί) = δ ( χ - χ ' ) δ ( ί ) + ^ , η β < 5 ^ ) ! _ ^ ; (9.8)

здесь явно проявляются свойства причинности (ί < 0 ) и запаздывания
(t | > | χ — χ' \/pF). При Τ Φ 0 нужно заменить θ (η) на [ехр (η/71) -f- I ] " 1 .

Попытки обобщить (9.2), (9.8) на неоднородный динамический слу-
чай велись в разных направлениях. Нередко для этой цели использовался
принцип квазиоднородности (см., например, 4 1), сводящийся к подста-
новке в (9.8) величины р\ (х) вместо р\. Однако, как подчеркивалось-
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в разделе 5, применительно к корреляционным эффектам (а динамический
отклик относится по существу к их числу) этот принцип несправедлив.
Другой путь — применение гидродинамических (акустических) уравне-
ний движения в сочетании с МТФ *• 10· 42> 4 3 — оправдан лишь в длинно-
волновом пределе и неспособен без привлечения дополнительной инфор-
мации описывать эффекты затухания (поглощения). Наконец, предлага-
лось также использовать известное из правил сумм высокочастотное
выражение для функции отклика 44. Однако продвинуть этот подход
в область реально интересных для большинства задач значений частот
не удается из-за расходимости получающегося ряда по ω "2 4 5.

Теория функций отклика, адекватно использующая свойственную
МТФ малость ряда параметров, была предложена в работе 4 6 (см. так-
же 5 - 9 ) . Неравенство δ ο <^1 позволяет брать поляризационный оператор
в его простейшей форме (см. выше), а условие ξ2 <̂  1 дает возможность
перейти к квазиклассическому пределу *). В случае холодной системы
(случай Τ φ. О обсуждается ниже) оба указанных параметра совпадают
и их величиной и определяется точность приводимых результатов; для
тяжелого атома — это величина Ζ~2/3. Простейший путь, ведущий к пра-
вильному ответу, состоит в использовании классического бесстолкнови-
тельного кинетического уравнения с самосогласованным полем 47> 46> 9.

В результате такого расчета оказывается (см. приложение 7), что
ответ выражается через классическую траекторию и закон движения
χ (t) электрона в самосогласованном поле, определяемом МТФ, т. е.
через решение уравнения

•с начальными условиями (п — произвольный единичный вектор)

χ (0) = χ, χ (0) = pF (χ) η . (9.10)

Мы приведем выражения для поляризационного оператора в несколь-
ких формах (черта означает усреднение по направлениям п):

в ί-представлении

в ω-представлении
о

Π(χ,χ',ω) = ^ - [ δ ( χ - χ ' ) + ΐω j dt e-™6 (x(t)-x')] , (9.12)
— oo

в представлении типа Крамерса — Кронига в котором явно отражено
•свойство причинности

Π (χ, χ', ω) - *г£- J J f f 2 m , [β(χ(ί)-:ΟΙ... (9.13)

Выражение для самой функции отклика может быть найдено отсюда с~по-
мощью (9.6). Полученные выражения ведут к явным обобщениям (9.2),
(9.8). Отметим, что квазиоднородному подходу отвечала бы замена реаль-
ной траектории частицы в поле МТФ траекторией прямолинейного рав-
номерного движения с начальными условиями (9.10). Соответственно

*) Интересуясь лишь линейным откликом, можно понимать квазиклассичность
лишь в пространственном смысле, не заботясь об ограничениях на частоты (о более
сложном случае см., например, 4 8 ).
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неприменимость принципа квазиоднородности проявляется в радикаль-
ном различии этих траекторий (см. ниже, раздел 13).

В заключение этого раздела укажем на свойства автомодельности
функции отклика4 9. Автомодельность величины рр ведет к тому, что
после перехода к переменным (1.16) явная зависимость от Ζ выпадает
и из решения уравнения (9.9) и из выражения для самой функции отклика.
Соответственно ε (ω) = ε (ω/Ζ), собственные частоты оказываются про-
порциональными Ζ, плотность сил осцилляторов g· (ω) = Ζ/ (ω/Ζ).

10. К о л л е к т и в н ы е к о л е б а н и я н е о д н о р о д н о й
с и с т е м ы

Одно из важных приложений функций отклика состоит в вычислении
собственных частот и затухания колебаний неоднородной электронной
системы. Речь идет о колебаниях, связанных с наличием кулоновой вос-
станавливающей силы, из-за дальнодействия которой одновременно колеб-
лется большое число частиц. Поэтому такие колебания называются кол-
лективными.

Для их описания можно исходить из уравнения (9.5) или, что экви-
валентно, из уравнения (9.7) без правой части

Δδ£/ (χ)ω + 4π j dx'U (χ, χ', ω) δ £7 (χ')ω = 0. (10.1)

Будучи решено с соответствующими граничными условиями, оно дае
информацию о спектре и затухании собственных частот, о виде собствен-
ных колебаний и т. п. Уравнение (10.1) может быть приведено к виду,
пригодному для численных расчетов, упрощением выражения для его
ядра.

Это выражение (см. (9.12)) содержит три интегрирования — по вре-
мени t и по направляющим углам вектора п, т. е. по θ и φ. Все эти инте-
грирования можно снять, используя наличие под знаком интеграла
δ-функции. Следует только принять во внимание, что уравнение χ {t) =
= χ' (χ (0) = χ) имеет, вообще говоря, целый набор решений, которые
мы будем нумеровать индексом ;; это отвечает наличию нескольких траек-
торий, соединяющих точки χ и х'. Каждой из таких траекторий соответ-
ствуют свои функции t°j (χ, χ'), θ^ (χ, χ'), φϋ (χ> х')> имеющие смысл,
соответственно, времени движения от χ κ χ' и направляющих углов началь-
ной скорости. Вводя якобиан Л ; = D (x (t))/D {t, cos θ, φ) | to θο о имеем

icoiQ

^ ] (Ю.2)

Ядро (10.2) уравнения (10.1) имеет отличную от нуля мнимую часть,
описывающую затухание коллективного колебания. Существенно под-
черкнуть 4 6, что в неоднородной системе в области применимости МТФ
величина затухания буквенно не отличается от величины собственной
частоты. Поэтому вопрос о самом существовании коллективного уровня,
сводящийся к вопросу об относительной величине этих параметров, тре-
бует для своего решения проведения численного расчета. Только в том
случае, если такой расчет приведет к численной малости затухания по
сравнению с частотой, можно говорить о реальной коллективной степени
свободы системы.

Утверждение о буквенном совпадении затухания и частоты вытекает
из следующих простых соображений. Как хорошо известно из теории
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коллективных колебаний в однородной системе (см., например, 4 7 ), в рас-'
сматриваемом приближении хаотических фаз затухание строго равно-
нулю, если волновой вектор колебания не превышает некоторого кри-
тического значения. Это происходит потому, что при таких условиях
единственная мода распада колебания *) — на пару «частица — дырка»—
запрещена законами сохранения энергии и импульса. В неоднородной
системе импульс перестает быть хорошим квантовым числом или, чта
то же, рассеяние на неоднородности создает неопределенность в импульсе
порядка i/L, где L — характерная длина неоднородности (см. раздел 1).

По этой причине рассматриваемый канал распада становится откры-
тым, причем соответствующее затухание определяется обратной сте-
пенью L. Отношение затухания к частоте должно выражаться через без-
размерные комбинации l/Ln1/3 и rDIL. В области применимости МТФ пер-
вая из них действительно мала, но вторая всегда порядка единицы (см.
(1.17)). Отсюда и следует обсуждаемое утверждение.

Особенно наглядна ситуация в важном случае периодического дви-
жения частицы (период Т). В этом случае, как можно показать, якобиан
не зависит от индекса /, а величина t) >> 0 равна ί° + ]Т для движения
от χ к х' в одном направлении и равна Τ — t° -f- jT для движения в про-
тивоположном направлении замкнутого цикла; / = 0 ~- оо. Подстановка
в (10.2) дает

Imn(a; ,e ' , a )~Im6(ctg-^ . ) = 2 6 ( ( u — Т 1 ) ( « = 1 , 2 , . . . ) , (W.3)
η

где использовано правило причинного обхода ω —>• ω -f- ίδ (см. (9.13))»
Физический смысл (10.3) состоит в том, что затухание коллективного
колебания связано с резонансом частоты ω с квазиклассической частотой
возбуждения частицы 2лп/Т. Это и соответствует распаду коллективного
возбуждения на пару «частица — дырка», что и является аналогом зату-
хания Ландау в случае неоднородной системы. В соответствии со ска-
занным выше в выражение (10.3) входит только δ-функция закона сохра-
нения энергии. Это и ведет к значительной (в буквенном смысле) величине-
затухания, которая, как и сама частота (см. конец раздела 9), пропорцио-
нальна Ζ.

Изложенные в этом параграфе соображения и формулы (как и соот-
ношения (9.11) — (9.13)) относятся непосредственно лишь к случаю рав-
ной нулю температуры. Обобщение на случай Τ φ 0 осуществляется
с помощью простой формулы

со

Π (Τ) = j άμ'ί (μ ~ μ ' ) ^ Π (0), (10.4)
— οο

аналогичной (8.5) (см. приложение 7).
В заключение остановимся на вопросе о поглощении света системой

при наличии в ней коллективных колебаний. Вводя величину

и (χ, ω) = \ dx' ε"1 (χ, χ', ω),

можно переписать плотность сил осцилляторов в виде g (ω) = —(ω/2π2) Χ

Χ Im \ dx и, а для и получить уравнение (см. (9.4))

j dx' ε (χ, χ', ω) и (χ', ω) = 1. (10.5)

Оно представляет собой неоднородное уравнение, отвечающее однород-
ному уравнению для определения спектра и затухания коллективных

*) Весьма малым радиационным затуханием здесь и далее мы пренебрегаем.



СТАТИСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ВЕЩЕСТВА 29

колебаний (9.5). Уже отсюда следует, что каждому коллективному уровню
яс достаточно малым затуханием отвечает пик в плотности сил осциллято-
ров, расположенный при той же частоте.

Приложения изложенной в этой главе теории к проблеме коллектив-
ных колебаний электронной оболочки тяжелого атома рассматриваются
ниже в разделе 13.

V. ПРИЛОЖЕНИЯ К ФИЗИКЕ АТОМА И ФИЗИКЕ
ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ СОСТОЯНИЙ ВЕЩЕСТВА

11. И с п р а в л е н и е МТФ н а м а л ы х
р а с с т о я н и я х от я д р а

В этой главе будет рассмотрен ряд приложений МТФ в ее усовершен-
ствованной форме к различным проблемам атомной физики и физики
экстремальных состояний вещества. Важно с самого начала подчеркнуть,
что изложенная в предыдущих главах теория непосредственно приложима
далеко не ко всем таким проблемам. Имеется ряд важных величин, вычис-
ление которых требует предварительной модификации этой теории. Впро-
чем, дело сводится не к радикальному ее изменению, а по существу лишь
к иной интерпретации полученных в гл. III выражений.

Эти выражения, отвечающие обменным, корреляционным, квантовым
и обол очечным эффектам, были получены в предположении, что их вклад
в физические величины относительно мал. Фактически мы имели дело
с первым членом разложения по соответствующим параметрам δ. Как
и всегда в таких случаях, малость первого члена разложения позволяет
отбросить все остальные члены. Соответствующие условия, выраженные
на языке плотности и температуры, содержатся на диаграмме рис. 1.

Однако выполнение этих условий еще не гарантирует применимость
теории гл. III ко всем физическим характеристикам вещества. Дело заклю-
чается в уже отмеченной в конце раздела 3 существенной неприменимости
МТФ в области вблизи ядра (и на периферии изолированного атома).
В этой области квантовые эффекты настолько существенны, что это обесце-
нивает пе только саму МТФ, но и ее обобщения *). Поэтому те физиче-
ские величины, для которых обсуждаемая область существенна (полная
энергия, поляризуемость нейтрального атома и др.), должны описываться
особым образом.

Имея в виду главным образом область вблизи ядра (и соответственно
квантовые эффекты), мы остановимся на двух путях модификации МТФ.
Первый состоит в рассмотрении квантовой добавки равноправно с нуле-
вым, отвечающим МТФ членом *> 29· 5 0. Разложения в ряд по параметру
δΚΒ при этом пе производится. Теперь процесс последовательных при-
ближений состоит в том, что на первом этапе рассматривается сама МТФ,
на следующем —· МТФ и равноправно с ней первая квантовая добавка,
на третьем — то же плюс квантовая добавка второго порядка по &т

и т. д., причем на каждом этапе не делается никаких дополнительных
предположений. Такой подход (его иногда называют квантово-статисти-
ческой моделью, сокращенно КСМ) оказывается весьма эффективным.
Процесс последовательных приближений быстро сходится, и уже на вто-
ром этапе достигается достаточно хорошее описание. Во всяком случае,
соответствующий результат представляет собой неизмеримо лучший исход-
ный пункт для последующих улучшений (если в них есть необходимость),
чем сама МТФ.

*) Это проявляется, например, в расходимости на малых расстояниях квантовой
добавки к энергии (см. раздел 6).
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В случае равной нулю температуры программу КСМ можно реали-

зовать, рассматривая минимум функционала Ε {η) = Ε — μ \ dxn, где

Ε — сумма выражений (1.7) и (6.6а). Можно действовать как прямым
вариационным методом 29> 4, так и решать уравнение Лагранжа — Эйле-
ра 5 0

(11.1)

где ψ2 = η, ζ = 1/9. Уравнение (11.1) напоминает уравнение Шрёдингера,
отличаясь от него нелинейным членом *), а также величиной ζ (в урав-
нении Шрёдингера ζ = 1, с чем и связано девятикратное отличие (6.6а)
от формулы Вейцзеккера; см. раздел 6).

Успех программы КСМ связан со следующим простым обстоятель-
ством. Неприменимость МТФ на малых расстояниях проявляется в том,
что она ведет к неправильному поведению плотности в этой области: как
видно из (1.11), при ζ = 0 плотность сингулярна в нуле, ψ ~ г~3^, η ~
~ г~3/2. Между тем при точном квантовомеханическом рассмотрении
плотность описывается регулярной функцией. Оказывается, что уже
на втором этапе КСМ поведение плотности радикально исправляется:
как видно из (11.1), его решение в нуле имеет вид η ~ 1 — (Zr/ζ). Поэтому
следующие этапы КСМ ведут лишь к незначительным количественным
уточнениям результата.

Другой способ исправления МТФ на малых расстояниях от ядра
основан на том, что в этой области потенциал, создаваемый электронами,
практически постоянен и может быть положен равным константе С.
В то же время задача с потенциалом U' = —Zlr 4- С может быть решена
в явной форме. Отсюда без каких-либо дополнительных допущений можно·
прийти к следующему выражению для функции распределения:

f = fi-h + fs, (И.2)

здесь /х — точное квантовомеханическое выражение / для потенциала U',
которое можно выразить через функции Уиттекера 40; /2 = θ [2 (μ — U') —
— рЦ — квазиклассическое выражение для того же потенциала; /3 =
= θ [2 (μ — U) — р%] — обычный результат МТФ. На малых расстоя-
ниях, где потенциал близок к U', остается лишь первый член, а в области
относительно больших расстояний, где движение становится квазиклас-
сическим, восстанавливается выражение МТФ (см. 5 1 ) .

Существуют и иные методы исправления МТФ на малых расстояниях.
Мы упомянем лишь о работе 5 2, где предлагалось ввести специальное
«обрезание» спектра энергии электронов снизу, что ведет к резкому
уменьшению плотности в окрестности ядра. Однако к настоящему вре-
мени наиболее разработанным и эффективным является метод КСМ.

12. П р и л о ж е н и я к ф и з и к е а т о м а

В этом разделе рассматриваются лишь те приложения, которые иллю-
стрируют результаты гл. I II . Приложения, относящиеся к материалу
гл. IV, вынесены в следующий раздел. Здесь и далее рассматривается
нейтральный изолированный атом с достаточно большим значением Ζ.

*) Дополнительная,нелинейность появилась бы при включении обменного члена
(4.13). Ото свелось бы к добавлению слагаемого —2 (З/я) 1/ 3^ 8/ 3 к правой части (11.1)
и означало бы возврат к модели Томаса — Ферми — Дирака, но с параллельным
учетом квантовых эффектов.



СТАТИСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ВЕЩЕСТВА 31'

В рамках МТФ ему отвечают

μ = υ, PF(X)*

где для рр использовано приближенное выражение 5 3, которое будет
применяться далее.

Начнем с вопроса о полной энергии электронной оболочки атома.
МТФ дает для этой величины выражение Ε (Ζ) = —0,769Ζ7/3, которое-
значительно превышает по абсолют-
ной величине результаты эксперимен- £/z7/s

та и квантовомеханических расчетов.
Это происходит из-за неприменимости
квазиклассики на малых расстояни-
ях от ядра (см. раздел 11). Кроме
того, приведенная формула не отра-
жает хотя и слабых, но вполне замет-
ных осцилляции функции Ε (Ζ), свя-
занных с оболочечными эффектами.
На рис. 7, заимствованном из работы
м , приведены результаты вычисления
энергии атома по МТФ, по модели
Томаса — Ферми — Дирака, по КСМ
(с включением обменной поправки) и
по методу Хартри — Фока. Видно,
что учет квантовых эффектов значи-
тельно улучшает результат: например,
для Ζ ~ 20—30 расхождение с ре-
зультатами квантовомеханического
расчета падает с ~ 2 5 % до ~ 5 % .
К близким результатам ведет и второй
метод, о котором говорилось в разде-
ле И " .

Оболочечный вклад в энергию
атома можно оценить с помощью (4.4),
(7.6) (формулой (8.7) в данном случае
пользоваться нельзя ввиду μ0 = 0). Р и с · 7 · Э н е Р г и * электронной оболочка
Основную роль в интеграле (4.4)
играют малые значения μ и соответ-
ственно большие значения г, где ква-
зиклассика неприменима. Поэтому
можно рассчитывать лишь на получение качественных результатов.
Первый из них состоит в объяснении крайне малой величины амплитуды
осцилляции: ее относительная величина ЬЕ1Е существенно меньше пара-
метрической оценки δΚΒ <-~ Ζ"2/3. Дело заключается как раз в непригод-
ности квазиклассики для описания рассматриваемых осцилляции. В суще-
ственной для них области наружных оболочек атома, где заряд ядра
практически заэкранирован, амплитуда осцилляции не зависит от Ζ.
Соответственно

0,60-

1 — по модели Хартри *2, 2 — по МТФ, 3 —
по модели Томаса — Ферми — Дирака, 4 —

по КСМ.

6Е 7/3 (12.2)

что находится в согласии с кривой рис. 7.
Второй вывод касается типа осцилляции. Подставляя (7.6) в (4.4),

легко видеть, что осцилляции энергии сглажены по сравнению с
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осцилляциями плотности. Именно *),

(12.3)

что отвечает волнообразному поведению с разрывом не первой, как в δη,
а второй производной. Это также качественно согласуется с рис. 7. Точки
разрыва отвечают «магическим» значениям Z M a r = . . . 19,37,55 . . . (ще-
лочные металлы), для которых уровень с квантовыми числами η и I = О

1U0 -

0,6 0,8

Рис. 8 Радиальная плотность электро-
нов в атоме ртути.

1 — по модели Хартри 13, 2 — по МТФ, 3 — по
МТФ о оболочечными поправками.

2
* -3
О -if

Рис. 9. Атомный форм-фактор для железа
и меди.

1 — по модели Хартри — Фока 9 4, 2 — по моде-
ли Томаса — Ферми — Дирака "5, 3 — то же о

оболочечной поправкой, 4 — эксперимент 8 в

выходит в непрерывный спектр и So = π [η — (1/2)] при Ε = 0. Из (12.3)
видно, что узлы осцилляции расположены как при Z M a r , так и в проме-
жутках между ними. И это свойство качественно соответствует рис. 7,
на котором узлы соответствуют Ζ та 21, 29, 37, 53, 59 . . .

Переходим к описанию распределения плотности в сердцевине атома
(при Ζ"1 <С г <ξ 1). В этой области квантовые эффекты малы, а оболочеч-
ные вполне заметны из-за большого численного коэффициента в формуле
(7.7). Использование этой формулы и (12.1) дает **)

δη sin ( l ^
,

r \ (12.4)

(неосциллирующий фактор для простоты опущен) и ведет к хорошему —
около 5% — согласию с квантовомеханическими расчетами для атомов
среднего и большого атомного номера (рис. 8) 3 4. Непосредственно на

*) Формула (12.3) получена интеграцией по μ осциллирующего множителя
в (7.6), к которому нужно было бы еще добавить слагаемое — π2/12 (см. приложение 5).

**) В данном случае величины п' и δη совпадают: из-за быстрых осцилляции п'
первый член левой части (4.2) много больше второго (см. (4.3)).
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опыте измеряется не плотность, а атомный формфактор F (q) =
= \ dx η (χ) е~|чх, где q — переданный при рассеянии быстрых элек-
тронов или фотонов импульс. Подставляя (7.7), пользуясь (12.1) и дей-
ствуя методом стационарной фазы, можно прийти к выражению65

SF (q) ~ cos [1,82Ζ^ (η - χ)}, (12.5)

где х = <//1,1Ζ2/3. Включение этой поправки заметно улучшает ход функ-
ции F (q) (рис. 9).

Следующая величина, о которой будет идти речь,— потенциал атома
р\. С учетом квантовых эффектов она вычислялась еще в работе Компа-
нейца и Павловского 1 8. Эти резуль-
таты были использованы для вычис-
ления поляризуемости и магнитной
восприимчивости атома и оказалось,
что по сравнению с МТФ наблюдает-
ся заметное сближение теоретических
и экспериментальных данных. Так,
по утверждению автора работы 5 6

указанные величины для ксенона
имеют (в некоторых единицах) экспе-
риментальные значения, соответствен-
но 4,10 и 43,9, в МТФ — 24,8
и 113,0, а с учетом квантовых эффек-
тов — 4,06 и 45,7. Недавно было
получено поведение р\ с учетом обо-

12 χ

ректов о / ; оно приведено
Рис. 10. Атомный потенциал (φ (χ) =

= (Γ/Ζ) ρ*,, Г = 0,885Ζ-!/3ζ).

ι — по модели Хартри — Фока, г — по МТФ,
3 — по МТФ с оболочечной поправкой, 4 — по

КСМ " .

лочечных эф<
на рис. 10.

В литературе имеются еще дан-
ные о распределении парциальной
плотности электронов, отвечающей данному значению I (см. приложе-
ние 5). Мы не будем останавливаться на этом вопросе (см. х ).

В целом можно констатировать, что обобщенная МТФ, включающая
квантовые, обменные и оболочечные эффекты, значительно лучше опи-
сывает свойства тяжелого атома, чем стандартная МТФ. Противоположное
утверждение 5S основано на фактических ошибках, указанных в работе 5 е .

13. К о л л е к т и в н ы е к о л е б а н и я э л е к т р о н н о й
о б о л о ч к и а т о м а

К числу неоднородных систем, имеющих в спектре возбуждений
наряду с одночастичными также и коллективные уровни, относится элек-
тронная оболочка тяжелого атома. Такие уровни соответствуют классиче-
ским колебаниям заряженной жидкой капли, которой может быть упо-
доблен достаточно тяжелый атом *). Как это было подробно рассмотрено
в обзоре 9, коллективные уровни атома могли бы проявиться как пики
в сечениях рассеяния на атоме фотонов или электронов; кроме того,
такие уровни могли бы привести к характерным для «боровской» картины
особенностям протекания атомных процессов (отсутствие корреляций
между начальными и конечными состояниями и т. п.).

Вопрос о существовании коллективных уровней в атомах был постав-
лен уже давно 42· 4 3. Однако до самого последнего времени (см. 69> б0)

*) Речь идет об «истинно коллективных» уровнях, имеющих специфические кван-
товые числа, а не о коллективных эффектах в одночастичных переходах (о послед-
них см. e i ) .

3 УФН, т. 117, вып. 1
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оставались невыясненными два пункта, кардинально важных для ответа
на этот вопрос. Первый относится к величине затухания Ландау, которое,
как было отмечено в разделе 10, не имеет буквенной малости по отноше-
нию к частоте колебаний. Поэтому только численный расчет в рамках
последовательной теоретической схемы мог бы привести к малости зату-
хания и тем самым к положительному ответу на вопрос о реальном суще-
ствовании коллективных степеней свободы в атомной оболочке.

Второй пункт связан с вопросом о пространственной локализации
коллективного возбуждения. Если дополнить уравнение (10.1) естествен-
ным на первый взгляд граничным условием

δη | г ^ = 0 (13.1)

(наряду с условиями при г = 0 δη < оо или τδΙΙ = 0), то, как оказы-
вается, получается непрерывный спектр энергий возбуждения ω Js 0.
К тому же результату ведет при использовании (13.1) и гидродинамиче-
ский подход (см. раздел 10 и 1 0 ). Дело в том, что распределение плотности
в МТФ спадает на больших расстояниях относительно медленно и всегда
есть возбуждения, отвечающие «всплескам» плотности на больших рас-
стояниях от ядра и обладающие произвольной (в том числе сколь угодно
малой) энергией.

Полученный результат не только вызывает сомнение в связи с непри-
менимостью МТФ на больших расстояниях от ядра, но, более того, отве-
чает неправильной постановке задачи. Энергия коллективного уровня
ω -~ Ζ (см. раздел 9) значительно больше энергии ионизации наружных
электронов (ω ~ 1), и потому этот уровень, строго говоря, лежит в непре-
рывном спектре: первоначально возникшее в сердцевине атома коллек-
тивное возбуждение рано или поздно передаст свою энергию наружным
электронам атома и прекратит тем самым свое существование. Поэтому
граничное условие (13.1), будучи отнесено к бесконечно удаленной точке,,
описывает не само коллективное возбуждение, а продукты его распада,
которым действительно отвечает непрерывный спектр.

Правильная постановка задачи состоит в следующем. Первоначально·
коллективное возбуждение возникает в сердцевине атома (при г <С R ~
~ Ζ"1/3), т. е. в области применимости МТФ, где можно пользоваться
соотношением раздела 10. О том, действительно ли возбуждение локали-
зовано в рассматриваемой области, можно судить, заменяя (13.1) условием

δη | д = 0, (13.2)

варьируя в некоторых пределах R и отмечая появление плато в зависи-
мостях частоты ω и затухания Г от R. Отвечающие этому плато значения
функций ω (7?) и Г (R) и могут быть отождествлены с частотой и затуха-
нием коллективного уровня, причем при Г <̂  ω о нем можно говорить
как о реальном уровне возбуждения атома. Впоследствии этот уровень
затухнет как за счет механизмов, действующих в области его первона-
чальной локализации (затухание Ландау и радиационный распад), так
и за счет передачи энергии возбуждения наружным оболочкам (см. выше).
При этом буквенно наиболее важно затухание Ландау Г ~ Ζ (оно и будет
определяться численным расчетом); радиационное затухание и затухание,
связанное с внешними оболочками, заведомо малы по сравнению с ω,
хотя и могут стать сравнимыми с затуханием Ландау из-за аномальной
численной малости последнего (см. ниже).

Проверка правильности нарисованной картины и определение пара-
метров коллективных возбуждений проводится с помощью уравнений
(10.1), (10.2) и граничного условия (13.2). Предварительно аналитически
решалось уравнение Ньютона (9.9) в поле (12.1). Его решения представ-
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ляют собой замкнутые самопересекающиеся траектории (рис. 11), описы-
ваемые в полярных координатах уравнением г/а + а, г = Δ -\- 1 +
_|_ (Д — 1) cos θ, где Δ = (Ζα/Μ2) — 1, Μ — момент частицы. Движение
оказывается периодическим с периодом Τ = π (Δ + 1) (3Δ — 1) α?ΙΜ
(см. раздел 10) *).

Численный расчет выполнялся методом дополненного вектора 6 2

и привел к двум дипольнъш (δ£/ ~ cos θ) уровням с относительно малой

Рис. 11. Траектория частицы
в поле атома.

Ω

2,0-

1,5-

1,0-

0,5

1

Рис. 12. Зависимость частоты [кол-
лективного колебания от радиуса об-
ласти локализации (Ω — 3ω/γ2Ζ,

U /)

шириной (см. 5 9 ) . Кривые ω (R) и Г (R) действительно имеют четкие
плато (на рис. 12 приведена кривая для ω (R) одного из уровней), которым
отвечают значения (в электрон-
вольтах)

CU! = 13,7Ζ, ω2 = 36,0Ζ,

Гх = 3·10~3Ζ, г„ = ιο-4ζ.
(13.3)

На рис. 13 приведены радиальные
части изменения плотности при
возбуждении δη (г). Видно, что
нижнему коллективному уровню
отвечает, в первом приближении,
смещение оболочки, как целого,
относительно ядра (эта картина
уже давно обсуждалась Е. Л. Фейн-
бергом). Однако на самом деле обо-
лочка несколько деформируется,
оставаясь неподвижной вблизи яд-
ра и на периферии атома.

С помощью соотношений, при-
веденных в разделе 10, была вычи-
слена также плотность сил осцилляторов 60. Как это и должно быть, функ-
ция g (ω) имеет резкие пики, отвечающие (13.3). Площади в пределах пи-
ков, имеющие смысл сил осцилляторов коллективных уровней, составляют
порядка 0,1 Ζ для нижнего уровня и на три порядка меньше для верхнего.
Таким образом, коллективные уровни насыщают значительную долки

-г-

Рис. 13. Возмущения радиальной плотно-
сти для коллективных уровнен (ξ = г/а).

*) Совпадение периода с характерным временем 1/Ζ коллективного колебания
означает, что движение частицы сильно отличается от прямолинейного и равномерного,
отвечающего квазиоднородному подходу (см. раздел 9).

3*
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правила сумм \ da> g (ω) = Ζ и должны вносить заметный вклад в опти-

ческие переходы.
В заключение этого раздела кратко коснемся вопроса об энергии

корреляции тяжелого атома 4 8. В рамках квазиоднородного подхода мы
получили бы зависимость 6Е от Ζ вида 6Е ~ Ζ In Z (см. раздел 5). Одна-
ко истинное выражение оказывается иным. Используя общее выражение,
справедливое в приближении хаотических фаз,

_L (13.4)

где ε (χ, χ', ω) рассматривается как матрица с индексами χ, χ', легко
видеть с учетом автомодельности ε = ε (ω/Ζ) (см. раздел 9), что сходя-
щийся интеграл в (13.4) дает зависимость ЬЕ ~ Ζ (ср. (3.5)). Это еще
одно свидетельство неприменимости к атому принципа квазиоднородности.

14. П р и л о ж е н и я к ф и з и к е э к с т р е м а л ь н ы х
с о с т о я н и й в е щ е с т в а

Наиболее важные и широко используемые приложения МТФ к физике
экстремальных состояний вещества относятся к его термодинамике. В пер-
вую очередь здесь следует выделить проблему уравнения состояния веще-
ства, т. е. зависимость между давлением, плотностью, температурой
и химическим составом вещества. Именно об уравнении состояния будет
идти речь в этом разделе, хотя в цитируемых ниже работах содержатся
данные и о других термодинамических характеристиках.

Применение МТФ и ее обобщений к выводу уравнения состояния
вещества осуществляется, как правило, в рамках модели ячеек Вигне-
ра — Зейтца (см. раздел 1). Не останавливаясь на деталях (см. 1· 5· 8),
укажем, что наиболее полные данные по уравнению состояния в МТФ
содержатся в работах Лэттера 6 3 (холодное вещество) и м (горячее веще-
ство). Значительная часть этих данных, относящихся к широкому диа-
пазону давлений и температур, неверна из-за неприменимости самой
МТФ; этот вывод подтверждается и прямым сравнением с имеющимися
экспериментальными данными 6 5.

Исправление МТФ путем включения рассмотренных в гл. III эффек-
тов позволяет выделить достоверную часть этих данных и получить улуч-
шенное уравнение состояния вещества, справедливое в более широком
диапазоне давлений и температур. В гл. III приведены общие выражения
для соответствующих поправок к уравнению состояния, а также их явный
вид в области однородности *) (4.13), (5.6), (6.11) (оболочечные эффекты
в уравнении состояния рассматриваются ниже).

В области не очень высоких температур (см. рис. 1) основной вклад
в уравнение состояния вносят обменные и квантовт-те эффекты. Первые
были исследованы в наиболее полном виде в работе 2 2. Однако ее резуль-
таты в значительной мере обесценены тем, что в ней совершенно не учиты-
вались квантовые эффекты. Последние, как было выяснено в разделе 6,
вносят численно тот же (с точностью до коэффициента »1/3) вклад.

Количественная теория квантовых эффектов в уравнении состояния
вещества была построена в работе а 1, а численное решение задачи для
холодного вещества содержится в работе 68, из которой„мы заимствуем
рис. 14. Из него видно, что квантовые и обменные добавки действительно

*) См. в этой связи также 66> в 7 .
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ведут к сближению результата МТФ с экспериментальными данными *).
К аналогичному выводу приводят также результаты работы 70, относя-
щиеся, подобно 68, к холодному сжатию железа. В работе 7 1 уравнение
состояния с учетом квантовых эффектов сравнивалось с экспериментом
в области высоких температур
и также было отмечено сбли- ЦР
жение данных. 15

Хотя в области низких
давлений МТФ, даже исправ-
ленная путем учета кванто-
вых и др. эффектов, непо-
средственно и неприменима,
она ведет к разумным резуль-
татам для атомных объемов
(или плотностей) несжатого
вещества 54> 68. Напомним в
этой связи, что сама МТФ
при равном нулю давлении
ведет к бесконечному радиусу
атома 7 2. В рамках модели
Томаса — Ферми — Дирака
или при учете квантовых эф-
фектов положение меняется:
несжатое вещество приобре-
тает конечную плотность.
Хотя эти модели и неспособны
описать оболочечных осцил-
ляции атомного объема, они
передают усредненный по
периодической системе ход
этой величины. При этом наи-
лучшие результаты дает кван-
тово-статистическая модель

(см. раздел 11). Сказанное иллюстрируется рис. 15, а, заимствованным из
работы 5 4. Эмпирическая кривая этого рисунка отражает осцилляции атом-
ного объема, связанные с оболочечными эффектами. Пики соответствуют ще-
лочным металлам, для которых в атоме впервые появляется электрон с данным
значением главного квантового числа с I = 0. Нисходящие ветви кривой
отвечают плотно упакованным структурам; описание этих ветвей можно
найти в работе 7 3. С ростом Ζ кривые проходят через минимум и восходя-
щие ветви соответствуют структурам с неплотной упаковкой. Именно
по этой причине атомный объем элемента нулевой группы, для которого
можно было бы ожидать наименьшего значения, в действительности мало
отличается от атомного объема следующего за ним щелочного металла.
Это связано с тем, что кристалл элемента нулевой группы относится
к классу рыхлых ван-дер-ваальсовых структур. Поэтому рассматриваемая
кривая характеризуется разрывом не самой функции, а ее производной.

Значительный интерес представляет вопрос о том, как ведут себя
оболочечные эффекты с ростом давления. Общепринятая точка зрения
состоит в том, что они падают с ростом давления, становясь пренебрежимо

Рис. 14. Уравнение состояния железа (р0— нор-
мальная плотность).

1 — по МТФ, S — по модели Томаса — Ферми — Дира-
ка, 3 — по МТФ с обменными и квантовыми поправками,

4 — эксперимент ' · .

*) В работах 68> 6 9 содержится поднос термодинамическое описание в рамках
МТФ с учетом квантовых и обменных эффектов. В работе 1 0 1 содержатся подробные
таблицы термодинамических величин, вычисленных по МТФ с учетом квантовых
и обменных поправок. ,
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малыми при Ρ > 1 (в обычных единицах это соответствует 300 Μ бар).
При более высоких давлениях свойства вещества универсализуются,
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Рис. 15. Кривые атомных объемов V (а, е).
1 — эксперимент 65> 97, 2 — интерполяционные формулы 67, з — квантовомеханический расчет'
(ТФП—модель ТФ с квантовыми и обменными поправками, ТФД — модель Томаса—Ферми·

Дирака, КСМ — квантовостатистическая модель.

а зависимость его характеристик от атомного номера становится гладкой
и монотонной. Приведенные на рис. 15, б, в эмпирические кривые (54· в 5 ),
на первый взгляд оправдывают эту точку зрения.
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Однако результаты раздела 8 показывают, что на самом деле ситуация
с оболочечными эффектами более сложна. Осцилляции типа разрыва
производной функции ν (Z) (см. рис. 15) действительно «вымирают» при
давлении порядка 1, но при больших давлениях им па смену приходят
более резкие осцилляции типа разрыва самой функции ν (Ζ). Физически
это соответствует тому, что с увеличением давления становятся плотно
упакованными и структуры, отвечающие восходящим ветвям рис. 15, а;
благодаря этому минимумы кривой ν (Ζ) пропадают и возникает разрыв
в атомном объеме между элементом нулевой группы и соседним щелоч-
ным металлом. Сами точки
разрыва остаются теми же,
что и при нулевом давле-
нии, пока мы находимся
далеко от пределов области
однородности (гс-CZ2). Од-
нако при большем давле-
нии «магические» значения
Ζ начинают смещаться в
•сторону больших Ζ, как это
видно из формулы (8.14) *).
Это происходит потому, что
из-за влияния соседних
ячеек характер заполнения
уровней становится все бо-
лее отличным от водоро-
доподобного. Лишь при
η > Ζ* оболочечпые осцил-
ляции полностью пропа-
дают из-за перехода всех
уровней в непрерывный
•спектр. Оболочечпые эф-
фекты на языке функции
ν(Ρ) (уравнение состояния)
проявляются, как это было
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Рис. 16. Уравнение состояния с учетом оболочечных
эффектов (Ζ = 100). *

показано применительно к области однородности в разделе 8, в возник-
новении серии фазовых переходов 1-го рода, отвечающих «выдавливанию»
глубинных уровней атомов в непрерывный спектр. Такие переходы будут,
конечно, происходить и вне области однородности. Это иллюстрируется
рис. 16, заимствованным из работы 7 4 (см. также 3 5 ) . Подобные фазовые
переходы будут происходить, например, внутри звезд «белых карликов»,
проявляясь в виде разрывов в распределении плотности и в появлении
особенностей на кривой «масса — радиус». Кроме того, как отметил
А. С. Компанеец, скрытая теплота фазового перехода могла бы ока-
заться заметным фактором эволюции звезды.

В заключение этого раздела мы кратко коснемся еще одного экстре-
мального фактора — внешнего магнитного поля большой интенсивности,
ограничившись рассмотрением его влияния на структуру многоэлектрон-
ного атома (см. 7 5 ~ 7 8 ) . В сильном поле **) Η Э> Ζ4/3 все электроны зани-
мают наинизший уровень Ландау и имеют спин, противоположный внеш-
нему полю. Пока Ζ3 >̂ Η Э* Zi/S, атом остается сферически симметрич-
ным, но его радиус уменьшается с ростом поля по закону ZVs/f-a/s. При
«ще больших полях Η ~^> Ζ3 атом вытягивается в направлении поля, а
системе атомов выгодно образовать своеобразную полимерную структуру.

*) См. также 9 1 .
**) Поле измеряется в единицах m?esc/h3 = 109 гс.
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Интересуясь этой проблемой с точки зрения МТФ, мы должны рас-
сматривать меньшие значения поля 1 <̂  Η <̂  Ζ4/3, когда выполнено усло-
вие квазиклассичности и по отношению к полю rHpF >̂ 1, где гн =
= pFIH — ларморовский радиус. При этих условиях действие поля сво-
дится к перевороту спинов электронов и мы имеем дело с атомным анало-
гом парамагнетизма Паули. Распределение плотности электронов харак-
теризуется теперь двумя функциями: п+ = [—2 (U + #)]3 / 2/6π2 при
г < г+ и п+ = 0 при г > r+ (U (г+) + Η = 0) для спина по полю и п- =
= (—2ί/)3/2/6π3 для спина против поля. Сам потенциал U определяется
уравнением Томаса — Ферми

AU = —4π (η+ 4- п.).

Отсылая за подробностями к работе 7 5, укажем, что полный спин атома S
растет с полем по закону S = Zf {ΗΖ~^Ά), где / — некоторая универсаль-
ная функция. Рассмотренные эффекты важны в условиях поверхности
пульсара 7 9.

15. М е т о д ф у н к ц и о н а л а п л о т н о с т и

Выражение для энергии в МТФ при Τ = 0 может быть представлено·
в виде явного функционала плотности (см. (1.7))

Ε {η} = Eh {η} + Ee {η} + Et {n}, (15.1)

Eh {η) - Γ dx n>l% (x). (15.2)

Минимум функционала Ε — μ \ dxn no η ведет к уравнению Томаса —

Ферми и определяет энергию основного состояния системы и соответ-
ствующее распределение плотности.

Выходя за рамки МТФ и принимая во внимание соответствующие
добавки, мы, как легко видеть, продолжаем иметь дело с функционалом
(15.1) (см. (4.11), (6.6а)), но только вид функционала (15.2) становится
более сложным. В частности, учет квантовых эффектов ведет к тому, что
вместо квазиоднородного функционала мы получаем функционал, зави-
сящий от производных п. Неудивительно поэтому, что имеет силу следую-
щее утверждение: при точной постановке задачи многих тел (многоча-
стичное уравнение Шрёдингера) энергия системы выражается в виде
функционала (15.1) с однозначным универсальным функционалом Eh

общего вида, причем минимум функционала Ε — μ \ dxn дает энергию

и распределение плотности в основном состоянии системы. Это утвержде-
ние было обосновано по теории возмущений Марчем и Мэрреем 8 0 и дока-
зано как строгая теорема Хоэнбергом и Коном 8 1 *). Фактически мы уже
пользовались им в приложении 2.

На этом утверждении основывается новый метод рассмотрения ряда
задач теории твердого тела, получивший название метода функционала
плотности. С его помощью успешно решаются задачи теории поверхно-
стных явлений 82- 83- 10°, теории магнитных явлений 8 4 и многие другие.
Круг приложений метода столь широк и многообразен, что его изложение
потребовало бы специального обзора. Поэтому мы ограничимся ниже
несколькими общими замечаниями.

Решающей для успеха метода функционала плотности является
возможность выбора в качестве Eh {n} достаточно обоснованного и в^то

*) Это доказательство было обобщено на случай Τ φ 0 s 5 , на системы с неском-
пенсированныы спином 84> 8 6

5

 8 7 , на релятивистские системы 8 7 и т. д.
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же время не слишком сложного выражения. Практически используются
следующие варианты:

а) Квазиоднородное выражение
Eh {η} = ΕΙ {η} + бЯобм {η} + δ£Κ 0 Ρ {η}, (15.3).

где ΕΙ — величина (15.2), δ£Ό6Μ — обменная поправка (4.11), δ£Ήορ —
корреляционная поправка. Вопрос о ее вычислении весьма сложен (см.
раздел 5), и его обходят, рассматривая, за неимением лучшего, квази-
однородное обобщение выражения Гелл-Манна — Бракнера или более
сложных интерполяционных выражений 26· 88· 8Э. Выражение (15.3) отве-
чает, если опустить корреляционную энергию, модели Томаса — Ферми —
Дирака (см. раздел 2).

б) Выражение, включающее градиент плотности,

± (15.4)

где последний член соответствует квантовой поправке (6.6а). Если опу-
стить корреляционную энергию, мы приходим к квантово-статистической
модели (см. раздел 11). Выражение (15.4) заметно улучшает результаты
по сравнению с (15.3), например, в проблеме работы выхода электронов
из металла.

в) Выражение, описывающее малые изменения плотности,

Eh {η} = Eh {n0} + f dx dx' Κ (χ — χ') δη (χ) δη (χ'), (15.5)·

где δη = η — η0, Ε^ {η0} — функционал (15.3) для постоянного аргу-
мента п0, фурье-компонента ядра К (q) = (2n/q2) [ε (0, q) — I ] " 1 , где
ε (ω, q) — диэлектрическая проницаемость системы. Это выражение спра-
ведливо, если сами изменения плотности малы без ограничений на ско-
рость их изменения в пространстве 81> 8 9.

Подводя итоги, нужно сказать, что по своей сущности метод функ-
ционала плотности гораздо шире МТФ, будучи эквивалентен точному
решению задачи многих тел. Однако фактическая реализация этого метода
не отличается пока существенно от МТФ с соответствующими добавками,
рассматриваемыми равноправно с нулевым членом (раздел 11). Только
если в будущем наряду с вариантом в) появятся и другие функционалы,
существенно отличные от МТФ, о методе функционала плотности можно
будет с полным правом говорить как о независимом методе теории мно-
гих тел.

Мы благодарны В. Л. Гинзбургу, Η. Η. Калиткину, С. Л. Мандель-
штаму, И. И. Собельману и Е. Л. Фейнбергу за обсуждение многих вопро-
сов, затронутых в обзоре, и за ряд полезных замечаний.

ПРИЛОЖЕНИЕ

1. ФУНКЦИИ ФЕРМИ — ДИРАКА

Ив определения функций Ферми — Дирака

Λι(*) =
. »ех?(у-х)-{-

следует, что они монотонно растут с ростом аргумента, имеют асимптотики

хп+У(п + 1 ) (χ -+• оо), Г (га + 1) е* (х -*• —оо) ι

и удовлетворяют рекуррентному соотношению Гп = η/π_ι· Таблицы этих функций для·
целых и полуцелых η см. в в 0 .
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2. ПОПРАВКИ К МОДЕЛИ ТОМАСА — ФЕРМИ

Для вывода (4.2) примем во внимание, что аргумент р | , в первом члене (4.1) сам
«одержит добавку δρ^,, связанную с п'. Поэтому полное изменение плотности равно
•Ьп = η -\- δρ|.κ2/8π, причем, согласно (1.3),

Отсюда и следует (4.2), а также (4.3). При этом решение (4.2) не должно иметь особен-
ностей типа 1/г ни при конечных х, ни на бесконечности.

Вывод (4.4) (частные случаи этого соотношения см. в 5> 3 5) основан на условии

eF/dn = μ минимума величины F — μ I dxn. Функционал Ψ = F — Ее — Ει (см.

(1.7)) служит потенциалом по отношению к р|.'/2 = η: δψ/бге = η. Переходя к новому
аргументу η, приходим к функционалу

Φ = Ψ — \ dxnr\ = F — μ \ dxn + Eit

служащему потенциалом по отношению к η: δΦ/δη = — п . Аналогично (4.1) можно
написать Φ -*• Φ -f- Φ', причем 6Φ7δη = — η ' . Рассматривая полное изменение Φ,
легко видеть, что Ф' = 6F. Поэтому δ (δ/^/δη = — η'. Понимая под δη вариацию хими-
ческого потенциала и интегрируя по нему, приходим к (4.4).

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОБМЕННОГО ИНТЕГРАЛА

Интеграл

•после интеграции по углам приводится к виду Γ2κ (λ)/2π3, где

dx
κ _ Г с

J ехр(х-
•1п

ехр {χ — Л)-М
Ό

делая замену х, у -*• χ + λ,у + λ и дифференцируя по λ, имеем κ' = (1-.1/2)
2· Отсюда

и получается выражение (4.7).

4. КОРРЕЛЯЦИИ В КЛАССИЧЕСКОМ КУЛОНОВСКОМ ГАЗЕ

Для расчета используется метод Боголюбова, ведущий к системе зацепляющихся
уравнений для функций распределения

+т) [fn+i(xii ···•! хпи) — /ι (xn+i) fn (χΐ) · · · . xn)] —
n

Их правая часть может рассматриваться как возмущение. Подстановка (5.1)
ведет к уравнению для коррелятора

Χ7χ) ίν -ν'\ . I. ___ ι /7v"V ίι ίΎ"\ ν ίvf Y"\ __^ V — ^ — - — — . (ΛΛ

которое легко свести к (5.3). С другой стороны, полагая fx = —^—- (1 + φ), находим

для φ уравнение

Vq>(x)=—I-j dx'V \χ},χΊ η (χ') ν (χ, χ').

Έτο сравнение с уравнением (*) дает

Vq>(x)= lim V (v(x, х') + _ _ 1 _
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Но при малых | χ — χ' | решение уравнения (5.3) имеет вид

откуда φ = κ/2 Т. Используя (5.2), отсюда легко прийти к (5.4). Укажем также соот-
ношение

δρ$.(χ) = 2Γ f dx'v(x, х ' ) я ' ( х ' ) ,

вытекающее из сравнения (5.3) с (4.2).

5. ОБОЛОЧЕЧНЫЕ ЭФФЕКТЫ

а) О д н о м е р н ы й с л у ч а й

Выражение (3.3) в раскрытой форме имеет (в пренебрежении эффектами высшего
N

порядка) следующий вид: и = 2 У] Qnl{pn^n)i ГД°

я

Qn = 1 + sin (25n) \ —^ϊ- sin (25„ (ж)).
τ η J Pn (x)

R'

Слагаемые Qn прямо отвечают слагаемым правой части (7.1), причем свойство (7.2)
усматривается непосредственно.

Используем формулу суммирования Пуассона

Ь оо ь + е

N f (η) = Ν \ dra/(n) cos (2nfere),

α /i^— оо α —ε'

где О < ε, ε' < 1 *). Перейдем к интеграции по энергии, учитывая формулу дЕ/дп =
= π/τ 0, которая вытекает из правила квантования, распространенного на нецелые га.
Отсюда

оо μ

п(х)=— У (_i)ft f_^_o (x)cos(2fe5
π •<—I J ρ^ (χ)

fe=-oo JB0

Рассмотрим сначала вклад первого слагаемого Q. Член суммы с к = 0, отвечаю—
2

щии просто замене суммы интегралом, имеет вид — pF и точно совпадает с результа-
JX

том МТФ. Соответственно члены с к Φ 0 дают и{. Интегрируя по частям с оставле-
нием внеинтегрального члена на верхнем пределе, главного по параметру ξ, имеем

п\ = V i — ρ — sin (2kS0),

что прямо ведет к (7.3). Аналогично, второе слагаемое Q дает

оо

1 ν

ft=l

откуда получается (7.4).

*) Формула Пуассона вытекает из соотношения ^ б (га — т ) = 2 cos (2яА;га).
П = — оо ft^^ _ оо

Величина ε выбирается из условия 5 0 = π (Ν + ε — 1/2), а величина ε' кладется
равной 1/2. Тогда энергию Ео можно отождествить с минимумом потенциала U, посколь-
ку .Ео отвечает условию S Е — 0, или рЕ = 0.
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б) Т р е х м е р н ы й с л у ч а й

Исходим из выражения

n-JL· V
«г, ι

где (? имеет" ту же структуру, что и в одномерном случае, ν = (nr, I), p v =
= "V2 (-Εν — #) — [' + (1/2)]2/г2. Используя правила квантования £ ο ν =
= π (гаг + 1/2), имеем

ft, 8=-оо

где λ = Ζ -f· (1/2). При приложении формулы Пуассона к суммированию по I вели-
чина ε выбрана из условия S (/щах + ε) = 0 (Zmax — наибольший допустимый момент),
ε' = 1/2.

Первое слагаемое Q при к = s = 0 дает результат МТФ

'•max

!2r2 J ) PE~ 3π2 ·
0 BВо

а для остальных значений к, s (и для второго слагаемого Q) ответ зависит от поведения
потенциала при малых г. Для кулонова поля притяжения имеем при малых λ

R'

) = J
о

Главный вклад в п[ дает член c i : = s, для которого линейные по λ слагаемые в аргу-
менте косинуса исчезают. Интеграция по частям с оставлением внеинтегральных чле-
нов при Ε = μ и λ = 0 дает

1 у cos (2kS0 (0))

ft=l

Отсюда нетрудно прийти к формуле (7.6). Поступая аналогично со вторым слагаемым
Q и оставляя при τ 0 -»- оо член с к = 0, s = 1, получаем выражение (7.7).

Отметим, что, ограничиваясь переходом к интегралу лишь для суммы по пт,
легко найти парциальную плотность η ι (г) с данным значением I. Если μ совпадает
с границей непрерывного спектра (т0 -+• оо), то·

1

6. ТЕМПЕРАТУРНОЕ СГЛАЖИВАНИЕ ОСЦИЛЛЯЦИИ ПЛОТНОСТИ

Соотношение (8.5) можно переписать в виде

с»

J
где к = —ιΤ д/θμ. Интеграл / оказывается равным

"*

Беря при дифференцировании (7.7) производные лишь от быстро меняющегося синуса,
имеем /с2 = 4τ 2Γ 2 . Это и ведет к формуле (8.6).



СТАТИСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ВЕЩЕСТВА 4 5

7. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОЛЯРИЗАЦИОННОГО ОПЕРАТОРА

Классическое кинетическое уравнение при Τ = 0 имеет вид

где / — невозмущенная функция распределения (1.5), δ/ — ее вариация, причем

δη (χ) ω = 2 \ <Pp6f (χ, ρ, ω). (•)

В лагранжевой картине исходное уравнение имеет вид

-J r-6/(x(i '-i), ρ(ί' —ί), t')=A(x(t'-t), ρ ( ί ' - ί ) ί ' ) ,

где ρ (<) = χ (ί), χ (0) = χ, ρ (0) = ρ, а через А обозначена правая часть уравнения.
•Отсюда с учетом принципа причинности

о

δ/(χ, ρ, ί)= J dt'A(x(t'), ρ(ί'), t+t').

Правую часть этого равенства можно представить в виде
о

-26 (?{.(*)-/»·) j«fa' j Λ ' ^ [ 6 (χ (0-х')] Sf/(x', t + f)
— oo

с учетом соотношений pj, (ж (г)) — ρ 2 (ί) = рг

р (χ) — ρ2, (ρ (г) V) F (χ (t)) = F. Подста-
новка полученных' выражений в уравнение (*) и сравнение с (9.6а) действительно
ведет к (9.11), (9.12). При Τ φ 0, используя (1.8), нетрудно прийти к соотноше-
нию (10.4).
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