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1. ВВЕДЕНИЕ

Как известно, адиабатическое приближение, представляющее собой
регулярное разложение по малому параметру κ = у/т/М, является
наиболее строгим методом не только в теории молекул, но и в теории
металлов (т — масса электрона, Μ — масса иона) Ч Однако адиабатиче-
ская теория возмущений значительно сложнее обычной квантово-механи-
ческой теории возмущений и применение ее при практических расчетах
сопряжено с большими трудностями. Ввиду этого при различных конкрет-
ных расчетах в теории металлов обычно применялась модель Блоха —
Фрёлиха, не имеющая строгого обоснования, но зато представляющая
большие удобства при вычислениях, так как она сформулирована, как
обычная квантово-механическая теория возмущений. В этой модели
гамильтониан электрон-фононной системы предполагается равным сумме
гамильтонианов свободного электронного и фононного полей Ш<^ т. е.
гамильтониапа невзаимодействующих электронов, движущихся в перио-
дическом потенциале решетки, и гамильтониана гармонических колеба-
ний ионов, — и гамильтониана взаимодействия между ними, который
приравнивается изменению потенциала, действующего на электроны,
из-за смещения ионов:

d#i = S tF(r-RO|-AR0-7(r-ROi-)] - Σ (VrF(r-Roi), ARf),
i i

где V (г — R0;) — потенциал, с которым i-й ион с равновесной координа-
той Roi действует на электрон с координатой г, AR; — смещение иона
из положения равновесия. В модели Фрёлиха постулируется, что затра-
вочная частота фононов, т. е. частота свободного фононного поля ω0 (q)
при малых волновых векторах фононов q описывается акустическим
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законом дисперсии. Эквивалентность модели Блоха — Фрёлиха в теории
проводимости, т. е. при вычислении матричного элемента перехода элек-
трона из состояния с импульсом к в состояние с импульсом к' с испуска-
нием или поглощением фонона, и адиабатической теории была доказана
еще Займаном в 1955 г. 2. В дальнейшем особенно большой интерес при-
обрел вопрос об энергии электрон-фононной системы и об энергетических
спектрах возбуждений в этой системе. Были- попытки доказать эквива-
лентность обеих теорий и в этом отношении, однако в действительности
такая эквивалентность отсутствует, как будет выяснено ниже. Точный
расчет в рамках модели Фрёлиха, основанный на суммировании всех
существенных графиков 3 (приближенные оценки по теории возмущений
были проведены в 4~6), привел к двум важным результатам: 1) первоначаль-
ная скорость электронов на поверхности Ферми ν0 благодаря электрон-
фононному взаимодействию QM'F изменяется (перенормируется) на вели-
чину 1 + ζ0: ν = νο/(1 -+• ζ0), где ζ0 — безразмерный параметр Фрёлиха,
характеризующий электрон-фоношюе взаимодействие, ζ0 <С 1; одновре-
менно происходит перенормировка химического потенциала μ — Δμ ~
~ ζοωΏ> где ω β — дебаевская частота; 2) при малых q (для простоты рас-
сматривалось взаимодействие электронов лишь с продольными фононами
и акустический закон дисперсии для ω0 (q)) фононная частота с учетом
взаимодействия — ω (q) — выражается через затравочную (нулевую) часто-
ту ω0 (q) по формуле ω (q) ~ ω0 (q) Y\ — 2ξ0. Очевидно, таким же обра-
зом выражается и скорость продольного звука иг = Uio}il — 2ζ0. Поэто-
му при ζ0 > 1/2 ω (q) делается чисто мнимой, т. е. возникает неустойчи-
вость решетки. Таким образом, значение 1/2 оказывается максимально
возможным значением ζ0. В рамках модели Бардина согласно микроско-
пической теории сверхпроводимости (так называемая теория слабой
связи) критическая температура сверхпроводника Тп определяется из-
вестной формулой Тк = Ι , Ι ^ ω ^ " 1 ^ 0 . Поэтому максимально возможное
значение Тк при заданной а>г> равно Тктах = 1,14/1 со^е"2. Существование
такого предельного значения Тк качественно хорошо согласуется с экспе-
риментальными фактами.

Однако эта концепция предельного значения ζ0, связанного с воз-
никновением неустойчивости решетки, вскоре столкнулась с двумя проти-
воречиями.

1) В более точной формуле для Тю полученной в работе 7, параметр
электрон-фононного взаимодействия, обозначаемый в работе 7 через λ,
входит более сложным образом. При этом оказалось, что для некоторых
сверхпроводников λ существенно превышает 1/2, например, для РЬ λ =
~ 1,1 — 1,3, для Hg λ — 1,6, для Ga λ = 2,25; при этом, конечно, экспе-
риментальные данные о наличии некоторого верхнего предела для Тк

сохраняют силу.
2) В работе 8 было показано, что если исходить из последовательной

адиабатической теории, а не из интуитивной модели Фрёлиха, результат,
касающийся перенормировки t?0, остается справедливым, а перенорми-
ровка фононной частоты оказывается ничтожно малой ~ κ4. Ввиду этого
был сделан вывод о неоправданности заключений в 6 относительно воз-
можной неустойчивости решетки при сильном электрон-фононном взаимо-
действии.

После этого возник вопрос, насколько можно доверять другим
результатам, полученным на основе модели Фрёлиха, и может ли гамиль-
тониан Фрёлиха — Блоха быть строго получен из полного гамильтониана
системы электронов и ионов. Для этого необходимо было провести сопо-
ставление модели Фрёлиха и адиабатической теории возмущений. Но если
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модель Фрёлиха представляет собой обычную квантовомеханическую
теорию возмущений, то адиабатическая теория, как известно, имеет суще-
ственно иную структуру, и ввиду этого прямое сравнение обеих теорий
весьма затруднительно. Оказалось, однако, возможным на основе адиаба-
тической теории построить обычную квантовомеханическую теорию воз-
мущений с нулевым гамильтонианом, зависящим, в отличие от адиабати-
ческой теории, одновременно и от электронных, и от ионных переменных 9.
Хотя эта теория по своей структуре совершенно отлична от адиабатиче-
ской теории в ее канонической форме, по по своим результатам обе теории
совершенно эквивалентны. Адиабатическое приближение в форме кванто-
вомеханической теории возмущений позволяет использовать стандартную
диаграммную технику, которая характеризуется, однако, наличием вершин
не только с одним, но с двумя и более фононными концами. Это приводит,
в частности, к тому, что помимо поправок к вершине с одним фонон-
ным концом, найденным в 3, возникают дополнительные поправки, имею-
щие тот же порядок малости ~ κ 2 . Оператор возмущения Ш' имеет своеоб-
разную форму и заметно отличается от оператора возмущений в модели
Фрёлиха 36'F· Поэтому, хотя фононная частота, поскольку она уже в нуле-
вом приближении совпадает с адиабатической, перенормируется очень
мало (если учесть ангармонизм, то на величину порядка κ2, а не κ4), но
силы взаимодействия между электронами оказываются велики — поряд-
ка ζ0.

В настоящей статье, посвященной проблеме обоснования теории
металлов, излагаются основные результаты работ по этому вопросу; при
этом главное внимание уделяется вопросу о границах применимости моде-
ли Фрёлиха в теории металлов.

В работе 9 показано, что модель Фрёлиха с Ш' — M'w не может быть
получена из точного полного гамильтониана системы ни при каком выборе
нулевого гамильтониана. Оператор возмущения, наиболее близкий к SS'F-,
можно получить все же при определенном виде потенциальной энергии
колебаний иопов Ut (AR) в $£0, существенно отличающемся от вида Uь

в адиабатической теории (см. формулы (27), (28)) (в модели Фрёлиха вид
Ui оставался неизвестным). Такой потенциальной энергии соответствует,
однако, пулевая частота, равная ионной плазменной частоте, а не
ткустической частоте, как постулировалось в модели Фрёлиха. Поэ-
аому, хотя учет возмущения, которое в этой теории является немалым
(близким к SB'F)·, дает для перенормированной, т. е. адиабатической,
частоты формулу того же вида, что в модели Фрёлиха: соад (q) =

— ωο (я)' 1 — (ω2/ωρ), но, так как ω0 является ионной плазменной частотой,
это приводит лишь к переходу от оптического закона дисперсии к акусти-
ческому при любом ζ0 (как это уже было ранее известно в так называемой
модели «голых» ионов 1 0 ~ 1 3 ), а не к обращению частоты в нуль. Таким
образом, вывод о возможной неустойчивости решетки па основе "такого
механизма в рамках модели Фрёлиха оказывается необоснованным.

Разумеется, это заключение не касается других возможных механиз-
мов неустойчивости: так' называемого пайерлсовского удвоения, мартен-
ситных превращений в соединениях типа А-15, моттовского перехода
и т. д.

Несмотря на то, что модель Фрёлиха в буквальной форме не согла-
суется с полным гамильтонианом системы электронов и иопов, ряд важ-
ных результатов, найденных в рамках модели Фрёлиха и определяемых
непосредственно возмущением <Ш'Е, оказывается все же правильными:
уравнение для спаривательной собственно-энергетической части Σ 2 и
сверхпроводящей щели, величина матричного элемента для перехода
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электрона с испусканием или поглощением фоноыа в теории проводимости
металлов, значение зависящей от энергии части массового оператора Σ1τ

перенормировка скорости электронов и0 и величина электрон-электронных
сил благодаря обмену виртуальными фононами. Во все эти величины вме-
сто нулевой частоты ω0 (д) входит только реальная фононная частота
ω (д).

Существенную роль при вычислении поправок к энергии электрона
и фонона играет вид электрон-фононных матричных элементов и их зави-
симость от импульса фонона. В статье проводится анализ этой зависимости
и выясняются причины разногласий относительно вида матричных эле-
ментов в разных моделях.

В статье показано также, что верхний предел для критической тем-
пературы Тк сверхпроводника связан не с тем, что имеется ζ0 ш а х , равное

з
1/2, так как в формулу для Тк входит не ζ0, а ζ (или λ = ζ ( 2 ujq2yv x

V = l

χ ω ν

3 (g))cv при реальном законе дисперсии; см. (31)), которые могут при-
нимать любые значения. Верхний предел для Тк связан с перенормиров-
кой спаривательной собственно-энергетической части Σ 2 и щели. Иссле-
дование обычной и спаривательной собственно-энергетических частей Σ ι
и Σ 2 показывает, что они — и вследствие этого электронная эффективная
масса и критическая температура — имеют заметную особенность как
функции фермиевского импульса pF ж hn1/3

t а следовательно, и плотно-
сти электронов η при 2pF = д0 (gQ — максимальный фононный импульс).

2. АДИАБАТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ДЛЯ МЕТАЛЛОВ

Рассмотрим сначала обычную адиабатическую теорию возмущений1.
Уравнение Шрёдингера для системы электронов с координатами гг

и ионов с координатами R/ в символической форме имеет вид

9Έί); (1)

Ν ρ* Ν Ρ ·

S 3

S£ei (r, R) - V (r, r) + V (R, R) + V (r, R)

— полная потенциальная энергия. Мы будем предполагать, что в V (R, R)
и V (г, R) учитывается потенциал ионов с электронами заполненных обо-
лочек. При этом мы пренебрегаем обратным действием электронов прово-
димости на внутренние электроны, жестко связанные с ядрами в рамках
адиабатической теории. Такое приближение является достаточно точным
из-за наличия запрещенной зоны.

Так как кинетическая энергия ионов di?;BK2 раз меньше электронной
энергии, то в адиабатической теории в нулевом приближении ею пренебре-
гают и рассматривают уравнение *

(Me + Seei) Цтп (Г, R) - Em (R) ψ™ (Г, R). (2)

Полную Ψ-функцию можно искать в виде разложения по полной
ортогональной системе функций ipm (г, R); ψη (г, R) ~ ΣΦ η »ι (R) "Ψ™ (г, R);

τη

значок η указывает на то, что мы ищем полную Ψ-функцию, примыкающую
к n-му электронному состоянию, при этом член с m = η является глав-
ным.
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Подставив этот ряд для Ψ η в (1), умножив потом на г|# и проинтегри-
ровав по г, получим

Σ 8гпФт = ЕпФ81 (3)

Ν 3

i α 3
N

лЗ ι Λ Οψ™ , „j Ι ι * А С ι J 7 TT J

J ' oXja J J л-л-
i

Полагая, что Φηφη <C Σ ФтФт, находим при помощи метода последова-
тфп

тельных приближений выражения для Ф8 с любой точностью 1 · 9 .
Уравнение для Фп ^ Φ η ν имеет вид

(Set + U2n + SS'pn) Φην = [Env~ En (Ro)] Φ η ν , (4)

JV, iV3, 3

f/ = _ L V У д*Еп №
2 n 2 ^J Λ—Ι 5 Ζ ί α дХуз

ΐ; αβ

г 7 „ = 1 у у дЗЕп ( R )

ijft αβγ

= Χία—^oict! v —совокупность фононных Гквантовых чисел. Выра-
жение ДЛЯ Зё'-рп СМ. В 9 .

Целесообразно ^п (г, R) в (2) также разложить в ряд1 по степе-
ням AXia вблизи положений равновесия Roi:

ф„ (г, R) = Мрп (г, Ro) + Σ д-пЛТ: R

Так как d^nldXia ~ фв/d, а [(ЛХга)?Р]1/2 ~ ЙО̂  то второй член будет поряд-
ка ao/d~K, третий—κ2 и т. д., d—постоянная решетки, α0

б
р Υο

амплитуда нулевых колебаний, ω ο — дебаевская частота. Поэтому соответ-
ствующие им члены в выражении Ψ-функции системы следует включить
в поправку Ψην к Ψ-функции нулевого приближения Ψ°ν·

Тогда ψ£ν г= φ£ ν (R) ψη (Г) Ro), а поправка

ψ ; ν « 2 Omv (R) Фт (г, R) + Φ^ν (R) φ ; (Γ, R) -f

; νφη (г, Ro) + φ ; ν ψ ; (r, R), Φ ; ν = o n v - Φ°ην ~ χΦ°ην.

Дифференцируя уравнение (2) по XJa, умножая затем на ι̂ * и интегри-
руя по г, находим для s=^m

4 n H VR}SSei (г, R) U (E°m -Ely (5)
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и, используя (5), имеем

BL· = | knMei (Г, R) | e m (Е°т- £J)

(I V B ^ ) (E°m

+2 ([ j (6)

Для т = п находим
д*Еп (R)

тфп

г ι dmei

LI dxia
dXi

(7)

Если воспользоваться представлением одночастичных блоховских электрон-
ных ψ-функций |фк = е1(к» r)i/k(r) ("к (г) — периодическая функция; вопрос
об учете кулоновского взаимодействия будет рассмотрен ниже), то

ег (Г,
3 s

= β* (8)

(для

k (Г>) VrV (Γ;) I|)k, (Г;) ЙГ;, Tj = Γ— R o j .

В представлении одночастичных функций выражение (7) имеет вид
R R

dXi R=Ro кк
R=Ro

(Rf-Rj)
- / г к О , (9)

kk'

где En (R) — собственное значение уравнения (2), тгк— электронные чис-
ла заполнения.

В формуле (9) в последнем члене множитель /гк — пкпъ> под знаком
суммы можно заменить на ?гк или в обычной симметричной форме — на
(тгк — пк')/2, так как сумма с симметричным членом /гЬ7гк', очевидно,
равна нулю, поскольку при замене к на к' знаменатель суммируемого
выражения меняет знак на обратный, а числитель не меняется.

3. ОБЫЧНАЯ ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ НА ОСНОВЕ
АДИАБАТИЧЕСКОГО РАЗЛОЖЕНИЯ

Основным практическим недостатком адиабатической теории является
невозможность выделить гамильтониан нулевого приближения Ш^, зави-
сящий одновременно от г и R (от R — не как от параметров), и найти его
собственные функции, имеющие вид произведений ψ^ (г) Φ ν (R), и опера-
тор возмущения Ж' (г, R) в явном виде. Это не позволяет развить обыч-
ную квантовомеханическую теорию возмущений и применить стандарт-
ную диаграммную технику.

Нетрудно видеть, что такая обычная теория возмущений может быть
развита на основе результатов адиабатического приближения 9. Будем
искать полную Ψ-функцию, примыкающую к тг-му электронному состоя-
нию. Адиабатическая функция нулевого приближения в этом случае —
в гармоническом приближении для фононов —· нам известна: Ψην =
= ψη (г, R0)O^v (R). Найдем гамильтониан, зависящий от г и R,
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одна из собственных функций которого равна Ψ£ν» и воспользуемся им
как гамильтонианом нулевого приближения.

Очевидно,

ЗВ0 (г, R ) » 3%ое (г) + SSot (R), (Ю)
1 -̂ -ι д2Еп (R'

R=R»

?0 (Г, R) Ψϋ,μ (Г, R) = (Γ, R ) , х0П·

Как обычно, фурье-компоненту кулоновского потенциала взаимодей-
ствия Vc (k) с к = 0 можно положить равной нулю, так как она компен-
сируется потенциалом ионов. Вообще говоря, остальные собственные
функции полной ортогональной системы Ψ™μ, кроме Ψ&νϊ не имеют реаль-
ного смысла, так как в (10) для всех т координаты равны ROn (а не ROm)
и частоты ω (q) равны ωη (q) (а не ω7" (q))t но если две электронные функ-
ции отличаются друг от друга тем, что 5 электронов изменили свои импуль-
сы k s на ks, то ROm и олт (q) для них будут отличаться на величину поряд-
ка s/Nf поэтому для состояний, близких к основному, зависимостью Ro n

и ω η (q) от η можно пренебречь и, следовательно, все
ственный физический смысл.

Оператор возмущения Ш\ очевидно, равен

(Г, R) - Mei (r, R0) =

где

R=R0

; -y Σ dXiOCi

имеют непосред-

(И)

R=Ro

И Т . Д . "

Используя соотношение (7), находим

(12)

Подставляя (12) в (И), получаем

2j
8=3

здесь ' 2 |П71)

5^„
^ O , так как

дХ} R=R 0 дХ, пп
R=Ro

(13)

= 0.

\<$@г\ пп и $$гп являются операторами по фононным степеням свободы
и классическими величинами по электронным переменным. Теория воз-
мущений для SB' по своим результатам, очевидно, полностью эквивалент-
на адиабатической теории возмущений, хотя по своей структуре обе тео-
рии и отличны. Отметим, что рассматриваемая теория возмущений с SB'
в виде (11) полностью применима и в случае перекрывающихся зон, так
как в отличие от теории молекул (эффект Яна — Теллера) вырождение
для металла, как известно, снимается уже в рамках только электронной
задачи (в случае сильной связи для электронов см. 14· 15) и Еп (R) опре-
деляется электронами всех перекрывающихся зон. Как известно, в модели
4 УФН, т. 115, вып. 3
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Фрёлиха оператор возмущения равен $£'F = Σ (dV (г, R)/dXoia) AXiaf
га

т. е. оператору g£x без члена 2 (dV (R, R)/dXoia) AXiat который,
га

однако, равен нулю при наличии центра симметрии. Таким образом,
(11) соответствует исправленной модели Фрёлиха — Блоха, так как те-
перь Ж' равен не просто $ви a SB г + <Ш2 — &В2п -f $Вг + . . ., и
частоты ω (q) в (10) равны частотам в адиабатическом приближении,
так как потенциальная энергия колебаний Ui (AR) равна

д*Е1

в соответствии с нулевым приближением адиабатической теории. Оценим
порядок членов, входящих в <Ш':<Ш2 ~<$$2п ~ \<з$ъ\пп ~ #CUD, как Шс
ά^ι^Λ.ωΏ/κ; и далее <MS~ x$£s-i· Поправки к энергии Етц вычисляются
по формулам обычной теории возмущений. Нетрудно видеть, что хотя
Шх ~fi.(dD/K и $g2 ~$β2η ~ h<dD, первая поправка к энергии Envi будет
порядка x2#(oD, как и в адиабатическом разложении. Действительно,
учтем сначала поправку от членов $ви ο^2*<^2η· С*на равна диагональному
матричному элементу от $£2 и —$В2п и второму приближению от Ш\У так
как M

=== J <2^2 |ην; ην — Ι (Ζ&ζη |ην; η ν τ 2 J I Gn>i \ην; τημ.
m μ

Gn>i \ην; τημ. {^ην — ^ΐημ)
m, μ

И з определения <|^ 2 следует, что | J ^ 2 l n v ; n v ~ 0 . Поэтому

^nvl = 2 j |<2#J |ην;τημ(-β'ην— ^ т ц ) — Zj II <^i>i \rm |w V-̂ on — -^W —
m, μ ΪΗ

H^H^v-^or^lUnv-E ll̂ lnmlvvî n-^J-1. (14)

Из-за недиагональности по ν матричных элементов $81 в энергетических
знаменателях первого члена в (14) помимо разности Е\п — Е\ш появляют-
ся слагаемые ±/ζω?. Поэтому Епу1 будет порядка ΗωΌ | (Ш2п I W ^ F ~

А^ x^toj) ( e F = - ^ — энергия Ферми). Действительно, подставляя фор-

мулу (8) и известные выражения ARf через фононные амплитуды 6ςχ
 14> 1 в

l i ~ ~Ч7Т 2 э ·

(ечя — единичный вектор поляризации фонона; N — число ионов в еди-
нице объема) в (14), находим первый член в формуле (14):

"1] тгк (1 — пк +„) (15)
и второй член:

Σ (16)

Суммирование no Ro i дает θ^, t+q+g; g — умноженный на 2π целочислен-
ный вектор обратной решетки; мы будем полагать g = 0.
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Следует заметить, что в (15) учтено электрон-фононное взаимодей-
ствие, поэтому пк в (16) могут отличаться от (15) на величину ~ κ 2 , которой
мы здесь пренебрегаем (см. приложение II).

В (15), (16) мы ввели блоховский матричный элемент

Отсюда получаем

— «k+q) (ек— ^к+чГ1 {&ο4

[ ( e k + q -erf-

так как

Таким образом, хотя каждый член в £ η ν ι порядка /uoD, из-за их взаимной
компенсации £"η ν 1 он оказывается порядка κ2/ζωΒ, как в адиабатической
теории возмущений (см. выше). Эта компенсация <Шг и |с%?2|пп» а также
SB ι и $£2п, играет существенную роль не только в первом, но и в более
высоких приближениях теории возмущений. Если энергетические знаме-
натели не будут содержать электронные энергии, а только энергию фоно-
на, т. е. будут порядка ΑωΏ, а не eF, то поскольку SB-у ~ ΗωΌ/κ, а $£2~
~$Bin~h<$Bi в следующих приближениях для d%?2

 и $В\ поправки могут
оказаться порядка hi&D (или больше — в случае Ш-j), а не κ2ΗωΏ. Энерге-
тические знаменатели могут быть порядка %ωΏ только в том случае, если
существуют отличные от нуля матричные элементы <$В2 и SBl9 диагональ-
ные по электронным квантовым числам η и недиагональиые по ν. Из опре-
деления $ё2 видно, что |ο^ 2 |πη = О; | SB ι \ ηη также равно нулю. Однако
оператор второго приближения от SB^ равный SB ι (Ε°ην __ 3βϋ)-ι3β\, кото-
рый имеет порядок /ϊω^ (так как Ε%ν — <Ш0 ~ г%), может иметь отличные
от нуля матричные элементы, диагональные по η и недиагональные по ν.
Но такой матричный элемент в любом приближении, как легко видеть,
входит лишь в виде разности \SBi {Е% — SBo)'1 Шх\пп — ЗВ2п, которая,
как мы видели, порядка x2#coD. Следовательно, и в высших приближениях
энергетические знаменатели для <ffl2n SBI будут порядка sF. Что касается
высших приближений от SBz·, ЗВь и т. д., то они не могут дать поправки
порядка ΗωΒ, так как <Ш3 ~ κ&ωΌι ё6к ~ x2ft<aD и т. д. Таким образом,
вычитание С/2П из SB-y + SBz ^-SBs-l· · · · в выражении для SBX играет
весьма важную роль.

Мы вычислили Εηνι. Второй член £"^1 ~ κ2&ωΏ складывается из пяти
слагаемых:

_1) первое приближение от SSk\ \SBk\nv-t n v ; 2) второе приближение
от Жъ\ 3) первое приближение по SB ι и первое по Шъ\ 4) второе приближе-
ние по SBi (с вычитанием Шчп\ см. выше) и первое — по ~$β2 и 5) четвертое
приближение по S£\ (также с соответствующим вычитанием ёВгт1 (см. 9 ).
Следующие поправки Envi будут порядка χ*ΗωΏ и выше. Мы видим, что
для вычисления энергии Εην с точностью x2h(uD мы должны учесть в SB'
(13) все SBs вплоть до ЗВ^.

Вариация Envl no Nq% определяет неадиабатическую поправку к ча-
стоте фонона ω 4 λ — Δω 4 λ . Нетрудно видеть, что хотя Elvl дает для

4*
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Αω4λ/ω<!λ величину порядка κ4, ΔΕ1ηνχ дает Δω ς λ /ω 4 λ ~ κ2. Легко видеть
также, что поправка к скорости электрона ν на поверхности Ферми
д&ер/др\р=Рр за счет первого члена (15) в £ n v l , как и в расчетах, основан-
ных на модели Фрёлиха 3, и по обычной адиабатической теории 8 оказы-
вается порядка ζν0; здесь pF — фермиевский импульс и ξ — так называе-
мый параметр Фрёлиха, определяемый по формуле

t , = i M 3 ι2 VmpF

ч q с учетом экранирования (см. (23)); при акустическом законе
дисперсии ζι = ζ — const, индекс I соответствует продольной ветви.

Такая большая поправка возникает благодаря тому, что энергетиче-
ские знаменатели в (15) содержат ек — 6k+q ± Нщ^ и область | 8k+ q—
I £k I <C h(dD вносит существенный вклад в ν.

Силы взаимодействия между электронами через фононы можно найти
обычным образом в рамках теории возмущений. Матричный элемент взаи-
модействия двух электронов с начальными импульсами р х и р 2 и конечны-
ми р 3 и р4, связанный с обменом виртуальными фононами (если число
фононов в начале равно нулю), равен

Ρ j Ρ 3 4Λ

• '

Рз— Ρι = p2 —P* = q, ε Ρ ι ~ ερ 3

 = 4 —

2J I a inv; пцх ι ^ν& Ιϊημ; sv

I ^ 2 Iny; τημ I ^ 1 Ιτημ; ίλ I * ^ i Ιίλ; sv J_ 2 4— 1 1 (20)

f£° —Е°)(Е°—ЕЧ*\ "*• '
V̂ m> ίημ' ν ην ίλ,̂  J

"К
Члены — \S£%\nn и — <Ш2п

 в <$?'» являющиеся числами по электронным
переменным, не вносят никакого вклада в ΛίΡ1ρ2; ρ3Ρ4· Никакой компен-
сации разных слагаемых, подобной той, которая существовала для поправ-
ки к энергии системы, для Μ не существует. Второй член, связанный с d# 2 ,
в κ2 раз меньше, чем Mit и им можно пренебречь. Первый же член Μι
совпадает с матричным элементом, который получался в обычной мо-
дели Фрёлиха. Если передаваемая энергия | εΡι — еРз | «< /ГОЛ, Мг

очень велик: ^ 8 F , т. е. взаимодействие электронов оказывается суще-
ственно неадиабатическим эффектом. Ниже взаимодействие электронов
будет рассмотрено точно, а не по теории возмущений (см. выражения
(22), (23)).

-В матричных элементах \o$s\mn и, в частности, в Л/kqb в одночастич-
ном представлении должно быть учтено кулоновское взаимодействие
между электронами. Так как кулоновское взаимодействие является нема-
лым, его нельзя учесть по теории возмущений. Проще всего это сделать,
пользуясь диаграммной техникой. Как показано в приложении Ϊ (фор-



АДИАБАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ ДЛЯ МЕТАЛЛОВ 4 1 3

мулы (П.1) — (П.З)), при этом в формулах (8), (9), (15) - (18) следует
положить

м 12 1 Μ ^ λ i2 м1 , = — i *""*«",·,/ вд ,'„ q\ (21)
ΜιίηχΓ= _ ,__ . .—г-, ^ ^ λ * _ I/ TTTir— Ι θ αλτ ~ , V^x;

где Mkqx — матричный элемент без учета экранирования, а ε (q, ω) =
V A2i%= 1 — F c 0 (q) Ρ (q, ω) — диэлектрическая проницаемость, Vc0 = 4tte2/g2;

Ρ (q, ω) — так называемая поляризационная петля, Ζ — заряд иона,
объем кристалла У полагаем равным единице. В (21) можно ε (q, ω4\)
заменить приближенно на ε (q, 0) = 1 -f- (%Уф)· Таким образом, в про-
изведении iWkqb Мщъ один множитель должен браться с учетом экрани-
рования, а другой — без учета экранирования. Выражение для матрич-
ного элемента \$£г\ тп приведено в приложении Ι (Π.8).

Мы вычислили поправку к энергии системы, связанную с электрон-
фононным взаимодействием. При этом кулоновское отталкивание между
электронами мы рассматривали лишь как причину экранировки электрон-
фононного взаимодействия. Однако кулоновское отталкивание вносит,
разумеется, и непосредственный вклад в энергию системы. Для вычисле-
ния этого вклада проще всего найти полное эффективное взаимодействие
между электронами, так называемый четырехполюсник Veu- Как пока-
зано в приложении I (формулы (П.4) — (П.6)), он равен взаимодействию
через фононы, описываемому выражением для Μι в (20), — V'ep, экрани-
рованному кулоновскому отталкиванию Vc и смешанному члену Vepc'·

у ..—У _LV j _ y у ~ V м /i/f , |2 η, /ω n\/F(n (,ΛΙ /921
Υ А Г Г — " Τ 0Ti Г^ У f* ^ι V 0Т\С« V ΡΎ\ ' / ί I ifJ- Irfrl Χ-/Ϊ I "-* ·> U 1/^ ( U * vu I I « I £иш I

λ

Vc = Vc0 (q)/s (q, ω), Vepc = V'epP (q, ω) Vc,

х̂ я 1ω» 4J = a —a .,, . (ώΰ)

Так как

το

D% — фононная функция Грина.
Таким образом, благодаря наличию смешанного члена, в полное

электрон-фононное взаимодействие, получающееся из четырехполюсни-
ка после вычитания экранированного кулоновского отталкивания,
и в поправку к энергии электрона входит множитель |Л/н | 2/е 2, который
ведет себя как q*l<uq при q -^ 0, а не |Λ/Η|2/ε, как в поправке к энергии
фонона n = |MH | ai>/e (см. (П.2)).

На основе развитой выше обычной теории возмущений, которая осно-
вывается на адиабатическом разложении, может быть построена стандарт-
ная диаграммная техника; она излагается в приложении П.

Хотя в адиабатической теории, как мы видели, поправки к энергии
системы и к вершинам (см. приложение II) представляют собой разложе-
ние по степеням κ2, но из-за неадиабатического поведения электронов
в тонком слое толщиной порядка Ь ωΌ вблизи поверхности Ферми, поправ-
ка к полной Ψ-функции системы может оказаться немалой. С этим свя-
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заны такие неадиабатические эффекты, как большая величина константы
взаимодействия электронов через фононы и перенормировка электронной
скорости на поверхности Ферми порядка ζ.

Как мы видели, оператор возмущения в нашей теории возмущений $β'
(И), (13) имеет сложную структуру, он представляет собой ряд по степе-
ням κ из членов, описывающих электрон-фонопное взаимодействие
и чисто фононное взаимодействие. Своеобразие оператора Ш' заключается
в том, что старший член, входящий в него, —Ш\. — порядка ^ωΒ/κ и лишь
следующий член — порядка fr(uD, тогда как энергия колебаний решетки
в нулевом гамильтониане — порядка /ш л . Хотя наибольшая поправка
к энергии системы оказывается, тем не менее, порядка κ2/ζωΰ, а следующие
слагаемые — х4/Шд и т. д., т. е. не содержат неадиабатических членов,
но более тонкие характеристики металла, определяющиеся непосред-
ственно оператором $βχ в Si''· поправка к Ψ-функции Ψ', матричный эле-
мент перехода электрона с излучением фонона M^q% ( ^ ω Β / κ ) , электрон-
электронное взаимодействие через виртуальные фононы (~eF при
I £ps — ε Ρ ΐ | < /гйл), собственноэнергетическая часть 2Х (~ft(uD) и пере-
нормировка электронной скорости на поверхности Ферми (~ξ) — оказы-
ваются большими (см. приложение II). Значения этих неадиабатических
величин дополнительно увеличиваются, если они определяются интегра-
лами не по всей ферми-сфере, а главный вклад в них вносит слой неадиа-
батических электронов толщиной ΗωΏ вблизи ферми-поверхности.

4. МОДЕЛЬ ФРЁЛИХА И УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕТКИ

Как известно, из расчетов, основанных на модели Фрёлиха, вытекает,
что при малых q перенормированная частота для продольных фононов
α>ϊ (q) имеет вид cuf (q) = ω1ο (q)Vi — 2ζ0, где ξ0 определяется форму-
лой (19) с заменой ω (q) на ω0 (q), ω0 (q) — затравочная частота; при этом
предполагается, что при q—> 0 ω0 = uoq, т. е. что ωη (q) описывается
акустическим законом дисперсии. Таким образом, при ζ0 ̂  1/2 решетка
должна стать неустойчивой. Мы видели выше, однако, что в рамках адиа-
батической теории фононная частота перенормируется из-за неадиабати-
ческих и ангармонических членов лишь на малую величину порядка κ2.

Отсюда можно сделать вывод о том, что заключение относительно
неустойчивости решетки при ζ0 ^ 1/2 является иллюзорным 8 . Однако
такой вывод нельзя заранее считать полностью обоснованным, так как
сама неперенормирующая адиабатическая' частота может существенно
зависеть от параметра ζ0 и при достаточно большой величине ζ0 обращать-
ся в нуль.

Действительно, из (7) следует, что адиабатическая силовая матрица
(д2Е°п1дХща, dXOjfi) равна сумме положительно определенной матрицы
|<$?2|ηη/(ΔΧίαΔΧ;·ρ) и отрицательно определенной матрицы
<ШΖη/(ΔΧίαΔΧβ) (знаменатели Eln — Е°от отрицательны, так как Е& —
энергия основного состояния). Используя формулу (9) и известную фор-
мулу для частоты 16

ω& = 2 «WA* (Ч) «qtf. Α*β (4) =• -jg- Σ φα» (Roi,) e"'C q ' R°i-'').

( 2 4 )

получаем для продольной частоты выражение

Щ (?) = ωζο (?) / ΐ - ( ω 2 / ω ? 0 ) , (25)
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т. е. выражение такого же типа, как в модели Фрёлиха с 2ζ0 — α>2/ω?0.

При этом ω 2 = 2 — ^ | - ^ k q \ | 2 K — ̂ k+qX^k+q— Sfc)"1 > 0 и пропорцио-
к

налыю величине квадрата модуля матричного элемента электрон-фонон-
ного взаимодействия. Однако ω| 0 согласно (9) определяется силовой
матрицей

d*V(r—Rj)
— V

пп
к

kk

г. е. при i ? o i i ^ 0 эта матрица определяется только кулоновским оттал-
киванием одних ионов. Так как V (К^)д..-«о = 22еЗДг;-, то для сого при
малых g находим из (24), как модели «голых» ионов 10~13> i7-20(

α¥ (26)

(член α2^2 связан с поведением V (Я^) при небольших i?^). Следовательно,
ого является плазменной ионной частотой и описывается, таким образом,
не акустическим, как в модели Фрёлиха, а оптическим законом дисперсии
при q —»- 0. Может ли это привести к обращению ω ι (q) в нуль при боль-
ших значениях ζ0 и к неустойчивости решетки, легко решить, вычислив
ω г (q) по формуле (25). Мы проведем этот расчет несколько другим путем,
который позволяет одновременно выяснить обоснованность модели
Фрёлиха.

Сравнение модели Фрёлиха с адиабатическим приближением в его
канонической форме трудно провести; но это легко сделать, если восполь-
зоваться адиабатической теорией в форме обычной квантовомеханической
теории возмущений в (10) — (13).

Мы видели, что оператор возмущения Ш' для адиабатической теории
согласно (13) существенно отличается от $£' = SBs. в модели Фрёлиха.
Может быть, можно все же найти такой нулевой гамильтониан $β0ι рав-
ный сумме гамильтонианов невзаимодействующих электронного и фонон-
ного полей, чтобы оператор возмущения Ш*Ύ равный разности точного
гамильтониана (1) и Ш\, равнялся MJ Из (1), (10), (13) видно, что это
невозможно, т. е. что модель Фрёлиха в буквальной форме не может быть
получена из точного гамильтониана (1). Однако можно выбрать Ш^ таким
образом, чтобы поправки к энергии системы и энергии возбуждений —
порядка h(aD—определялись только членом Шг, как в модели Фрёлиха;
поправки порядка κ2Λωβ будут определяться и другими членами в $£'.
Нетрудно видеть, что <§£Q при этом должен иметь вид 9:

ηη, (27)

что соответствует существенному иному, чем в (10), выбору силовой матри-
цы в <ffloi. При этом оператор возмущения равен

Σ -ш*, (28)
s— 3

и, следовательно, поправка к энергии Envi = Σ | $βχ [Ιν,τημ R - V 1 ~
τημ

~ ftcoo, т. е., действительно, главная поправка ~ ha>D определяется членом
SBi в Ф£'\ остальные члены в (28) дают поправки ~ κ 2 ί ω Β и выше.
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Поскольку мы исходим из точного гамильтониана <Ш (1), в отличие
от модели Фрёлиха, силовая матрица в 3β0 известна и, как было показано
выше, затравочная продольная частота ωί0 определяется формулой (26).
Так как &£' согласно (28) не содержит малого параметра κ, как в слу-
чае (13), мы не можем пользоваться теорией возмущений; но если нас
интересуют поправки к энергии возбуждений и энергии системы только
порядка /ζωο» можно провести суммирование всех существенных графиков,
оставив в $в' лишь член $вг. При этом электронная собственно-энергети-
ческая часть Σχ и фононный поляризационный оператор Π (см. приложе-
ние II) будут определяться рис. 6, 7, в которых оставлены только вторые
графики, а Σ 2 — рис. 8 с одним первым графиком, как в модели «голых»
ионов (и модели Фрёлиха). Для П ь согласно (21) и (П.2), при этом нахо-

2 1 2 2(
дим 21> 2 2

При малых д— это соответствует так называемой модели «желе» —Мн

определяется выражением (П.З). При этом \ΜΒ\2/ε~ 1/ω0 (д). Поэтому,
определяя ω (д) из условия D~x = D'1 — Π = 0, получаем 1 0

(29)

Можно получить более точное выражение для (аг (q), если воспользоваться
при вычислении Мк более точным выражением V (Яц), чем в (П.З),
не ограничиваться приближением большой плотности при расчете Ρ
и вычислять Мп, Vco и Р, применяя блоховские функции, а не плоские
волны. При этом частота, определяемая выражением вида (29), с точно-
стью до членов порядка κ%Ή®Ώ будет совпадать с адиабатической частотой.
Как известно, из (29) следует существование коновских особенностей для
ω (q) при q = 2p F .

Мы видим, что исходящая из точного гамильтониана системы электро-
нов и ионов модель, наиболее близкая к обычной модели Фрёлиха, сов-
падает с моделью «голых» ионов, рассматривавшейся ранее независимо
от модели Фрёлиха. Нетрудно видеть, что лежащее в основе модели Фрё-
лиха допущение об акустическом законе дисперсии для затравочных про-
дольных частот и одновременно о виде оператора возмущения Ш1 — SBΊ
фактически основано на предположении о возможности независимого
выбора нулевого гамильтониана и оператора возмущения. Однако ясно,
что при заданном полном гамильтониане системы независимый выбор <fflQ

и S8' невозможен. Разумеется, выбор нулевого гамильтониана в виде (27)
•нерационален, так как оператор возмущения, как и в модели Фрёлиха,
не содержит малого параметра κ и ввиду этого поправка к ( о ( о ( ? ) и к энер-
гии Εην оказывается того же порядка, что энергия колебаний решетки
в нулевом гамильтониане, а частотам ω 0 (q) не соответствуют даже поло-
жения равновесия ионов — как в адиабатической теории. Если в адиаба-
тической теории фононы уже в нулевом приближении являются «одеты-
ми», то для SSQ В виде (27) они являются «голыми».

Таким образом, вычитание ω2 из ω | 0 не может привести, как в модели
Фрёлиха, к нулевым или мнимым значениям ω ι (q), так как Шг0 (?) описы-
вается не акустическим, а оптическим законом дисперсии. Характерно,
что в (29) входит (ε — 1)/(2ε) = %У\1 («Ь + Ф)\ а не ζ0; это связано
с тем, что во второй график рис. 7 входит | Ми \ 2/ε, а не | Мв | 2 =
=s | Мн |2/ε2, как во второй график рис. 6 (см. приложение); поэтому
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выражения для Σι и Σ 2 содержат ζ или λ = ζ ( 2 J "ΐ92Υν/ων(?))ορ*> см.
ν

(31), (32) и приложение I I . Поскольку при любом значении ξ0 или ζ
учет электрон-фононного взаимодействия приводит лишь к переходу от
оптического закона дисперсии к акустическому, а не к обращению
o>z (q) в нуль, заключение о возможной неустойчивости решетки в рассмат-
риваемом трехмерном случае при больших значениях ζ0, в конечном
счете, оказывается необоснованным. Однако этот результат не является
универсальным. Для двумерных или одномерных систем положение
существенно изменяется. В одномерном случае ионная плазменная частота
ω0 = uoq и ε (q, 0) ~ const; можно показать, что при низких температу-

g-+0 g->0

рах 2 4 а (см. также246) 2/ > |Μ Η | 2 /εω 0 « — ζ ln(eFfT). Поэтому из (25) нахо-
дим ω = ω0 V 1 — ζ ln(GF/T), т. е. при достаточно низкой температуре
решетка может стать неустойчивой при любом значении параметра ζ.

Как известно, существуют другие вполне реальные механизмы неустой-
чивости решетки: моттовскии переход диэлектрика в металл, так называемое
пайерлсовское удвоение, мартенситное превращение в соединениях типа
Л-15, по своей природе, согласно моделям Лаббе — Фриделя и Горькова
23, 24а̂  близкое к пайерлсовскому переходу, и т. д. Переходы последнего типа
связаны с тем, что при изменении симметрии решетки выигрывается элек-
тронная энергия. Они соответствуют квазиодномерной картине (см. выше)
и также приводят к особенностям фононного поляризационного оператора.
Однако рассмотрение неустойчивостей и структурных переходов этого
типа не входит в задачу настоящей статьи (см. 3 5 ) .

Следует заметить, что если даже в противоречии с гамильтонианом (1)
принять, что сод, = UiQq при q -> 0, для перенормированной частоты
получается выражение шг (q) = ω ί 0 (q)Yl — (2£oxb/g2)t а не ωΖ (q) =
= ω/ο fe)]^! —2ζ0, так как во второй график рис. 7 входит МИ*МЭ,
а не | Мв | 2, как предполагалось в расчетах по модели Фрёлиха. Мы видим,
что применение модели Фрёлиха с затравочной акустической продольной
частотой и взаимодействием типа | Мэ \2 приводит к некорректным резуль-
татам при вычислении фононного спектра.

5. ЭЛЕКТРОН-ФОНОННОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ В НОРМАЛЬНЫХ
И СВЕРХПРОВОДЯЩИХ МЕТАЛЛАХ

Остановимся теперь на некоторых вопросах, связанных с сверхпро-
водимостью металлов. Как показано в приложении II (см. рис. 8),
уравнение для спаривательной собственно-энергетической части 2 2 , опре-
деляющей сверхпроводящую щель, имеет такой же вид, как в модели Фрё-
лиха 2 52 5 :

ХГ^(к, ρ, к — ρ) F+ (k)dk (ft = l), Di(q) =—„ , q ^ —

F+ = ( G ^ - Σ . ) ( S i - а д + Σ Ι - r ' = M ^ ^ = <-2n + *) л Т -

(30)

Нулевая функция Грина Go = (ίωη — ξ)"1; ξ — энергия свободной части-
цы, отсчитанная от энергии Ферми; Go- = Go (— ωη), 2t_ = 2 X (—ωη).
В формуле (30) в выражение для матричного элемента М& и ΰ-функции
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всюду входит реальная фононная частота, совпадающая, как было пока-
зано выше, с адиабатической частотой. Нетрудно видеть, однако, что
если бы мы не пользовались адиабатической теорией, а исходили бы из
гамильтониана <Ш0 (27), когда Мъ содержит ω0 (q), а не ω (g-), —нуле-
вая частота ω0 (q) также выпала бы из уравнения (30) для Σ 2 и соответ-
ствующего уравнения для 2 t (см. (32)), и поэтому в 2 Х и Σ 2 и в этом слу-
чае будет входить параметр ζ, а не ζ0. Это объясняется тем, что в такой
модели /^-функция имеет вид и Dp ~ 2ω0 (#)/[ω2 — ω2 (q) + гб], и, сле-
довательно, | Мэ (соо) | 2 DF = | Мэ (ω) 12D.

Перейдем от интегрирования по $ и | к | κ интегрированию по q и ξ.
Учтем также зависимость Мъ от ω (q) при реальном законе дисперсии
согласно7, при этом из (21) получаемpFm\Ml\2/(2зт2) = — ζ-γχ^ιι^Ήω^;
γ λ = (β ς λ, q/q)2 φ (q), φ — медленно меняющаяся функция от q; φ (0) = 1
(см. 2 6 ); ξ — параметр Фрёлиха, определяющийся уравнением (19). Тогда
из (30) находим уравнение9·2 6 для

(ί/(ωη)/ωΛ)], / (ωη) = Σ4 [ ω ^ ο - S i (ωη)
ill 3

0 λ

J
Δ (ω-/)

Сверхпроводящая щель Δ (71), как известно, определяется из урав-
нения Δ(ω) |ω=ϊΔ(Γ) — Δ (Γ), где Δ (ω) — аналитическое продолжение Δ (ωη)
к вещественным непрерывным частотам. Из формулы (31) видно, что без-
размерной константой взаимодействия является величина

ω У ω=Δ(Γ) '

причем среднее берется по фононному спектру, а значение / (ω)/ω [ω_
близко к /(ω)/ω|ω = 0, так как Δ (Τ) <ξ ω^.

При акустическом законе дисперсии для сог (q) в случае нормального
металла при Τ = 0 / (ω) имеет вид 8

при ω <ξ (OD Re / = ξω^/4ρ| ^ 6ω, при ω ^> ω β Re

I m / = < г М
^ πζαΑ? sgn ω/12ρ|-, | ω | >· ω^.

q0 максимальный фононный импульс, и — скорость звука. Если поль-
зоваться реальным законом дисперсии, то параметр ζ заменяется величиной
λ = ζ<Σ^??2Υν/ων (q))cp 2β> 2 7· R случае сверхпроводника поправка для

V

/ (ω) будет порядка
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Таким образом, безразмерная эффективная константа взаимодействия
оказывается равной λβπ ~ λ/(1 -|- λ)· Эта замена является следствием
перенормировки Σλ и Х2.

Мы видим, что поскольку выражение для | Μэ |2 D содержит только
реальную фононную частоту, параметр ζ0 не входит в уравнение для щели
и, следовательно, в выражение для критической температуры Тк. При аку-
стическом законе дисперсии в уравнение (31) входит ζ, а при реальном
законе дисперсии — λ. Поэтому верхний предел для Тк, очевидно, не мо-
жет быть связан с максимальным значением ζ0, равным 1/2, как ранее
предполагалось. Помимо того, что такое максимальное значение не суще-
ствует, даже в случае слабой связи (ζ<^ 1) и акустического закона диспер-
сии для фононной (реальной) частоты Тк будет определяться формулой
Тк = 1,14 ЙОде"1^, а не Г к = 1,14 h(aDe~x^. При реальном законе дис-

з
персии ζ заменяется величиной λ = ζ ( 2 [«!?2γν/

ων (?)1)ср (см. выше).
ν

В случае же сильной связи, как мы видели, из-за перенормировки Σ 2

и Sj, параметром взаимодействия является вместо λ величина λ ^ =
= λ/(1 + λ), которая даже при λ —>• оо стремится к единице. Эта констан-

та согласно 7 и определяет критическую температуру (см. также 2 8 ) . Нали-
чие верхнего предела для λβίί, равного единице, является главной при-
чиной верхнего предела для Тк. В (30), (31) не рассматривался эффект
кулоновского отталкивания, уменьшающего ТК9 учет его не представляет
труда (см. 7).

Отметим одну особенность поведения скорости электронов на поверх-
ности Ферми и критической температуры в зависимости от плотности
электронов п. Согласно (32) Re Σι и Im Σ χ обнаруживают неаналитиче-
ское поведение в точке д0 — 2pF, pF ~ Ηγ п. Эта особенность является
особенностью типа коновской, но не для поляризационного оператора Π
(и, следовательно, для ω (q))t а для электронного массового оператора Σ χ ,
и притом как функции параметра pFf а не переменной ω (Π, как известно,
имеет особенность по переменной q). Аналогичная зависимость для Σ χ

получается и в эйнштейновской модели с одной частотой 2 6 и в случае
реального фононного спектра из-за верхнего предела кх в (32). В действи-
тельности имеется еще кулоновское отталкивание, поэтому Ъ = bvh Л~ Ьс.
Неаналитическая зависимость Ь, а следовательно, и скорости ν —
= νο/(1 + Ь) на поверхности Ферми и эффективной массы т* от pF ~
~ hnllA, т. е. разрыв производных dbldn = дт*1дп, может экспериментально
наблюдаться при изменении плотности электронов η (например, при вве-
дении примесей) в туннельных экспериментах Томаша и Роуэлла, в изме-
рениях теплоемкости и циклотронпой массы. Такая же особенность конов-
ского типа возникает и для Σ 2 согласно уравнению (31) из-за верхнего
предела к1 интеграла в (31), т. е. 2 2 также обладает неаналитической зави-
симостью о т л в точке д0 -— 2pF. В работе 2 6 был найден максимум крити-
ческой температуры Г к как функции η в эйнштейновской модели, являю-
щийся следствием этой особенности (см. также 2 9 ). Такая же неаналити-
ческая зависимость Σ 2 и Г к должна наблюдаться и в случае реального
фононного спектра. Учет анизотропии и процессов переброса несколько
сглаживает эту особенность для Σ χ и Σ2. Возможно, что наблюдаемая
в экспериментах 3 0 немонотонная зависимость ΤΆ от давления при введе-
нии примесей связана не только с изменением топологии поверхности Фер-
ми, но и с этой особенностью коновского типа.

В заключение остановимся на вопросе о проводимости нормальных
металлов. На основе канонической адиабатической теории возмущений
матричный элемент перехода электрона из состояния к в состояние к '
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с поглощением или испусканием фонона ΑΆά согласно 2 (см. также 8)
равен

=F Ε ^ ^ (tf# + 1/2 τ 1/2) бк-,

ft(O д
&~гт?„ (33)

где £/*—матричный элемент в модели Блоха. Так как гк> — ε^ = /ζωςλ,
то Ааа = £/в. Таким образом, теория проводимости, в которой приме-
няется нестрогая модель Блоха, оказывается вполне корректной. Тот же
результат получается, разумеется, если пользоваться обычной теорией
возмущений, основанной на адиабатическом разложении согласно (10) —
(13). Мкць в (33) определяется формулами (8), (17), соответствующими так
называемой модели жесткого иона. Как показано в приложении II (П.7),
этот матричный элемент Mkqx для реального процесса связан с матрич-
ным элементом Мйч\ без учета экранирования соотношением η · 3 1

Mbqx —Мщх/е (q, coq) Λ; Μ^4%/ε (q, 0),

4jtZe2 ,ш

\ _

Пропорциональность Mkqx величине qlY(aq при ^ - > 0 , учитывав-
шаяся с самого начала в теории проводимости Блоха, является непосред
ственным следствием экранировки, т. е. кулоновского взаимодействия
электронов. Таким образом, кулоновское отталкивание между электро-
нами фактически всегда принималось во внимание в теории Блоха, хотя
обычно считается, что взаимодействие между электронами в теории про-
водимости в ее обычной формулировке не учитывается.

6. ПРИМЕНЕНИЕ К ТЕОРИИ МОЛЕКУЛ

Обычная теория возмущений на основе адиабатической теории, раз-
витая в гл. 5, и основанная на ней диаграммная техника (см. приложе-
ние II) могут быть полностью применены и в теории молекул, если отсут-
ствует вырождение или квазивырождение электронных состояний (эффек-
ты Яна — Теллера и Реннера); в последнем случае следует пользоваться
обычной формой адиабатической теории. В случае молекул имеются,
однако, некоторые отличия: 1) $6и как известно, может быть представ-
лена в виде суммы Set — d$Vib + <й?Гоь гД е ^v ib — кинетическая энергия
колебаний, а $£το\ (Ω, R) — вращательная энергия (в движущейся системе
координат; Ω — совокупность углов Эйлера); 2) в полную энергию взаимо-
действия SBei предполагаются включенными релятивистские члены и 3)
роль параметров г-р и ω^ играют εβι и ω0 (ίίωΟη — величина вибрацион-
ного кванта). Энергия вращения может быть записана в виде суммы d$TOt=
= Шт\ (Ω, ROn) + (Жм (Ω» ΔΚ) (ROil теперь существенно зависят от элек-
тронного квантового числа п). Очевидно, Si%Q\ следует включить в нуле-
вой гамильтониан <Ш01 a tf^rot — в SB''. Поэтому в случае молекул (10), (11),
(13) заменяются следующими выражениями:

(34)

3в = 3

s = l
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Ввиду этого Ψ-функция нулевого приближения представляет произведе-
ние электронной, колебательной и вращательной функции: Ψην; =
= Ψ£ (ΓΪ Ron) Ψην (ΔΚ) Ψην; (Ω). После этого, как и в гл. 3, может при-
меняться аппарат обычной теории возмущений, что по сравнению с адиа-
батической теорией в прежней форме представляет существенное преиму-
щество для применений, в частности, при вычислении вероятностей
оптических переходов с любой точностью и переходов с испусканием виб-
рационных и ротационных квантов. При этом теория возмущений, как и
в гл. 3, строится для 72-го электронного состояния, причем предполагает-
ся, что оно соответствует связанному состоянию молекулы. Ввиду того,
что нижний участок спектра — дискретный, в случае молекул отсут-
ствуют трудности, связанные в случае металла со слоем неадиабатичес-
ких электронов. В частности, поправка к Ψ-функции системы: Ψήν/ =

= Σ I ^ ' U V J , n>v'i' ( R V J — ^ i ' v ' j ' ) " 1 ^ ? будет порядка κΨ0, так как
n'v'j* \

хотя Ж' ~ $6\ ~ ωο/κ, но (Envj — #n'v'i')cp ~ вег-
Рассматриваемая теория возмущений с соответствующими измене-

ниями может быть использована и в теории ядра — в так называемой обоб-
щенной модели ядра для описания взаимодействия нуклонных (быстрых)
степеней свободы с коллективными колебательными и вращательными
(медленными).

В заключение выражаю благодарность Е. Г. Бровману и В. 3. Кре-
сину за интересную дискуссию.

ПРИЛОЖЕНИЕ

I. УЧЕТ ЭКРАНИРОВАНИЯ Б ЭЛЕКТРОН-ФОНОННЫХ
МАТРИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТАХ

При переходе в матричных элементах [ &θ% \пт и, в частности, в М^З к одно-
настичному представлению мы должны точно учесть кулоновское взаимодействие.
Чтобы выяснить этот вопрос, найдем подравку к iuqx, связанную с E'nv{, т. е.

^ 1 I ЖЖ 19 Г 1

к

Заменяя во втором слагаемом к на —k — q, получаем

С другой стороны, если применять диаграммную технику, ω . находится как
полюс фононной функции Грина D^ (ω, q) (учитывающей только график, соответ-
ствующий E'nvi): Di1 = D$ — Π λ = Ο, DM = 2 ω ς λ 0 /(ω2 — со^ о + Г6) - нулевая
Л-функция, т. е. при ^ " = 0 в предположении, что Ж' = Шг\ Ilj^iq, ω) — фононный

Рис. 1.

поляризационный оператор. Отсюда в рамках теории возмущений находим Δο) , =

= Π λ (q, ω 4 λ ) . Если ввести матричный элемент М ь λ (вершину 1\ ), в котором не
учитывается экранирование, связанное с кулоновским взаимодействием электронов,
то 2 V 2 (рис. 1) V

< \ ^ ^ < < ^ , , (П.2)
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где

Η

Μίαλ ^ e/t^T, \ ' е (q, ω) = 1 — Vc0 (q) P (q, ω),

ĝ O ff2 e(q, ω)

и поляризационная петля — в приближении хаотических фаз (большой плотности;
G — электронная функция Грина):

Сравнивая (П.1) и (П.2), мы видим, что в (8), (9), (15) — (18) | Μk λ | 2 следует

приравнять ] Ai k q J l |2/е (q, ω ς λ ) . При малых q < у г̂с Μ будет, очевидно, таким же,,
как для свободных электронов, т. е. при ик (г) х- 1

e(q,

2Μωαλ
V 2

Поэтому

(O.3>

х Ь г — дебаевский радиус. Тот же результат получается, если вычислять Δε . Нетрудна
видеть, что при JV_̂  — 0 E^vi (записанную в симметричной форме) можно рассматри-
вать как поправку к энергии системы, связанную с взаимодействием между электро-
нами, вида

v = V i ¥ |2 *~ ί 1 Ί
" f ' k q M L e k + q -E k -to q ) l ek + q-e t+Smq ! l J -

В рамках же диаграммной техники четырехполюсник V'ep с учетом экранирования-
описывается выражением (соответствующим обычному собиранию графиков в одну
сторону, как в (П.2))

Таким образом, мы вновь находим | Mkq^ | 2 — | Мк λ \2/г (д, <aq^y Электронный
массовый оператор в символической записи равен Σ ' =*= (V'G) (G — электронная

функция Грина). Очевидно, и в &&2п, и в ] Шг | п п следует положить [ Μ | 2 = | Μ |2/е.
При вычислении Де р и Σ-t обычно, однако, рассматривается сразу не только

вклад электрон-фононного взаимодействия (с учетом кулоновского экранирования),
но и непосредственный вклад кулоновского отталкивания.

Тогда полный четырехполюсник V = V e ( { будет равен

(П.5>

где Vc — Vc0/(l — PVc0) и смешанный член Vepc = V'epPVc.
Из (П.4) находим
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Выражение {П.5) совпадает с известным выражением для У, которое получается сумми-
ской прогрессии η ι 21> 2 2 :

v- XJ'V . vo=vcO+21l<qx\*DM- (π.β>

р
рованием геометрической прогрессии η ι 21> 2 2

Учитывая, что Ζ)"1 = DQ1 — Π, из (П.5) и (П.2) находим (П.6). При малых q | M{JqI | 2 ~

~ qV(uql» Массовый оператор Σχ = (VG) = 2 С + Σ 6 ρ , Σο — (VCG), Σβρ =

= ([Σ \ Μ^ λ | 2 ϋχ] G). Обычно 2 С рассматривается как вклад в Στ кулоновского

взаимодействия, и ввиду этого 2 е р , а не Σ ' — как вклад взаимодействия между

электронами через фонопы. В Vep и Σ ε ρ , в отличие от V'ep и Σ ер, входит не Μ Μ у

а | Μэ |2. Таким образом, если при вычислении Π в
одной электрон-фононной вершине экранирование ,
учитывается, а в другой — нет, то при вычислении ι
Σ е р экранирование должно учитываться в обеих ι ι / \ .
вершинах. Выше при вычислении Σ χ ί Π мы рас- j . = y l + Г U£
сматривали лишь слагаемые, связанные с члепом &6\ / \ ^ / N ^ / \
в &€' и не рассматривали остальных членов. Разу- U U
меется, они тоже должны быть учтеиы (см. ниже).
В теорию проводимости входит матричный элемент " и с . · ^*

§f$\ | n v . т „ , или в одночастичном представлении —
Afkqi для реального процесса — перехода электрона из состояния к в к' с испуска-
нием или поглощением фонона. Очевидно, в этом случае (см. и , 1 3, 30) Мг —
= M"/E(q, ω ). Этот результат вытекает из известного уравнения для электроннога
матричного элемента в поле с учетом взаимодействия между электронами, которое
в символической форме имеет вид 3 2 (рис. 2)

£/ = £/H + J-cGGt/. (П.7)

ЗГС — четырехполюсник для кулоновского взаимодействия между электронами, непри-
водимый по стрелкам противоположного направления, который в приближении боль-
шой плотности можно принять равным матричному элементу кулоновского потенциа-
ла Vc0; прп малых q VcQ & &ne2fq2, U — матричный элемент без учета взаимодей-
ствия; так как (GG) = Р, то из (П.7) находим U = U /(1 — VcQP), откуда

MX , - М*&

Мы видим, что согласно адиабатической теории Л/ка« соответствует модели
жесткого иона.

9Матричный элемент | 3€г | η ν ΐ 7 η μ равен

αβ

q,
при малых q, очевидно (полагаем g = 0),

Из (П.7) находим L = L*/e (q, ω ), q = qx + q2 -f-

(Π.8)

II . ДИАГРАММНАЯ ТЕХНИКА В АДИАБАТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ

На основе обычной теории возмущений легко может быть развита стандартная
диаграммная техника 9 . Очевидно, каждому из членов &6Л в &£' соответствуют, как
указано на рис. 3, вершинные части Г^ с числом фононных концов, равным индексу *
(одним, двумя и т. д.), и двумя электронными концами, либо без электронных концов
(благодаря члену V (R, R) в &eei (г, R); поляризационный индекс λ мы будем часто
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опускать); Г 5 ~ κ Γ ^ . Таким образом, Г а = Ts2 + Γδ 0 (второй индекс равен числу
электронных концов; на рис. 3 не указано распадение вершин Г 8 на Г в 2 и Г 8 0 ).

Член — U2n в ψβ' дает вклад не только в фононный поляризационный оператор П,
но и в электронный массовый оператор, так как —U2n и определяемая им часть

поправки к энергии Envi является функциона-
, s у ч ι , ч ч , , лом от пк и ввиду этого вносит вклад в по-

A #N /дг

 Ч ч 1 ^ / ^ ψ ' ' правку (независящую от частоты) к энергии
j / \ 4f\ if\ э л е к т р о н а Δ ε ^ — 6Envi/6n , а следовательно,

fjt Иг Pi Pi ^ и в Σι· Таким образом, вклад —U2n

 B Σχ может
Г Г Г Г быть учтен при помощи формулы Де" =

— ^ J v J / 6 r e 9 . Прямая проверка показывает, что
Р и с " **• те же результаты для Σ χ и Π получаются, если в

выражении для U2n (12), (9) величина η , т. е. сред-
нее значение диагонального по числам заполнения оператора α+α в представлении не-
подвижных ионов, заменяется самим оператором л+а , Хотя, разумеется, a+α φ η =
= (ярЯр/е·? такой прием приводит к правильным результатам, если в графиках для 2 j
и Π не учитывать все усложнения, связанные с электронными концами вершины Г£,
соответствующей члену — &е~п в 36'', и Г^, соответствующей члену — 1 &В% \пп. (Это
означает, что оператор α+α берется в представлении неподвижных ионов, отвечающих
нулевому гамильтониану ®.) Вершины Г; и Г; = Т"г2 -f гго указаны на рис. 4 * ) .
Нетрудно показать, пользуясь формулой 3 *

σο

(α+α ) = — 2* l im Γ G (ρ, ω) elΐωί ^ ω

2π

со

т а к как Σ χ ~ ω β ; см. (32)).
В работе w для сравнения с теорией возмущений и приведения подобных членов

в выражении для —<$?2п оставлялся равный нулю член с п^п^, (см. (9)) и соответствую-
щая вершина Г|4, не указанная на рис. 4. Мы объединили в (13) &θ2 ж \Шг \пп в &€г —
= <̂ ?2 — I ^ 2 Inn· Поэтому целесообразно ввести вершину Г2 — Г2 -f Fg. Если не учи-
тывать усложнений вершины Г2, т. е. в при-
ближении h(uD для Σι и Π (эти усложнения _
дают величины порядка κ2βω£,; ввиду этого f Я 7Х β ^ ч / *
тр етьи члены в графиках рис.6 и 7 для Σ ι \ / Ν • Ν- ^
и Π дают величины ~κ2ΗωΏ; см. ниже) ^ f f /^\ Х \
£а (Р. Ρ*» ?ι ?) — —Г2 (Ρ» ΡΪ ?» ?), т. в. ^ / \ / \
Г, (р, р; д, в) = 0. А г ; /̂  A r j A

Графические уравнения для вершин du UC

с точностью до ~w- указаны на рис. 5 р и с > 4.
(аналогичный вид имеют поправки к вер-
шинам Г 3 и т. д.). Из рис. 5 видно, что помимо
поправки бГ^11 к 1\ порядка κ 2 Ι \ , рассмотренной в работе 3 , возникают поправки,
изображаемые двумя последними слагаемыми — также порядка κ 2 Ι\ (6Г£2) ~
~ ΣιΓ 2/Γ χ - Х8ГА; 6Г|»> - Г 3 ~ х*Тг; 6Ц™ ~ 6Г^> ^ %*т2), D — фононная функция
Грина, F — ^-функция. Уравнения для Σι, Π и спаривательной собственно-энерге-
тической части Σ 2, учитывающие электрон-фононное взаимодействие (но не учиты-
вающие Vc), указаны на рис. 6—8. При этом мы ограничились приближением %2h(aD.

На рис. 6—8 Г — вершина Г 8 без учета экранирования, a Ys = Тэ

8 — с учетом экра-
нирования (см. выше). В четвертом графике рис. 6 и втором — рис. 8 обе вершины Г 2

— с учетом экранирования, так как соответствующий электронный четырехполюсник

Vzep (Σ[ 4 ) = (V2epG)) так же, как в (П.4), равен сумме члена V'ep=T2 DDT2 и смешан-
ного члена F J e p P 7 c , которая равна V2ep = V2DDT2· Четвертый же график рис. 7
может быть записан как П<*> = (WD), причем фононный четырехполюсник W

обозначалась как Г£, и наоборот.
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определяется уравнением, аналогичным {П.2):

W--=TlPT*+rlPVcPT%= Г|РГ2.

Б работах 9^ 27* 3 3 на рис. 6—8 были включены еще графики порядка κ*Κϋ>Ώ,
указанные для Σ χ на рис. 9, и аналогичные графики для И и Σ 2 · При этом дредиолага-

Γ* ?

\ / \

A.V4W Λ * Λ

Рис. 5.

лось, что в вершинах 1\, Γ2 не учитываются усложнения, связанные с другими верши-
нами. При последовательном подходе эти усложнения (два последние графика на
рис. 5) следует учитывать наряду с усложнениями, описываемыми вторыми графиками

G

Рис. 6.

на рис. 5. При этом графики рис. 9 и соответствующие графики для Π и один график
для Σ 2 оказываются включенными во второй и третий графики на рис. 6 и 7 и второй
график на рис. 8.

γι I Г ГН° Г

Рис. 7. Рис. 8.

Вычисление Σχ, Π и анализ уравнения для Σ 2 были проведены в работах 9» 2 7 .
Следует, однако, иметь в виду, что поскольку мы вычисляем 2 е р , а не Σ' , постоянное

слагаемое от второго графика па рис. 6 (содержащее | Мэ | 2 ) , которое дает перенорми-
ровку химического потенциала μ, не компенсируется пер-
вым графиком, который пропорционален МЯ*МЭ (см. вы-
ше). Поэтому перенормировка химического потенциала Δμ
будет порядка htoD. Указанная в 9> 2 7 компенсация этих
двух графиков с точностью ~χζΚωο и связанная с этим
оценка Δμ ~ %2ΚωΌ соответствует вычислению Σ'βρ, а не Σερ.
Все остальные результаты этих работ сохраняют силу. От- Рис. 9.
метим также, что во второй член для Π на рис. 7 входит
множитель Т^Т1(МН*МЭ), который прп акустическом законе дисперсии для ω (g)
согласно (П.З) при малых д ведет себя как ~1/д, в отличие от Г^, который ведет
себя как q при q —*- 0. Однако и в первый член на рис. 7, компенсирующий второй
с точностью до κ2ΗωΏ, также входит Г"Гц, поэтому малая разность этих двух членов
~y?h(uD

 9» 2 7 не имеет никаких особенностей при малых q.

5 У Ф Н , т. 115, вып. 3
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Как известно, мнимая часть П, возникающая от второго графика на рис. 7,
порядка x2fr(uD

 3 . Нетрудно видеть, что четвертый график на рис. 7 также дает величи-
ну порядка ~ Α ί ι > ρ W 3 . Поэтому для вычисления Ιηι Π он играет существен-
ную роль.

Уравнения для электронной и фононной функции Грина в общем виде в рамках
наиболее общей схемы, не использующей адиабатического приближения, были полу-
чены в работе 1 2 . Однако они не были применены для вычисления собственно-энергети-
ческих частей Σι, Σ 3 И П.
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