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1. ВВЕДЕНИЕ

В последнее десятилетие усилился интерес к явлениям, происходя-
щим в нелинейных средах при возбуждении и взаимодействии в них волн
конечной амплитуды (см., например, обзор х). Можно говорить даже о по-
явлении новой физической дисциплины — физики волн в нелинейных сре-
дах, рассматривающей с единой точки зрения волновые процессы в плазме,
в ферромагнетиках, в гидродинамике и включающей в себя большую часть
нелинейной оптики. Очень часто в нелинейных средах осуществляется ситу-
ация, когда возбуждены и вовлечены во взаимодействие одновременно мно-
гие некогерентные колебательные степени свободы, причем распределение
энергии по ним таково, что система ни в каком смысле не близка к состоя-
нию термодинамического равновесия.

Такие ситуации, требующие для своего описания статистических мето-
дов, принципиально, однако, не сводимых к традиционным методам стати-
стической физики, можно условно объединять под понятием «волновая
турбулентность». Если при этом фазы отдельных волн можно считать ста-
тистически независимыми (как минимум для этого нужно, чтобы уровень
нелинейности был мал), мы будем говорить о слабой, а в противном слу-
чае — о сильной турбулентности. «Классическая» гидродинамическая

© Издательство «Наука»,
«Успехи физических наук», 1974 г.



6 1 0 Β. Ξ. ЗАХАРОВ, В. С. ЛЬВОВ, С. С. СТАРОБИНЕЦ

турбулентность является с этой точки зрения предельно сильной. Опреде-
ленное таким образом понятие «волновая турбулентность» (как слабая,
так и сильная) объединяет множество разнообразных физических явлений,
систематическое изучение которых только начинается.

Волновая турбулентность возникает обычно как результат развития
в среде того или иного типа неустойчивости. Настоящая статья содержит
обзор теоретических и экспериментальных результатов по одному типу
слабой волновой турбулентности, являющейся результатом развития
в среде параметрической неустойчивости (параметрического резонанса).
Для этого типа турбулентности характерно, что в простейшем варианте
задача о его описании является чисто динамической, и ее решение может
быть далеко продвинуто. Обзор охватывает главным образом работы авто-
ров, другие работы отражены лишь в той мере, в какой они затрагивают
основные физические представления, развитые в обзоре.

Параметрическая неустойчивость возникает при периодическом изме-
нении во времени параметров среды или при распространении в ней моно-
хроматических волн большой амплитуды. Поскольку все описанные в об-
зоре экспериментальные результаты относятся к параметрическому воз-
буждению спиновых волн в ферромагнетиках, мы включили слова «спи-
новые волны» в название статьи, хотя турбулентность этого типа может
быть реализована в антиферромагнетиках, в плазме, на поверхности жид-
кости и в других средах.

Явление параметрического резонанса для осциллятора с одной сте-
пенью свободы было открыто в конце XIX века (опыт Мельде) и объяснено
Рэлеем 2. В 20-е годы нашего века параметрический резонанс интенсивно
изучался в связи с задачами нарождающейся радиотехники. В это время
были построены первые параметрические генераторы и усилители и в основ-
ном завершена (главным образом в работах Л. И. Мандельштама и его шко-
лы) нелинейная теория параметрического резонанса в системах с неболь-
шим числом степеней свободы.

Вопрос о параметрическом резонансе в непрерывной среде возник
в 50-е годы нашего века в связи с опытами Бломбергена, Деймона и Уанга 3

по ферромагнитному резонансу при больших уровнях мощности.
В этих опытах было обнаружено «дополнительное» (по отношению

к случаю малых амплитуд) поглощение энергии однородной прецессии
намагниченности, имеющее по амплитуде резко выраженный пороговый
характер.

Сул * объяснил это явление как параметрическую неустойчивость
однородной прецессии по отношению к возбуждению пары спиновых волн
с частотами ωχ, ω2 и волновыми векторами кх и к 2 и впервые сформулировал
условия параметрического резонанса в непрерывной среде.В отличие от из-
вестного условия параметрического резонанса для осциллятора ηωρ = 2ω,
они имеют вид

ηωρ = G>! + ω2, kx + k2 = 0; (1.1)

здесь ωρ — частота однородной прецессии. Поскольку к 2 — — к1 ? при
параметрической неустойчивости рождаются пары волн с равными и про-
тивоположными волновыми векторами. Число η определяет «порядок»
неустойчивости.

В 1960 г. Моргенталлером δ и независимо Шлеманом, Грином и Ми-
лано 6 было предсказано (а последними и обнаружено экспериментально)
явление «параллельной накачки»— параметрического возбуждения спи-
новых волн переменным магнитным полем с поляризацией, параллельной
намагниченности. В последующие годы параллельная накачка стала
одним из основных способов генерации спиновых волн в ферромагнетиках.
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С начала шестидесятых годов началось изучение параметрических
неустойчивостей в плазме и в нелинейной оптике. В 1962 г. Ораевскийи Саг-
деев 7 построили (на примере лэнгмюровских и ионно-звуковых волн
в плазме) теорию распадной неустойчивости (первого порядка) монохрома-
тической волны конечной амплитуды в нелинейной среде. Эта неустойчи-
вость приводит, если исходная волна имеет частоту ω и волновой вектор к,
κ возбуждению пары волн, частоты и волновые векторы которых удовле-
творяют условиям

ω = ω! + ω2, k = kx + k2. (1.2)

Условия (1.2) представляют собой очевидное обобщение условий (1.1) при
η — 1 для параметрической неустойчивости первого порядка. Эту неустой-
чивость можно трактовать так же, как когерентный распад квантов исход-
ной волны (к, ω) на пары квантов (^ω 1 ? к2со2), а соотношения (1.2) — как
законы сохранения при этом распаде.

В те же годы в оптике были предсказаны и обнаружены в экспери-
менте явления вынужденного комбинационного рассеяния (ВКР) и выну-
жденного рассеяния Мандельштама — Бриллюэна (ВРМБ), представляю-
щие собой распадные неустойчивости электромагнитной волны с возбуж-
дением другой электромагнитной волны и оптических (в случае ВКР)
или акустических (в случае ВРМБ) фононов (см., например, s ) . Условия
(1.2) получили в нелинейной оптике название условий синхронизма.

В последующие годы было опубликовано значительное количество
работ по параметрическим не устойчив ост ям в непрерывных средах (см. об-
зор 9 ). В частности, была изучена, например, параметрическая неустой-
чивость однородного электрического поля в плазме 10, распадная неустой-
чивость второго порядка волн конечной амплитуды и , неустойчивость волн
на поверхности жидкости 12~14. В настоящее время линейную теорию пара-
метрических неустойчивостей в однородных непрерывных средах можно
считать в общих чертах законченной.

Иначе обстоит дело с нелинейной теорией. Ясно, что в результате раз-
вития параметрической неустойчивости в непрерывной среде (если разме-
ры системы достаточно велики по сравнению с длиной возбуждающихся
волн) возникает волновая турбулентность. Однако характер этой турбу-
лентности существенно зависит от конкретной ситуации — вида закона дис-
персии волн, нелинейных и диссипативных свойств среды, которые в раз-
ных случаях совершенно различны, так что вряд ли можно надеяться
построить общую теорию волновой турбулентности. В ряде случаев (напри-
мер, при ВКР и ВРМБ входящей в полупространство электромагнитной
волной) турбулентность нельзя считать статистически однородной, что
дополнительно затрудняет ее изучение.

Тем не менее можно выделить класс задач о параметрической турбулент-
ности, к которым применим общий подход. Этот класс объединяет те слу-
чаи, когда накачка осуществляется пространственно-однородным полем
к — 0 или волной большой длины к <ξ k l5 k2 — в этих случаях турбулент-
ность можно считать статистически однородной; требуется, кроме того,
чтобы законы дисперсии волн в среде запрещали для параметрически воз-
буждаемых волн процессы распада первого порядка (1.2). Именно такая
ситуация осуществляется в большинстве экспериментов по параметриче-
скому возбуждению спиновых волн в ферромагнетиках. Необходимо заме-
тить, что эти эксперименты принадлежат к числу наиболее «чистых» экспе-
риментов в физике нелинейных воли, что объясняется относительной
простотой их проведения (по сравнению, например, с плазменным или
нелинейно-оптическим экспериментом), а также высокими качествами
ферромагнитных монокристаллов. Особенно удобным объектом для
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экспериментов является кристалл YIG — железоиттриевый гранат
(Y3Fe5012)

 1 б, 1 6, обладающий во многих отношениях уникальными свойст-
вами — полностью упорядоченной магнитной структурой, высокой сте-
пенью однородности, рекордной акустической добротностью (107 на часто-
те 106 гц), слабым затуханием спиновых воли. Большая часть эксперимен-
тальных данных, описанных в настоящем обзоре, относится к YIG.

Экспериментальные данные о спиновой турбулентности накапливают-
ся с начала шестидесятых годов. К этому же времени относятся и первые
ее модели, авторы которых ставили прежде всего цель найти механизм,
ограничивающий рост амплитуды неустойчивых спиновых волн.

Первым этапом на этом пути была уже цитировавшаяся работа Сула 4,
который показал, что при накачке спиновых волн однородной прецессией
намагниченности основным механизмом ограничения является их обратное·
влияние на накачку, приводящее к «замораживанию» ее амплитуды на по-
роговом уровне. Однако попытки объяснить явления при параллельной
накачке встретили значительные трудности. Привлечение способов огра-
ничения параметрической неустойчивости, традиционных для параметри-
ческого резонанса в системах с малым числом степеней свободы — нели-
нейного затухания и нелинейной расстройки частоты — оказалось недо-
статочным; в большинстве случаев нелинейное затухание оказывается слиш-
ком слабым и чувствительным к величине постоянного магнитного поля,
чтобы объяснить наблюдаемый уровень спиновых волн, нелинейная же
расстройка частоты вообще не ограничивает параметрический резонанс-
в непрерывной среде, так как при любой амплитуде найдутся волны, пере-
нормированные частоты которых в точности удовлетворяют условиям
резонанса.

Важный шаг к пониманию спиновой турбулентности был сделан Шле-
маном 1 ?, который обратил внимание на необходимость учета нелинейного
взаимодействия параметрически возбуждаемых волн между собой и вы-
сказал мысль, что главный вклад в это взаимодействие вносят нелинейные
процессы, удовлетворяющие условиям

«к + со_к = сок' + cu_k, (1.3)

и не выводящие волны из параметрического резонанса. Берлейни Ричарде18

показали, что взаимодействие этого типа необходимо учитывать при
объяснении экспериментально наблюдаемых эффектов удвоения частоты
спиновых волн.

В 1969 г. авторами настоящего обзора было показано 1 9, что процессы
типа (1.3) сохраняют корреляцию фаз внутри каждой параметрически
возбуждаемой пары волн с противоположными волновыми векторами и при-
водят к самосогласованному изменению суммарной фазы волн в каждой
паре. Это изменение суммарной фазы приводит к ухудшению связи спино-
вых волн с накачкой и, в конечном итоге, к ограничению их амплитуды.
При этом возбужденными оказываются как раз те волны, перенормирован-
ные частоты которых в точности удовлетворяют условию параметрического
резонанса. Такой «фазовый» механизм ограничения амплитуды волн, спе-
цифичный для сплошной среды и в чистом виде осуществляющийся только
в системе предельно больших (по сравнению с длиной волны) размеров,
оказался главным механизмом ограничения амплитуды спиновых волн
при параллельной накачке.

Процессы типа (1.3), с учетом необходимых фазовых соотношений,
удобно изучать, осуществив диагонализацию гамильтониана взаимодей-
ствия волн, аналогичную БКШ-приближению в теории сверхпроводимо-
сти. Теория, основанная на этой диагонализации 20, получила в дальней-
шем название ^-теории; в рамках этой теории и ее обобщений удалось
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далеко продвинуться в изучении турбулентности спиновых волн, объяснить
качественно многие наблюдаемые в эксперименте эффекты и получить
удовлетворительное количественное согласие с экспериментом21"24.

Серьезным испытанием для 5-теории был вопрос об автоколебаниях
намагниченности при параметрическом возбуждении спиновых волн. Еще
в 1961 г. Хартвиком, Перессини и Вейссом 2 5 было обнаружено, что при
параллельной накачке в определенных условиях наблюдается не установ-
ление стационарного режима, а колебания намагниченности относительно"
среднего ее значения. В последующие годы эти автоколебания интенсивно
исследовались и было обнаружено, что их свойства — амплитуда и спек-
тральный состав — весьма чувствительны ко всем параметрам экспери-
мента — мощности накачки, величине магнитного поля, размеру и форме
образцов и т. д., что сильно затрудняло их интерпретацию. Особенно
странной казалась чувствительность к кристаллографической ориента-
ции намагниченности в YIG (кристалле со слабой кубической анизотро-
пией). Интенсивность автоколебаний при направлении намагниченности
вдоль оси (111) в сто раз превышает их интенсивность при направлении
намагниченности по оси (100). Для объяснения природы автоколебаний
привлекались различные механизмы (см. раздели настоящего обзора), кото-
рые, однако, не смогли удовлетворительно объяснить это явление.

В рамках 5-теории автоколебания намагниченности объясняются
неустойчивостью коллективных колебаний системы параметрических спи-
новых волн. Их можно трактовать как «вторичную турбулентность»
или «турбулентность второго звука» на фоне стационарного состояния пара-
метрически возбужденных волн. На этом пути удалось объяснить некото-
рые существенные свойства автоколебаний и, в частности, их гигантскую
анизотропию в кубических ферромагнетиках 2 6.

В тех случаях, когда коллективные колебания устойчивы: и не приво-
дят к автоколебаниям, они могут быть возбуждены при помощи комбина-
ционного резонанса между накачкой и близким к ней по частоте слабым
сигналом. Такой эксперимент был проделан 2 7 и показал реальность суще-
ствования коллективных колебаний. В целом ^-теория и ее развитие позво-
лили в общих чертах понять закономерности спиновой турбулентности
в ферромагнетиках, хотя в новых экспериментах, несомненно, будут обна-
ружены явления, которые для своего объяснения потребуют ее дальнейше-
го усовершенствования.

В качестве примера такого рода явлений можно привести открытое
Ле-Галем, Лемайром и Сере 2 8 явление жесткого возбуждения спиновых
волн в ферромагнетиках; впоследствии это явление было обнаружено
и в антиферромагнетиках 2 9. ^-теория и ее экспериментальная проверка
и является основным содержанием настоящей статьи (разделы 2—4). Раз-
дел 5 посвящен дальнейшему развитию 5-теории, в частности, вопросам ее
обоснования. В заключение обсуждаются смежные проблемы и перспек-
тивы дальнейших исследований.

2» ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ В ФЕРРОМАГНЕТИКАХ

а) К л а с с и ч е с к и й г а м и л ь т о н о в ф о р м а л и з м
д л я ф е р р о м а г н е т и к о в . Существует несколько способов описа-
ния спин волновой системы ферромагнетиков. Наиболее разработанным
является метод вторичного квантования, впервые использованный Гол-
стейном и Примаковым в задаче о температурпой зависимости намагничен-
ности при Τ -э-0°К 3 0 . При параметрическом возбуждении магнонов их
числа заполнения оказываются на много порядков больше единицы, и по-
этому для описания этого явления естественно использовать классические
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уравнения движения для плотности магнитного момента (см., напри-
31)мер, 3 1 ) :

где 6FF/6M — вариационная производная от плотности энергии ферромаг-
нетика, g — гиромагнитное отношение. Впервые для анализа параметри-
ческого возбуждения спиновых волн и возникающих при этом нелинейных
явлений уравнение (2.1) использовалось Сулом 4. Однако проблема пара-
метрического возбуждения волн не является специфической для ферро-
магнетиков и для ее описания желательно использовать общий метод,
применимый к широкому классу слабо взаимодействующих волновых
систем. Для этой цели наиболее пригоден метод классического гамиль-
тонова формализма; в нем исходными являются канонические уравнения
движения

да (г, t) _ . Ь&е ,~ „,
dt δα* ' *

где $β — функция Гамильтона среды.
В случае ферромагнетиков непосредственным вычислением можно

показать3 2, что уравнения (2.1) приобретают канонический вид (2.2)
после замены переменных

(2.3)

В переменных а, а* энергия ферромагнетика является функцией Гамиль-
тона. Преобразования (2.3) являются классическим аналогом преобразо-
ваний Голстейна — Примакова 3 0. Применительно к рассматриваемой
здесь проблеме эти преобразования впервые использовались Шлеманом 1 7.

В пространственно однородной среде можно существенно упро-
стить структуру функции Гамильтона (гамильтониана), переходя к пред-
ставлению плоских волн:

ак - f a (r) e~ikr dr. (2.4)

Поскольку при параметрическом возбуждении спиновых волн отклонение
магнитного момента от равновесия является малым (g | а |2 <ξ Μ), можно
разложить гамильтониан в ряд по степеням а^, aj. Квадратичная часть
гамильтониана <Ш<2> диагональна по к:

Например, в кубическом ферромагнетике, намагниченном вдоль оси (111 >
или <100>,

А\ = gH — ωΜΝζ + соех (akf -f- | Bk \ + αωα,

1, M||<100>,

| , M|| (111);

здесь ωΜ — AngM, Η — магнитное Гцоле, ωβ χ — «обменная частота»
(Ййех ж кТс), &Jg — поле кристаллографической анизотропии, θ и φ —
полярный и азимутальный углы волнового вектора к в сферической систе-
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ме координат, ось ζ которой ориентирована вдоль М\ Νζ — размагничи-
вающий фактор.

Дальнейшее упрощение задачи достигается линейным каноническим
преобразованием от круговых переменных % к эллиптическим &ь,

которое следует выбрать так, чтобы квадратичная часть гамильтониана
стала диагональной:

где а>к = у Ак — I Вь |2 — закон дисперсии спиновых волн. Р> этих пере-
менны xf

5 > « . (2.5)5
к

Для кубических ферромагнетиков
sin2 θ Ί 2 ω ^ sin4 θ

J ^ . (2.6)
Такое преобразование возможно, если | Ak \ > | Бк |, т. е. II
В противном случае ω2 (0) <С 0 и ферромагнетик неустойчив относительно
возникновения доменной структуры.

Очевидно, что переменные Ьь подчиняются уравнениям Гамильтона:

Эти переменные являются нормальными переменными линейной тео-
рии и особенно удобны для исследования нелинейных проблем. Специфи-
ческие «линейные» трудности, присущие исследуемой модели среды, прео-
долеваются один раз: при поиске переменных Ь^. В этих переменных линеа-
ризованные уравнения движения становятся тривиальными:

Вся «линейная» информация, необходимая для изучения нелинейных про-
блем, заключена в законе дисперсии волн (Ok- Вся дополнительная информа-
ция о взаимодействии волн содержится в остальных коэффициентах разло-
жения Ш в ряд по степеням Ъ^\

Μ = <Ш(2) + Ш^ + 3Β{ί) + · · · (2.7)
Гамильтониан Sel3) описывает трехволновые процессы:

1, 23

123

гамильтониан $£(i) — четырехволновые процессы:

S£^=~ 2 ^i2.34bf^^4A(k1 + k a - k 3 - k 4 ) ; (2.9)
12, 34

здесь Ьг = bki и т. д., Vlt 2 3 = V ( к ь к 2 , к 3 ) . Коэффициенты Vly 23»
#123» И7!а, 34 обладают симметрией относительно перестановки индексов,.
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стоящих по одну сторону от запятой. Из эрмитовости гамильтониана сле-
дует также

^12,34=^4,1.. (2.10)

Физический смысл каждого слагаемого в гамильтониане легко понять,
учитывая, что канонические переменные bk, fcj являются классическими
аналогами бозе-операторов. Например, слагаемое, пропорциональное
У1( аз» вместе с комплексно сопряженным слагаемым описывает процесс
взаимодействия трех волн типа (1.2). В дальнейшем мы будем (если не ого-
ворено противное) предполагать, что процессы этого типа в интересующей
нас области k-пространства запрещены видом закона дисперсии ω^.

При наличии внешнего источника энергии — поля накачки h (t)
к энергии ферромагнетика добавляется зеемановское слагаемое — Mh.
Гамильтониан &βν, соответствующий этому взаимодействию, также можно
разложить в ряд по степеням Ь^:

Первое слагаемое

= U (hx + ihy) b0 + к. с. (2.11)

описывает хорошо известное явление ферромагнитного резонанса, состоя-
щее в возбуждении однородной прецессии намагниченности с комплексной
амплитудой Ьо поперечным магнитным полем. Следующий член разложе-
ния <Ш{%\ представляющий для нас наибольший интерес, описывает пара-
метрическое возбуждение спиновых волн продольным магнитным полем
(параллельная накачка):

2 4 Σ -k + к. с), * - Jan- · ( 2 '1 2 )

Механизм возбуждения спиновых волн параллельным намагничен-
ности переменным магнитным полем можно понять из простых геометри-
ческих соображений. Из-за диполь-дипольного взаимодействия и кристал-
лографической анизотропии намагниченность в каждой точке прецессирует
по эллиптическому конусу. Так как длина вектора Μ остается постоянной,
основание конуса не является плоским и возникает переменная продольная
составляющая (2-компонента) вектора М, изменяющаяся с удвоенной
частотой прецессии. Ясно, что эти колебания можно возбудить с помощью
магнитного поля соответствующей частоты и поляризованного вдоль оси ζ.

На корпускулярном языке гамильтониан (2.12) описывает распад
кванта внешнего поля (с нулевым волновым вектором и энергией 7ГСОР)
на два магнона с волновыми векторами к и — к и равными энергиями
Йсок = Ь.(й-ъ = %ωρ/2. В гамильтониане (2.12) опущены слагаемые
*** h (ή к̂̂ кЧ Д л я которых не выполняются законы сохранения энергии
и импульса.

Параметрическое возбуждение спиновых волн однородной прецессией
намагниченности, описываемое членами вида Ь0Ь^Ь~к и Ъ^Ь^Ъ-^ (суловские
процессы первого и второго порядка), содержится в гамильтонианах
S6iZ) и<2>#(4). Следующие члены разложения^ вида fcbjbjfcj и т. д. описыва-
ют не интересующие нас взрывные неустойчивости спиновых волн.

б) У р а в н е н и я д в и ж е н и я . Рассмотрим ферромагнетик,
помещенный в переменное магнитное поле h (t) = he4aP*, поляризованное
вдоль намагниченности. В этом случае однородная прецессия не возбуж-
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дается и гамильтониан системы имеет вид

^ ^ ^ к + к.с.) + ^1пи (2.13)
к к

где dS#int ~ 3ΒίΖ) + (Шш- Пользуясь тем, что все параметрические волны
имеют близкие или одинаковые частоты (сок ж ωρ/2), упростим гамильто-
ниан взаимодействия <Шшь оставив в нем только четырехволновые члены,
описывающие процессы взаимодействия волн с законами сохранения

«kt + «k2 = w k l + x + tok2_x. (2.14)

Последнее пе означает, однако, что трехволновой гамильтониан мож-
но не учитывать вовсе. Его матричные элементы велики по отношению
к четыре хволновым, и поэтому, вообще говоря, следует учитывать их вклад
в амплитуду четырехволновых процессов во втором порядке теории воз-
мущений. Это приводит к перенормировке матричных элементов четырех-
волнового гамильтониана:

Wl2i 34 ->• 2\2, 34 = Wl2t 34 + члены порядка | V |2/ωρ

(см., например, 3 2 ). Для кубических ферромагнетиков оба вклада в коэф-
фициенты Т12, 34 оказываются одного порядка величины 22. Таким образом,
гамильтониан взаимодействия параметрических воли между собой следует
выбрать в виде

^int = 4 2 Г12.мИь№зЬ4А(к1 + к * - к 3 - к 4 ) . ( 2 Л 5 )

12,34

Безусловно, необходимо учитывать также взаимодействие параметри-
ческих волн с резервуаром остальных спиновых волн и фононов. Это взаи-
модействие приводит к затуханию параметрических волн, которое обычно
учитывают феноменологически, вводя в канонические уравнения движения
диссипативный член:

bfc + Y A = - i - ^ r . (2.16)

Могут возникнуть сомнения в правомочности этой процедуры при описании
когерентных волновых систем, в которых существенны фазовые соотно-
шения. В работе 3 3 эта процедура для параметрических волн была обосно-
вана с помощью диаграммной техники и было показано, что декремент
затухания ук в (2.16) можно вычислять с помощью обычного кинетического
уравнения. Это не относится, однако, к случаю, когда затухание волн обу-
словлено рассеянием па неоднородностях 3 4.

Учитывая явный вид гамильтониана (2.13), в котором слагаемое S8\nt
определено формулой (2.15), запишем динамические уравнения (2.16)
в виде

^~ 2 71ь.к1(к2,ь3Ьк1ЬкАзД ( k + k t — к 8 — к 3 ) . (2.17)
2, 34

Эти уравнения являются исходными для анализа поведения спиновых
волн за порогом параметрического возбуждения.

в) П о р о г в о з б у ж д е н и я и м е х а н и з м ы о г р а н и -
ч е н и я а м п л и т у д ы . Порог параметрического возбуждения волн
непосредственно вычисляется из уравнений (2.17). В линейном лриближе-
4 УФН, т. 114, вып. 4
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нии они распадаются на независимые пары уравнений и после исключения
«быстрой» зависимости от времени

ck{t) = bk{t)e~^~ (2-18)
приобретают вид

зг ( | )

(2-19)

Полагая ck, c*k ~ л^, имеем

^ ^ ) 2 ] ' ' 2 ( 2 . 2 0 )

Минимальный порог, соответствующий параметрическому резонансу

2сок = сор, (2.21)
определяется из условия

\hVk | = ук, (2.22)
имеющего простой смысл условия баланса энергии. Действительно, поток
энергии W+, поступающий от накачки в пару волн ± к, равен

= 21 Д^к 1 ωρ 1 ск I
2 sin (ik —г^к); (2.23)

здесь ск = \ск \ Л , фк = срк + ψ-k — Фаза пары, tyk = arg (hVk)*
С другой стороны, энергия W-, диссипируемая парой в единицу времени,
равна

W- = 2vfc (соь 1 ск 1 2 + о-.к | ск | 2) = 2шрук | ск | 2.

В точке порога W+ = PF^. Наибольший поток энергии и наименьший порог
неустойчивости осуществляется для пары с наиболее выгодным фазовым
соотношением

tk = *k + -y. (2.24)

При этом для порога вновь возникает соотношение (2.22).
Условие параметрического резонанса, очевидно, может одновременно-

выполняться для большого числа пар, волновые векторы которых лежат
на поверхности (2.21). Минимальный порог возбуждения hx имеют пары,
у которых отношение ук/ | Vk \ минимально:

(2.25)
' k I

Например, для изотропных ферромагнетиков 5· 6

Vk = Fsin 2 9.e2i(P (2.26)

(θ и φ, как и на стр. 614, — азимутальныйи полярный углы в к-пространстве)
и при vk = γ первыми возбуждаются пары с θ = π/2, т. е. на «экваторе»
резонансной поверхности. При | hVk \ > ук начинается экспоненциальный
рост амплитуд пар с инкрементом (2.20), именно:
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причем из уравнений (2.19) следует, что

cos( t k -$ k )=-^gp. (2.27)

Это означает, что на линейной стадии параметрической неустойчивости
устанавливается определенное соотношение между фазами волн в паре,
в частности, при параметрическом резонансе {2.21) выполняются фазовые
соотношения (2.24). Фазовую корреляцию волн с равными и противопо-
ложно направленными волновыми векторами по аналогии со сверхпрово-
димостью можно назвать «спариванием». В отличие от сверхпроводимо-
сти, физической причиной, приводящей к спариванию волн, служит
накачка, выделяющая из первоначального фазового хаоса пары волн, для
которых максимален инкремент неустойчивости. В дальнейшем будет
показано, что на нелинейной стадии развития неустойчивости фазовая кор-
реляция является полной. Это означает, что хотя величина ск является
случайной, величина скс~к является динамической; при этом

(скс.к > = скс-к7 (i|;k> =-фк.

Обсудим теперь возможные нелинейные механизмы ограничения пара-
метрической неустойчивости. Простейшим механизмом такого рода может
быть нелинейное затухание, т. е. зависимость ук от квадратов амплитуд
параметрических волн | ск | 2 3 5> 3 6:

Стационарные амплитуды волны определяются известным условием балан-
са энергии: hVk = ук. Для качественного анализа выберем простейшую,
зависимость:

ΥΐίΥο + η Σ
к'

Тогда

(2-28)

к'

что же касается фаз о|>к, то они определяются из условия параметрического
резонанса (2.21), т. е. сдвинуты на π/2 относительно фазы накачки в соот-
ветствии с формулой (2.24).

К сожалению, простой механизм нелинейного затухания в большин-
стве случаев не может объяснить экспериментально наблюдаемый уровень
спиновых волн (более подробно см. раздел 3 настоящего обзора). Другие
механизмы могут быть основаны на отклопении фазы возбуждаемых
спиновых волн от оптимальной, при которой 6i|?k = т|:к —^j;k и sin бфк —
= 1. Такой, по существу, механизм был предложен Моносовым37,
предположившим, что в ограничении амплитуды спиновых волн существен-
ную роль играют автоколебания намагниченности, во многих случаях
наблюдаемые па опыте. Автоколебания, если они развиваются на фоне со-
стояния с sin 6^k = α, приводят к периодическому или квазипериодиче-
скому изменению угла 6i|;k и в среднем уменьшают sin 6tyk и вместе с ним
поток энергии от накачки в систему спиновых волн. Фактически во многих
случаях автоколебаний не возникает. Однако, даже в тех случаях, когда
они присутствуют, среднее значение, вокруг которого происходят колеба-
ния фазыг|;к, отлично от π/2, и автоколебания не оказывают существенного
влияния на амплитуду спиновых волн 23· 3 8.

Отклонение -фк от π/2 и ограничение амплитуды спиновых волн в дей-
ствительности происходит за счет взаимодействия спиновых волн между

4*
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собой. Неизбежно существующая в системе параметрически возбужденных
волн фазовая корреляция приводит к тому, что даже при стохастичности
фаз отдельных спиновых волн в гамильтониане их взаимодействия сохра-
няется слагаемое, приводящее к появлению «эффективной» накачки.
Это слагаемое можно учесть, произведя в линеаризованных уравнениях

замену

hVk. -+• рк = hVk

k'
(2.29)

г Д е ^kk' = T'k,-k; k',-k'· В простейшем слу-
чае, когда F k = F, ψΐ£ = 0 и Skk> = S,
из соображений симметрии следует, что
фазы всех пар равны: i|) t = ψ и

—ίψ). (2.30)

рис. 1. Комплексная плоскость
векторов накачки.

hV — внешняя накачка, s 2 | rk |2е~'Ф
к

— поле реакции системы пар, Ρ — са-

Это уравнение удобно изобразить графи-
чески на комплексной плоскости векторов
накачки (рис. 1). При этом следует учесть,
что в установившемся состоянии возбуж-
дены волны в резонансе с полной накачкой

Р, т. е. вектор Ρ на рис. 1 должен быть перпендикулярен к вектору
ck | 2exp(—ιψ). Из теоремы Пифагора

несогласованная накачка.

и условия баланса энергии | Ρ
пар равна

2л

у следует, что суммарная амплитуда

(2.31)~ \s\

Фазу ψ также легко определить из рис. 1; именно,

hV kV
(2.32)

Сравнивая второе равенство (2.32) с условием баланса энергии (2.22) для
невзаимодействующих волн, мы видим, что спаривание волн и возникающее
из-за него четырехволновое взаимодействие приводит к фазовому рассогла-
сованию (sin ·ψ << 1) между парами и внешней накачкой, т. е. к уменьше-
нию потока энергии в систему.

Этот механизм ограничения, который можно назвать фазовым, играет
определяющую роль при параметрическом возбуждении волн. Заметим, что
в предыдущих рассуждениях предполагалось, что при любых амплитудах
возбуждающиеся волны в точности удовлетворяют условиям параметриче-
ского резонанса. При наличии сдвига частот волн за счет нелинейности
это возможно лишь при непрерывном спектре системы спиновых волн,
поэтому фазовый механизм в чистом виде осуществляется лишь в бесконеч-
ной среде.

г) Н е л и н е й н ы е в о с п р и и м ч и в о с т и и м е т о д ы и х
и з м е р е н и я . Наиболее распространенный метод экспериментального
изучения параметрического возбуждения спиновых волн основывается
на поглощении волнами энергии накачки.
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Определим высокочастотную нелинейную восприимчивость ферро-
магнетика обычным образом:

Μζ (ωρ) = %h, χ = χ' + ίχ".

Мнимая часть восприимчивости χ" определяет величину поглощенной
мощности:

Применяя формулу (2.23) для потока энергии, втекающей в образец
из окружающего поля накачки, получим

к
Аналогичное выражение получается для вещественной части восприимчп-
иг»птт;т·вости:

42 c o s (2.34)

Поведение восприимчивостей χ и χ" за порогом существенно зависит
от механизма ограничения амплитуды. Так, для механизма нелинейного
затухания из (2.24) и (2.28) следует

, г. „ 2V2 h — hi / П о Г Ч

χ ' = 0 , χ = — ^ - , (2.35)

а для фазового механизма ограничения из
(2.31) и (2.32)

г =
2V2 й 2 — Щ

X" --
2V* 1ц
| S

Рис. 2. Зависимости пелиыейннх
восприимчивосгей χ' и χ" от амп-

литуды накачки:
3 и 2 — χ' и χ" для механизма нели-
нейного затухания, -ί и 4 — χ" и χ '
для фазового механизма ограничения.

(2.36)

Графики зависимостей %' (h2) π χ" (h2)
для обоих случаев показаны па рис. 2.
Видно, что принципиальное различие дмс-
сипативного и фазового механизмов про-
является в поведении величины χ' (χ' = 0
для диссипативного и у/ ~ χ" для фазо-
вого механизмов). Экспериментальные ре-
зультаты, которые мы подробно обсудим
в следующем разделе, показывают, что
вещественная восприимчивость χ' отлична от нуля и может быть порядка
или даже больше, чем χ". Эти факты говорят в пользу фазового механизма
ограничения.

Методика измерения магнитной восприимчивости в СВЧ диапазоне
обычно использует реакцию высокодобротного электромагнитного резо-
натора на изменение состояния находящегося в нем образца. Возникаю-
щее при этом изменение добротности резонатора определяет мнимую часть
восприимчивости χ", а изменение собственной частоты — вещественную
часть χ'. По сравнению со стандартной методикой, применяемой в опытах
по магнитному резонансу, методика измерений нелинейных восприимчи-
востей при параллельной накачке имеет ряд специфических особенностей:
импульсный режим СВЧ генератора, широкая область полей, в которых
наблюдается поглощение энергии, зависимость χ ' и χ" от мощности накач-
ки. Последнее приводит к тому, что мощность генератора не является хоро-
шей мерой амплитуды поля накачки. Поле в резонаторе более удобно
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определять по мощности на выходе резонатора; это позволяет автоматически
учесть эффект обратного влияния спиновых волн на накачку, который
является существенным вблизи порога даже при малом коэффициенте
заполнения резонатора.

Типичная схема экспериментальной установки, применяемой для изу-
чения явления параллельной накачки, показана на рис. 3. Принцип ее
действия заключается в следующем. Невозмущенный резонатор (до порога
параметрического возбуждения) обычно согласовывается с волноводным
трактом таким образом, чтобы коэффициент отражения от резонатора был

Рис. 3. Схема установки для параметрического возбуждения спиновых волн.

близким к нулю. При возбуждении спиновых волн ухудшается нагружен-
ная добротность резонатора QK и изменяется его собственная частота ω0,
что приводит к появлению отраженного сигнала, по которому можно
судить о величине %' и χ". Величина χ" связана с коэффициентом отраже-
ния Г следующей формулой:

η __1 I * Ι(ύ=ωο

где А = 2л I h2 dVI \ h2 dV — коэффициент заполнения резонатора. Для
обр рез

настройки в резонанс (ω = ω0) производится небольшое изменение часто-
ты генератора (или собственной частоты резонатора) по минимуму коэффи-
циента отражения; величина этого изменения Δω = ω — ω0 непосред-
ственно определяет вещественную восприимчивость. По ряду причин,
главной из которых является неточность в определении коэффициента Л,
погрешность измерения абсолютных величин χ' и χ" обычно составляет
порядка 20—40%.

В работе 3 9 использовалась другая методика наблюдения параллель-
ной накачки, основанная на изменении намагниченности при параметри-
ческом возбуждении спиновых волн. Изменение намагниченности реги-
стрируется с помощью катушки, в которой индуцируется напряжение,
пропорциональное производной по времени от Μζ·

Следует также упомянуть о методике измерения слабого неравновес-
ного электромагнитного излучения спиновых волн на частотах ωρ или
С0р/2 4 0; ее интересные возможности по изучению спектральной ширины
параметрических волн еще не реализованы. Подробную информацию о рас-
пределении спиновых волн в k-пространстве могло бы дать изучение рассея-
ния света и нейтронов в условиях параллельной накачки; ряд попыток,
предпринятых в этом направлении
результатам.

41-43
, до сих пор не привел к ожидаемым
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3. СТАЦИОНАРНОЕ ЗАПОРОГОБОЕ СОСТОЯНИЕ. 5-ТЕОРИЯ
И ЕЕ СРАВНЕНИЕ С ЭКСПЕРИМЕНТОМ

а) Д и а г о н а л ь н ы й г а м и л ь τ о н и а н и у р а в н е н и я
д в и ж е н и я S-Ύ е о ρ и и. Обсудим более подробно упрощение гамильто-
ниана взаимодействия волн, намеченное в предыдущем разделе в связи
с рассмотрением фазового механизма ограничения. Это упрощение анало-
гично БКШ-приближепию и состоит в замене гамильтониана взаимо-
действия (2.15) его диагональной по парам волн + к частью. В «медлен-
ных» переменных (2.18) диагональный гамильтониан имеет вид

$ ш = 2 7W | ck | a I <V I2 + { Σ Skk'cjc*_kck. c-k<, (3.1)
кк' кк'

где
* кк' = I кк', кк' — *• к'к> _ ~.
"кк' — *- к-к, к ' -к '= «к, -к' — ̂ к'к·

В гамильтониане 36\ъ\ оставлены только члены, либо не зависящие
от фаз волн вообще (первая сумма в (3.1)), либо зависящие только от сум-
мы фаз 'фк — фк + ф-к в парах. Все остальные слагаемые, зависящие от
индивидуальных фаз волн (точнее, от разностей срк — срк')> опущены.

Физический смысл оставленных в (3.1) членов становится ясным
из уравнения движения для амплитуд ск. Подставляя в уравнения (2.16)
гамильтониан (3.1), получим

Эти уравнения отличаются от линейных уравнений (2.19), описывающих
параметрическую неустойчивость, только перенормировкой частоты
а\ -»-ω1\ возникающей из-за первой суммы в (3.1),

Sk = a>k + 2 271kkM^'|2 (3.4)
к'

и перенормировкой накачки (2.29), которая описывается второй суммой
в (3.1).

Выбирая в уравнениях (3.1) ск = | ск 1 е^к и вычисляя ~, найдем

соотношение dldt (<pk -f- ф-к) — 0, демонстрирующее безразличную устой-
чивость разности фаз в рамках теории с диагональным гамильтонианом
(3.1). Этого и следовало ожидать, так как разность фаз бегущих навстречу
волн определяет пространственное положение узлов образующейся стоя-
чей волны, которая в однородном поле накачки ничем не фиксирована.

Безразличное равновесие разностей фаз приводит к тому, что они
могут быть хаотизированы любым малым взаимодействием, например
малыми случайными неоднородностями или неточностями формы кристал-
ла. Причиной стохастизации фаз является и «остаточное» взаимодействие,
не учтенное в диагональном гамильтониане (3.1). Впрочем, это взаимодей-
ствие приводит к некоторой корреляции разностей фаз в различных парах,
однако эта корреляция вместе с недиагональиыми членами гамильтониана
S6-mt остается малым. Подробно этот вопрос и обоснование приближения
(3.1) рассмотрен в работе 3 3/ В этой работе показано, что приближение
(3.1) пригодно вплоть до амплитуд внешнего поля h* ~ hx Y (к д<а!дк)1у,
где hx — пороговое значение амплитуды внешнего поля. Для случая парал-
лельной накачки в иттриевом гранате это дает h* — 100/^.



6 2 4 В. Е. ЗАХАРОВ, В, С. ЛЬВОВ, С. С. СТАРОБИНЕЦ

Теорию, основанную на диагонализации гамильтониана взаимодей-
ствия до формы (3.1), мы будем называть ^-теорией. В таком названии отра-
жено определяющее влияние коэффициентов Skk> на нелинейное поведе-
ние системы параметрических волн.

В дальнейшем мы будем предполагать, что индивидуальные среды волн
являются случайными и по их ансамблю произведено усреднение. При этом
турбулентность описывается на языке корреляционных функций:

(ака1·) = пкд (к — к'), (акак>) = ак6 (к + к') .

Величины пк и а ь имеют размерность действия (эрг-сек). Уравнения для
этих величин легко могут быть получены непосредственным усреднением
уравнения (3.3):

(3.5)

Из этих уравнений следуют соотношения

dt\ dt

показывающие, что произвольные начальные условия за время порядка
l/γ релаксируют к состоянию (не обязательно стационарному), в котором
пк = n_k; | ak I = пк.

Условие | ок I — пк означает, что фазы пар волн полностью коррели-
рованы. В этом случае можно ввести

В этих переменных уравнениях (3.5) и определения (3.4) и (2.29) приобре-
тают вид

(3.6)

к-, (3.7)

к'
irj τ τ/ _[_ ^ с л ^ ^ к ' /Q Я\

к'
Полезно отметить, что переменные Пк, "фк являются каноническими

с гамильтонианом

cos γ 2 Skk-nk-cos (ypk~ %')] } · (3-9)

Действительно, легко убедиться, что уравнения (3.6) получаются варьиро-
ванием Ms п о правилу
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Формулы (3.10) показывают, что уравнения (3.6) являются гамильтонов-
скими, так что задача об определении спектра турбулентности в рамках
^-теории — чисто динамическая задача.

б) О с н о в н о е с о с т о я н и е . У с л о в и е в н е ш н е й
у с т о й ч и в о с т и . Приступим к изучению стационарных состояний
системы пар, в которых все амплитуды пк и фазьи|?к не зависят от времени.
Полагая в (3.6) пк = я|:к = 0, немедленно получаем для тех точек к-про-
странства, где п к = 0, условие

Прежде чем анализировать этот результат, сделаем два замечания общего
характера. Во-первых, ясно, что амплитуды пар не равны нулю лишь
в узком слое вблизи резонансной поверхности 2tok = ωρ. Это делает удоб-
ным использование следующих координат в k-прострапстве: κ — отклоне-
ние от этой поверхности в нормальном направлении и Ω — координату
на поверхности.

Во-вторых, величина коэффициентов уравнения (3.6), имеющих раз-
мерность частоты: yk j hV^, 2-^k' wf» Σ "SW га^е"*^', значительно меньше
собственной частоты (ок. Поэтому в теории достаточно учесть зависимость

от κ только коэффициента ί шк ψ ) , а все остальные коэффициенты заме-
нить их значениями па резонансной поверхности уд, hVa, TQQ> И SQQ*

соответственно.
Используя указанные приближения, можно из уравнения (3.11) легко

найти те κ, для которых ηκΩ Φ 0:

| - γ £ . (3.12)

Таким образом, в стационарном состоянии распределение амплитуд пар
сингулярно: η κ Ω Φ 0 только на двух поверхностях (3.12). Однако имеется
бесчисленное множество таких стационарных состояний, отличающихся
как видом этих поверхностей, так и распределением п%& на них. В самом
деле, можно произвольно задавать направления Ω, в которых и и й равно
нулю. В действительности из всех стационарных состояний могут реализо-
ваться только такие, которые устойчивы по отношению к малым возмуще-
ниям. Требование устойчивости сильно сужает класс возможных стацио-
нарных состояний.

Очевидно, что исследование устойчивости стационарных состояний
в рамках диагонального гамильтониана разбивается на две независимые
задачи: исследование внутренней устойчивости — по отношению к возму-
щению амплитуд и фаз уже имеющихся пар и внешней — по отношению-
к рождению новых пар.

Наиболее просто исследовать внешнюю устойчивость. Запишем для
этого с помощью (3.3) уравнение для пары волн возмущения

вые поверхностей (3.12). Пренебрегая зависимостью Рк и уи от κ, получим
для инкремента выражение

ν π = —'

аналогичное (2.20). Максимальный по q | инкремент νΩ (при фик-
сированном Ω) соответствует 2ω4 = ωΡ ί т. е. лежит посередине между
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поверхностями (3.12):
v Q = —. γ Ω + I Л з I*

Условие внешней устойчивости, νΩ ^ 0, таким образом, может быть запи-
сано в виде

|^о Кто.
С другой стороны, из (3.12) следует, что | Рп | > уп для тех направле-
ний Q, в которых Пуц Φ 0. Следовательно, для этих направлений оба
неравенства совместны лишь в случае | PQ \ ~ γΩ, когда две поверхности
(3.12) сливаются в одну:

2<Sko = a)p. (3.14)

Таким образом, условие внешней устойчивости при заданном распределе-
нии амплитуд волн по углам полностью устраняет произвол в выборе
поверхности, на которой п^ Φ 0. Эту поверхность (3.14) мы будем называть
«резонансной поверхностью», а стационарное состояние, обладающее
внешней устойчивостью, «основным состоянием».

Полученный результат имеет простой физический смысл. Как видно
из формул (2.20), (2.21), в линейном режиме наиболее сильно связанысна-
качкой волны, для которых расстройка частоты cot — (ωρ/2) = 0. Вели-
чина (Ok — (ωρ/2) представляет собой расстройку частоты с учетом нелиней-
ных членов. Если в точках, где сосредоточено rckj эта величина не равна
нулю, то существует область в k-пространстве такая, что находящиеся
в ней пары более сильно связаны с накачкой, чем уже имеющиеся, и оста-
ется возможность их параметрического возбуждения.

Интересно в деталях выяснить, каким образом из теплового шума
и£ = Т/(йк в процессе развития параметрической неустойчивости возника-
ет когерентное по модулю к состояние спиновых волн п^ со 6 (к — к 0).
Этот вопрос изучался аналитически и с помощью ЭВМ в работе 24, где пока-
зано, в частности, что через некоторое время после включения накачки
распределение волн по модулю к имеет вид гауссовской кривой, ширина
которой асимптотически стремится к нулю как ί/γί.

Нашей дальнейшей задачей является изучение распределения пар
на резонансной поверхности (3.14). Введем функцию распределения NQ —
«число» пар на единицу телесного угла, определив ее равенством

QdQ. (3.15)

Стационарные уравнения для NQ И ψη, следующие из (3.6) — (3.8)
и (3.14), запишем в виде

(Ρ η ί Λ;_ ί 7 Ω )ΛΓ Ω = ,0 , /» a=fc70+J1S f l 0.A r

Q.«- i*a'<iQ'. (3.16)

Эти уравнения еще не определяют однозначно распределение NQ И ψα,
ибо произвольным образом можно задавать области на поверхности, в ко-
торых NQ = 0. Требование внешней устойчивости, как будет показано
в следующем разделе, значительно сокращает класс возможных решений,
а в ряде случаев устойчивые распределения являются единственными,

Условию внешней устойчивости полезно придать следующую геомет-
рическую интерпретацию. Выражения у = γ& и Ρ = ΡΩ ЯВЛЯЮТСЯ урав-
нениями для поверхностей в k-пространстве. Условие (3.13) означает, что
поверхность Ρ заключена целиком внутри поверхности γ и касается ее в тех
точках Ω, где сосредоточено решение. В силу соотношений V^ = F_t
и Sk, к' = Sk, ~k' обе эти поверхности имеют центр симметрии. Касание
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поверхностей γ и Ρ может происходить либо по дискретному набору точек,
либо по континиуму — линии или даже куску поверхности. В первом слу-
чае осуществляется режим, состоящий из конечного числа монохроматиче-
ских пар, во втором — режим с непрерывным распределением NQ. Возмо-
жен и промежуточный режим, когда поверхности касаются в изолирован-
ной паре точек и, кроме того, по некоторой линии. В этом случае в системе
одновременно присутствуют монохроматическая пара и непрерывный фон.
Заметим, что вопрос о применимости ^-теории при наличии небольшого
числа дискретных пар требует специального обоснования, включающего
исследование их устойчивости в рамках точного гамильтониана (см. ниже).

в) П о э т а п н о е в о з б у ж д е н и е в о л н . Займемся исследо-
ванием распределения параметрически возбужденных волн Να по резо-
нансной поверхности при разных, начиная с порогового, значениях
внешнего поля h.

При изучении распределения NQ МЫ В ОСНОВНОМ ограничимся аксиаль-
но-симметричным случаем, который реализуется в изотропном и кубиче-
ском ферромагнетике, намагниченном вдоль оси (111) или (100). В этих
случаях коэффициент связи с накачкой определяется формулой (2.26)л

а коэффициенты, описывающие взаимодействие, имеют вид

Sm> = S$, θ'; φ - φ ' ) , TQO- = T(Qy θ'; φ - φ ' ) . (3.17)

Из аксиальной симметрии ясно, что в стационарном состоянии ампли-
туда пар ΝΩ Ξ~ NQ, φ не зависит от азимутального угла φ. Определим
амплитуду NQ равенством

ΝΒ, φ = 2πΝθ,
так что

N = \ No do = \ Ν* sin θ d6.
= ί

Из уравнений для пк ясно также, что величина Р^к также не зависит
от φ. Учитывая, что F k = F ee

a i* (см. (2.26)), получим

ψΩ ^ ψ θ | φ - ψ θ + 2φ. (3.18)

Эти соотношения позволяют исключить зависимость от φ в уравнении
(3.16) и записать его в виде

^ Θ =Pafi-2v» = hVe + j SQf).NQ,e-^' sin Θ' dQ\

где

2JI

S I & > °'; Φ - Φ ^ ^ ^ - ^ ^ ί φ - φ ' ) , (3.20)

Для решения вопроса о распределении Νθ при малых надкритично-
стях воспользуемся приведенным выше геометрическим толкованием усло-
вия внешней устойчивости (3.13). При весьма малых надкритичностях,
когда амплитуды NQ малы, поверхность | Ρ θ | мало отличается от поверх-
ности hVe, имеющей максимум на экваторе — θ = л/2. Мало отличается
также и кривизна этих поверхностей (вторые производные по Θ). Отсюда
ясно, что поверхности | Ρθ \ и γθ соприкасаются друг с другом только

по линии θ = у. Это означает, что при малых превышениях над порогом
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распределение NQ ОТЛИЧНО ОТ нуля только на этой линии:

(3.21)

Для интегральной амплитуды Νχ = 2 I ck I 2 и Фазы ург = ψπ/2 из (3.19)
к

легко получить

где
^ι — Krt/2, ^ i i = #π/2, π/2» Υι = γπ/2.

Использованные здесь геометрические рассуждения легко обобщаются
на случай произвольной зависимости VQ. МОЖНО доказать 2 0 общую теоре-
му о том, что при достаточно малой надкритичности NQ ОТЛИЧНО ОТ нуля
только в тех точках резонансной поверхности, где | VQ\ максимально.
Для сферической симметрии это точки всей поверхности, при аксиальной
симметрии — точки одной (при θ = π/2) или двух линий. В случае более
низких симметрии это одна или несколько эквивалентных пар точек.
Интересно, что интегральная амплитуда мало чувствительна к степени сим-
метрии задачи. Она определяется формулой (3.22), в которой Vx =
= max [ VQ [, a Sn есть среднее значение SQQ> на множестве точек, где
NQ Φ 0.

Покажем, что функция распределения пар (3.21), сосредоточенная
на экваторе, сохраняет устойчивость по отношению к рождению пар
на других широтах вплоть до достаточно больших надкритичностей.
Рассмотрим для этого функцию j PQ \. Из (3.19), (3.21) и (3.22) получим

Ясно, что состояние (3.21) будет устойчивым до тех пор, пока \ Р$ |2 <С
<С γ | для всех Θ, кроме θ = π/2. «Второй порог» h ~ h2 соответствует
минимальному значению h, при котором происходит касание поверхностей

| Pel и Υθ П Р И некотором θ = θ2, не равном у. Таким образом, h2 =

= min Αθ при θ = θ2, где hQ определяется из условия | PQ \ = γβ»

При простейших предположениях уд = γ и £ΘΙ = 0 получаем, что
h\lh\ = 2 при θ 2 = 0. В действительности же для кубических ферромагне-
тиков реальная функция iSei сильно отличается от константы, что приводит
как правило, к значительному увеличению второго порога.

Из соображений симметрии следует, что SQ± =S (sin2 θ), Sei Φ) — 0»
т. е.

5θι = 5Ί sin2 θ + S2 sin4 θ + . . . (3.24)

Выражения для коэффициентов Sl9 «S2 в общем случае весьма громоздки.
В качестве примера приведем выражение для 5βι В случае, когда волновой
вектор параметрических волн стремится к нулю .

s i n 4

(3.25)
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Для оценки величины второго порога ограничимся двумя членами разло-
жения в (3.24) и положим ye = const. Тогда

50°. (3.26)

Из (3.25) для ω ΛΛ получим

Например, для сферы YIG при ωρ/ωΜ = 1,9 получим (&2/ui)a ^ 3,5
(при 5,5 дб). Существование при /гх < /г < /г3 только одной группы волн
на экваторе резонансной поверхности и по-
роговое возбуждение второй группы вдали
от экватора при h — /ц позволяет говорить
о поэтапном возбуждении волн при пара-
метрической неустойчивости. Поэтапное воз-
буждение сингулярных в к-пространстве
спектров является характерной чертой 5-тео-
рии. Поэтапное возбуждение волн можно
сравнить с картиной зарождения турбулент-
ности при небольших числах Рейнольдса,
описанной Ландау 4 4. Последовательное вклю-
чение новых групп волн по мере увеличе-
ния надкритичности совпадает с предложен-
ной в 4Х концепцией увеличения эффектив-
ного числа степеней свободы по мере перехода
к развитой турбулентности.

В работе 2 1 описан прямой эксперимент
по наблюдению второго порога. Он заключал-
ся в следующем. Образец YIG помещался в Рис.4. Зависимость излучения

в «перпендикулярный» канал
от мощности накачки (сс(

YIG, М|| (100)).
резонатор с двумя вырожденными ортого-
нальными модами, магнитное поле которых
h и h | было соответственно параллельно и
перпендикулярно к намагниченности М. Па-
раллельный канал использовался для параметрического возбуждения
спиновых волн, ортогональный ему канал — для регистрации изуче-
ния образца на частоте накачки. Наблюдалось (рис. 4) резкое увеличение
мощности излучения в перпендикулярный канал при надкритичности
— 8—12 дб в зависимости от величины постоянного магнитного поля,
ориентации и формы образца.

Мода резонатора с поляризацией h i M возбуждается однородной
прецессией намагниченности, которая в свою очередь «раскручивается»
параметрическими спиновыми волнами. Этот процесс описывается гамиль-
тонианом

в котором ик = и sin 2Qei(f. Отсюда для величины излучения в попереч-
ный канал можно получить выражение

которое обращается в нуль для θ = 0 и θ = π/2. Зависимость Р± (h),
приведенная на рис. 4, таким образом, убедительно свидетельствует о том,
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что в интервале 0—9 дб возбуждены только пары с θ = ~. Излучение P,f

возникающее при большей надкритичности, естественно связать с воз-
буждением второй группы пар с θ ^ π/2.

Второй порог мояшо наблюдать также по некоторым косвенным при-
знакам, например, по характерному искажению вершины импульса накач-
ки и по излому зависимости вещественной восприимчивости %' от мощно-
сти накачки (см. следующий раздел). Ряд последовательных порогов,
обнаруженных впервые Петраковским и Бержанским по искажению
импульса накачки 45, по-видимому, связан с поэтапным возбуждением
параметрических спиновых волн.

В заключение этого пункта опишем качественно поведение пара-
метрических спиновых волн при h ;> h%. Можно убедиться в том, что состо-
яние с двумя группами пар на широтах Qx и θ 2 становится неустойчивым
при некоторой надкритичности h3, и рождается третья группа на широте
θ 3 . При &4 возникает следующая группа θ 4 и т. д. Вопрос о том, что прои-
зойдет при дальнейшем увеличении h, обсуждается в работе 2 0. При боль-
ших &/&! распределение NQ весьма чувствительно к тонкой структуре
величин VQW SQQ'; В ОДНИХ случаях устанавливается непрерывное распре-
деление пар по резонансной поверхности, в других — «срыв» ограничения
и возникновение существенно нестационарной картины. При большом
количестве дискретных групп пар начинают играть роль недиагональные
члены гамильтониана, сглаживающие сингулярные по углам распре-
деления.

г) Н е л и н е й н ы е в о с п р и и м ч и в о с т и . В разделе 2 уже
отмечалось, что основными экспериментально наблюдаемыми характери-
стиками системы параметрических волн являются нелинейные восприим-
чивости χ' и χ", определенные формулами (2.33) и (2.34). В случае аксиаль-
ной симметрии из (3.18) и (3.19) получим

2 У! VQNQ sin ψθ 2 ]

h №

,„ „ι. π V̂"l R лг.. IVnIV л . Р.П.Ч f i l l л i l l - Λ \ ' A

λ h h*

Из этих формул видно, что мнимая восприимчивость χ" характеризует-
только интегральную интенсивность пар, в то время как вещественная
восприимчивость χ' существенно зависит и от фазовых соотношений между
парами. Поэтому величина χ' является более тонкой характеристикой сис-
темы, чувствительной к деталям распределения пар в пространстве, авто-
колебаниям, неоднородностям и т. п. С этим обстоятельством в значитель-
ной мере связан большой разброс экспериментальных значений χ', имею-
щихся у различных авторов. Так, например, в одной из первых работ 2 5

сообщалось, что в YIG отношение χ'/χ" Λί 0,1 и слабо зависит от магнит-
ного поля. Малость этого отношения явилась причиной, на основании
которой в качестве механизма ограничения предлагались различные вари-
анты нелинейного затухания, приводящие κ χ ' а; 0 35> 3 6. Картина поведе-
ния спиновых волн за порогом параметрического возбуждения, описан-
ная в монографии 3 ? и, в частности, механизм «автоподавления» амплиту-
ды, также существенным образом исходит из предположения, что χ'/χ * <ζ 1.

Однако последующее тщательное изучение поведения χ' и χ" в раз-
личных экспериментальных ситуациях показало, что в совершенных моно-
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кристаллах в отсутствие автоколебаний величина χ' не мала и может даже
превосходить величину %" 2 3 - 4 6 .

На рис. 5 показаны характерные зависимости %' (h2) и χ" (h2) для
сферы YIG в трех основных кристаллографических направлениях: в на-
правлении (100), когда отсутствуют
автоколебания намагниченности, и
в направлениях (111 )и (110), когда
наблюдаются интенсивные автоко-
лебания. Видно, что автоколебания
намагниченности, не влияя суще-
ственно на величину χ", могут
уменьшить величину χ' в несколь-
ко раз *). Этот факт можно объ-
яснить следующим образом: при
больших превышениях над поро-
гом неустойчивости

sin ψ ж h\/h <̂  1,

т. е. косинус фазового сдвига пар
по отношению к накачке, опреде-
ляющей величину χ', близок к
своему экстремальному значению.
Развитие автомодуляций, приводя-
щих к периодическому изменению
угла ψ, не меняя среднего значения
sin ψ, уменьшает среднее значение
cos ψ и вместе с ним восприимчи-
вость χ'.

Тот факт, что χ '/χ":^ 1, одно-
значно свидетельствует о наличии
существенного фазового рассогла-
сования между накачкой и парами
спиновых волн, которое следует
из 5-теории. Ее сравнение с экс-
периментальными зависимостями
χ' и χ" от h существенно облегча-
ется при малых надкритичностях
(k^2 hx), когда возбуждены только

Рис. 5. Экспериментальные зависимости ве-
щественной %' (штриховая линия) и мни-
мой χ" (сплошная линия) частей продоль-
ной восприимчивости от мощности накач-

ки для сферы YIG.
1 — ориентация (100), 2 — ориентация (111 )г
3 — ориентация <110). Стрелками обозначены

пороги возбуждения автоколебаний.

В этом случае из (3.27) и (3.22) следует
пары на экваторе с θ = π/2.

у' _ ΔΥ\ Jt 'zL· . (3.28>

Графики этих зависимостей показаны на рис. 2. Видно качественное совпа-
дение характера теоретических и экспериментальных (рис. 5, ориентация
(100)) кривых. Например, в соответствие с теорией, кривая %' пересекает
кривую χ" в максимуме. Расхождение теоретических и экспериментальных
кривых χ' (Л2) при h2 ;> 8 дб естественным образом объясняется возбуж-
дением второй группы пар, которые не учитывают формулы (3.28).

Для сравнения 5-теории с экспериментом в области больших надкри-
тичностей проводились численные расчеты на ЭВМ 2 3. Для этого прежде

*) Отметим, что в работе *б получены зависимости χ' от %" от /г2, качественно
совпадающие с приведенными на рис. 5 при всех надкритпчностях, за исключением
области ~ 1 — 2 дб вблизи порога.
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всего вычислялись коэффициенты 6*ΘΘ' В конкретных экспериментальных
ситуациях для YIG. При этом использовались только известные значения

основных параметров YIG: намагниченности,
поля кристаллографической анизотропии, и
обменного поля. Полученные таким образом
зпачения See» подставлялись в нестационар-
ные уравнения движения ^-теории (3.3),
которые решались на ЭВМ методом итерации
по времени от уровня теплового шума. Вы-
численные стационарные значения амплитуд
и фаз при различных надкритичностях позво-
лили определить величины χΉ χ" по форму-
лам (3.27). Результаты этих вычислений при-
ведены на рис. 6 вместе с результатами ла-
бораторного эксперимента. Видно не только
качественное, но и хорошее количественное
совпадение теории с экспериментом.

В табл. I проведено сравнение теорети-
ческих и экспериментальных значений мак-
симальной восприимчивости %т = max χ " (й)
для различных кубических ферромагнетиков
сферической формы. Для YIG проводились
абсолютные измерения восприимчивости по
стандартной методике, описанной в п. г) раз-
дела 2. Величины %т для остальных кристал-
лов измерены на той же установке путем сра-
внения с YIG. Теоретические значения %т
вычислялись по формуле (3.28):

Ct'J

Рис. 6. Результат численного
расчета восприимчиво стей χ'

" (сплошные линии).и χ
Пуньтир — восприимчивости в мо-
дели одной группы пар с θ = π/2.
Стрелкой обозначен порог рождения
второй группы пар. Значки — ре-
зультат лабораторного эксперимен-
та (сфера YIG, Η = Нс — 100 э,

М\\ (100». 1—у', 2—χ".

которая для кубических ферромагнетиков в случае аксиальной симметрии
<М || (111), <100 >) после подстановки выражений для Vx и Sx приобрета-
ет вид

где

%т —
1

8π
(3.30)

f -

Из табл.
лютные значения

при М||(111>,

+ 9 при М||<100>.

I видно, что простая формула (3.30) хорошо описывает абсо-
запороговой восприимчивости для широкого класса

Т а б л и ц а I

Кристалл

1. Y3Fe501 2iYIG)

5. NiFe 2O 4 '

4πΜ =

гс

1750
1500
650

3700
3200

Η а

A g '
э

84
8

58
580
490

= V/ί.
э

0,12
0,36
0,45
0,80
1,40

Xm-103

Экспери-
мент

24±5
23
5

80
25
55

Теория
(3.30)

21
22

7,5
70
19
84

Ориен-
тация

(100)
(100)
<100>
(111)
<100>
<111)
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кубических ферромагнетиков. Некоторое расхождение теории с экспери-
ментом для NiFe2O4 (ориентация (111)), по-видимому, связано с тем, что
в этом случае максимум восприимчивости лежит за порогом рождения
второй группы пар, когда формула (3.30) неприменима.

В работе 4 7 измерялась восприимчивость %т для одноосного ферромаг-
нетика Ba 2 Zn 2 Fe 1 2 0 1 4 c анизотропией типа «легкая плоскость» и было полу-
чено аномально большое значение %т = 0,2. Теоретическая оценка для %т»
которую можно сделать по формуле (3.29), вычисляя для этого случая
коэффициенты Ух и 5ц без учета диполь-дипольного взаимодействия (при
&м < ωα, ωρ *е ωα), дает

Беря из 4 7 параметры Ba 2 Zn 2 Fe l 2 0 1 4 , kM = 2850 гс, ωα/# = 9900 э и часто-
ту накачки ωρ/g = 6300 э, получим значение %ш = 0,1, качественно согла-
сующееся с экспериментом.

Большой интерес представляет также сравнение с экспериментом
в отношении знака вещественной восприимчивости χ'. В соответствии
с формулой (3.28) знак %' совпадет со знаком 5ц и для кубических ферро-
магнетиков определяется знаком знаменателя в формуле (3.30). В соот-
ветствии с экспериментом теория предсказывает для слабоанизотропных
кристаллов (№ 1, 2, 3 в табл. I) %' > 0; для кристаллов с большой анизо-
тропией (№ 4, 5) %' >» 0 для ориентации (100) и χ ' < 0 для ориентации
(111).

д) Р о л ь н е л и н е й н о г о з а т у х а н и я . Обсудим теперь
роль нелинейного затухания спиновых волн в ограничении их параметри-
ческой неустойчивости. В совершенном кристалле затухание параметриче-
ских волн возникает за счет их взаимодействия с резервуаром тепловых
спиновых волн и обусловлено процессами слияния параметрической волны
с тепловой,,

«ko + fOkj— fi>k2, ko + k i — k 2 , (3.32)

или процессом распада параметрической волны на две тепловые:

«ко = « k l -h wk2, k0 = kj + к 2 (3.33)

(шк0 — относится κ параметрической волне, со^, G)k2 — κ тепловым вол-
нам). Процессы распада разрешены только для достаточно коротких спи-
новых волн к >- ks. Величину ks можно вычислить, анализируя закон дис-
персии (2.6). Для YIG численно оказывается ks ~ 105 см'1. Декременты
затухания волн за счет этих процессов можно вычислить нри помощи кине-
тического уравнения для тепловых волн (см., например, 3 l ) . Эти декремен-
ты задаются формулами

wki — raka)6(ko-fki — к 2 ) δ (соко — cokl — ык2) dki dk2 (3.34)

для слияния,

7 к 0 = 2л Ϊ | V012 | 2 (пк1 + пк2 + 1) 6 (к0 — kt — к 2 ) б (шко — o>kl — (ок2) dki dk2

j

(3.35)
для распада.

Для вычисления линейного затухания достаточно подставить в (3.34)
и (3.35) вместо пк термодинамически равновесный спектр. Присутствие
параметрических волн приводит к некоторой зависимости пк от их уровня.
5 УФН, т. 114, вып. 4
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Этот эффект (на качественном уровне он обсуждался Шлеыаном35,
Ле-Галем, Лемайром, Сере 2 8 и другими), количественно рассмотренный
в работе *8, является причиной нелинейного затухания спиновых волн.
При вычислении величины этого эффекта необходимо учитывать, что с па-
раметрическими волнами взаимодействует лишь небольшая часть тепло-
вых волн, определяемая законами сохранения (3.32) и (3.33); изменение
n k в этой области поэтому может быть не слишком малым.

Характер нелинейного затухания существенным образом зависит
от того, какой из трехволновых механизмов релаксации преобладает.
Неожиданным является то, что в нераспадной части спектра, когда уЬо

определяется процессами слияния, дифференциальное нелинейное зату-
хание оказывается отрицательным: ByldN < О (N — число параметриче-
ских волн). Действительно, в каждом акте слияния (3.32) увеличивается
число магнонов N2 в области к 2 и уменьшается число магнонов ΛΊ в обла-
сти кх. В результате разность п^ — n t 2 и вместе с ней затухание уко, опре-
деленное выражением (3.34), уменьшается. С другой стороны, процессы
релаксации в системе тепловых магнонов стремятся вернуть эту разность
к термодинамически равновесному значению. Конкуренция этих процес-
сов определяет установившееся значение уко. Для его оценки схематиче-
ски запишем уравнения баланса:

== — yN + накачка,- _

2dt

где iVJ, Nl — термодинамически равновесные значения Νλ и JVa. В стацио-

нарном состоянии Nx — N2 = 0 и

(3.36)

Затухание параметрических волн у согласно (3.34) равно у = с (7VX — N2)·
Подставляя сюда Νχ — Ν2 из (3.36), получим

При малой амплитуде параметрических волн (cN <C Τι* у%) это выражение
упрощается:

V ̂ *Υο - ηιΛ/"ι "Πι = Тос (-π- + — ) · ( 3 · 3 8 )
\ γι Υ2 /

Вычисления показывают 48, что] по порядку величины с ж | V |2/(0к,
что совпадает с оценкой коэффициентов гамильтониана четырехволнового
взаимодействия S и Т.

Отрицательность дифференциального нелинейного затухания 'озна-
чает, что оно не уменьшает, а увеличивает амплитуду параметрически
возбуждаемых волн. Таким образом, при &0 < ks ограничение параметри-
ческой неустойчивости происходит только за счет фазового механизма.

Из формулы (3.38) следует, что коэффициент отрицательного нелиней-
ного затухания η χ пропорционален отношению затуханий параметрических
и тепловых волн γ</Υι, 2- ^ з анализа соотношений (3.32) следует, что при
k0 _^0 klt кг ->~оо и, поскольку затухание спиновых волн возрастает
с ростом к, при k<^ks влияние отрицательного нелинейного затухания
несущественно, тогда как при к0 — ks оно сравнимо по порядку величины
с эффектами фазовых взаимодействий. При к >· ks включается процесс
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распада параметрических волн, приводящий, как легко показать, к поло-
жительному нелинейному затуханию, и знак нелинейного затухания опре-
деляется копкуренцией эффектов слияния и распада. В работе 4 8 показано,
что при к > ks результирующее нелинейное затухание положительно:

у •S,

и дает вклад в ограничение амплитуды волн, сравнимый с вкладом фазо-
вого механизма.

Существует еще один механизм нелинейного затухания — слияние
двух и более параметрически возбужденных спиновых волн. Этот меха-
низм был предложен Сулом и Готлибом 3 6; он приводит к положительному
дифференциальному нелинейному затуханию. В простейшем случае слия-
ния двух волн

С -, . П , ЛТ AT \У\2 О

уко = у0 -[- \ ηκ0κοκ.' ακ0 да γο + Лз- ,̂ -/V да -—— да о.

Этот процесс, вообще говоря, может конкурировать с фазовым меха-
низмом ограничения. Он разрешен для волновых векторов к0, k'Qi больших
некоторого характерного значения кзм.
Например, если к0 и к'о лежат в плоско-
сти экватора, то

6«ех (кш1)2 = Υ<4 + ωΜ.
Заметим, однако, что для кубических

ферромагнетиков процесс слияния параме-
трических волн не играет роли вплоть до
порога рождения второй группы пар h2

при любом к. Это объясняется тем обстоя-
тельством, что первая группа волн возбу-
ждена в точности на экваторе резонансной
поверхности (Θ = π/2) и при этом коэффи-
циент ηΐίΟΐίό тождественно равен нулю
(см. 3 ι ) .

Нелинейное затухание легко вклю-
чить в схему расчетов по 5-теории; для
этого достаточно заменить у на у -f- Ύ\Ν.
Приведем графики зависимостей χ" (h2) при разных величинах и знаках
параметра i\/S (рис. 7). Отметим некоторые характерные особенности
этих кривых.

При η >- 0 возникает конечный наклон кривой χ" (h?) в точке порога,
равный FJ/η, и конечное значение χ" (со) = η ^ / η 2 -f S\t. Интересно, что
при η <С [ Su \ максимальное значение χ" не зависит от η и определяется
формулой (3.29). Нелинейное затухание влияет лишь на положение мак-
симума hm, который с ростом η сдвигается в сторону больших h: hm =

Рис. 7. Зависимости χ* от ампли-
туды яакачки с учетом нелиней-

ного затухания.
η / | δ | ——0,25 (отрицательное нелиней-
ное затухание), η/| 8\ = 0, η / | β | = 0,25
ит)/|5 | = 1 (кривые ι—4 соответствен-

но).

У 2 hx
/ \ — η. При η ^> j S1±

тонно возрастает с ростом h.
Интересно отметить, что даже при | η | < | |, η > рм

вость χ' резко уменьшается (по сравнению со случаем η = 0) в узкой обла-
сти вблизи порога и кривая χ' (К) при h = кг имеет пулевую касательную:

25 F2

восприимчивость χ" моно-

£ |, η > 0 восприимчи-

0)

при

Λ

(hV - у)

l — h. \ 2

5*
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ΰ,ίδ

од

1000 1200

Возможно, что именно это объясняет, почему в работе 4 8 не обнаружено
отличие χ' от нуля в YIG при надкритичностях, меньших 1—2 дб.

Для η <С 0 происходит жесткое возбуждение параметрических спи-
новых волн, сопровождаемое гистерезисом зависимости %" (/г2). При
Ι Ά I <С ^Ίι обратный скачок %_ составляет половину прямого χ+: %1 =

1 »= ~2 %+ = % I V#ii Ι λίπ! он происходит при амплитуде накачки h_ —
= К I 5 И | /(5 2

П + Άψκ
Явление жесткого возбуждения и гистерезис χ" было обнаружено

Ле-Галем, Лемайром и Сере 2 8 в монокристаллах YIG при ωρ = 9,8 Ггц.
Явление наблюдалось в некотором интервале полей Я 2 <С Η <С Н\, при

поле Н2 «открывались» процессы распада
и включалось положительное нелинейное
затухание, при достаточно большом поле
Нг эффект исчезал из-за малости отрица-
тельного нелинейного затухания.

Отрицательное нелинейное затухание
приводит также к характерной зависимо-
сти χ" от постоянного магнитного поля,
показанной на рис. 8 3 8. Видно резкое уве-
личение χ" при Η = Нгж Η = Н%. Функ-
ция %"(Н) обнаруживает аномалию также
вблизи значения поля Η — H3Mj при кото-
ром включается процесс слияния двух па-
раметрических волн (k = kSl). Вблизи
Η — Нзм наблюдается узкий резонансный
минимум, переходящий в резонансный мак-
симум с ростом надкритичности. Такое по-
ведение противоречит первоначальной тео-
рии Сула и Готлиба, которая предсказы-

вала резкое уменьшение восприимчивости в полях Η < Η3Λί, обусловлен-
ное включением трехмагнойного механизма слияния. Из рис. 8 видно, что
небольшой скачок (10%) наблюдается лишь при большой надкритичности.
Эти факты легко понять в рамках изложенных в этом разделе представле-
ний. При малых превышениях возбуждены только волны с θ — π/2, для
которых коэффициент У в формуле (3.34), описывающий процесс слияния,
как уже отмечалось, обращается в нуль. Небольшое размытие функции
распределения Νο, обусловленное неоднородностями и другими причина-
ми, приводит к конечному, но малому значению η 3 . Резкое увеличение η 3

происходит лишь при поле Нзм, где, как можно убедиться, интеграл
(3.40) имеет резонансный пик, связанный с сингулярностью плотности
состояний, для которых разрешен процесс слияпия. Изменение знака резо-
нансного пика объясняется тем, что при малых надкритичностях, как это
видно из рис. 7, положительное нелинейное затухание уменьшает величину
χ", а при больших надкритичностях увеличивает ее. Понятно также, что
возникновение скачка χ" при надкритичностях, больших 8 дб, связано
с рождением второй группы пар с θ Φ π/2.

4. КОЛЛЕКТИВНЫЕ ВОЗБУЖДЕНИЯ И АВТОКОЛЕБАНИЯ
НАМАГНИЧЕННОСТИ

а) С п е к т р к о л л е к т и в н ы х к о л е б а н и й . До сих пор
мы изучали стационарные состояния системы параметрических волн.
В этом разделе мы рассмотрим поведение системы при отклонениях от ста-
ционарного состояния. Для простоты вначале пренебрежем диссипацией.

Рис. 8. Экспериментальная зави-
симость χ" от постоянного внеш-
него магнитного поля (сфера YIG,

Μ || (100)).
Кривые 1—5 соответствуют надкритич-

ностям 0,5, 1, 2, 5 и 10 дб.
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Тогда гамильтониан системы $β является интегралом движения. Пусть
значение $£ в возмущенном состоянии не совпадает с его значением $£Q
в основном состоянии. Это означает, что система никогда не сможет прийти
в основное состояние и, поскольку других устойчивых стационарных состоя-
ний у нее нет, ее поведение будет существенно нестационарным. Возмож-
ны два типа такого поведения — система либо будет совершать малые коле-
бания вокруг основного состояния, либо уйдет от него далеко. Покажем,
что при параметрическом возбуждении спиновых волн осуществляются
оба типа поведения.

Имея в виду сравнение теории с экспериментом, рассмотрим кубиче-
ский ферромагнетик, намагниченный по оси (111) или (100). При надкри-
тичностях ниже второго порога спиновые волны в основном состоянии воз-
буждены в плоскости экватора.

Обозначая через а к отклонения комплексных амплитуд ск от основно-
го состояния (3.21), (3.22), выделим в гамильтониане 5-теории (3.9) часть
$£т, соответствующую основному состоянию, и части $βι1) и $βνΖ\ содер-
жащие линейные и квадратичные по а члены. Учитывая уравнения движе-
ния, убеждаемся в экстремальности энергии основного состояния:

S£a) = 0.

Квадратичная по малым возмущениям часть гамильтониана после перехода
от суммирования к интегрированию принимает такой вид:

+ Γ<?ίψι \ 7 ν ^ ΐ ( φ + φ ' 4 < ν ^ ρ < ν + κ · с - 1 ) > ( 4 Л )
где Тт- = Гкк-, 5Ф Ф ' = Г к к ' при θ = θ' = π/2, [ k | = | k' j = k0.
Переходя к фурье-компонентам

2π
1

О

и используя аксиальную симметрию

получим
со

£1ft iX\ \7 >' Г О / Τ1 ι О \ *ч г·* * I / Τ7 *-J *-J Ι ί · ί ^ \ Ί / / Ο Λ

где •)
2π

(4-3)2л

0

Гамильтониан (4.2) может быть диагонализован при помощи линейного
канонического преобразования. Диагонализация возможна, если ве-
личина

Ω 2

*) Отметим, что определение (4.3) коэффициента So совпадает с определением
коэффициента Sn/Z^ л / 2 Ξ Sn (формула (3.20)).
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В этом случае гамильтониан $£(2) может быть представлен в виде

2 ± Q m p m p - (4.4)

Из (4.4) видно, что величина

представляет собой частоту коллективных колебаний в системе спиновых
волн. При Sm (2Tm + Sm) <C 0 эта частота оказывается мнимой. Мнимость
частоты указывает на неустойчивость основного состояния относительно
возбуждения экспоненциально нарастающих колебаний (внутренняя
неустойчивость, упомянутая в разделе 3, п. 2).

Каноническое преобразование однозначно определяет знак частоты
коллективных колебаний Qm. Впрочем, этот знак может быть определен
из простых соображений. При | Г т | <ξ | Г т + 5 т | каноническое преоб-
разование является малым, поэтому знак Qm совпадает со знаком Sm + Тт.
При непрерывном увеличении Тт знак Qm сохраняется, изменение знака
может произойти лишь после обращения Qm в нуль. При этом | Тт \ =
= | Тт + Sm |, и при дальнейшем увеличении Тт имеет место неустой-
чивость. Таким образом, всегда знак Qm совпадает со знаком Тт + Sm.

Отрицательность Qm означает, что в результате возбуждения кол-
лективных колебаний энергия системы спиновых волн уменьшается.
При этом в процессе их релаксации энергия системы возрастает. Это
не противоречит закону сохранения энергии, так как система параметри-
чески возбужденных волн получает энергию от накачки.

В кубическом ферромагнетике в симметричных направлениях (111)
и (100) величины Sm и Тт могут быть вычислены. При этом оказывается,
что Qm отличны от нуля только при т = 0, ± 2. Выражения для коэффи-
циентов Sm, Tm, соответствующих этим модам, имеют такой вид 2 6:

-1), (4.6)

при М || (111),

при М |( (100),

(4.8)

где

ωΜ

Эти формулы показывают зависимость частот коллективных колебаний
от условий эксперимента: надкритичности, частоты накачки, намагничен-
ности, внешнего магнитного поля, формы образца и кристаллографической
анизотропии.

Выясним теперь, какое влияние на коллективные колебания оказы-
вает затухание спиновых волн, тем более, что величина этого затухания
ук может быть одного порядка с частотой Qm.

Линеаризуя уравнения движения (3.3) относительно возмущений а
на фоне основного состояния (3.22) и, полагая а, а* — ехр ( —iQt), полу-
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чим систему однородных по а, а* алгебраических уравнений. Условие
их разрешимости определяет частоту и затухание коллективных колебаний

Qm= - iy ± VbSm(2Tm^Sm)Nl-y*7 (4.10)

Из формулы (4.10) следует важный вывод о том, что критерий возник-
новения внутренней неустойчивости на m-й коллективной моде не зависит
от величины затухания и определяется, как и в консервативном случае,
условием

Sm&Tm + Sm)<0. (4.11)
В рамках 5-теории коллективные колебания системы параметриче-

ских спиновых волн являются пространственно-однородными. При учете
пространственной дисперсии каждой нормальной моде соответствует целая
ветвь Ωτη (κ), причем формулой (4.10) определяется ее щель. Пространст-
венно-неоднородные коллективные колебания 6R, δψ — exp [i (xr — Qmt)\
в определенном смысле аналогичны волнам второго звука. В отличие
от обычного второго звука, в газе тепловых магнонов в системе параметри-
ческих волн колеблется не только число пар п^, но и их фаза г|?к·

Спектр этих волн Qm (κ) изучен в работе 4 9. В простейшем случае,
когда κ || М,

= _ iy ± (Тт -г Sm)

тде ω" = д 2 о/Ж. Возможные варианты поведения Ω^ (κ) (при у = 0)
изображены на рис. 9. Область отрицательных значений соответствует
неустойчивости основного состояния. Отметим,
что при больших κ коллективные колебания
всегда затухают: Qm (κ) = —iy -ρ (ω"κ2/2).

б) Р е з о н а н с н о е в о з б у ж д е н и е
к о л л е к т и в н ы х к о л е б а н и й . Рас-
смотренные выше коллективные колебания па-
раметрических волн на опыте проявляются как
низкочастотные (Ω « 106 сек'1) колебания про-
дольной намагниченности Μζ. Ударное воз-
буждение этих колебаний часто можно наблю-
дать в переходном режиме после включения им-
пульса накачки.

Удобнее возбуждать коллективные коле-
бания резонансным образом, подавая на фер-
ромагнетик,' кроме поля накачки h(t) — е~шРг,
слабый сигнал Ь, || Μ с частотой, близкой к
ωρ: ω5 = ωη + Ω 2 7. Вычисления, проделанные
в работе 2 7 с помощью уравнений движения
(3.3) 5-теории, показывают, что восприимчи-
вость к слабому сигналу XQ^+Q имеет резонанс-
ный характер; имеются две частоты коллективного резонанса Ω —
= ± Ω 0 , совпадающие, как и следовало ожидать, с собственной частотой
нулевой моды Ωο в отсутствие затухания:

Рис. 9. Возможные вариан-
ты спектра коллективных

колебаний (при γ = 0).
В областях Р 2 < 0 основное'со-
стояние неустойчиво. Кривые 1,
2 соответствуют случаю ( Т т +
+ Sm) > 0, кривые 3,4 — слу-

чаю ( Г т + Sm) < 0.

Ω = 5« ( "ИГ
γ

При большой надкритичности, когда Ω̂  > γ2, форма линии близка
к лоренцовой с шириной, равной затуханию спиновых волн γ. В точках
резонанса восприимчивость равна

(4.12)
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Принципиально важно, что восприимчивость может стать отрицательной;
это соответствует не поглощению, а усилению слабого сигнала. Из фор-
мулы (4.12) следует, что поглощение происходит на частоте ωρ + Ω,
а усиление на зеркальной частоте (ωρ — Ω).

Возникновение усиления можно трактовать как следствие распадной
неустойчивости основного состояния (с «медленной» частотой, равной
нулю) на электромагнитное излучение (с медленной частотой' Ω) и кол-
лективное колебание с собственной частотой Ωο. Закон сохранения энергии
в этом процессе 0 ->-Ω + Ωο. Таким образом, усиление происходит
на частоте Ω = — Ωο, что соответствует формуле (4.12). Поглощение

на этом языке есть следствие процесса распада
слабого сигнала на основное * состояние и кол-
лективную моду с законом сохранения Ω =
- 0 + Ωο.

Экспериментально коллективный резонанс
наблюдался в работе 27. на монокристаллах
VIG. Отмечено хорошее количественное со-
гласие с теорией. В частности, эксперименталь-
ная зависимость восприимчивости к слабому
сигналу от мощности накачки (рис. 10) хорошо·
согласуется с формулой (4.12) вплоть до второго
порога (A/Aj)2 = 8 дб. Отметим также, что кол-
лективный резонанс можно использовать как
удобный и наглядный метод измерения вре-
мени релаксации спиновых волн. Измерения
показывают, что в соответствии с теорией ши-
рина линии резонансного поглощения практи-
чески не зависит от мощности накачки и хорошо
согласуется со значением у, полученным из-
величины порога параллельной накачки .

6 δ Ю

Рис. 10. Экспериментальная
зависимость восприимчиво-
сти к слабому сигналу от
мощности накачки (сфера

YIG, М||<100». в) А в т о к о л е б а н и я н а м а г н и -
ч е н н о с т и . Хорошо известно, что при па-
раметрической генерации спиновых волн ста-

ционарный режим часто не устанавливается, и намагниченность со-
вершает сложные автоколебания вокруг некоторого среднего значения.

Основные экспериментальные факты, относящиеся к автоколебаниям
и полученные для высококачественных кристаллов YIG при параллельной
накачке, заключаются в следующем 37· 50> δ 1:

1) Частоты автоколебаний намагниченности лежат в интервале от 10*
до приблизительно 107 гц (в зависимости от мощности накачки и постоян-
ного магнитного поля). При небольшом превышении порога спектр авто-
колебаний состоит из одной линии; с ростом уровня мощности происходит
увеличение числа линий и смещение их в сторону более высоких частот.
При больших превышениях над порогом спектр имеет шумовой характер.

2) Порог автоколебаний обычно весьма мал: 0,1—1 дб по отношению
к порогу параметрического возбуждения, за исключением области малых
волновых векторов (Н > Нс), где порог автоколебаний заметно увеличи-
вается. Порог также возрастает при введении в кристалл внутренних
неоднородностеи .

3) Наблюдается гигантская кристаллографическая анизотропия
свойств автоколебаний, значительно превышающая анизотропию спектра
спиновых волн. Так, интенсивность автоколебаний в YIG при ориентации
намагниченности вдоль оси <111) превышает интенсивность этих колеба-
ний вдоль оси (100) приблизительно в 100 раз.
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Вопрос о физической природе автоколебаний является одной из основ-
ных проблем в задаче о параметрическом возбуждении спиновых волн.

Для объяснения природы автоколебаний привлекались различные
гипотезы. Простейшая гипотеза 5 3 состоит в предположении о том, что
в спектре параметрически возбужденных спиновых волн присутствует
несколько дискретных частот, соответствующих собственным колебаниям
кристалла; биения между ними и приводят к появлению автоколебаний.
Эта гипотеза объясняет 5 3 ряд экспериментально наблюдаемых фактов
(зависимость частоты автоколебаний от магнитного поля и кристаллогра-
фической ориентации намагниченности), но полностью игнорирует вопрос
о зависимости частоты автоколебаний от мощности накачки и вообще
вопрос о происхождении нескольких дискретных частот. Заметим, что
^-теория предсказывает существование в стационарном состоянии только
одной частоты ωρί2.

Другая группа гипотез связана с идеей о влиянии параметрически
возбужденных волн на намагниченность (см., например, работу Грина
и Шлемана 5 4 ) . Если средняя намагниченность кристалла следует за ампли-
тудой спиновых волн с некоторым запаздыванием, то в таком кристалле
могут раскачаться автоколебания намагниченности. С этой точки зрения
написана монография Моносова 37, исходившего из феноменологических
уравнений Блоха — Бломбергена. Фактически, однако, на возникновение
автоколебаний может влиять только инерционность тепловых спиновых
волн с частотой порядка сор. Поэтому вопрос о влиянии инерционности
тепловых спиновых волн должен решаться с помощью кинетического урав-
нения для волн; в настоящее время эта задача не решена. Можно, тем
не менее, предположить, что в большинстве экспериментальных ситуаций
влиянием инерционности можно пренебречь.

В рамках ^-теории автоколебания находят естественное объяснение
как результат развития описанной в п. а) раздела 4 неустойчивости
стационарного состояния относительно возбуждения коллективных
колебаний. Если, хотя бы для одной моды (с номером яг), выполнены усло-
вия неустойчивости Sm (2Tm 4- Sm) <C 0, то в рамках 5-теории система
параметрически возбужденных спиновых волн не имеет устойчивых
стационарных состояний. При этом мыслимы две возможности —«выброс»
системы за пределы применимости ^-теории (при этом должна сильно воз-
расти амплитуда возбужденных волн) или установление колебаний вокруг
стационарного состояния. Эти колебания, если они развиваются, и наблю-
даются на опыте как автоколебания намагниченности. Из общих сообра-
жений следует ожидать, что автоколебания могут носить как регулярный,
так и хаотический характер; в последнем случае их можно трактовать как
«вторичную» турбулентность с временным масштабом, много большим
масштаба «основной» турбулентности — периода спиновых волн.

Как видно из формулы (4.10), неустойчивость стационарного состоя-
ния является чисто апериодической (Re Qm — 0), поэтому вторичная
турбулентность является сильной. Это делает крайне затруднительным
аналитическое решение вопроса о нелинейной стадии развития коллек-
тивной неустойчивости и о характере вторичной турбулентности, если
таковая возникает. Поэтому представляется целесообразным численное
моделирование вторичной турбулентности на ЭВМ. При этом расчет
реальной ситуации, например, для YIG, потребовал бы огромных затрат
машинного времени и вряд ли возможен. Это заставляет обращаться
к численному эксперименту на упрощенных моделях основного состояния.

В работе 2 6 описан численный эксперимент по возбуждению автоколе-
баний на модели «двух лучей», в которой считалось, что спиновые волны
сосредоточены при двух фиксированных углах θ1 ~ π/2 и θ 2 = π/4.
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Значения коэффициентов So и То выбирались близкими к вычислен-
ным для YIG при ориентации магнитного поля относительно оси (111)
(см. ниже), так что выполнялись условия неустойчивости нулевой моды.

Численный эксперимент показал, что в такой модели устанавливаются
автоколебания амплитуд и фаз волн на лучах (рис. 11). Зависимость часто-
ты этих автоколебаний от уровня накачки качественно согласуется с ана-
логичной зависимостью, обычно наблюдающейся в лабораторном экспе-
рименте. На модели двух лучей был, кроме того, проделан эксперимент,
моделировавший развитие коллективной неустойчивости при m =^= 0.
При этом изучался вопрос о поведении суммарной амплитуды волн
на нелинейной стадии развития этой неустойчивости, интересной потому,
что на линейной стадии изменение суммарной амплитуды не происходит.
Были выбраны лучи с вг ~ θ 2 —
= π/2, φ 2 = q̂ -f- π/2. Эксперимент
показал (рис. 12) установление режи-
ма, в котором испытывают колебания
как разность, так и сумма амплитуд
волн на лучах. Колебания суммы
амплитуд возникают из-за взаимо-
действия коллективных мод с раз-
личными т.

Таким образом, численный экс-
перимент на моделях показывает,

Рис. 11. Временная зависимость ампли-
туд пар на лучах при неустойчивости

нулевой моды.
Νι ж Να отвечают лучам с θ=π/2 и θ=π/4.

Рис. 12. Временная зависимость сум-
марной амплитуды пар на лучах при

неустойчивости моды т = 2.

что в рамках уравнений 5-теории развитие внутренней неустойчивости
основного состояния приводит к автоколебаниям. Свойства этих автоколе-
баний — зависимость частоты и спектрального состава от мощности
накачки — сопоставимы со свойствами реальных автоколебаний, наблю-
даемых в лабораторном эксперименте. Как в численном, так и в лаборатор-
ном эксперименте развитие автоколебаний не влияет существенно на сред-
ний уровень параметрически возбужденных волн. Численный экспери-
мент показывает, кроме того, что при развитии неустойчивости на нулевой
моде происходят глубокие, а при развитии неустойчивости на высших
модах — мелкие колебания суммарной амплитуды волн и вместе с ней
и наблюдаемой величины χ". Любопытно, что.возникновение автоколеба-
ний в численном эксперименте, как правило, сопровождалось уменьше-
нием среднего значения χ'. Эта закономерность наблюдается и в лабора-
торном эксперименте.

Полученные выше результаты позволяют сделать предсказание отно-
сительно того, в каких случаях автоколебания должны наблюдаться
в реальном эксперименте. Приведем значения коэффициентов Sm π Тт
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для YIG, вычисленные по формулам (4.5) —(4.8) для типичной экспери-
ментальной ситуации: Nz = 1/3 (сфера), ωρ = 9,4 Ггц, к = О (Н — Нс),
<ύΜ = 4,9 Ггц, ωα = 0,23 Ггц (комнатная температура) (табл. П).

Таблица II
Коэффициенты Sm, Tm в единицах 2ng2 для YGI

Ориентация

(100)

<111>

Го

0,28

—0,75

So

0,52

0,30

Тг = τ-г

0,11

0,05

s2

0,01
0,01

S-2

—0,36
-1,27

Видно, что не только величины, но и знаки коэффициентов зависят
от ориентации намагниченности. Подставляя табличные данные в крите-
рий неустойчивости (4.11), можно убедиться, что в «легком» направлении

-г

Рис. 13. Фазовая диаграмма для ну-
левой моды.

Области I и III соответствуют устойчивой
фазе, в области II развиваются интенсивные

автоколебания.

Рис. 14. Фазовые диаграммы для мод
m = 2 и m — —2.

В области I неустойчива мода m = 2, в об-
ласти II — мода m = —2.

(I l l ) имеется неустойчивость относительно нулевой моды, в то время как
в «трудном» направлении (100) все моды в рассмотренной ситуации устой-
чивы. На опыте при Η =• Нс в трудном направлении автоколебания дейст-
вительно отсутствуют вплоть до превышений h2 ж 6 — 7 дб, соответствую-
щих второму порогу; в «легком» же направлении наблюдаются интенсивные
автоколебания практически сразу за порогом h±

 3 ?.
Условие возникновения автоколебаний в различных эксперимен-

тальных ситуациях подробно проанализированы в работе 55, в которой
использовалось графическое представление критерия неустойчивости (4.11)
в виде фазовой диаграммы. Используя выражения для (4.5) — (4.7) для
So и То, построим на плоскости (ωρ/(οΜ) 7V20) линии So = 0 и 2Т0 -j- *$Ό =
= 0, представляющие границы области неустойчивости нулевой моды
(рис. 13). Неустойчивая «фаза» заглючела между этими кривыми. Ана-
логичным образом можно построить на плоскости (ωρ/ωΜ, Νζ2) фазовые
диаграммы, изображающие области неустойчивости мод пг = 2 и m =
= —2 (рис. 14).
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Меняя условия опыта, например, путем изменения температуры,
формы образца и т. д., можно двигать точку на фазовой диаграмме, соот-
ветствующую данной экспериментальной ситуации; при этом можно пере-
секать границы областей неустойчивости.

Обычно на опыте, в котором не приняты меры по повышению чувст-
вительности, наблюдается неустойчивость только нулевой моды, приводя-
щая к весьма интенсивным автоколебаниям намагниченности. Результаты
ряда таких экспериментов (при ωρ = 9,4 Ггц и Τ = 300 °К) в чистых
монокристаллах YIG и YIG с добавкой скандия, уменьшающей поле ани-
зотропии, сведены в табл. III .

Кристалл

№ опыта
Размагни чивающи и

фактор (Nz)
Ориентация намаг-

ниченности
Интенсивные авто-

колебания

1
0

(111)

Есть

YIG: -

2
0

(100)

Нет

* Р

3
1/3

Есть

ωΜ

4
1/3

(100)

Нет

- 0 , 0 5

5
1

(111)

Нет

6
1

<100>

Нет

7
0

(100)

Есть

Г аблица III

riG + Sc:

8
1/3

(100)

Есть

= 0,005

9
1

(100)

Нет

На фазовой диаграмме (см. рис. 13) указаны точки, изображающие1

экспериментальные ситуации, приведенные в табл. III . Видно, что интен-
сивные автоколебания наблюдаются в тех и только тех случаях, когда

изображающая точка попадает
в область неустойчивости. Инте-
ресно, что точки № 2 и № 8 ле-
жат вблизи границы неустойчи-
вости и при небольшом измене-
нии температуры пересекают
эту границу. Например, для
точки № 2 расчет показывает,
что это происходит при Τ ж
ж 330 °К, экспериментально
автоколебания возникают при
Τ ^ 360 °К.

Опыты, проведенные на ус-
тановке с повышенной чувстви-
тельностью, показали наличие
слабых автоколебаний в тех
случаях, когда теория предска-
зывает неустойчивость для моды
т — —2 и устойчивость дляРис. 15. Зависимость порога слабых автоколе-

баний от постоянного магнитного поля (сфера
YIG, М1| (100)).

моды т = 0 5 5. На рис. 15 пока-
зана зависимость порога слабых
автоколебаний от постоянного

магнитного поля в этой экспериментальной ситуации; видно, что эти
автоколебания существуют в двух интервалах магнитных полей. Воз-
никновение автоколебаний в области / объясняется естественным обра-
зом с помощью фазовой диаграммы, изображающей область неустой-
чивости т = —2 (см. рис. 14). На этой диаграмме показана тра-
ектория изображающей точки при изменении магнитного поля. Началь-
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пая точка 0, соответствующая к — О (Н = Нс), лежит в устойчи-
вой области. С уменьшением Η волновое число увеличивается и траекто-
рия 0 -^1 пересекает область устойчивости; теоретическая ширина
области неустойчивости для YIG при комнатной температуре равна 350 э.
Экспериментальная ширина области / на рис. 15 несколько меняется
от формы и размера образца в пределах 150—250 э. С понижением темпера-
туры ширина этой области уменьшается, а при температурах, меньших
275 °К область / вообще исчезает. Это объясняется увеличением анизо-
тропии и намагниченности, приводящей к перемещению начальной точки
на фазовой диаграмме вдоль линии 00 (см. рис. 14). Видно, что траекто-
рия, соответствующая изменению Η при низких температурах, вообще
не пересекает области неустойчивости моды т = —2.

Автоколебания в области 77 на рис. 15 имеют более сложную природу.
Границы этой области совпадают с интервалом полей, в котором наблю-
дается жесткое параметрическое возбуждение спиновых волн, обусловлен-
ное отрицательным нелинейным затуханием (см. раздел 5). Условия воз-
никновения этих автоколебаний проанализированы в работе 4 8 с помощью
кинетического уравнения.

В заключение надо сказать, что описанная в этом разделе простая тео-
рия автоколебаний предсказывает, что порог возникновения автоколеба-
ний ha совпадает с порогом параметрического возбуждения hu а частота
автоколебаний при h = ha равна нулю. В экспериментах же наблюдается
конечный порог автоколебаний и ненулевая начальная частота. В моно-
кристаллах YIG порог автоколебаний обычно равен 0, 1 — 1 дб, а началь-
ная частота не коррелирует с величиной порога и в зависимости от постоян-
ного магнитного поля изменяется в пределах 10*—105 гц 37· 5 1. Эти факты
могут объясняться влиянием слабого нелинейного затухания, не изменяю-
щим существенно величины χ и χ", присутствием в кристаллах случайных
неоднородностей 4 9, отсутствием точной аксиальной симметрии, обратным
влиянием образца на резонатор 5 6 и т. п. Для выяснения относительного
вклада этих механизмов необходимо дальнейшее теоретическое и экспе-
риментальное изучение автоколебаний.

5. ДРУГИЕ ПРОБЛЕМЫ ТУРБУЛЕНТНОСТИ СПИНОВЫХ ВОЛН

а) В л и я н и е с л у ч а й н ы х н е о д н о р о д н о с т е й . Опи-
санная в предыдущих разделах элементарная теория нелинейной стадии
параметрического возбуждения волн (^-теория) является лишь первым,
хотя и существенным, шагом на пути к пониманию явлений, происходящих
в реальных кристаллах при параметрическом резонансе. В настоящее
время получено уже довольно много результатов относительно влияния
на параметрическое возбуждение волн факторов, не учтенных простой
-5-теорией. Эти результаты получены при помощи иногда довольно слож-
ного формального аппарата и поэтому не могут быть изложены в нашем
обзоре с той же полнотой, что и ^-теория. Настоящий раздел посвящен
краткому изложению этих результатов, главным образом теоретических.
Экспериментальное изучение явлений, выходящих за рамки ^-теории,
только начинается.

Мы начнем с вопроса о влиянии на параметрическое возбуждение
волн случайных магнитных неоднородностей.

За редким исключением, реальные ферромагнетики содержат разного
рода магнитные неоднородности: беспорядочное распределение магнитных
ионов по узлам кристаллической решетки, примеси, немагнитные включе-
ния, шероховатости поверхности, поликристалличность и т. п. Эти неодно-
родности, как известно, приводят к эффективному процессу двухмагнон-



6 4 6 В. Е. ЗАХАРОВ, В. С. ЛЬВОВ, С. С. СТАРОБИНЕЦ

ной релаксации, при которой сохраняется частота и изменяется импульс
магнонов. Природа магнитных неоднородностей и их влияние на ширину
линии ферромагнитного резонанса исследовалась в большом числе работ
(см. например, монографию Спаркса 5 7 и работу Шлемана 5 8 ). Роль неодно-
родностей при параметрическом возбуждении спиновых волн впервые
рассматривалась Сулом 5 9 и Шлеманом 6 0 в случае нестабильности одно-
родной прецессии второго порядка. В этом случае частота однородной
прецессии совпадает с частотой параметрических спиновых волн, и спино-
вые волны, возникающие в результате двухмагнонной релаксации одно-
родной прецессии (ω0 —»-(Ok)j вовлекаются также в четырехмагнонный
параметрический процесс (2ω0 ~> (Ok + ω-k). Поэтому параметрические
волны достигают значительного уровня возбуждения и оказывают эффек-
тивное обратное влияние на однородную прецессию еще до порога неста-
бильности. Это явление приводит к «размытию» порога даже малым коли-
чеством неоднородностей.

В случае нестабильности однородной прецессии первого порядка
и для параллельной накачки параметрические спиновые волны имеют
частоту, равную половине частоты накачки, и размытие порога не проис-
ходит. Это не означает, однако, что неоднородности в этой ситуации вообще
не оказывают влияния на порог и поведение спиновых волн за порогом.

Вопросу о влиянии неоднородностей на параллельную накачку
посвящено много экспериментальных работ 6 1. Эксперименты проводились
в основном на поликристаллах. Они показали, в частности, значительное
увеличение порога при уменьшении размера зерна до величины порядка
длины параметрических волн. Для трактовки полученных результатов
обычно использовались простые представления: порог параллельной
накачки определялся по формуле

К I Ук I = Yk + Tkimp, (5.1)
гДе Yimp — декремент затухания спиновых волн, обусловленный их рас-
сеянием на границах зерен; ук — затухание, обусловленное собственными
процессами релаксации.

В монографии Спаркса 5 7 содержится критика этой точки зрения,
заключающаяся в следующем: двухмагнонные процессы- не выводят
энергию из системы параметрических волн, и поэтому условие баланса
энергии для них даже в присутствии неоднородностей имеет прежний
вид (2.22), в котором учитывается только собственное затухание ук. Влия-
ние же неоднородностей заключается в том, что нормальными модами
теперь являются не плоские волны, а некоторые их линейные комбинации,
которые и возбуждаются под действием накачки. Для вычисления порога^
очевидно, нужно усреднить условие баланса (2.22) по волнам, входящим
в состав нормальной моды, имеющей минимальный порог. В наших обо-
значениях формула Спаркса для порога имеет вид

VB\NB sin θ dQ = j yeNQ sin θ dQ. (5.2)

Она предсказывает слабую зависимость hx от концентрации неоднород-
ностей. Действительно, в предельпом случае сильно неоднородной среды
параметрические волны равномерно заполняют всю резонансную поверх-
ность (ок= ωρ/2; из (5.2) следует

hA 7 e s i n θ d& = \ Yesin θ dB. (5.3)

Подставляя для оценки γθ = const и Vb из формулы (2.26) для изотропных
ферромагнетиков, получим kt = 37/2γ, т. е. увеличение порога по отно-
шению к однородному случаю всего в 1,5 раза.



ТУРБУЛЕНТНОСТЬ СПИНОВЫХ ВОЛН 647

В работе 3 4 задача о пороге параметрического возбуждения спиновых
волн в среде со случайными неоднородностями была рассмотрена в при-
ближении γίΐηρ <ξ ω и было показано, что неоднородности не только
размывают функцию распределения пар, но и нарушают жесткие фазовые
корреляции внутри каждой пары: (скф >• (сьс_к) (черта означает
усреднение по ансамблю примесей). Это ослабляет взаимодействие спино-
вых волн с накачкой и приводит к дополнительному по сравнению с фор-
мулой Спаркса (5.2) увеличению порога. При малой концентрации приме-
сей (YimpC Υ) величина размытия Δ θ ж у — 5 , а порог

, 7 Yimp Ί V /г /\
hV ж у Η y = r m — х — . (b .4)

/ 2 Ti V '

1 r 21/2 Timp

Логарифм в этой формуле возникает из-за того, что в этом пределе боль-
шую роль играет уход энергии с экватора из-за двухмагнонного рассеяния.

При Yimp 3> γ распределение NQ, очевидно, является изотропным;
пороговая амплитуда определяется из выражения

π/2

ftjj FI-sm9de = 7Vimp. (5.5)

Таким образом, величина hx в этом случае в Уу\т^1у больше,
чем|это следует из формулы (5.3), не учитывающей разрушения фазовой
корреляции. При сравнении формул (5.4) и (5.5) с экспериментом следует
иметь в виду, что они не применимы, если размер неоднородностей много
больше длины спиновой волны.

В этой же работе 3 4 в рамках S-теории изучено также запороговое
поведение спиновых волн в ферромагнетике со случайными неоднородно-
стями. Неоднородности приводят к увеличению стационарного уровня
ограничения волн в nk̂ Yimp/v· Этот эффект также объясняется ослабле-
нием корреляции фаз в паре за счет двухмагнонного рассеяния. Что
касается величины σ ,̂ то она существенным образом не меняется, так как
условие ограничения амплитуды при большой надкритичности | ρ | <̂
<ζ kV сохраняется и в присутствии неоднородностей. Это приводит к тому,
что нелинейные восприимчивости, определяемые формулами (2.33) и (2.34),
оказываются мало чуствительными к концентрации неоднородностей.
Серьезное сравнение выводов работы 3 4 с экспериментом пока отсутствует.

б) З а р о ж д е н и е и т о н к а я с т р у к т у р а п а р а м е т -
р^и ч е с к о й т у р б у л е н т н о с т и . Во всех реальных систе-
мах присутствуют тепловые флуктуации, и представляет большой интерес
исследование вопроса об их поведении при параметрическом возбуждении
волн. Очевидно, что при приближении к порогу неустойчивости уровень
флуктуации в системе возрастает. За порогом неустойчивости возможны,
по крайней мере, два случая: либо флуктуации в области к-пространства,
близкой к волновому вектору неустойчивости к0, вырастают до макроско-
пического уровня — в этом случае возникает пакет волн с некоторой
шириной κ, либо устанавливается сингулярный по к режим, а флук-
туации остаются замороженными на некотором уровне. Возникновение
сингулярного режима можно сравнить с фазовым переходом второго
рода, например, с конденсацией бозе-газа или с переходом в сверхпрово-
дящее состояние.

Фазовый переход представляет собой перестройку состояпия системы,
обусловленную ее неустойчивостью при Τ < Тг, где Тг — температура



6 4 8 В. Е. ЗАХАРОВ, В. С. ЛЬВОВ, С. С, СТАРОБИНЕЦ

перехода. При этом в системе возникает дальний порядок, причем параметр
упорядочения зависит от температуры как]Л7\ — Т. При установлении
стационарного спектра в виде одной ангулярнои пары волн на фоне флук-
туации также возникает дальний порядок — фазовая когерентность
волн, входящих в пару. Продолжая аналогию с фазовым переходом,
можно сопоставить амплитуду пары с параметром упорядочения, темпера-
ТУРУ с мощностью накачки. Вблизи фазового перехода флуктуации также
происходит сильное возрастание флуктуации, и именно, поведение флук-
туации при Τ —>• Тх определяет, происходит или не происходит фазовый
переход.

Опишем поведение флуктуации при параметрическом возбуждении
волн. Далеко до порога возбуждения (hFk -< ук) флуктуации можно опи-
сывать в линейном приближении. Под действием поля накачки возникает
отклонение функции распределения волн гск от термодинамически равно-
весного значения п^:

I hVk I
2

Аик = И к - | * = И к [ а к _ ( т р / 2 ) ] а + ^ , (5.6)

где

vi = Ti-|AF k | · . (5·7)
Формулу (5.6) можно трактовать как резонансный отклик системы, нахо-
дящейся в условиях параметрической накачки, на случайную ланжевенов-
скую силу, характеризующую взаимодействие системы с термостатом.
Таким образом, под действием накачки и случайной силы образуется
пакет волн с максимумом при cot = ωρ/2 и шириной по собственным
частотам, равной vk. Видно, что при hV^ -*-уь ширина распределения
Vk —»-0, а интегральная интенсивность флуктуации, распространяющихся
в данном направлении, растет как VQ1 (VQ — значение Vt на резонансной
поверхности).

Поведение флуктуации вблизи порога и при hV^ ̂ > Vk должно описы-
ваться нелинейными уравнениями. В работе 6 2 показано, что характер
«фазового перехода» существенно зависит от величины б — размерности
распределения nt в основном состоянии 5-теории. При б — 0 волны рас-
положены в паре точек, при δ = 1 на линии (этот случай обычно реали-
зуется в изотропных ферромагнетиках) и при 6 = 2 на поверхности
в к-пространстве.

Возникшее при к^>Кг сингулярное распределение параметрических
волн изменяет декремент затухания флуктуации в окрестности резонанс-
ной поверхности. Оказывается, что в приближении диагонального гамиль-
тониана интенсивность флуктуации по-прежнему определяется форму-
лой (5.6), где Шк теперь переходит в йк и hV^ в i \ . В линейном прибли-
жении по флуктуациям можно не учитывать их вклад в перенормировку
частоты и накачки. Тогда ясно, что VQ = О в тех точках резонансной
поверхности, где отличны от нуля амплитуды параметрических волн.
В окрестности этих точек

где Vg — групповая скорость, xj_ и Хц — отклонения волнового вектора
к соответственно поперек и вдоль резонансной поверхности.

Размытие сингулярного распределения происходит, очевидно, в слу-
чаях б = 2;1, когда интегральная интенсивность флуктуации, опреде-
ляемых формулой (5.8), обращается в бесконечность. Тогда эта формула
не справедлива и нужно учитывать вклад флуктуации в самосогласован-
ную накачку и перенормировку частоты.
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При 6 = 2 интеграл расходится как 1/хц. Вычисления показывают 62,
что при этом устанавливается лоренцовское распределение п^7 ширина
которого ν — щУg уменьшается с ростом надкритичности. В точке порога
ν = У ξ у, где ξ = (2л)2 klSrikVg1 — малый параметр, характеризующий
влияние тепловых флуктуации; по порядку величины ξ да (Zko) («г-1 ~

~ 1Q-2 — Ю~3. Здесь I — постоянная решетки, Тс — температура Кюри.
При не слишком малых превышениях к — hx ^> h-ff

ν £ hi

При 6 = 1 расходимость тепловых флуктуации носит логарифмиче-
ский характер и ширина распределения ν имеет экспоненциальную
малость 6 2. Интегральная интенсивность флуктуации является конечной
для одной пары (6 = 0), и только в этом случае можно надеяться на воз-
никновение сингулярного по к состояния в присутствии тепловых флук-
туации. Однако исследования показывают 6 2 ' 63, что эти надежды не оправ-
дываются, так как основное состояние, как правило, является неустой-
чивым по отношению к возбуждению пространственно-неоднородных
коллективных колебаний. Нелинейная стадия развития этой неустойчи-
вости будет описапа в следующем пункте.

Необходимо сказать, что наряду с уширепием по к функция распреде-
ления параметрических волн может иметь конечную спектральную шири-
ну Δω. В приближении диагонального гамильтониана 3 3

Αω .
Υ

Многочастотный характер параметрической турбулентности есть следствие
того, что ланжевеновская случайная сила, откликом на которую, в сущ-
ности, и являются параметрические волны, имеет широкий спектр частот.
Однако все это справедливо лишь до тех пор, пока можно не учитывать
отброшенные недиагональные члены гамильтониана, которые, как пока-
зано в работе 33, приводят к существенному изменению спектра случайной
силы. А именно, кроме ланжевеновской случайной силы Д, (к) с белым спек-
тром, возникает дополнительная случайная сила /̂  (к, ω) с узким спект-
ром шириной порядка спектральной ширины пакета параметрических

волн Δω и максимумом на частоте -̂ - ; ее квадрат амплитуды пропорцио-
нален SN3/A(U (TV — интегральная интенсивность параметрических волн).
При некоторой критической амплитуде накачки

величина «собственно» шума fs сравнивается с величиной теплового шума
fL. При h ^h* система параметрических волн становится неустойчивой
относительно «схлопывания» их спектра частот. Действительно, случай-
ное уменьшение спектральной ширины пакета Δω вызывает сужение
спектра случайной силы fs и рост ее амплитуды. Это усиливает уменьше-
ние Δω, в результате чего сила / s становится еще более «узкой и интенсив-
ной» и т. д. Процесс сужения продолжается до тех пор, пока ширины рас-
пределений параметрических волн и спектра собственного шума не обра-
тятся в нуль. Рассмотренный процесс не может идти в сторону уширения
этих распределений, так как этому препятствует резонансный характер
действия накачдш.
6 УФН, т. 114, вып. 4
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Таким образом, при h — h* возникает явление типа фазового пере-
хода — выпадение «конденсата»: на фоне описанной выше многочастотной
параметрической турбулентности возникает новый пакет волн с тем же
разбросом по к, но колеблющийся на строго фиксированной частоте

-~. Исследование характера этого перехода представляется сложной

задачей. Не исключено, что возникает фазовый переход первого рода,
близкий ко второму, т. е. при h = h* одночастотная турбулентность воз-
никает скачком, но величина этого скачка мала. При h >* k* амплитуда
одночастотной части турбулентности 7VS увеличивается и быстро выходит
на асимптотику, даваемую 5-теорией:

SNS ж Vh?V2 ~ γ2,

а многочастотная часть быстро уменьшается и может рассматриваться
как флуктуации на фоне одночастотной турбулентности. Спектральная
ширина этих флуктуации оказывается порядка

А ν 2 / у h* — hl \2/3
V r V k0Vg h\ }

Здесь ν — ширина распределения по собственным частотам как много-
частотной, так и одночастотной частей турбулентности.

Кроме флуктуации на частотах, близких к ~£, существуют также-

флуктуации, обусловленные термическим возбуждением коллективных
колебаний (см. п. а) раздела 4) и лежащие в области частот, отстоящих

от —• на величину порядка SNs Э* ^ ω ·

Описанная здесь картина зарождения одночастотной турбулентности
относится лишь к случаю, когда основное состояние устойчиво по отно-
шению к возбуждению коллективных колебаний. В противном случае,
как известно, возникают автоколебания, которые могут рассматриваться
как гигантские флуктуации, разрушающие одночастотную турбулент-
ность и приводящие к сильной многочастотной турбулентности со спек-
тральной шириной порядка SNg, совпадающей с шириной возбужденной.
в k-пространстве области.

в) С и л ь н а я т у р б у л е н т н о с т ь и с а м о ф о к у с и -
р о в к а у з к и х п а к е т о в п а р а м е т р и ч е с к и х в о л н .
В этом пункте мы рассмотрим ситуацию, когда порог возбуждения
минимален для единственной пары волн. Так происходит, например, при
накачке спиновых волн однородной прецессией в случае нестабильности
второго порядка (2шк = 2ωρ) и при параллельной накачке в одноосных
ферромагнетиках с анизотропией типа «легкая плоскость». Как следует
из S-теории (см. 2 0), в этом случае при надкритичностях, меньших второго-
порога, будет возбуждена монохроматическая стоячая волна, когерент-
ная на размере всего кристалла. Такую волну можно использовать для
усиления и возбуждения гиперзвука, для модуляции света и т. п. Однако
для реализации одномодового режима необходимо прежде всего, чтобы
он был устойчивым. В нераспадной части спектра основными процессами,
приводящими к неустойчивости, являются четырехволновые процес-
сы в2> в з :

2w±ke = ω ± ΐ £ 0 + κ + «±ко_и, (5.9)

«ke 4- ω-ke = ωΐίο+κ + ^ 0 _ х . (5.10)
Процесс (5.10) описывает взаимодействие пар и соответствует диагональ-
ному гамильтониану (3.1). Процесс (5.9) описывает неустойчивость одной



ТУРБУЛЕНТНОСТЬ СПИНОВЫХ ВОЛН 651

волны и ранее не учитывался на том основании, что в случае большого
числа волн он имеет высокий порог из-за хаотизацпи индивидуальных фаз.

Инкремент неустойчивости процессов (5.9) и (5.J0) существенно зави-
сит от знаков коэффициентов гамильтониана S, Т. Для устойчивости
при малых κ требуется S > 0 и Τ > 0. Однако даже при соблюдении
этих условий могут оказаться неустойчивыми возмущения с κ Αί κ0, где

~y2. (5.11)

Для устойчивости при этих κ необходимо дополнительно выполнить
требование 0 <С hV — у ^ γ (γ/ω)2 (S/TY, выделяющее очень узкий
интервал интенсивностей накачки h.

Нелинейная стадия развития неустойчивости одной пары изучалась
в работах 64' 6 5. Принципиальной особенностью этой задачи является
узость возбуждаемых в k-пространстве пакетов волн, что позволило сфор-
мулировать ее на языке волн огибающих. Простейшим вариантом нели-
нейного поведения системы является ее переход в одно из стационарных
состояний, представляющих собой покоящуюся или движущуюся с постоян-
ной скоростью периодическую волну модуляции А (г — \t). Исследова-
ние устойчивости таких волн с малой глубиной модуляции дает основание
полагать, что все стационарные состояния неустойчивы и поэтому нели-
нейное поведение системы будет существенно нестационарным. Такое
состояние является сильно турбулентным; его можно представить как
стохастическую суперпозицию волн огибающих, распространяющихся
в основном в направлении, перпендикулярном к к0. Глубина модуляции
порядка единицы, а характерная длина волны ~ 1/Ио· Средний уровень
возникающей турбулентности оказывается порядка амплитуды пары
в 5-теории. Картина модуляции существенно меняется за время порядка

MY(hVf - у2.
На фоне этой турбулентности разыгрывается интересное явление —

коллапс огибающих стоячей волны. Оказывается, что глубокие модуля-
ции А (г, t) не рассасываются, а стягиваются таким образом, что амплитуда
в центре пакета быстро возрастает и ограничивается нелинейным затуха-
нием на уровне, значительно превышающем средний уровень турбулентно-
сти. Это явление можно сравнить с самофокусировкой света в нелинейной
среде, приводящей в ряде случаев к схлопьтванию пучка за конечное
время 6В· 67.

Вычисления на ЭВМ показывают G5, что при малых надкритичиостях
схлошдвающиеся области практически не образуются, а при h ^ 3/ц
коллапсирует почти каждый максимум амплитуды. Диссипация энергии
в коллапсах приводит к эффективному нелинейному затуханию у (JV) ЛИ
ж у + Ύ\Ν, η Λί I S |.

Перспективным методом экспериментального изучения сильной
турбулентности является измерение спектральной плотности электромаг-
нитного излучения ферромагнетика на частотах, близких к ωρ и ωρ'2,
В отсутствие коллапсов спектральная ширина изучения ~ ]/ (hV)2 — γ2:
появление коллапсов сопровождается значительным уширением спектра
излучения, по которому их, по-видимому, удобно регистрировать.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результаты, изложенные в обзоре, показывают, что к настоящему
времени достигнут значительный прогресс в понимании явлений, проис-
ходящих в ферромагнетиках при параллельной накачке спиновых волн.
Физические представления, выработанные при изучении этих явлений
применимы к ряду других родственных проблем.

6*
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Прежде всего это относится к нелинейным явлениям при «поперечной»
накачке спиновых волн, т. е. при параметрическом возбуждении спино-
вых волн однородной прецессией намагниченности. В простейшем случае
нестабильности первого порядка при ферромагнитном резонансе (соо &
ж ωρ = 2(Ok) основным нелинейным механизмом является обратное
влияние спиновых волн на однородную прецессию 2 2.

Вдали от резонанса явления при поперечной накачке в значительной
мере похожи на явления при параллельной накачке. В работе 2 2 показано,
что взаимодействие волн друг с другом существенно уже при небольших
надкритичностях. Важную роль здесь играют все три рассмотренных
выше (см. п. д) раздела 3) механизма нелинейного затухания. В этой обла-
сти получено большое число экспериментальных результатов, однако их
детальное количественное сравнение с теорией затрудняется различными
усложняющими обстоятельствами.

В частности, уже в линейном приближении вследствие зависимости у
от θ и | к | труден вопрос о том, какие волны возбуждаются в первую
очередь.

Для нестабильности второго порядка, ω0 Λί ω ρ = ω ,̂ кроме перечис-
ленных факторов, весьма существенную роль играет двухмагнонное рас-
сеяние, которое нужно учитывать одновременно с взаимодействием пар.
При больших превышениях над порогом здесь наблюдаются пока непонят-
ные явления — например, «провал» на резонансной кривой 68.

Явления при параметрическом возбуждении спиновых волн в анти-
ферромагнетиках в принципе богаче из-за наличия нескольких ветвей
спектра.

Наибольший интерес представляют кубические антиферромагнетики
со слабой анизотропией и одноосные типа «легкая плоскость», исследован-
ные Сиви 69, Боровиком-Романовым и Прозоровой70, Ожогиным 7 \
В работах 72> 7 3 показано, что все представления б'-теории в полной мере
применимы и к антиферромагнетикам. Интерпретация результатов экспе-
римента затрудняется тем, что в типичной экспериментальной ситуации
в антиферромагнетиках большую роль играют дефекты 7 3.

Интересный и важный круг задач связан с изучением параметриче-
ского возбуждения волн в средах крупномасштабными (по сравнению
с длиной волны) не од нор од н остями. В этом случае имеется дополнитель-
ный «линейный» механизм ограничения за счет выноса энергии в области
с более высоким порогом. Этот механизм детально изучен применительно
к волнам в плазме 7 4. Необходимо отметить также интересное явление
параметрического эха, наблюдаемое при поперечной накачке в слабо неод-
нородном ферромагнетике. Качественное объяснение этого явления дано
в работе 7б. Интересно выяснить роль взаимодействия волн при мощных
коротких импульсах накачки. Изучение этого круга вопросов, по-види-
мому, может иметь практический выход (усилители, линии задержки
с усилением и другие устройства для обработки импульсов).

Изложенная в настоящем обзоре теория имеет значение, выходящее
за рамки проблем ферромагнетизма, и является, в сущности, общей
теорией параметрического возбуждения волн в нелинейных средах с нерас-
падным спектром. В частности она применима к некоторым задачам физики
плазмы 76, ее можно использовать также для изучения параметрического
возбуждения волн на поверхности жидкости. Можно высказать надежду,
что эта теория отражает многие существенные черты турбулентности,
устанавливающейся в неустойчивой непрерывной среде при не слишком
большой над критичности.

Институт теоретической физики им. Л. Д. Ландау АН СССР,
Черноголовка (Московская обл.)
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