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ВВЕДЕНИЕ

Первые наблюдения, от которых берет свое начало электродинамика
движущихся сред, появились в первой половине XVIII века, задолго
до того, как была создана Максвелловская электродинамика.

В 1675 г. датский астроном О. Рёмер при наблюдении спутников Юпи-
тера обнаружил, что время между двумя последующими их затмениями
возрастает при удалении Юпитера от Земли и уменьшается, если Юпитер
приближается к Земле. Из этого факта Рёмер сделал вывод о конечности
скорости распространения света, а по данным наблюдений сумел опреде-
лить величину этой скорости 214 000 км/сек, довольно близкую (если учесть
сравнительно низкую точность измерений) к принятому ныне ее значению.

В 1725 г. профессор Оксфордского университета астроном Дж. Брэдли
обнаружил эффект аберрации, а через три года дал правильное его объяс-
нение. Объяснение было основано как на конечности скорости распростра-
нения света, так и на учете движения Земли. Для аберрационного угла
из объяснения Брэдли получилась величина порядка vie, где ν — скорость
Земли, с — скорость света.

В 1842 г. профессор Пражского университета X. Долплер теоретиче-
ски рассмотрел вопрос о том, какое влияние оказывает движение источни-
ка или наблюдателя на воспринимаемую частоту света. Предсказанный
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Допплером эффект был в последующие годы подтвержден в целом ряде-
экспериментальных исследований.

В первой половине XIX века появляются экспериментальные иссле-
дования, ставившие целью выяснить, каким образом движение среды
влияет на законы распространения света в этой среде. В1851 г. А. физо впер-
вые экспериментально измерил скорость света в движущейся воде и под-
твердил выводы, к которым ранее в 1818 г. пришел О. Френель при теоре-
тическом рассмотрении распространения света в медленно движущейся
среде. Отметим, что рассмотрение Френеля было проведено на основе меха-
нической модели распространения света в упругой среде — эфире.

Современные уравнения электромагнитного поля были сформулиро-
ваны Дж. Максвеллом во второй половине XIX века. Эти уравнения
явились той основой, на которой строилось все дальнейшее развитие тео-
рии электромагнитных явлений в вакууме и в сплошных средах. В частно-
сти, электронная теория Г. А. Лоренца 1 явилась известным завершением
классической теории электромагнитного поля в сплошных средах.

В 1890 г. Г. Герц предпринял попытку описать электромагнитные-
явления в движущихся средах на основе электродинамики Максвелла,
Однако уравнения Герца были получены из уравнений Максвелла для
покоящихся сред с помощью преобразования Галилея, и поэтому, как
мы теперь знаем, они были справедливы только для медленно движущихся
сред (если опустить то обстоятельство, что Герц измерял скорость среды
относительно неподвижного эфира) 5 0.

В конце XIX века был выполнен ряд экспериментов, ставящих целью
изучение электромагнитных явлений в движущихся средах. В опытах
Г. Роуланда, В. Рентгена, А. Эйхенвальда и Г. Вильсона было показано,
что движение поляризованного диэлектрика приводит к появлению элек-
трических токов и намагничению образца и, наоборот, движение магнетика
приводит к появлению электрической поляризации и электрического заря-
да 3 · 5 · 6 . С современной точки зрения этот результат неудивителен и легко
объясняется преобразованиями Лоренца для полей и токов, а также
видом материальных уравнений в движущихся средах.

Важное значение по измерению скорости света в движущейся системе
отсчета имел опыт А. Майкельсона, выполненный более чем за 20 лет до со-
здания А, Эйнштейном специальной теории относительности 2. Однако,,
по-видимому, результаты этого опыта не оказали решающего влияния
на Эйнштейна.

Появление в 1905 г. специальной теории относительности положило
конец поискам неподвижного эфира и вообще изгнало из теории преимуще-
ственную систему координат. На этой основе эффект Допплера и аберрация
света в пустоте получили физически ясное объяснение, принимающее
во внимание только относительное движение источника и приемника.
Уравнения Максвелла для поля в пустоте вошли в теорию относительности
без всякого изменения — это был первый пример релятивистски-инвари-
антных уравнений. Теория относительности в сочетании с уравнениями
Максвелла явилась надежным фундаментом для электродинамики движу-
щихся сред. Действительно, уравнения для электромагнитного поля в дви-
жущейся среде могут быть выведены двумя способами. С одной стороны,
они могут быть получены усреднением микроскопических уравнений элек-
тронной теории, когда у всех частиц, составляющих среду, имеется ско-
рость упорядоченного движения. С другой стороны, уравнения макроскопи-
ческого электромагнитного поля в движущейся среде могут быть получены
с помощью преобразований Лоренца из известных уравнений поля для
покоящейся среды. По второму пути пошел Г. Минковский, показавший,
что из уравнений Максвелла для покоящихся сред и принципа относитель-
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ности однозначно следуют уравнения электромагнитного поля для движу-
щихся сред 3.

Приведенный нами краткий исторический обзор отнюдь не претендует
на полноту, и желающие ознакомиться подробнее с историей вопроса могут
это сделать по книгам Франкфурта и Френка 4.

Исходные уравнения электродинамики движущихся сред, полученные
Минковским полвека назад, позволяют дать полное описание электро-
магнитного поля в среде, движущейся равномерно и с произвольной ско-
ростью *). Экспериментальная проверка теории ограничивалась, как пра-
вило, исследованием эффектов первого порядка по и/с, где и — скорость
переноса среды, а с — скорость света в вакууме. Это объяснялось тем, что
в первые годы после создания теории достижимые скорости движения сред
в лабораторных условиях были настолько малы в сравнении со скоростью
света в пустоте, что об измерении эффектов второго или более высокого
порядка по и/с нечего было и думать. Не случайно, например, в класси-
ческих учебниках Беккера «Электронная теория» 5 и Тамма «Основы тео-
рии электричества» 6 изложение электродинамики движущихся сред огра-
ничивается только рассмотрением медленно движущихся сред. По-види-
мому, именно ограниченными возможностями опыта и объясняется тот
факт, что в течение нескольких десятков лет (примерно с 1920 г.) число
экспериментальных и теоретических исследований, посвященных электро-
динамике движущихся сред, было незначительным.

Начиная примерно с середины 50-х годов положение существенно
изменилось, и снова возрос интерес к электромагнитным явлениям в дви-
жущихся средах. Объясняется это двумя причинами. Во-первых, возросли
экспериментально достижимые значения скорости среды. Например, на-
сильноточных ускорителях плазмы можно сейчас получать макроскопи-
ческие сгустки плазмы, движущиеся как целое со скоростями 108 см/сек-
и выше 7. Кроме того, стало возможным получение плотных пучков,
быстрых электронов. Взаимодействие таких объектов с электромагнитны-
ми волнами в некоторых случаях может быть описано с помощью элек-
тродинамики движущихся сред. При этом достижимые скорости таковы,
что становится возможным наблюдение эффектов более высокого порядка
по и/с. Во-вторых, следует подчеркнуть, что отношение скорости движе-*
ния среды к скорости света в вакууме не всегда является параметром,
определяющим, по сути дела, релятивистские эффекты. Дело в том, что
существуют так называемые замедляющие системы, в которых скорость
распространения электромагнитных волн может быть существенно меньше
скорости света в вакууме. Примером таких замедляющих систем является
волновод, частично заполненный диэлектриком, цепочка связанных резо-
наторов, спиральный волновод и т. п. Обозначим скорость распростране-
ния электромагнитных волн в таких системах через с'. Тогда параметром,
определяющим релятивистские эффекты движения среды в таких системах,
является не и/с, а и/с'. Последняя величина может быть сделана близкой
к единице даже при малых скоростях движения среды и.

Указанные возможности, вызванные к жизни развитием физики в по-
следнее десятилетие, снова привлекли внимание к различным вопросам
электродинамики движущихся сред. За последнее время появилось зна-
чительное количество теоретических и экспериментальных работ, посвя-
щенных как дальнейшему развитию теории, так и исследованию возмож-
ностей практического применения. Здесь следует указать на ряд возможных

*) Мы здесь не рассматриваем важного вопроса о виде уравнений электромагнит-
ного поля в средах, скорость движения которых зависит от координат и времени (см.
конец гл. 1).

1*
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практических применений релятивистских эффектов, таких, как умноже-
ние частоты и усиление электромагнитной волны при отражении ее от дви-
жущейся границы, диагностика движущихся сред по их взаимодействию
с электромагнитными волнами, исследование конвективных неустойчиво-
стей в системах типа плазма — пучок и т. д. Немалый интерес представляет
также рассмотрение и некоторых нерелятивистских эффектов, например,
явлений генерации, отражения и преломления волн при наличии движу-
щихся слоев ионосферы.

Большое количество исследований по электродинамике движущихся
сред, опубликованных за последние годы в советских и зарубежных
журналах, делает своевременной попытку рассмотреть то развитие,
которое получила электродинамика движущихся сред, сопоставить и
критически проанализировать результаты, полученные различными ав-
торами.

Если говорить о том новом, что внесено за последние годы в развитие
электродинамики движущихся сред, то следует прежде всего отметить, что
большое признание и распространение получил метод формулировки основ-
ных уравнений, предложенный в 1924 г. Мандельштамом и Таммом 8.
Этот метод значительно упрощает решение уравнений электродинамики
движущихся сред, так как позволяет ввести потенциалы поля. В связи
с этим первая половина обзора посвящена изложению указанного метода
для случая изотропных движущихся сред (т. е. сред, изотропных в системе
покоя). Изложение ведется с учетом дисперсии, как частотной, так и про-
странственной. Рассмотрены особенности распространения свободных
электромагнитных волн в движущейся среде, приведены выражения для
групповой и фазовой, скоростей, а также для показателя преломления волн
в движущейся среде в зависимости от направления распространения волн,
скорости движения среды и других параметров. На основе метода Ман-
дельштама — Тамма рассматривается также поле в движущейся среде
при наличии заданных источников. Как известно, в этом случае поле
в среде может быть выражено через функцию Грина. Обсуждаются так
называемые «принципы излучения», т. е. способы выделения таких реше-
ний, которые удовлетворяют определенным физическим условиям. При-
водятся выражения для функции Грина в движущейся изотропной среде
При наличии дисперсии и в пренебрежении дисперсией. Полученные выра-
жения позволяют определить поле любого заданного источника в движу-
щейся среде, например, поле покоящегося заряда, поле диполя (стати-
ческого и переменного), поле движущихся зарядов и диполей (эффект
Допплера, потенциалы Льенара — Вихерта и излучение Вавилова —
Черенкова в движущейся среде) *) и т. п. Однако требования к объему
настоящего обзора не позволили нам рассмотреть эти задачи, и мы огра-
ничились только вычислением функции Грина. Не включены в обзор
также весьма интересные задачи, касающиеся отражения и преломления
волн на границах раздела с движущимися средами. Авторы надеются рас-
смотреть эти вопросы в дальнейшем.

При составлении списка литературы мы использовали указатель,
составленный Глуцюком 9, которому мы выражаем свою признательность
Мы не касались вопроса о виде тензора энергии-импульса в движущейся
среде. Желающие ознакомиться с состоянием вопроса могут это сделать
по обзорам Скобельцына 1 0 и Гинзбурга u и по приведенной в них литера-
туре. В этих обзорах, правда, не рассматриваются движущиеся среды.
Но обсуждаемые там выражения для тензора энергии-импульса в покоя-

*) Поля покоящегося точечного заряда и магнитного диполя, а также потенциа-
лы Льенара — Вихерта приведены в Приложении (стр. 601).
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щейся среде легко могут быть переписаны для движущейся среды с помо-
щью релятивистских преобразований. Мы благодарны В. Л. Гинзбургу,
прочитавшему рукопись обзора и сделавшему ряд существенных заме-
чаний.

1. УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА
И МАТЕРИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ МИНКОВСКОГО

В этом разделе мы приведем основные уравнения электродинамики
движущихся сред, сформулированные еще Минковским. Они понадобят-
ся нам для дальнейшего изложения. Более подробно с теорией можно
ознакомиться как по оригинальной работе Минковского 1 2, так и по из-
вестным и ставшими уже классическими учебникам 3 - 5 - 6 ' 1 3 .

Электромагнитное поле в движущихся средах формально описывается
теми же уравнениями Максвелла, что и в покоящейся среде:

rotH = τ—-] 3' r o t E = « г , ,. Λ.
с dt ' с •" с Ы (1-1)
divD = 4jtp, divB-=0;

здесь под величинами Ε и Η понимаются электрическое и магнитное ноля,
а под D и В — электрическая и магнитная индукции в движущейся среде,
ρ и з — плотность сторонних зарядов и токов в этой среде.

Система уравнений (1.1) должна быть дополнена материальными
уравнениями, выражающими связь между полями и индукциями. Эти
уравнения для движущейся изотропной среды были предложены Мни-
ковским 1 2 и носят его имя. Рассмотрим среду, которая в системе покоя
изотропна. Если скорость переноса среды есть и, то уравнения Мпнков-
ского имеют вид

В+[Е, Η = μ(Η+[η,^]).
В этих формулах ε и μ — диэлектрическая п магнитная проницаемости
покоящейся среды. Соотношения (1.2) были получены Минковским из из-
вестных соотношений между индукцией и полем в покоящейся изотропной
среде путем преобразований Лоренца.

Сисаема уравнений (1.1) с материальными уравнениями (1.2) является
полной и достаточной для решения задач в безграничной изотропной дви-
жущейся среде. Если в движущейся среде имеется граница раздела, то
систему уравнений (1.1) и (1.2) следует дополнить граничными условиями,
которым должны удовлетворять поля и индукции. Рассмотрим границу
раздела двух сред, движущуюся со скоростью ν. Поля по одну сторону
границы будем обозначать индексом 1, а по другую сторону — индексом 2.
Тогда на границе между ними должны выполняться следующие соотноше-
ния 3>1 3:

[n, Ea-Eil^^Ba-Bi),

(1-3)
I H H ] ^ D D )

где η — нормаль к границе раздела, a vn — проекция скорости границы
раздела на эту нормаль.

Из этих граничных условий видно, что если граница раздела пере-
мещается только в своей плоскости, то граничные условия имеют такой
же вид, как и для покоящейся границы.
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Подчеркнем, что в соотношении (1.3) величина νη является скоростью
переноса границы раздела, а не скоростью движения сред по обе стороны
от нее. В принципе все три величины — скорость среды по одну сторону
от границы раздела и ъ скорость границы раздела ν и скорость среды по
по другую сторону от границы и 2 — могут быть различны.

Отметим, что при выводе формул (1.3) предполагалось отсутствие
поверхностных токов и зарядов на движущейся границе раздела.

Следует иметь в виду, что для получения граничных условий на по-
верхности раздела нужно эту поверхность рассматривать как предельный
случай переходного слоя конечной толщины. Поэтому, вообще говоря,
характер решений может зависеть от структуры переходного слоя 1 4>1 б.

Предыдущие формулы справедливы в случае, когда свойства среды
в системе покоя не зависят явно от координат и времени, т. е. среда являет-
ся стационарной и пространственно-однородной, и, кроме того, скорость
переноса среды и также не зависит от координат и времени. В общем слу-
чае, когда скорость движения среды и ее преломляющие свойства являют-
ся произвольными функциями координат и времени, рассмотрение задачи
резко усложняется. Можно указать на два предельных случая, когда это
рассмотрение может быть проведено достаточно просто.

Если масштаб неоднородности, характеризующий изменение свойств
среды (например, расстояние, на котором существенно меняется скорость
переноса среды и ее преломляющие свойства, или время, за которое суще-
ственно меняются эти параметры), много больше соответствующих вели-
чин, характеризующих электромагнитную волну (длина волны или ее
период колебаний), то материальные уравнения могут быть получены мето-
дом разложения по малому параметру (отношение масштаба неоднородно-
сти волны к масштабу неоднородности среды). В этом случае в материаль-
ные уравнения входят не только сами параметры среды, но и их производ-
ные по координатам и времени 16~19.

Во втором предельном случае, когда свойства среды сильно меняются
в пространстве и (или) во времени, т. е. за период колебаний или на длине
волны свойства среды (показатель преломления, скорость переноса и т. п.).
меняются существенным образом, можно воспользоваться материальными
уравнениями для стационарных и однородных сред, а неоднородность
учитывать с помощью соответствующих «граничных» условий (см. форму-
лы (1.3), а также работы 20~22, где ставятся условия на временном скачке).

2. ТЕНЗОРНАЯ ФОРМА УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА
В ДВИЖУЩЕЙСЯ СРЕДЕ

Запись уравнений Максвелла в тензорной форме использовалась
главным образом для доказательства релятивистской инвариантности
электродинамики движущихся сред. Нам она потребуется в дальнейшем
для введения четырехмерных потенциалов электромагнитного поля в дви-
жущихся средах.

Следуя Минковскому, составим два тензора
/О Вг —В„ —ίΕχ\

π 1 —Β 7 0 Βγ —ίΕ,, \ /О П
Fih=\ ъ _ я π _ , / < 2 Л >

-iDy

f - в

ϋ

— Ηζ

Ну
Μχ

Βζ

0

"" Βχ

Ηζ

0

iDv

-By

0
--ίΕ

нх0

iDz
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Компонентами тензора Fih являются составляющие электрического поля
и магнитной индукции, а компонентами тензора Н^ — составляющие
магнитного поля и электрической индукции.

С помощью введенных тензоров первые два уравнения системы (1.1)
(первую пару уравнений Максвелла) можно записать в виде

dHik = 4л . <2 з)

где ji — четырехмерный вектор тока с компонентами jx, jy, jz и icp, а че-
тырехмерные координаты мы выберем в следующем виде:

Как всегда, по повторяющимся индексам проводится суммирование, поэто-
му

Афг = АгВг + А2В2 + ΑΖΒΖ -\- Αιβ±,

где At = (А, А&).
Вторая пара уравнений Максвелла также записывается в виде одного

тензорного уравнения:
dFik , dFk, , dFu n .„ r 4

t ft I ft ί t t £ | 1 / ' I [I \

Материальные уравнепия Минковского (1.1) в тензорной форме принима-
ют вид

F ,, 4- F „ ^ ρ " ! * - I Ш*1 Л- ТТ „ J- Η „\ ( 2·6>

где ггь — четырехмерный вектор скорости перемещения среды, который
выражается через трехмерный вектор и:

7 . „ Ц Х ' У, 2 - , . _ 1 /П П\
"•i. 2t 3 — , — , . Uл — • : · Ζ ι . ' )

Тензорная формулировка электродинамики движущихся сред пол-
ностью эквивалентна системе уравнений (1.1) — (1-2), записанной в век-
торной форме. Однако обе эти формулировки иногда оказываются неудоб-
ными при решении конкретных электродинамических задач. Причина
здесь та же самая, что и в обычной электродинамике покоящихся сред,
когда приходится определять слишком много неизвестных функций (ком-
поненты полей и индукций), входящих в исходные уравнения. В электро-
динамике движущихся сред ситуация оказывается еще более сложной, ибо
в материальные уравнения (2.6) дополнительно входит скорость движения
среды. В ряде случаев гораздо более удобной является формулировка
материальных уравнений, предложенная Таммом 8 . В этой формулировке
свойства движущейся среды описываются четырехмерным тензором чет-
вертого ранга Eiftat, дающим прямую связь между тензорами поля Fst и Hihi

Hik = SikstFst- (2.8)

Это соотношение заменяет пару материальных уравнений Минковского
(1.2) или эквивалентных им уравнений (2.6).

Соотношение (2.8) может быть записано в другой эквивалентной фор-
ме 3 ' 5 :

Щь = FIK + 4n^ i f e ; (2.9)

здесь тензор &ih является^етырехмерным тензором поляризуемости дви-
жущейся среды. Явный вид этого тензора может быть получен из (2.8),
если известно выражение для тензора eikst.
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Запись материальных уравнений в виде (2.8), предложенная И. Е. Там-
мом, удобна в том отношении, что она позволяет перейти от полей к потен-
циалам так же просто, как это делается в случае покоящейся среды. Пере-
ход же от полей к потенциалам в ряде случаев облегчает решение задачи,
так как уменьшает число функций, подлежащих определению.

3. ВВЕДЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛОВ В ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ
ДВИЖУЩИХСЯ СРЕД

Как и в случае покоящейся среды, введем четырехмерный вектор-потен-
циал Αι с компонентами Ах, Ау, А2, /φ, через который компоненты тензора
Fih в (2.1) выражаются следующим образом:

При таком выборе вектор-потенциала Аь уравнение (2.5), содержащее вто-
рую пару уравнений Максвелла в движущейся среде, удовлетворяется
тождественно. Выразив Hih через Fik по формуле (2.8) и подставив полу-
ченное выражение в уравнение (2.3), содержащее первую пару уравнений
Максвелла, получим уравнение, которому должны удовлетворять компо-
ненты вектор-потенциала At. При этом мы используем релятивистски-
инвариантное выражение для тензора eikst, данное Рязановым 2 3 (см. так-
же запись материальных уравнений для движущихся сред в форме Ватсо-
на и Яуха 2 4 · 2 5 ) :

(3.2)

здесь иг — четырехмерная скорость переноса среды, определенная форму-
лой (2.7), 6 i s — единичный тензор,

к = εμ — 1. (3.3)

Выразим тензор Hih через четырехмерный потенциал Ai, для чего
используем соотношения (2.8), (3.1) и (3.2). Если полученное таким обра-
зом выражение для Нц^ подставить в уравнение (2.3), эквивалентное пер-
вой паре уравнений Максвелла (1.1), получим уравнение, которому долж-
ны удовлетворять компоненты четырехмерного потенциала Ai 2 6:

-Щ~* («Я 4
- — μ ί ι · ( 3 · 4 )

Если это уравнение умножить на выражение вида

то получим уравнение для четырехмерного потенциала в другой форме 2 7 :

г 52 / д \ 2 Ί . д (дЛь 0At \
\_дх% \ dxh} J * dxa\dxk dxh }

^ ( ^ ]f ( 3 · 5 )

При этом было использовано тоячдество

(6is~%UiUs) ^ia-^j^UiuJj^dasj (3.6)

если учесть, что в принятых нами обозначениях игиг = — 1 .



СОСТОЯНИЕ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ ДВИЖУЩИХСЯ СРЕД 57?

Четыре компоненты А и АА ~ гср вектор-потенциала А8 определяются
из системы четырех линейных дифференциальных уравнений второго
порядка в частных производных. Эта система уравнений может быть упро-
щена с помощью удачно выбранного дополнительного условия, палагае-
мого па компоненты четырехмерного потенциала. Такая возможность, как
известно, вытекает из градиентной инвариантности: как видно из опреде-
ления потенциала (3.1), мы можем добавить к вектору АГ четырехмерный
градиент дФ/дхг произвольной функции Φ от координат и времени. При
этом тензор Fik останется без изменения. Дополнительное условие, нала-
гаемое на четырехмерный потенциал Α ι, эквивалентно выбору подходящей
функции Ф.

Мы будем пользоваться в дальнейшем дополнительным условием

дЛъ dAt /с \ dAt η /о г?\

— хикщ —1~ = фм — κΐ/Αζ/ί) ~ = 0, (3. /)дхк "~й~ 1 дхк ^ητ —«-и dXk

которое является обобщением дополнительного условия Лоренца
+ (х/с) dq>/dt= 0 для случая покоящейся среды. При таком выборе до-
полнительного условия система уравнений (3.4) принимает следующий бо-
лее простой вид:

£ ( ) 2 ] ^ (3.8)
а уравнение (3.5) записывается соответственно в виде 26»53

» έ Л Аа= ~ i J ? ( β « « + i h U a U i ) >'• (3-9)

Уравнения для потенциалов могут быть таклче получены с помощью
преобразований Лоренца из соответствующих уравнений для покоящейся
среды 2 7~2 9.

Решения системы уравнений (3.8) или (3.9), удовлетворяющие необхо-
димым граничным (и начальным) условиям, определяют поле в движущей-
ся среде, вызванное заданным распределением зарядов и токов jt.

Система уравнений (3.8) содержит четыре неизвестные функции— ком-
поненты четырехмерного потенциала At. Но в силу дополнительного
условия (3.7) независимыми являются только три из четырех функций At.

Рассмотренный способ введения потенциалов не является единственно
возможным. Можно ввести потенциал, который является обобщением поня-
тия вектора Герца на случай движущейся среды. С этой целью введем тен-

ik, определив его соотношением " й · z y

Тогда дополнительное условие (3.7) в силу соотношения (3.6) примет вид

0. (3.11)

Для выполнения этого условия достаточно считать, что тензор Щ; являет-
ся антисимметричным. Подстановка вектор-потенциала в виде (3.10)
в уравнение (3.9) приводит к уравнениям

· < З Л 2 >
где компоненты тензора моментов Р^ определятся из соотношения

U=cd-gi. (3.13)
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Из последнего соотношения видно, что тензор Р^· также можно считать
антисимметричным тензором. Действительно, в силу известного закона
сохранения заряда компоненты четырехмерного тока /( = (j, icp) удовлет-
воряют условию

Ж . (3.14)
= 0 .

Если теперь в это выражение подставить четырехмерный ток /(, записан-
ный согласно формуле (3.13) через тензор Р^, то нетрудно убедиться, что
в случае антисимметричности этого тензора выражение d^Pij/dXidXj тож-
дественно обращается в нуль.

В силу антисимметричности тензоров П -̂ и Ptj они содержат только
по шесть независимых компонент. Поля выражаются через потенциалы
Иц по формулам

F — д дПЪ1 д . 9 Π ί ί ι κ (ΊΙ

 д дитДп1 j. д 9ипПп1\ уо л г=\
rih~~dxt дхх dxk dxi^ί-τκ\ k dxt dxi ldxk dxi ) ' K }

4. СМЫСЛ ПОНЯТИЙ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ И МАГНИТНОЙ ПРОНИЦАЕМОСТЕЙ
Б ДВИЖУЩЕЙСЯ ИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ С ДИСПЕРСИЕЙ

В полученных выше уравнениях (3.8) и (3.9) для четырехмерного
потенциала Л ; п в уравнениях (3.12) для тензора Герца П^ свойства среды
учитываются путем задания скорости ее перемещения ц и ее преломляю-
щих свойств, определяемых значениями диэлектрической ε и магнитной μ
проницаемостей в системе покоя этой среды. При этом ε и μ следует счи-
тать операторами, которые зависят от смещения во времени и простран-
стве. Поясним это на простом примере. Рассмотрим покоящуюся среду,
в которой задан закон дисперсии. В дальнейшем, если это не будет огово-
рено, мы будем считать, что среда в системе покоя не обладает простран-
ственной дисперсией *). Диэлектрическая проницаемость такой среды
имеет, вообще говоря, различные значения для волн различных частот.
Соотношение

D - εΕ (4.1)

следует понимать так. Разложим D и Ε в интегралы Фурье по времени,
т. е. представим электрическое поле и индукцию в виде суперпозиции
колебаний с разными частотами:

Ε (t) = \ Εωβχρ (—imt) άω, D (ί) = f Βωβχρ (—ίωή άω. (4.2)

Тогда соотношение (4.1) может быть в фурье-представлении записано
в виде соотношения

Βω = ε (ω) Εω, (4.3)

где ε (ω) — значение диэлектрической проницаемости на частоте ω.
Отсюда равенство (4.1) принимает следующий вид:

D (t) ~ \ Ώω ехр (— ϊωί) <2ω = \ ε (ω) Εω exp (—ίωή άω, (4.4)

Если считать, что мы всегда можем представить поля в виде интеграла
Фурье по времени, то соотношению (4.1) можно придать операторный смысл

| ( i ) , (4.5)

*) Покоящиеся среды с пространственной дисперсией рассмотрены в моногра-
фиях Аграновича и Гинзбурга sn Силина и Рухадзе3l.
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где ε — та же функция, что и в соотношении (4.3), но аргументом ее являет-
ся оператор смещения по времени. Действительно, если в это соотношение
подставить Ε (ί) и D (t) из разложений (4.2), мы получим соотношения
(4.3), (4.4). Таким образом, диэлектрическая проницаемость покоящейся
среды с дисперсией имеет смысл оператора, зависящего от смещения по вре-
мени. При наличии пространственной дисперсии оператор ε будет, очевид-
но, зависеть не только от id/dt, но и от оператора смещения в пространстве
(— iV). To же самое относится, очевидно, и к оператору магнитной про-
ницаемости μ:

Если теперь перейти к случаю движущейся среды, то функциональная
зависимость операторов ε и μ от своих аргументов сохранится, но сами
аргументы должны быть преобразованы по Лоренцу. Это приводит к заме-
не аргументов в (4.6) по следующему правилу 3 1:

д ( 4 Л >

где принято обозначение

I Ί/ι-β2'
(4.8)

Здесь и в дальнейшем мы предполагаем, что все поля могут быть разложе-
ны по волнам вида exp [i (kr — ωί)].

Из приведенных соотношений вытекает одно любопытное следствие.
Предположим, что в системе покоя среда имела только временную диспер-
сию. Это означает, что ε и μ в (4.6) зависели только от аргумента d/dt:

В фурье-представлении это соответствует тому случаю, когда ε и μ за-
висят только от частоты волны ω и не зависят от волнового вектора к.
Если такая среда перемещается со скоростью и, в аргументах ε и μ следует
произвести замену по формуле (4.7), в результате чего диэлектрическая
и магнитная проницаемости движущейся среды будут иметь вид

(4.10)

Появление в аргументе производных по пространственным координа-
там означает, что в движущейся среде появилась пространственная диспер-
сия. Таким образом, если в покоящейся среде в ряде случаев можно не учи-
тывать пространственную дисперсию, в движущейся среде учет простран-
ственной дисперсии принципиально необходим. Физическая причина
этого заключается в следующем. Пространственная дисперсия возникает
при нелокальной связи между полем и индукцией, когда, например, зна-
чепие индукции в данной точке пространства определяется значениями
поля в некоторой области, окружающей данную точку, а не только в той
же самой точке. В движущейся среде такая нелокальпость возникает всегда
из-за увлечения поля средой. Грубо говоря, значение поля в данной точке
движущейся среды связано со значением поля в точке, которая находится
«выше по течению». Пространственную дисперсию такого вида можно опре-
делить как конвективную пространственную дисперсию 3 2.
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Рассмотрим случай, когда поле в среде описывается волнами вида
exp [(t (kr — ωί)]. Тогда аргументы ε и μ в (4.10) будут выражаться через
частоту ω и волновой вектор к:

/ ω—кц \ / ω — ku \ /t АЛ\ε = ε ( — ] , μ= μ — ) . (4.11)
\ η/ι _ (U2/C2) I n V η/ι __ (U2/C2) / ν

Отсюда видно, что значения ε и μ зависят от направления распростране-
ния волны по отношению κ направлению движения среды. Движение нару-
шает изотропию среды.

Анизотропия вызывается не только указанной выше причиной, но так-
же и тензорным характером связи между амплитудами полей и индукцией
в движущейся среде. Последнее обстоятельство обусловлено специфиче-
ским видом материальных уравнений (1.2) в движущейся изотропной среде.

5. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ДЛЯ ПОТЕНЦИАЛОВ
В ДВИЖУЩЕЙСЯ СРЕДЕ

Мы рассмотрим решение уравнения для потенциалов на примере урав

нения (3.9). Разложим потенциалы и токи в интегралы Фурье по всем час-

тотам ω и волновым векторам к:

dk \ άωΑα (ω, к) exp ίί (кг — ωί)],

ji (r, t) = t dk \ daji (со, к) exp [i (kr — cat)], (5.1)

где интегрирование ведется в бесконечных пределах. Подстановка этих
разложений в систему (3.9) позволяет выразить компоненты Фурье четы-
рехмерного потенциала Аа (ω, к) через компоненту Фурье токов /£ (ω, к) 2 6 :

Α ( — 4 π μ ( w > к ) tbai -τ [x/d +х)1 "α"ί> h (ω, к)

Напомним, что в данной формуле κ (ω, к) = ε (ω, к) μ (ω, к) — 1,
а γ- 2 = 1 — (u2/c2).

Если в среде отсутствуют токи и заряды, то, как нетрудно видеть
из формул (5.2), числитель выражений для Аа (со, к) обращается в нуль.
В этом случае Аа (ω, к) отличны от нуля только при выполнении усло-
вия 2 6

Δ (ω, k) - k2 — (о)2/с2) — κ (ω, k) y2c~2 (ω - ku)2 - 0. (5.3)

Уравнение (5.3) определяет, таким образом, закон распространения сво-
бодных электромагнитных волн в движущейся среде. Это уравнение может
быть также получено с помощью преобразования Лоренца дисперсионного
уравнения

к»-ец£ = О (5.4)

для покоящейся среды. Действительно, запишем (5.4) в виде

(«μ-1)£ = 0. (5.5)

Первые два слагаемых образуют релятивистски-инвариантное выражение
и не меняются при преобразовании Лоренца. Последнее слагаемое в ре-
зультате преобразования Лоренца приобретает тот же вид, что и послед-
нее слагаемое в левой части уравнения (5.3).
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Равенство (5.2) можно записать в виде

Ла (со, к) = GaP (ω, к) /β (ω, к), (5.6)
где

β + [y.{i+ и)"1] иащ 4πμ

^ Т
— тензор, являющийся фурье-образом тензорной функции Грина исход-
ного уравнения (3.9). Переходя от равенства (5.6) к соответствующему
равенству в координатном представлении, получим

Ла (г. t) = ~ ^ Οαβ (r-r', t-t') h (г', Г) dt'dt', (5.8)

где тензор Ga$ (г — г', t — t') получается из Gap (ω, к) в (5.7) с помощью
обратного преобразования Фурье и называется тензорной функцией Грина.
Вид этой функции для ряда частных случаев (безграничная среда, отсут-
ствие дисперсии, нерелятивистские скорости, сверхсветовое и досветовое
движение среды) вычислялся в работах 28> 3 3~ 3 6.

Аналогичным образом можно записать выражение для фурье-компо-
нент Πΐ;- (ω, к) тензорного потенциала Герца Пг;-, удовлетворяющего урав-
нению (3.12):

П„ (ω, k) = - д ^ к у ^ Л » . k) = (?0(oo, k)Pw(<o, k), (5.9)

где Go (ω, k) — фурье-компонента функции Грина уравнения (3.12).
Легко видеть, что в данпом случае функция Грина является скалярной
величиной. Переходя в равенстве (5.9) к координатному и временному
представлению, аналогично (5.8) получаем

o (г-г', t-t') Ρυ (г', О dr'dt', (5.10)

где Go (г — г', t — /') получается пз Go (ω, к) обратным фурье-преобра-
зованием.

Тензорная функция Грина Gap связана со скалярной функцией Грина
GQ соотношением

^ α β ( ω , k) = — (θαβ + γ^Μαϊίρ) Go (ω, k). (5.11)

В этом легко убедиться, сравнивая равенства (5.7) и (5.9). В случае, когда
в среде нет дисперсии, из соотношения (5.11) следует, что

Q /г γ' ι ι'\ _ c-i I β „ _ι_ л

 и щ \ Q /ν τ' ι ι'\ (5 12)

6. ПРИНЦИП ИЗЛУЧЕНИЯ
В ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ ДВИЖУЩИХСЯ СРЕД

Запишем выражение для скалярной функции Грина Go в координат-
ном пространстве:

Г μ (ω, k) exp [г (kr —ωί)] г1Лг л,лт0 (г, t) =
Δ ( ω > к > α κ da) =

μ (ω, к) exp [i (kr —шр] dk άω
= Λττ f

J к2-(
Интегрирование по к и ω проводится в бесконечных пределах.

Функция Грина Go (r, t), определяемая выражением (6.1), является
формальным решением уравнения

° ° ( г ' t } = 4πμ (2π)4δ (г) δ {t) (6-2)
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Для вычисления интеграла (6.1) необходимо задать способ обхода
полюсов, лежащих на пути интегрирования. Полюсы имеют место при тех
значениях к и ω, для которых выполняется дисперсионное уравнение (5.3).
Таким образом, эти полюсы соответствуют реально существующим в дви-
жущейся среде свободным электромагнитным волнам. Ниже мы будем
предполагать, что полюсы подынтегрального выражения в (6.1) лежат
на действительной оси, что соответствует незатухающим волнам.

Поскольку уравнение (6.2) для функции Грина GQ (г, t) является
дифференциальным уравнением в частных производных порядка выше пер-
вого, оно имеет несколько линейно независимых решений. Из интеграль-
ной записи Go (r, t) в (6.1) можно получить все эти решения соответствую-
щим выбором обхода полюсов. Обычно в электродинамике для выделения
физического решения пользуются принципом излучения Зоммерфельда,
который эквивалентен требованию, чтобы на бесконечном расстоянии от
источника поле представлялось в виде суперпозиции расходящихся волн.
Это требование, как было показано впервые Мандельштамом 37, не являет-
ся достаточным даже в электродинамике покоящихся сред. Причину легка
понять, если рассмотреть излучение какого-нибудь источника, например,

, осциллятора, помещенного в преломляющую среду. Если источник излу-
чает энергию, то на большом расстоянии от источника групповая скорость
излучаемых волн должна иметь положительную проекцию на радиус-век-
тор, проведенный из области, занятой источником, в точку наблюдения.
В преломляющей среде направление групповой скорости, вообще говоря,
не совпадает с направлением фазовой *). Поэтому возможен такой случай,
когда проекция групповой скорости на радиус-вектор точки наблюдения
положительна (т. е. энергия распространяется от источника к точке наблю-
дения), а проекция фазовой скорости на те же направления отрицательна.
Это означает, что поле излучения представляет собой суперпозицию схо-
дящихся волн. Таким образом, принцип излучения Зоммерфельда в рас-
смотренном примере не соблюдается, так как физическим требованием явля-
ется требование, чтобы поток энергии (а не фазовая скорость) был направ-
лен от источника 3 8. Отметим, однако, что в движущейся среде требование,
чтобы энергия уходила от источника, является недостаточным. Можно
указать, например, на рассмотренный еще Таммом 3 9 случай обращения
черенковских потерь, когда излучение Вавилова — Черепкова рассмат-
ривается в системе координат, в которой заряд покоится. В этом случае
движущаяся среда ускоряет заряд. Это означает, что энергия передается
от движущейся среды источнику поля.

В электродинамике равновесных сред существует несколько прин-
ципов, позволяющих выделить физические решения уравнений поля.
К числу этих принципов относятся:

1) принцип излучения Зоммерфельда (требование, чтобы поле на бес-
конечности разлагалось только по расходящимся волнам);

2) принцип излучения Мандельштама (требование, чтобы поток энер-
гии на бесконечности был направлен от источника);

3) метод введения бесконечно малого затухания (полюсы смещаются
с действительной оси на бесконечно малое расстояние «вверх» или «вниз»
и из полученных таким образом решений выбираются те, которые экспо-
ненциально затухают по мере удаления от источника);

4) решение задачи Коши (т. е. нахождение решений, удовлетворяющих
заданным начальным условиям).

*) В качестве примера укажем на изотропную среду с одновременно отрица-
тельными значениями диэлектрической ε и магнитной μ проницаемостей. В этом слу-
чае поток энергии направлен противоположно фазовой скорости.
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Ниже мы будем определять правила обхода полюсов, исходя из зада-
ния начальных условий. Функция Грина Go удовлетворяет уравнению
(6.2), т. е. описывает поле, возникающее в результате действия мгновенного
точечного источник?, расположенного в начале координат. Естественно
потребовать, чтобы до момента включения источника поле было тождествен-
но равно нулю. Это требование определяет правила обхода полюсов при
интегрировании выражения (6.1) для функции Грина. Действительно, для
того чтобы функция Go обращалась в нуль при t <C 0, необходимо при ин-
тегрировании по частоте ω все полюсы, возникающие на пути интегрирова-
ния, обходить сверху. Этому требованию можно удовлетворить, записав
выражение (6.1) в виде

[p^L^Ukdco, (6.3>

где у — малая положительная величина. В дальнейшем мы для краткости
будем иногда опускать знак предельного перехода. Выражение (6.3) можно
переписать, разложив знаменатель Δ по степеням у и ограничившись чле-
нами первого порядка:

uexpfifkr —ωί)1. (* uexpfifkr —ωί)1 л j /a /\
J Δ-f-i (ydk/diu) λ '

Воспользуемся соотношением

l i m — г т — = in Sana·6 (я), (6-5)

где PV означает главное значение, а знаковая функция имеет вид

a Г + 1 , если a > 0 ,
sgna — η — - = < . . (b.b)

& [a I I — 1, если a < 0 . K r

С помощью этих соотношений выражение для функции Грина можно
записать в виде

Go (г, ί) = 4π \ rfkexp (ikr) μ exp (— ΐωή άω χ

В дальнейшем мы будем опускать символ главного значения PVr

имея в виду, что все интегралы будут вычисляться в смысле главного зна-
чения. Выражение (6.7) было получено Чугуновым 40> 4 1 . Для случая дви-
жущейся среды без дисперсии оно было получено ранее в работе 4 2 .

Можно показать, что функция Грина Go (r, /) в (6.3) или (6.4), удов-
летворяющая поставленным нами начальным условиям, обладает тем
свойством, что функция

ak exp (tkr) с пч\ f
Δ (ω, к)-г

экспоненциально затухает с ростом расстояния от источника (т. е. от нача-
ла координат). Это означает, что решение задачи Коши, полученное выше,
удовлетворяет тем же требованиям, что и решение, полученное с помощью
введения бесконечно малого затухания в среде. Таким образом, способы
3) и 4) выделения физических решений оказываются эквивалентными.
Можно показать, далее, что оба эти способа эквивалентны принципу излу-
чения Мандельштама 3 8 . Что же касается принципа излучения Зоммер-
фельда, то он сводится к остальным трем способам выделения физичес-
кого решения только в том случае, если среда не обладает дисперсией.
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Действительно, принцип излучения Зоммерфельда накладывает условие
на фазовую скорость волн, в то время как принцип излучения Мандель-
штама и эквивалентные ему остальные два принципа накладывают усло-
вие на групповую скорость. г~)

7. СВОБОДНЫЕ ВОЛНЫ В ДВИЖУЩЕЙСЯ СРЕДЕ

Закон распространения свободных электромагнитных волн в движу-
щейся среде можно получить из системы уравнений (3.9) для потенциалов
Аа, если положить в них четырехмерный ток /( равным нулю. Тогда мы
получим уравнение для потенциалов поля в отсутствие токов и зарядов:

Будем искать решение этого уравнения в виде

Аа (г, I) = Аоа ехр [г (кг - ωί)1, (7-2)

где амплитуда AOri не зависит от координат и времени. Подставляя это
выражение в (7.1), получим следующее уравнение:

[к 2 —£— *у2с-2(со-ки)2]л0а = 0, (7.3)

где и — трехмерная скорость переноса среды κ = εμ — 1, а γ~2 = 1 —
— (и%/с2). Из (7.3) видно, что отличные от нуля решения существуют толь-
ко при выполнении условия

Δ (ω, k) .-k 2 — - ^ κγ2ίΓ2(ω— k u ) 2 = 0 , (7.4)

представляющего собой дисперсионное уравнение для плоских монохро-
матических электромагнитных волн в движущейся среде.

Как видно из предыдущего, дисперсионное уравнение (7.4) эквивалент-
но условию обращения в нуль знаменателя в разложении Фурье для функ-
ции Грина (6.1). Напомним здесь, что величина κ является функцией час-
тоты ω и волнового вектора к, т. е. κ = κ (ω, к).

Как видно из дисперсионного уравнения (7.4), в него входит скаляр-
ное произведение (ku) волнового вектора к на скорость перемещения среды
и. Это означает, что закон распространения волны в движущейся среде
зависит от угла между направлениями волнового вектора и скорости сре-
ды. В этом смысле движущаяся среда обладает анизотропией даже в том
случае, если в системе покоя она изотропна.

Ниже мы рассмотрим особенности распространения свободных элек-
тромагнитных волн в движущейся среде.

Определим фазовую скорость волны, распространяющейся под углом
•θ к направлению движения среды. Для этого положим

(ku) — ku cos ϋ·9

j cm(k)

где п (к) — показатель преломления среды в направлении к. Подставив
соотношения (7.5) в дисперсионное уравнение (7.4), мы получим уравнение,
определяющее фазовую скорость vph = cln (k) для волны, распростра-
няющейся под углом д к направлению движения среды:

= 0, (7.6)
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где
Ч я εμ—-1 * η ~

Ή— -ij-ua/c* "" 1 —(Ua/Ca) * ( ' · '

Поскольку при наличии дисперсии коэффициент η (7.7) в уравнении
(7.6) зависит от к и ω и, следовательно, от /г, то решение уравнения (7.6)
в общем случае затруднительно. Однако если рассмотреть среду без диспер-
сии, для которой коэффициент η не зависит от п, уравнение (7.6) можно лег-
ко решить. Мы получаем 2 6

/ с \ Г|и cos'&drVc2"rTl (с2 — M2cos2d) ,„ Q,
\ п /1.2 ~ ι + η ' '

Формула (7.8) определяет фазовую скорость с/п (·&) для электромагнитной
волны в движущейся среде без дисперсии, распространяющейся под углом
•б1 к скорости перемещения среды. На первый взгляд из формулы (7.8)
можно вывести заключение, что знаки плюс и минус соответствуют двум
различным решениям. Однако это не так. Действительно, два решения,
с!пг и с/п2, связаны между собой соотношением

Если в каждом данном направлении, составляющем угол θ1 со скоростью
среды, отложить величину с/п (Ό), мы получим так называемую поверх-
ность нормалей.

Поверхность нормалей является поверхностью вращения с осью,
направленной по скорости движения среды. Из сказанного выше следует,
что два решения (7.8) описывают одну поверхность нормалей. Таким обра-
зом, анизотропия движущейся среды имеет иной характер, чем анизотро-
пия кристалла. В обоих случаях показатели прелотаения для волны задан-
ной частоты зависят от направления. Но в кристалле (без пространствен-
ной дисперсии) в каждом заданном направлении могут распространяться
две волны определенной частоты с разными фазовыми скоростями, причем
каждому из двух возможных значений фазовой скорости отвечает своя
поляризация.

В движущейся же среде имеет место вырождение по поляризации,
т. е. волна, обладающая одним из возможных значений фазовой скорости,
может иметь произвольную поляризацию, совместимую с дополнительным
условием (3.7). Для свободных электромагнитных волн молшо считать Ak =
= ΐφ = 0. В этом случае условие (3.7) принимает вид

u A ) = 0 . (7.10)

Для плоской электромагнитной волны (7.2) получаем

т. е. вектор поляризации Ао перпендикулярен к вектору

к — η (uk — ω) uc~2,

который представляет собой линейную комбинацию скорости среды и вол-
нового вектора.

Посмотрим, какой вид имеет поверхность нормалей при различных
скоростях движения среды (рис. 1). В досветовом случае (г^и2!с2 << 1
или и<С с1Ущ) из формулы (7.8) получаем, что поверхность нормалей
имеет вид гладкой замкнутой поверхности, содержащей внутри себя нача-
ло координат (см. рис. 1, а). Эта поверхность смещена по направлению
2 УФН, т. 114, вып. 4
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движения среды, т. е. фазовая скорость волны, направление распростране-
ния которой составляет острый угол со скоростью среды, оказывается
больше, чем фазовая скорость волны, распространяющейся под тупым уг-
лом к скорости среды (см. рис. 1, α и б).

Рис. 1. Поверхность фазовой скорости в движущейся среде.
•& — угол между направлением волнового вектора и скоростью движения среды и. Длина вектора,
отложенного от точки О под углом #, пропорциональна фазовой скорости волны c/τι (•&). Показатель
преломления среды в системе покоя равен 3 (у ε\ι — 3). Среда не обладает дисперсией в системе
покоя, а) и/с = 0,1 (досветовая скорость движения среды); б) и/с = 0,25 (досветовая скорость дни-
жения среды); в) и/с = 1/3 (скорость движения среды равна фазовой скорости света в поноящей-
сн среде); г) и/с = 0,4 (скорость движения среды немного превышает фазовую скорость спета
в ней); д) и/с -~ 0,6 (скорость движения среды заметно превышает фазовую скорость света в ней);

е) и/с = 0,9 (скорость движения среды близка к скорости света в вакууме); ж) и = с

Если скорость перемещения среды равна фазовой скорости сгета
(и = c/γ εμ), поверхность нормалей имеет характерный вид, изображен-
ный на рис. 1, в. На этой поверхности нет точек самопересечения, т. о.
в каждом заданном направлении величина с/п (•&) имеет одно положитель-
ное и одно отрицательное значение. В сверхсветовом случае (и ;> с/]/ εμ),
как видно из рис. 1, г — е, поверхность нормалей становится самопеге-
секающейся, причем точка самопересечения находится в начале коорди-



СОСТОЯНИЕ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ ДВИЖУЩИХСЯ СРЕД 587

нат. В точке самопересечения поверхность нормалей касается конуса,
угол раствора которого определяется равенством

. (7-12)

Если теперь выбрать направление, лежащее внутри указанного выше
конуса, то такому направлению будут соответствовать два возможных
значения фазовой скорости с/п (#). При этом для направлений, составляю-
щих острый угол с направлением движения среды, эти два значения фазо-
вой скорости оказываются положительными, а для направлений, состав-
ляющих тупой угол,— отрицательными. Направлениям же, лежащим вне
конуса, соответствуют два значения фазовой скорости, имеющие разные
знаки.

Наконец, если скорость перемещения среды равна скорости света
(и = с), поверхность нормалей принимает вид сферы (см. рис. 1, ж).
Эта сфера построена как на диаметре на отрезке длиной с, отложенном
от начала координат в направлении движения среды.

От поверхности нормалей можно перейти к поверхности показателя
преломления η (ft) (рис. 2). Эта поверхность при εμιι2/ο2 < 1 является
эллипсоидом, при εμη2ίο2 = 1 — параболоидом, а при εμω2/*:2 > 1 —
гиперболоидом вращения. На рис. 2 стрелками обозначены направления
групповой скорости, которые определялись с помощью (7.15).

Как видно из рис. 2, а и б, в досветовом случае возможны любые
направления групповой скорости. В случае и = с/уεμ групповая ско-
рость может составлять со скоростью среды только острый угол (см.
рис. 2, в). В сверхсветовом случае (см. рис. 2, г — е) векторы групповой
скорости лежат внутри конуса с углом раствора {tg, где

. (7.13)

Образующие этого конуса перпендикулярны к асимптотам гиперболы
на рис. 2, г — е.

При стремлении скорости перемещения среды к скорости света
(и —»- с) поверхность показателя преломления вырождается в плоскость,
расположенную па единичном расстоянии от начала координат и пер-
пендикулярную к скорости и (см. рис. 2, ж).

Выражение (7.8) дает величину фазовой скорости волны в движущей-
ся среде без дисперсии в направлении, составляющем угол # с направле-
нием движения среды. Выражение для групповой скорости волны в дви-
жущейся среде без дисперсии можно получить из дисперсионного уравне-
ния (7.4) 4 3:

ν г-. dt0 —г8 dk (o>/c)-f κγ 2ί:-ΐ(ω —ки) \<ЛЧ

При этом нужно иметь в виду, что при получении явного выражения
для групповой скорости как функции частоты, скорости движения среды
и направления распространения волны в формуле (7.14) величину волно-
вого вектора к следует выразить через эти аргументы с помощью дисперси-
онного уравнения (7.4). Эти соображения применимы в дальнейшем ко всем
выражениям для фазовой и групповой скоростям.

Отметим, что хотя в системе покоя среда изотропна и в ней групповая
скорость совпадает с фазовой по величине и направлению, движение среды
вызывает своеобразную анизотропию и приводит к различию между фазо-
вой и групповой скоростями, как по величине, так и по направлению. Дей-
ствительно, можно показать, что групповая скорость волны с волновым

2*



588 Б, Μ. БОЛОТОВСКИЙ, С, Η, СТОЛЯРОВ

ж)

Рис. 2. Поверхность показателя преломления в движущейся среде.
Длина вектора, отложенного под углом ϋ· к скорости движения среды и, пропорциональна пока-
зателю преломления в данном направлении. Нормальные к поверхности стрелки указывают
направление групповой скорости волны. Показатель преломления среды в системе покоя равен
3 (V8M· = 3). Среда не обладает дисперсией в системе покоя, а) и/с = 0,1 {досветовая скорость
движения среды); б) и/с = 0,25 (скорость движения среды близка к фазовой скорости света в покоя-
щейся среде); в) и/с = 1/3 (скорость движения среды равна фазовой скорости света в покоящейся
среде); г) и/с = 0,4 (скорость движения среды немного превышает фазовую скорость света в покоя-
щейся среде); д) и/с = 0,6 (скорость движения среды заметно превышает фазовую скорость света

в ней); е) и/с ~ 0,9 (спорость движения среды близка к скорости света в вакууме); ж) и = с.
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вектором к совпадает по направлению с нормалью κ поверхности волновых
векторов и к — к (ω, Φ, φ). В случае изотропной среды поверхность
волновых векторов вырождается в сферу и групповая скорость парал-
лельна фазовой.

В движущейся среде без дисперсии имеет место следующее соотноше-
ние между фазовой и групповой скоростями:

g) = v\h или vpk = vgcxis{yph%\g)i (7.15)

т. е. проекция групповой скорости на фазовую равна фазовой скорости.
Аналогичное соотношение имеет место в анизотропных покоящихся сре-
дах 4 5 . С помощью этого соотношения можно обосновать выбор направле-
ний групповой скорости на рис. 2.

При нерелятивистских скоростях движения среды фазовая и группо-
вая скорости волны в среде без дисперсии принимают вид

Vpft ^ ,— -f 11 —-) и cos 0 \-j~ ,

c k . / . 1 \ У · ι

\γεμ κ \ εΗ·

где ϋ- — угол между векторами к и и . При этом отброшены члены порядка
и2/с2 и более высокого порядка малости.

Фазовая скорость направлена по волновому вектору к, групповая же
скорость имеет составляющие как вдоль волнового вектора к, так и по
скорости среды и. Последнее обстоятельство указывает на увлечение
энергии электромагнитной волны движущейся средой. Множитель
1 — (1/εμ) в формулах (7.16) называется коэффициентом увлечения света
движущейся средой. Выражение для этого коэффициента было впервые
получено Френелем (см. 5 ) .

Рассмотрим теперь свободные волны в движущейся изотропной среде
при наличии дисперсии. При этом мы будем считать, что в системе покоя
среда обладает только частотной дисперсией, т. е. ε и μ в системе покоя
среды зависят от частоты ω. Тогда в движущейся системе постоянные ε и μ
будут зависеть от частоты

а к (7.17)

(см. формулу (4.11)).
В этом случае, как уже было сказано выше, выражение (7.8) опреде-

ляет фазовую скорость распространения электромагнитных волн в движу-
щейся среде неявным образом, поскольку величина η, которая входит
в выражение (7.8) для с/п, сама зависит от ω и к, т. е. в конечном счете
и от величины п. Аналогичная ситуация будет иметь место и в более общем
случае, когда изотропная среда в системе покоя обладает не только частот-
ной, но и пространственной дисперсией, т. е. когда функции ε и μ в системе
покоя зависят от частоты волны ω и волнового вектора к. В этом случае
в системе координат, где среда движется со скоростью и, величины ε и μ
будут зависеть от аргументов

ω —ku * '

Если фазовая скорость волн в общем случае определяется лишь
неявно из выражения (7.8), то для групповой скорости нетрудно получить
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явное выражение. Из дисперсионного уравнения (7.4) получаем

Vτ σ _ . _ „ - , _ й . (7.18)
y dk (ω/ί)-^κε~ι (ω —ku) ψ·-\- (1/2) с-1у» (ω — ku) 2 (дх/да>) ' ч '

где γ 2 - 1/У"1 - (и*/с*).
Следует иметь в виду, что функция κ (ω', k') — ε (ω', k') μ (ω', k')—

— 1 зависит от к и ω через аргументы (7.17').
Как видно из формулы (7.18), групповая скорость волны в движущей-

ся среде с пространственной дисперсией имеет три слагаемых. Одно из них
направлено по волновому вектору к, второе — по скорости движения среды
и, третье — по градиенту функции κ. Легко видеть, что третье слагаемое,
градиент κ, может иметь составляющие только по направлениям к и и , ибо
имеются только два выделенных направления, к и и . Таким образом, и в об-
щем случае изотропной движущейся среды с произвольной дисперсией
справедлив вывод, что групповая скорость имеет составляющие по направ-
лениям волнового вектора к и скорости переноса среды и.

ЕСЛИ пространственная дисперсия в системе покоя отсутствует, то
градиент κ направлен только по скорости и, и тогда групповая скорость
принимает вид 4 3

Yg — С τ • . , г—\—1« 2'Г—ll (А /О\—7—7 Ъ-''ΤΪ ' ('*•*")

где κ' = дк (ω')Ιδ(ύ'.
В случае нерелятивистских скоростей последнее выражение для груп-

повой скорости сильно упрощается и принимает вид

сп0

Q2> \ К I UQ К

где vog = c/[d (ωηο)/άω] есть групповая скорость волн в покоящейся среде,
а величина п0 = Ύг\\, совпадаете показателем преломления в покоящейся
среде.

Приведем также выражение для фазовой скорости волн в медленно
движущейся среде в отсутствие пространственной дисперсии:

0) ufln 1 η 1 К ,гч с\ А \
и QOS XT > -г- , ( / . ώ ΐ )

и 0 άω J J r

где # есть угол между направлением распространения волны к и скорости
переноса среды и.

В формуле (7.21) член с производной по частоте получен Лоренцом
в 1895 г. и экспериментально подтвержден Зееманом в 1905 г. 3.

В заключение этого раздела остановимся на особенностях распростра-
нения волн в такой движущейся среде, которая в системе покоя имеет
диэлектрическую проницаемость вида

о /ω\ _ ι ι. c o n s t (7.22)

причем постоянная в формуле (7.22) может быть как положительной, так
и отрицательной. В последнем случае диэлектрическая проницаемость
(7.22) описывает электромагнитные свойства холодной электронной плаз-
мы в длинноволновом приближении.

Для таких сред дисперсионное уравнение (7.4) принимает вид

k2 — ̂ -= const. (7.23)
с 2 v '
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Как видно из формулы (7.23), в этом случае в дисперсионное уравнение
не входит скорость переноса среды и, т. е. оно имеет один и тот же вид при
любой скорости перемещения среды 2( i.

Если приравнять нулю постоянную в правой части уравнения (7.23),
то мы получим дисперсионное уравнение для свободных волн в вакууме.

Из дисперсионного уравнения (7.23) получаем следующие выражения
для фазовой и групповой скорости волн:

В этом случае произведение фазовой скорости на групповую равно квадра-
ту скорости света. Разумеется, выражения (7.24) могут быть получены
из ранее выведенных общих формул (7.8) и (7.19).

Соотношения (7.23) и (7.24) в точности аналогичны соотношениям
между энергией и импульсом частицы, обладающей конечной массой.
В данном случае эта масса пропорциональна входящей в уравнение (7.23)
постоянной.

8. ФУНКЦИЯ ГРИНА В ДВИЖУЩЕЙСЯ СРЕДЕ БЕЗ ДИСПЕРСИИ

Для движущейся среды, не обладающей дисперсией, функция Грина
(6.1) может быть вычислена точно. Введем цилиндрическую систему коор-
динат, ось ζ которой направлена по скорости переноса среды. Компоненту
волнового вектора к по оси ζ обозначим через kz, а его проекцию на пло-
скость, перпендикулярную к оси ζ, — через кр. Аналогичные проекции
радиуса-вектора г обозначим соответственно через ζ и р. Проводя в (6.1)
интегрирование по азимутальному углу между векторами кр и р, получим

Г (ν /\ —ЯтгЗ,, [ /Q (&pp) exp
u-0 \L , i) — ол μ \ l< ft Ш

где / 0 (/срр) — функция Бесселя первого рода нулевого порядка, а β
— и/с. С помощью известной формулы 4 6

со
Г Jo jkpp) ftp dkp тг , χ ,η
J kff^2 -*ο(αρ) (ο
0 P

(KQ — функция Макдональда) интеграл (8.1) приводится к виду

Go (г, ί)=8π»μ j Хо (γρ ]/(β 2-εμ) ^ i + 2 (εμ-1) β ̂ / с 2 - ( р ^ - 1 ) ^) X

X exp [Ϊ (kzz — ωή] dkzdbi, (8.3)

где γ"2 = 1 — β2, β = и/с. При этом необходимо выбирать такую ветвь
аргумента функции Ко, чтобы было

2 - ε μ ) - ^ + 2 ( ε μ - 1 ) β / ί ζ ^ ~ ( β 2 ε μ - 1 ) ^ > 0 . (8.4)

Это требование эквивалентно принципу излучения, сформулированному
в виде (6.3).

Представление функции Грина в виде разложения (8.3) оказывается
удобным для задач с цилиндрической симметрией. Вычисление интеграла
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в (8.3) удобно провести, введя вместо ω новую переменную

5_
ε μ ρ χ '

3) запишется в виде

(г, *) =4*»μ* J / i

εμ

Тогда формула (8.3) запишется в виде

Χ

X ехр(— ίω'ί) ехр [Ъ г (ζ t r * „Λ1 dkzάω\ (8.6)
L \ εμ Ρ / J

где Я(о" — функция Ганкеля. Здесь мы воспользовались известным соот-
ношением из теории бесселевых функций 4 6

Естественно, что в этом случае условие (8.4) удобно записать несколько
иначе:

/^^»'2-вИ 11^й1>0. (8.7)

Проведя в формуле (8.6) интегрирование по переменной kz с помощью
формулы 4 6

Г (r y*=fi) dt=- 2i e x p (''"Vgp'2) (8.8)
Vr2\z%

Г
(Im/cc2 —ί2 > 0 , I m a > 0 ) ,

получим следующее выражение для функции Грина:
ε μ ( 1 — β2) ι / εμ —1 Λ2Ί-1/2

Τ

εμ — 1 Λ 2 Ί

χ Τ ί ω ' βχρ { -/ω' Γ,-
εμ-β2

(8.9)
Интегрируя по άω\ получаем окончательное выражение для функции

Грина в среде, движущейся со скоростью и вдоль оси ζ:

Это выражение другим путем получил Комптон 33.
Как видно из решения (8.10), функция Грина отлична от нуля только

для тех значений переменных ρ, ζ и t, для которых аргумент 6-функции
обращается в нуль. При этом в соответствии с принципом излучения (6.3)
в решении (8.10) следует учитывать лишь положительные значения време-
ни t (при t < 0 Go (г, t) s= 0).

Функция Грина Go (r, t) описывает поле точечного мгновенного источ-
ника, расположенного в начале координат г = 0 и включенного в момент
времени t — 0. Если источник расположен в точке г0 и включается в мо-
мент времени t0, то аргументами функций Грина будут величины (г — г0)
и (t — ί0), и мы соответственно получим G (г — г0, t ~ t0), где (г0, £0) —
координаты источника, а (г, t) — координаты точки наблюдения.
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Функция G (г — г0, t — t0) обладает следующим свойством симмет-
рии, которое можно рассматривать как обобщение теоремы взаимности *)
на случай движущихся сред. Если поменять местами точку наблюдения г
и точку г0, где расположен источник, и одновременно изменить знак ско-
рости среды (т. е. перейти к рассмотрению среды, движущейся с той же
скоростью в противоположном направлении), то функция Грина останется
без изменения:

Go (г — г0, t — t0, u) = Go (г0 — г, t — t0, —u).

При β = и/с = 0 или при εμ = 1 функция Грина (8.10) переходит
в хорошо известное выражение для функции Грина в покоящейся среде
без дисперсии:

^ ( * ) (8.11)

где Л = 1^р2 + г2 есть расстояние от точки источника до точки наблю-
дения.

С помощью соотношения

где /' (t) = df/dt, a i s — s-корень уравнения / (t) = 0, функцию Грина
(8.10) можно преобразовать к более удобному виду:

где

— те значения времени t, для которых аргумент δ-функции в (8.10) обра-
щается в нуль, a sgn tlt 2 — знаковая функция (см. (6.6)). Естественно, что
в выражениях (8.12) и (8.13) следует учитывать только действительные зна-
чения величин tx и t2.

Сомножители перед б-функциями в (8.12) вида (1 -f sgn tlt 2)/2 «выклю-
чают» δ-функцию, у которой значение £х (или t2) становится отрица-
тельным.

Функция Грина (8.12) записывается по-разному, в зависимости от того,
какова скорость перемещения среды и по сравнению с фазовой скоростью
света c/γ εμ. Рассмотрим три случая:

1. Скорость движения среды меньше фазовой скорости света в покоя-
щейся среде (и << с/У εμ). В этом случае из двух корней tlt 2 в (8.13) корень
t-L оказывается положительным, а корень t2 отрицательным. Поэтому функ-
ция Грина принимает вид

Со (г, t) = lfei«|i6(t-fr) (z2-i- ^ g f ρ 2 ) ' 1 7 ' , (8.14)
где

Функция Грина (8.14) отлична от нуля на поверхности, уравнением
которой в каждый фиксированный момент времени t является

*) Формулировку теоремы взаимности в анизотропных покоящихся средах см.,
например, в монографии Гинзбурга * 7, а для изотропных сред в книге Вайнштейна 4 8 .



594 Б. М. БОЛОТОВСКИЙ, С. Η. СТОЛЯРОВ

Это — эллипсоид вращения, ось симметрии которого совпадает со скоро-
стью движения среды (рис.
3, а). Уравнение эллипсоида
имеет вид]

"SsH £ 2 — = 1 ' (8-16)

где полуоси эллипса равны

~- ct

& = •

1 — β̂
εμ — β2 '

μ (1-β 2 )
(8.17)

(при εμ ;> 1 а >• b), а положе-
ние центра эллипса zQ опреде-
ляется соотношением

„ ^ί(εμ-Ι) i R ,„,
z ° ~ P,,-Ra · ( 8 Л 8 )

Рис. 3. Распространение мгновенного возмущения от точечного источника в движу-
щейся среде (поверхность, на которой функция Грина отлична от нуля).

Цифры 1—з обозначают соответствующие поверхности в три последовательных момента времени,
разделенных равными промежутками. Ρ — точка наблюдения. Мгновенное возмущение создано
точечным источником в начале координат и в начальный момент времени. Среда не обладает дис-
персией в системе покоя. Показатель преломления среды в системе покоя равен 2 (VeM- = 2).
α) и/с = 0,25 (досветовая скорость движения среды); б) и/с = 0,5 (скорость движения среды равна
фазовой скорости света в покоящейся среде); в) и/с = 0,7 (скорость движения среды больше фазо-
вой скорости света в покоящейся среде); "Ov, — угол раствора конуса, внутри которого возмущение

отлично от нуля.

Как видно из приведенных формул, поверхность, на которой функция
Грина отлична от нуля, расширяется в пространстве, а центр ее переме-
щается в направлении движения среды со скоростью

dz0 и (εμ— 1)
0 dt εμ—β2

Эта скорость отлична от скорости перемещения среды и. При нерелятивист-
ских скоростях среды

мо = и ( 1 — - М , (8.20)
υ \ εμ /

(8.19)
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τ е скорость, с которой «сносится» центр эллипсоида, равна скорости пере-
мещения среды, умноженной на коэффициент увлечения Френеля (см. фор-
мулы (7.16))

Поверхность, несущая сигнал, расширяется во все стороны от точки,
где находится единичный мгновенный точечный источник (р •= 0, ζ = О,
t = 0), хотя скорость этого расширения, как видно из формул (8 15) —
(8 18) и из рис 3, я, различна в разных направлениях. Поэтому рано
или поздно сигнал дойдет до наблюдателя, находящегося в любой точке
пространства Иными словами, наблюдатель, который до прихода сигнала
находился вне поверхности, после приема сигнала окажется внутри этой
расширяющейся поверхности и в дальнейшем будет всегда осааваться
внутри нее

2. Скорость движения среды больше фазовой скорости света в системе
покоя среды (и^> с/]/ εμ) В этом случае в области ζ>>0 оба корня, tx и t27

в формуле (8 13) положительны и функция Грина имеет вид

, (8.21)

где

(8.22)

В области ζ <ς; 0 оба корня tx a в формулах (8.22) становятся отрица-
тельными и, следовательно, функция Грина Go (г, t) тождественно обра-
щается в нуль.

Функция Go (r, t) тождественно обращается в нуль также в той обла-
сти пространства, где

так как в этой области значения tx и t2 в формуле (8.22) становятся ком-
плексными

При сверхсветовом движении среды, как и в досветовом случае, функ-
ция Грипа отлична οι нуля на поверхности, уравнение которой в фиксиро-
ванный момент времени имеет вид (8 15). Эта поверхность является эллип-
соидом вращения, ось которого направлена по скорости движения среды.
Уравнение этого эллипсоида по-прежнему имеет вид (8 16). Однако рас-
пространение сигнала в сверхсветовом случае существенно отличается
от распространения сигнала в среде, движущейся со скоростью, меньшей
фазовой скорости света Действительно, в досветовом случае источник
всегда находится внутри расширяющейся поверхности, несущей сигнал.
Это видно из того факта, что при ε μ β 2 < 1 длина малой полуоси эллипсоида
Ъ в выражении (8 17) бопыпе, чем координата ζ0 центра эллипсоида, опре-
деляемая выражением (8 18)

В сверхсветовом случае (εμβ2 > 1) длина Ъ малой полуоси эллипсоида
вращения становится меньше, чем расстояние ζ0 центра эллипсоида от на-
чала координат В этом случае источник всегда находится вне поверхности,
на которой функция Грина отлична от нуля (см рис 3, в) Вся эта поверх-
ность «сносится» движущейся средой так, что она оказывается по одну
сторону от источника, т. е в области ζ > 0 (напомним, что скорость среды
направлена по оси ζ). Из уравнения эллипсоида (8.16) видно, что на
оси ζ (при ρ = 0) поверхность занимает область значений 2, определяемую
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неравенством
ζ0 — Ъ < ζ < z0 -f Ь. (8.23)

В случае сверхсветового движения среды обе границы неравенства поло-
жительны и растут со временем.

Рассмотрим положение расширяющейся поверхности в несколько
последовательных моментов времени (см. рис. 3, в). Все они расположены
внутри конуса

угол раствора которого равен (см. формулу (7.13))

(8.25)

Образующие этого конуса являются касательными ко всем поверхностям
семейства (8.16).

Пусть теперь наблюдатель расположен в некоторой точке Ρ с коорди-
натами (ζ, ρ = Ύ χ2 + у2), и в момент времени t = 0 в начале координат
«вспыхивает» мгновенный источник. Если наблюдатель находится вне
конуса (8.24), то поле источника для него все время тождественно равно
нулю. Если же выбранная точка находится внутри конуса (8.24), т. е.
в области

^ ' ζ · ( 8 · 2 6 )

то сигнал от мгновенного источника дважды пройдет через эту точку.
Сначала в момент времени tx передняя часть поверхности пройдет через
точку Р, а затем в момент времени ia > tx задняя часть поверхности пройдет
через точку Р. Эта картина изображена на рис. 3, в.

Мы видим, что в сверхсветовом случае сигнал от мгновенного точечно-
го источника, расположенного в начале координат, воспринимается в точ-
ке наблюдения Ρ как два разделенных во времени сигнала. Временной
интервал At = (t2 — h) между этими сигналами определяется с помощью
формул (8.22),

Δ ί _ ί 2 ц — Δ 6 β 2 ι

Из этой формулы видно, что только на поверхности конуса (8.24) эти два
сигнала «сливаются» в один. Это видно и из рис. 3, в: если точка наблюде-
ния Ρ находится на поверхности конуса, то сигнал проходит через нее
только один раз.

3. Представляет интерес также случай, когда скорость движения сре-
ды совпадает с фазовой скоростью света в системе покоя среды (и— c/γεμ).

В этом случае из формул (8.13) в области % >> 0 можно получить сле-
дующие выражения для tt и £2:|

i ) + J r ] · ί2=°°· ( 8 · 2 8 )

Функция Грина (8.12) в этом случае принимает вид

Go (г, ί) = - ^ δ ( ί - ί , ) . (8.29)

Поскольку в области 2 < 0 величина tx в (8.28) становится отрицатель-
ной, то в этой области функция Грина тождественно обращается в нуль.
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Поверхность, на которой функция Грина в выражении (8.29) отлична
от нуля, является эллипсоидом вращения вида (8.16), у которого z0 = Ъ
(см. рис. 3, б). Это означает, что поверхность эллипсоида расширяется
таким образом, что в любой момент времени касается плоскости ζ = 0.
Точкой касания является начало координат, где расположен точечный
источник.

9. ФУНКЦИЯ ГРИНА ДЛЯ МОНОХРОМАТИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ

В практических задачах часто бывает необходимо знать не сами поля,
а их спектральные компоненты, соответствующие определенной частоте ω.
Для их вычисления полезно знать спектральную компоненту G0,m (Γ)
функции Грина Go (г, t)7 отвечающую заданному значению частоты ω.
Очевидно, функция G0,a (г) может быть получена из Go (r, t) с помощью
преобразования Фуръе по времени:

Go (г, t) = j Go. ω « схр ( - ΐωί) άω, (9.1)

° <r< f> e x p ( ί ω ί ) dL (9t2 )

С помощью равенства (9.1) функция GOj(a (г) может быть вычислена, если
в интегральном выражении (6.1) для Go (г, /) провести интегрировапие по
dkx, dky, dkz, не вычисляя интеграл по частотам. Однако этот путь является
довольно утомительным и для отыскания функции GOl ω (г) проще
воспользоваться определением (9.2) и найденным ранее выражением (8.12)
для Go (r, t). Это дает

1 ± ^ ) ( b f y ) 1 / 2 , (9.3)

где tx и t.2 — функции координат, определяемые равенством (8.13). Напом-
ним, что если ti или t2 принимают комплексные значения, то соответствую-
щие члены в (9.3) следует считать равными нулю.

Посмотрим, какой вид принимает выражение (9.3) для функции
GQ, ω (г) в различных предположениях относительно скорости движения
среды.

1) Досветовая скорость перемещения среды, т. е. и <С с/У εμ. В этом
случае 33> 3 5 · 3 6 . 4 9

ν ехр Γί ω Τ/^μ(1-β 2 )ν^+[(1-φβ 2 )/ ΐ1-β 2 ) ]ρ 2 -(εμ-1)βη /g м

Рассмотрим точку, находящуюся на расстоянии R от начала коорди-
нат, так что

ζ = R cos θ, ρ - Л sin θ. (9.5)

Подстановка координат 2 π ρ в виде (9.5) в выражение (9.4) для функ-
ции Грина Go,ω (г) дает

8π 3 μοχρ[ί ((о/с)ДйЭфф(е)1
G o ш ( г ) ^ — , (9.0)

где величина κ определена формулой (3.3), γ — формулой (4.8), а «эффек-
тивный показатель преломления» кЭфф (Θ) записывается в виде

(Θ) = [У ТТ^ / l - x p V s i n ^ - x P v 2 cos θ] (1 - κβΥ)"1. (9.7 )
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Легко убедиться в том, что величина /гЭфф (Θ) не равна показателю прелом-
ления η (ϋ) движущейся среды в направлении наблюдения Θ. Это видно
из сравнения с формулой (7.8) для величины 1//г (Ф). Более подробное
рассмотрение 4 4 показывает, что величина /гЭфф (Θ) действительно совпадает
со значением показателя преломления η (Ό1') в некотором направлении V)',

не совпадающем с направлением Θ. Это
направление Ό1' определяется следую-
щим образом.

/R Построим поверхность показателей
преломления η (Ό), т. е. в каждом задан-
ном направлении, составляющем угол
θ с направлением скорости перемеще-
ния среды (ось ζ), будем откладывать
от начала координат отрезки, длина
которых равна η (Ό1) (рис. 4). Концы
отложенных отрезков лежат на некото-
рой поверхности, которая в рассматри-
ваемом нами случае является поверх-
ностью вращения с осью симметрии
вдоль скорости движения среды и.
Полученная таким образом поверхность
обладает следующим свойством. Про-
ведем от начала координат отрезок дли-
ной η (θ') в направлении $'. Конец
этого отрезка определит некоторую
точку поверхности показателя прелом-
ления. Через эту точку проведем внеш-
нюю нормаль к поверхности (см., напри-
мер, рис. 2). Эта нормаль будет состав-
лять с осью ζ угол Θ, отличный от угла
•θ'. Известно 13, что если угол Ф' опре-
деляет направление фазовой скорости

волны в рассматриваемой среде, то направление нормали к поверхности
показателя преломления, задаваемое углом Θ, определяет направление
групповой скорости той же волны. Как показано в 44, величина гаЭфф (Θ)
следующим образом связана с показателем преломления:

"эфф (Θ) - η (*') cos (Θ - <У), (9.8)
где О' — направление фазовой скорости, если направление групповой
скорости определяется углом Θ. Соотношение (9.8) при заданном угле
наблюдения Θ представляет собой уравнение относительно угла О'. Как
видно из рис. 2, а, в случае досветовои скорости перемещения среды каж-
дому направлению Θ отвечает одна определенная точка поверхности пока-
зателя преломления (та, в которой внешняя нормаль к поверхности состав-
ляет угол Θ со скоростью среды).

В покоящейся изотропной среде направление фазовой и групповой
скоростей совпадают друг с другом и формула (9.7) дает

Рис. 4. Связь между направлением
в точку наблюдения и направления-
ми фазовой и групповой скоростей

излучаемых волн.
Вектор R направлен в точку наблюдения.
Вектор \„ перпендикулярен к поверхности
η (ϋ) и параллелен вектору R. Вектор
η (О') дает направление распространения
излучаемой волны (направление волнового
вектора). Показатель преломления среды
в системе покоя равен 3 (1/^Й"= 3). Сре-
да не обладает дисперсией в системе покоя.
Досветовая скорость движения среды (и =

= 0,1 с).

Функция Грина (?0>ω (г), определяемая формулой (9.6), представляет
гобой волну, расходящуюся во все стороны от начала координат. Это сле-
дует из того, что величина пэфф (Θ) Rlc равна величине tx в (8.14), т. е.
всегда положительна.

2) Сверхсветовой случай движения среды 33, т. е. случай и ;> clY щ.
В этом случае величины tY и t2 положительны и поэтому в формуле (9.3)
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необходимо учитывать оба слагаемых. В результате получим следующее
выражение для функции G0tto (г):

^ ί 1 1 / 2 ] , (9.9)

в котором величины tx и ia определяются формулами (8.22). Напомним,
что функция G0<(u (г) в сверхсветовом случае отлична от нуля только
в области

»J/ 1 - R 2 *

Как и в досветовом случае, введем вместо координат ζ и ρ координаты
R и Θ, определяемые формулой (9.5). Тогда
формула (9.9) запишется в виде

-f exp ( i у Дп2эфф (θ)) Ι Χ

( Ι - κ β Υ β ί ^ θ ) " 1 7 2 ,χ (9.10)
где

Θ +

+ ηγΐ — κ β Υ sin2 θ] ( κ β Υ — Ι)" 1 .

(9.11)

Как видно из формулы (9.10), в сверх-
световом случае функция Грина GQ, ω (г) пред-
ставляет собой сумму двух расходящихся
волы, поскольку оба значения (ИЭФФ)Ь 2 п 0 ~
ложительны. Эти два значения гсэфф(0) пред-
ставляют собой значения показателя прелом-
ления для тех направлений θ ' волнового век-
тора, для которых групповая скорость на-
правлена по радиусу-вектору точки наблюде-
ния (Я, Θ) (см. рис. 5).

В записи (9.10) и (9.11) функция Грина
отлична от нуля только в той области углов
Θ, для которой выполняется неравенство

8ίη»θ<(κβΥ)- 1

Ι или

(9.12)

Рис. 5. Связь между направ-
лением в точку наблюдения и
направлениями фазовой и
групповой скоростей излучае-

мых волн.
Вектор R направлен в точку наблю-
дения. Вектор ν_ перпендикулярен
к поверхности η (О) и параллелен
вектору R. Вектор η (ΐϊ') дает на-
правление распространения излу-
чаемой волны (направление волно-
вого вектора). Показатель прелом-
ления_среды в системе покоя равен
3 (У εμ = 3). Среда не обладает ди-
сперсией в системе покоя. Сверх-
световая скорость движения среды

(и. = 0,6 с).

где #g — угол раствора конуса, в котором заключены все допустимые зна-
чения групповой скорости (см. рис. 5).

Выражение (9.10) для функции Грина в сверхсветовом случае можно
записать также в следующем виде:

С в
χ

(9.13)

Как видно из этой формулы в направлении наблюдения Θ, определяе-
мом предельным углом ftg в (9.12), функция Грина (9.13) представлю τ
одну расходящуюся волну. При остальных значениях угла Θ, как уже было
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отмечено раньше, функция Грина в сверхсветовом случае представляет
сумму двух расходящихся от начала координат волн.

3) Световая скорость перемещения среды, т. е. и — с/У εμ. В этом
случае, воспользовавшись фурье-преобразованием (9.2) для формулы
(8.29), получаем

СоМО--^ехр(^), (9.14)

где tx определяется формулой (8.28).
Вместо цилиндрических координат (р, s) введем, как и раньше, сфе-

рические координаты (Л, Θ) по формулам (9.5). Тогда для функции Грина
Α), ω (*) (9.14) получим

V ^ I C O S 2 θ

Эта формула описывает расходящуюся волну. При этом условие ίλ ̂ > 0
{т. е. ζ ;> 0) соответствует условию θ <; π/2.

Световой случай, когда и — £/"|Λεμ, может быть получен предельным

переходом при и —»- c/Ί^εμ из досветового или сверхсветового случая.

10. ФУНКЦИЯ ГРИНА В ДВИЖУЩЕЙСЯ СРЕДЕ С ДИСПЕРСИЕЙ

Если среда обладает дисперсией (частотной и пространственной),
то диэлектрическая ε и магнитная μ проницаемости, а также и величина
κ = (εμ — 1), входящая в дисперсионное уравнение (5.3), зависят от часто-
ты о) и от волнового вектора к. В этом случае коэффициент, стоящий перед
функцией Go (ω, к) в формуле (5.11), является функцией от ω и к. Поэтому
функция Грина не может быть выражена через одну скалярную функ-
цпго Go (r, ί) (6.1).

При наличии дисперсии тензорная функция Грина может быть выра-
жена через две скалярные функции:

r, t) = ~ [Go (r, t) δ α Ρ + иащ0, (г, ί)], (10.1)

где GQ (r, t) определяется формулой (6.1), а

Г (г· А — А-п Г _ Ε ί exp[t(kr— <ot)]dkdto Mf)

Как видно из сравнения Go и Glf эти две функции отличаются друг от друга
только множителем

и = 1 1_
1 + κ εμ

под знаком интеграла в выражении (10.2).
Точное вычисление Go и G± при наличии дисперсии зависит от кон-

кретного вида функций ε (ω, к) и μ (ω, k).
В ряде случаев с помощью метода стационарной фазы удается полу-

чить асимптотические выражения для функции Грина, пригодные на боль-
ших расстояниях от источника. Для случая, когда ε и μ в системе покоя
зависят только от частоты ω, такие выражения были получены в рабо-
тах 2 8> 4 9. В частности, в работе 4 9 вычислена функция Грина для случая
движущейся электронной плазмы, диэлектрическая проницаемость кото-
рой в системе покоя имеет вид (7.22)

ε (ω) = 1 е—г-,

где е и т — заряд и масса электронов, Ά Ν — их концентрация.
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Полученные для функции Грина в движущейся среде формулы позво-
ляют находить потенциалы и поля различных источников поля в движу-
щейся среде.

ПРИЛОЖЕНИЕ

ПОЛЯ ПРОСТЕЙШИХ ИСТОЧНИКОВ В ДВИЖУЩЕЙСЯ СРЕДЕ

Знание функции Грина дает возможность достаточно простым образом вычислять
поля источников различного вида {точечный заряд, электрический диполь, магнитный
диполь и т. д.)· Для того чтобы определить источник, необходимо задать в правой
части уравнений (3.9) для потенциалов Α ι четырехмерный ток ;$. Если поля определя-
ются через тензор Герца Π;/ в согласии с формулами (3.10), то в правой части урав-
нения (3.12) для П^· необходимо задать комноненты тензора моментов Р ^ {см., на-
пример, (3.13)). Источник может быть как статический (это означает, что ; f или Р ^
не зависят от времени), так и переменный во времени.

В Приложении будут рассмотрены поля источников простейшего вида. При этом
мы ограничимся случаем среды без дисперсии. Это ограничение не всегда является
существенным, так как в ряде случаев можно довольно просто обобщить полученный
результат на случай среды с дисперсией в системе покоя. Для этого достаточно раз-
ложить полученное выражение для статического поля по плоским волнам и затем
считать, что каждая такая парциальная волна характеризуется своими значениями
диэлектрической и магнитной проницаемостей. Может возникнуть вопрос, почему для
статического поля оказывается существенной дисперсия. Дело в том, что статическое
поле в движущейся среде, вообще говоря, не является статическим в системе ее покоя.
Поэтому в движущейся среде дисперсия может оказаться существенной и для стати-
ческого поля. Это видно хотя бы из того, что дисперсионное уравнение (5.3) для стати-
ческого случая (со = 0) принимает вид

к2 - κ (к) f с-а (ки)2 = 0. (П.1)

Это уравнение определяет закон дисперсии статических волн в движущейся сре-
де. Отметим, что в покоящейся среде статическое волновое решение невозможно, ибо
из уравнения (П.1) при и = 0 получаем, что к 2 — 0. Это означает, что в покоящейся
среде волна вида exp (ikr) обязательно должна затухать, так как уравнение к 2 =
= к%-\- к\ -\- к\ = 0 имеет решение только при комплексных значениях компонент
волнового вектора.

Перейдем теперь к конкретным примерам.

а) П о л е п о к о я щ е г о с я т о ч е ч н о г о з а р я д а в д в и ж у щ е й -
с я с ρ е д е . Пусть точечный заряд величины q расположен в начале координат.
Как обычно, считаем, что среда движется вдоль оси ζ со скоростью и. Плотность четы-
рехмерного тока в этом случае выражается следующим образом:

U ~ U = h = 0, U = ic4 δ (г) = icq б (χ) 6 (у) δ (ζ). (Π.2)

Тогда с помощью формул (5.8) и (5.12) получаем

Y x " t ; ~ (2π)* ε μ ( 1 ~ β 2 )

при β = и!с.
Интегрирование по пространственным координатам проводится без труда, а для

интегрирования по времени следует вспомнить выражение (8.12) для функции Грина
Go. Результат интегрирования по времени зависит от соотношения между скоростью

движения среды и и фазовой скоростью света в системе покоя среды ο/~\/εμ. В досвето-

вом случае, когда и <ζ c/^/εμ, в числителе выражения (8.12) только одно слагаемое

отлично от нуля (см. формулу (8.14)). В сверхсветовом случае, когда Μ>ε/"|/εμ, оба
слагаемые в числителе выражения (8.12) отличны от нуля (см. формулу (8.21)), ноне
во всем пространстве, а только там, где выполняется неравенство

3 УФЫ, т. 114, вып. 4
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С учетом высказанных соображений результат интегрирования может быть пред-
ставлен в виде

W 3 ( 1 β 2 ) Ч + l - β 2 Р )

где в досветовом случае (εμβ2 < 1) / = 1, а в сверхсветовом случае (εμβ2 > 1) *)

2 при
(П.6)

Как и следовало ожидать, потенциалы в этом случае не зависят от времени. Характер-
но, что оказывается отличным от нуля вектор-потенциал А покоящегося заряда, кото-
рый пропорционален скорости движения среды и.

Приведем выражения для электрического поля Ε и магнитной индукции В.
С помощью (2.1), (3.1) и (П.5) получаем

Е = — 7 dt ~ m d φ ( г ) = "" § r a d φ ί Γ ) '

Зная выражения для Ε и В, можно записать выражения для магнитного поля Η
и электрической индукции D. Для этого можно воспользоваться материальными урав-
нениями Минковского (1.2), рассматривая их как уравнения для D и Η при заданных
Ε и В. Еще проще воспользоваться тензорной связью (2.8), где материальный тен-
зор Zikst определяется соотношением (3.2). В результате получим 3,Бз

( Π · 8 >

^ Β
μ μ

где κ — (εμ — 1), γ"2 = (1 — β2), а β = и/с. Подстановка в эти формулы выраже-
ний (П.7) дает

ρ = ι _ ^ [ ( 1 - ' β 2 ) Ε ~ ( ε μ ~ 1 ) β ( β Ε ) ] > Η ^ ° - ( Π · 9 >

Своеобразие движущейся среды заключается в том, что вектор магнитной индук-
ции В покоящегося заряда отличен от нуля. Магнитное поле, как и в случае покоя-
щейся среды, по-прежнему равно нулю.

Выражения (П.5) позволяют определить поверхности, на которых потенциалы
имеют постоянное значение (эквипотенциальные поверхности). При досветовых скоро-
стях движения среды (^μβ2 <Ζ 1) эти поверхности представляют семейство эллипсоидов
вращения с осью, направленной вдоль скорости движения среды и:

Ζ 0

причем!отношение полуосей 1р

гж lz равно

Х~Къ • (П.11)

В сверхсветовом случае (εμβ2 > 1) эти поверхности представляют собой семей-
ство гиперболоидов вращения с той же осью симметрии, что и в досветовом случае:

-4—Т—1 (ζ>°)· ( П Л 2 >

·) Для сверхсветового случая эту задачу впервые рассмотрел И. Е. Тамм 3 9 .
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Асимптотической поверхностью этого семейства гиперболоидов является кони-
ческая поверхность, уравнение которой имеет вид

Вектор электрического поля Ε в (П.7) перпендикулярен к эквипотенциальным
поверхностям. При нерелятивистских скоростях эквипотенциальные эллипсоиды
вырождаются в сферы. В этом случае вектор Ε направлен вдоль радиуса-вектора, соеди-
няющего заряд с точкой наблюдения. При релятивистских скоростях вектор Ε уже не
направлен вдоль радиуса-вектора. Вектор электрической индукции D, как видно из
формул (П.9), не совпадает по направлению с вектором Е, отличаясь от него слагае-
мыми, квадратичными по и/с π направленными вдоль скорости движения среды.

Вектор магнитной индукции В (П.7) по величине пропорционален скорости дви-
жения среды, а по направлению перпендикулярен к вектору электрического поля Ε
и скорости движения среды и. Если изображать В с помощью силовых линии, то эти
линии представляют собой окружности с центром на оси ζ, плоскость которых пер-
пендикулярна к этой оси. Наконец, вектор магнитного поля Η можно считать направ-
ленным по желанию читателя, поскольку этот вектор в данном случае тождественно
равен нулю.

Поле покоящегося заряда вызывает поляризацию движущейся среды. Вектор
электрической поляризации Ρ легко определить с помощью соотношения

Р = ^ Г ( 1 > ~ Е ) ' ( П Л 4 )

которое вытекает из равенства (2.9). Подставляя в эту формулу выражения для D
из (П.9), получим

где Ε — поле покоящегося заряда в движущейся среде, определяемое по форму-
лам (П.5) и (П.7).

При нерелятивистских скоростях движения среды получаем хорошо известное
соотношение

Аналогичным образом мы можем найти намагничение движущейся среды Μ (магнит-
ный момент единицы объема)

Μ = " έ τ ( Β ~ Η ) · - (пл7)

Поскольку в рассматриваемой нами задаче магнитное поле Η = 0, а магнитная
индукция В отлична от нуля, с помощью (П.7) получаем

_В εμ —
;W Ο τ] • < π - ΐ 8 >4π 4л (1 — εμβ

В нерелятивистском случае

Μ =
_βμ_1_ г

4π L

С р а в н и в а я ( П . 1 6 ) и ( П . 1 9 ) , в и д и м , ч т о в н е р е л я т и в и с т с к о м с л у ч а е М и р с в я з а н ы с л е -
д у ю щ и м с о о т н о ш е н и е м :

М = ^ — г Р ' " Г - ( Π · 2 0 )

Эта формула представляет собой частный случай более общего нерелятивист-
ского соотношения между намагничением Μ и поляризацией Р, которое нетрудно,
получить из формул (П.8) с помощью (П.14) и (П.17):

В рассматриваемой нами задаче Η — 0, и формула (П.21) переходит в (П.20).
Формулы (П.20) и (П.21) дают связь между электрической поляризацией и намаг-

ничением в движущейся среде. Эту связь качественно можно понять следующим обра-
зом. При электрической поляризации среды возникают связанные заряды, плотность

3*
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которых р с в определяется формулой р с в = — div P. При движении среды эти
связанные заряды приводят к появлению тока, который является причиной намагни-
чения среды. Соотношения (П.20) и (П.21) для μ = 1 были экспериментально под-
тверждены в опытах Рентгена и Эйхенвальда 5 .

б) П о л е п о к о я щ е г о с я т о ч е ч н о г о м а г н и т н о г о д и п о л я .
Рассмотрим точечный магнитный диполь т 0 , расположенный в начале координат. Как
обычно, предполагается, что среда движется в рассматриваемой системе координат
со скоростью и вдоль оси г. Как и выше, дисперсией среды в системе покоя пренебрегаем.

Поле в рассматриваемой задаче оказывается удобным выражать через тензор
Герца Иц — антисимметричный тензор второго ранга, в котором отличны от нуля
шесть независимых компонент. Эти компоненты можно рассматривать как проекции на
оси координат двух векторов — электрического вектора Герца Π и магнитного век-
тора Герца Π *:

π Τ Ϊ * ΤΤ* ί'ΤΤ ν

- π * ο π* ту \
π* - π* ο mz I * { 'ΔΔ)

1 χ у ζ

Потенциалы At выражаются через тензор Герца Пг·^ по формуле (3.10), которая
в векторной записи имеет вид

где κ = (εμ — 1), γ- 2 = (1 — β2), а β = ulc.
Тензор Герца Пг7- удовлетворяет уравнению (3.12), в правой части которого

стоит антисимметричный тензор моментов Р^ второго ранга, описывающий внешние
источники:

(
U ^"Z —^Ί/ ^Рх \

0 т 1рЛ
т„ — m r 0 ipz | у

— ΐ-Ρχ — ipy — iPz 0 /
Тензор источников Ptj составлен из компонент сторонних электрического момен-

та ρ и магнитного момента т , создающих поле в среде.
С помощью (П.22) и (П.24) получаем из (5.10)

J_
(2л)*

Π (г, t)= - ~ J G 0 ( r - r ' , i~i ')p(r ', t')dT'dt't
, „ (П.25)

П*(г, ί )= -72"!^ \ G o( r — г ' ' t — t')m(v', t')dt' dt'.

ЭТИ формулы выражают электрический и магнитный векторы Герца через задан-
ные распределения сторонних электрического и магнитного моментов. Выражение для
функции Грина Go подробно рассмотрено в последних главах обзора. С помощью
этих формул для нашего случая (m (r', t') — т 0 6 (г') и р = 0 ) нетрудно получить

Π * ( Γ ) = μ / ( 2 з + 1 Г е а ? * - р 8 ) " 1 / 2 т о ^ ^ ( г ) т о , П(г) = 0. (Π.26)
V 1 — ρ Δ Ι

Величина / определяется точно так же, как и в ранее рассмотренной задаче о поле
точечного заряда (см. формулу (П.6)).

Воспользовавшись этими выражениями для векторов Герца и соответствующими
им выражениями для потенциалов (П.23), можно найти электрическое поле Ε и маг-
нитную индукцию В,

Ι дА . .. κγ 2 , / u r , , ч ,\
Е= ——^г, grad9=—grad^——-т^—-gradi —, [grad ψ (r), m0]) ,

COL ι -|- κ \ с /

Во (г) — rot rot Π* (г),

где Во — вклад от первого слагаемого в выражении для А (П.23).
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Как видно из этих формул, у покоящегося магнитного диполя в движущейся
среде возникают отличное от нуля электрическое поле, пропорциональное скорости
движения среды и. Заметим здесь, что если рассмотреть электрическое поле от точеч-
ного электрического диполя с моментом fu/c, m 0 ], помещенного в начале координат, то
его направление во всех точках совпадает с направлением электрического поля
в (П.27), т. е. с электрическим полем магнитного диполя т 0 . Это утверждение нетрудно
доказать с помощью формул (П.25) и (П.23).

Приведем также выражения для магнитного поля Η и электрической индук-
ции D:

(П.29)

f Во(г)].
Эти формулы получены из соотношений (П.8), куда подставлены выражения для Ε
и В, определенные формулами (П.27) и (П.28).

Выражения для векторов поляризации Ρ и намагничения Μ при этом примут вид

^ Ε" ι ^Μ1 Λ-.2 Ι ^ η
— Ει -τ ; V , ЙЛ ,
4я 4πμ L с _Г

(11.30)

Ρ

M - ( B H ) = 4 B ,
4π v ' 4πμ u 4πμ r

При нерелятивистских скоростях движения среды отсюда получаем

Е +

M = B o .
4πμ υ

Второе слагаемое в выражении для Ρ дает электрическую поляризацию, возникающую
за счет движения среды. Если это слагаемое обозначить через Р', то видно, что

Это соотношение может быть получено как нерелятивистский предел общих фор-
мул (П.8). Физический смысл его заключается в том, что при движении среды через
магнитное поле появляется электрическая поляризация, пропорциональная скорости
движения. Эффект возникает из-за того, что на движущиеся в магнитном поле заряды
действует сила Лоренца. Эта сила смещает заряды разных знаков в противоположных
направлениях, что и приводит к возникновению электрической поляризации в ней-
тральной среде. Эти соотношения впервые были экспериментально проверены в опы-
тах Вильсона 5 . Не составляет труда из полученных формул найти*поле покоящегося
электрического диполя.

в) П о т е н ц и а л ы Л ь е и а р а — В и х е р т а в д в и ж у щ е й с я е р е -
д е. Рассмотрим точечную заряженную частицу с зарядом q, которая может переме-
щаться в движущейся среде. Закон движения частицы зададим в виде

r = r(i), v «v( i) = ^yS- . (П.ЗЗ)

Плотность заряда и плотность тока, связанные с движением этой частицы, можно
записать следующим образом:

ρ (г, i) = ? 6 ( r - r ( f ) ) f j(r, f) = e v ( f ) 6 ( r - r ( i ) ) . (П.34)

Потенциалы Ла (г, ί) определяются формулой (5.8), которую мы можем записать
в трехмерных обозначениях:

(П.35)

Ф ( г ' *>=7оГГ
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В этих формулах интегрирование по г' проводится легко с помощью формул (П.34),
и мы получаем

(П.36)

Подставим в эти выражения функцию Грина из формулы (8.10) и проведем интегриро-
вание по t'. Как видно из выражения (8.10) для функции Грина Go, она имеет особен-
ности в точках, в которых выполняется равенство

(П.37)
μ

где Τ = (t — г'), X = χ — χ ( ί ' ) , γ = у ~у (Г), Ζ = г — ζ (г'), β = и/с и (х, у, ζ, г ) ~
координаты точки наблюдения, а (χ (ί'), г/ (ί'), г (ί')) — координаты точки, где нахо-
дится заряд в момент времени t'.

Если рассматривать движения заряженной частицы в пустоте, то уравнение (П.37)
принимает хорошо знакомый вид

Αί1 (Π.38)

где й (ί') = УХ2 + У2 + 22.
Для каждого данного момента времени г существует лишь одна точка в про-

странстве, где удовлетворяется это уравнение5 1. Это объясняется тем, что в каждой
точке своего пути заряд создает возмущение, которое отлично от нуля на сферической
поверхности, расходящейся во все стороны со скоростью света. Эта поверхность дохо-
дит до точки наблюдения в момент времени, определяемый соотношением (П.38).
В движущейся среде положение иное. В каждой точке своего пути заряд создает воз-
мущение, отличное от нуля не на расширяющейся сфере, а на эллипсоиде, уравнение
которого имеет вид (8.16). Величина полуосей этого эллипсоида линейно растет со
временем по закону (8.17), а центр эллипсоида увлекается в направлении движения
среды со скоростью (8.18). Поэтому в движущейся среде уравнение (П.37) может иметь
ни одного, одно или несколько решений в зависимости от положения наблюдателя по
отношению к траектории заряда, от величины и направления скорости перемещения
среды и от закона движения заряда. Приведем простой пример. Пусть скорость среды и
превышает фазовую скорость света с!ущ (εμβ2 > 1). В этом случае возмущение,
созданное в любой точке, «сносится» движущейся средой так, что поле возмущения
может быть отлично от нуля только по одну сторону от источника (в полупростран-
стве, где (г, и) > 0). Тогда до наблюдателя, находящегося в полупространстве (г, и) <
< 0, вообще не дойдет никакого сигнала. Наблюдатель же, находящийся в полупро-
странстве (г, и) > 0, будет получать сигнал от движущегося источника (будет «ви-
деть» заряд) только в течение конечного промежутка времени, отвечающего конечному
участку траектории заряда.

Приведем теперь окончательные выражения для потенциалов Льенара — Вихер-
та в движущейся'среде без дисперсии

Ί/εμ ,v , v ч εμ — β2 / _ εμ —1 _\ / εμ —1 \ •» -1
L_£_ (χνж+ γν„) . _ M [Z £-—a^uT) I vz —къ и ) > · (П.39)

с x y>

 ΰ ~ ΐ / ε μ ( 1 - β 2 ) \ ε μ - β 2 Μ ε μ - β * / /
В этих формулах положение и скорость заряда берутся в момент временя ί', опреде-
ляемый уравнением (П.37). Если это уравнение имеет несколько решений, то следует
просуммировать полученные выражения для А и φ по всем таким моментам времени t'.

Как видно из выражений (П.39) для потенциалов Льенара — Вихерта, в движу-
щейся среде в случае покоящегося заряда вектор-потенциал А отличен от нуля и на-
правлен вдоль скорости движения среды и. Этот результат находится в согласии с фор-
мулами (П.5) и противоречит результатам работы 5 2

Т в которой автор без должных
оснований предположил, что вектор-потенциал заряда в движущейся среде пропорцио-
нален только скорости движения заряда.
Физический институт им, П. Н. Лебедева АН СССР
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