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ВВЕДЕНИЕ

Вопрос о тензоре импульс-энергии (и.-э.) *) электромагнитного поля
в электрически поляризующейся среде следовало бы уже давно отнести
к архиву классической физики.

Однако же за последние десять-двадцать лет появилось немало работ,
авторы которых вновь и вновь возвращаются к этой теме. Центральное
место в этой литературе занимает вопрос о сравнительной оценке двух
тензоров — Абрагама и Мипковского, предложенных более полуве-
ка назад.

В истории проблемы сложилось парадоксальное положение, в резуль-
тате которого и до последнего времени дискутируются вопросы, касающие-
ся некоторых базисных положений классической электродинамики.
Литература вопроса изобилует разноречиями и разночтениями, приводя-
щими к тому, что в настоящее время утрачена ясность представлений
в области таких концепций, которые, казалось, не должны были бы быть
предметом дискуссии. К этим противоречиям, в основе которых часто
можно обнаружить нечеткость в трактовке физического смысла тех или
иных формальных построений, мы вернемся в конце статьи.

Существенно отрицательное влияние на всю последующую историю
вопроса оказал следующий характерный эпизод. В 1950 г. Лауэ 2 обратил
внимание на определенные ограничительные требования, которым должны
удовлетворять трансформационные свойства компонент тензора импульс-
энергии волны света. Эти требования вытекают (как он полагал) из сле-
дующих соображений.

*) Мы считаем возможным придерживаться этого термина (вместо обычно при-
нятого «тензор энергии-импульса»), поскольку им пользуется Паули в своем класси-
ческом труде х.
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Представим себе световой импульс, распространяющийся в виде
волнового пакета и движущийся в среде со скоростью cln (п — показатель
преломления) относительно наблюдателя, неподвижного в этой среде.
Вместе с этим пакетом движется (с той же скоростью cln) некоторый объект,
находящийся все время в поле светового луча и, следовательно, остающий-
ся все время освещенным этим лучом. Очевидно, что для другого наблю-
дателя, движущегося с какой-то произвольной скоростью относительно
первого, этот объект также будет все время представляться освещенным.
А для того, чтобы это условие было выполнено, необходимо, чтобы ско-
рость пакета световых волн при переходе от системы отсчета первого
наблюдателя (в которой он неподвижен) к «системе второго наблюдателя»
преобразовывалась как скорость материальной точки.

Как полагал Лауэ, им было доказано, что тензор Абрагама должен
быть исключен из рассмотрения, как якобы противоречащий указанному
выше критерию. Приняв, основываясь на этом, тензор Минковского,
Лауэ сделал отсюда далеко идущие выводы. Поскольку на (несостоятель-
ные с нашей точки зрения) аргументы Лауэ продолжают постоянно ссы-
латься и поскольку аналогичные соображения, приводящие к отводу
тензора Абрагама, были развиты также и Мёллером 3, вопрос этот будет
нами рассмотрен подробнее.

Предлагаемая читателю статья не является обзором литературы
вопроса. Достаточно полный перечень работ, посвященных данной теме,
можно найти в недавно опубликованном обзоре 4.

Имеется серия работ формалистического стиля, авторы которых
подходят к решению вопроси, опираясь на обобщения, сформулированные
в постулатах, которые положены ими в основу применения затем вариа-
ционного метода. По-видимому, в большинстве случаев такой формальный
аппарат приводит к решению в форме тензора Минковского (см.. напри-
мер. 5). Авторы другой группы работ (де Гроот β с сотрудниками) пошли
по пути микроскопического рассмотрения задачи. Этот метод требует
введения чрезвычайно громоздкого, трудно обозримого аппарата вычи-
слений.

Указанной только что группе работ должна была, казалось бы, пред-
шествовать вполне однозначно установленная схема представлений
в рамках электродинамики Максвелла — Герца *).

То, что до сих пор альтернатива в выборе формы тензора и.-э. поля
{тензор — Абрагама или Минковского?) остается неразрешенной, при-
водит, однако, к неоднозначности в построении этой схемы базисных
представлений, поскольку вопрос о пондеромоторных **) силах в электро-
магнитном поле и о количестве движения этого поля остается дискус-
сионным.

Однако анализ вопроса на основе простых моделей приводит к одно-
значному выводу о том, что в рамках феноменологической картины
и в применении к предельным случаям идеализированных диэлектрических
сред правильное решение задачи дано Абрагамом 7 в форме предложенного
им тензора. Такой вывод, при выполнении определенных условий и упро-
щений, может быть сделан на основе идей, высказанных еще в 1954 г.

*) К этим двум именам, которыми отмечена эпоха в истории классической
физики, в связи с данной проблемой следовало бы добавить еще и имя Абрагама, кото-
рый ввел в науку фундаментальное представление об электромагнитном количестве
движения.

**) Мы пользуемся этим, принятым в классических работах, но, видимо, уста-
ревшим, термином. В новейшей литературе обычно говорят «объемные силы».
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венгерскими физиками — Марксом и Дьёрди 8, а также отчасти и в пред-
шествовавшей работе Бека 9 *).

Если потребовать выполнения законов сохранения в сочетании с урав-
нениями Максвелла — Герца,.то, как будет показано, отсюда вытекает
уже определенное, достаточно сильное «правило отбора» (теорий).

Другое «правило отбора» было применено Лауэ, как якобы выте-
кающее из его, упомянутого выше критерия, что привело к ошибочным
выводам.

При наличии противоречий в основной схеме концепций целесообраз-
но на данной стадии отвлечься от осложнений, вносимых учетом законов
термодинамики. Для этого будем предполагать, что диэлектрическая
постоянная среды есть константа, не зависящая от напряженности электри-
ческого поля и параметров, характеризующих состояние среды.

Две модели, которые будут в деталях рассмотрены ниже, удовлетво-
ряют, например, необходимому в этой связи требованию: плотность среды,
выраженная числом частиц (диполей) на единицу объема, неизменна
(не зависит от напряженности поля).

Обращение к указанной выше абстракции целесообразно и, видимо,
так же допустимо, как допустимо и целесообразно, например, в теорети-
ческой механике рассматривать законы движения абсолютно твердого
тела, отвлекаясь от свойств упругости и пластичности.

В последующем изложении автор пользуется только элементарными
и, насколько возможно, наглядными выводами.

В целях упрощения среда предполагается немагнитной и рассматри-
вается частный случай электромагнитного поля плоской волны.

1. ИМПУЛЬС ФОТОНА И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ

В связи с очерченной выше ситуацией до сих пор не получено ясного
ответа на вопрос о величине импульса фотона в среде — пусть идеальной,
характеризуемой постоянным (не зависящим от каких-либо параметров)
показателем преломления.

Тензоры Минковского и Абрагама приводят к существенно различным
выражениям для плотности (g) количества движения поля.

Предваряя результаты выводов, которые будут изложены ниже, приведем здесь
эти выражения. В векторной форме они записываются так:

g M = (1/4лс) [DB] (1.1)

по Минковскому (см., например, г) и

g A = (1/4лс) [ЕН] (1.2)

по Абрагаму (см. 7 ) ; здесь Е, Н, D, В — векторы напряженностей и индукций электри-
ческого и магнитного полей.

Говоря о фотоне, будем представлять себе «пакет» в виде «цуга» плоских (плоско-
поляризованных) волн, который несет энергию, равную § = hv. Согласно уравнениям
Максвелла, в поле плоской волны имеет место соотношение Η = пЕ. (Для упрощения
здесь, а также чаще всего и в дальнейшем, будем полагать μ = 1.)

При соответствующей ориентации координатных осей, согласно (1.1) и (1.2),
получим

gM = n3E2/inc = пи/с (1.3)
и

g A = пЕЧЫс = и/пс (1.4)

{так как D = еЕ и ε = η 2; и = η2 (Ε2 + # 2)/8π); здесь (и в дальнейшем) и — плотность
энергии волны света.

*) Выводы этого автора, однако, неверны.
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Отсюда для импульса «фотона» (GM и GA) в среде получаются сле-
дующие выражения:

GM = ёщ = пицс = nhv/c (1.5)

согласно Минковскому (I — длина цуга, I = hxlu) и

GA = gH = hvlnc (1.6)

— согласно Абрагаму.
Отметим прежде всего, что с экспериментальной стороны вопрос

также остается неясным. Прямого ответа на этот вопрос эксперимент
не дает, о чем у нас также речь еще впереди.

Однако однозначный ответ дает обращение к законам сохранения
количества движения и скорости движения центра тяжести (в применении
к системе «поле + среда»). Так, во всяком случае, обстоит дело, если
полагать справедливым представление об инертности энергии в соответ-
ствии с соотношением Эйнштейна % = тс2.

Из простой схемы «мысленного эксперимента», который сейчас будет
рассмотрен, следует, что предположение Минковского находится в проти-
воречии с законом постоянства скорости движения центра тяжести систе-
мы «излучение + материальное тело». На это впервые было указано
в работе 10.

Для доказательства рассмотрим систему «пакет световых волн + сре-
да (прозрачная пластинка — прямоугольный параллелепипед, грани кото-

у χ рого параллельны координатным
$г Л ί\/ п л о с к о с т я м ) > > · Сопоставим переме-
*— щение центра тяжести всей этой

системы по оси χ (направление рас-
пространения луча) в двух слу-
чаях:

а) «Пакет» находится вне сре-
ды, двигаясь в направлении к ее

Рис. 1. границе (левой), проходит через
среду и затем, в выбранный нами

момент времени, находится в положении, которое симметрично начально-
му его положению относительно среды (рис. 1).

б) Положения пакета относительно среды, начальное и конечное,
также симметричны. Но пакет перешел из положения первого в положе-
ние второе, минуя среду. (То, что, следовательно, пакет движется сейчас
по траектории, параллельной, но сдвинутой относительно оси х, для
вывода, очевидно, не существенно.) Если бы среда за время прохождения
через нее светового пакета оставалась неподвижной, то перемещение по
оси х центра тяжести всей системы в целом («свет + среда») в том и дру-
гом из указанных выше случаев было бы одним и тем же. Однако для
перемещения света на длину проводящей свет пластины в первом случае
требуется времени больше, так как скорость света с/η в среде меньше,
чем в пустоте — вне нее (предполагаем, что η > 1). Поскольку скорость
перемещения центра тяжести системы в обоих случаях одна и та же,
смещение центра тяжести по оси х из его начального положения в конечное
в первом случае должно быть большим. А это значит, что проводящая
свет среда не будет оставаться неподвижной и должна сместиться в направ-
лении распространения света. Иначе говоря, это значит, что при вхожде-
нии света в среду ей передается импульс в направлении луча, что противо-
речит предположению Минковского (импульс света в среде nBIc больше,
чем в пустоте Щ1с).
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Таким образом, простые качественные соображения, казалось бы,
уже достаточны для того, чтобы исключить гипотезу Минковского. Если же
написать уравнения сохранения импульса и постоянства скорости движе-
ния центра тяжести, то можно получить и количественный результат.

Обозначим через Хс — координату центра тяжести системы, Μ —
массу пластины, μ — массу энергии света и G — импульс пакета волн
в среде. Из определения центра тяжети системы, дифференцируя, получаем
следующие уравнения:

dXjdt = [Μ (dxjdt) + μ (dxJdt)]/(M + μ); (1.7)

здесь Χι и rr2 — координаты центра тяжести пластины и светового пакета
соответственно *).

Пусть (dXJdit) — значение скорости dXjdt до вхождения света
в среду:

(dXcldt)i = με/{Μ + μ). (1.8)

Обозначим далее (dXc/dt)2 значение скорости для интервала времени,
в течение которого свет проходит через среду. Уравнение сохранения
импульса дает

Μ dxjdt = (В/с) — G. (1.9)

При этом dxjdt = с/п и, следовательно, согласно (1.7)

(dXJdt)2 = [(Ш/с) - G + μ (с/п)]/(М + μ). (1.10)

Но постоянство скорости движения центра тяжести системы требует
равенства

(dXjdt)i = (dXjdt)u. (1.11)

Подставляя в уравнение (1.11) выражения (1.8) и (1.10), получим

μc = [{tic) - G] + μ (с/п). (1.12)

Отсюда

G - {61с) + μ [{с/п) - с] = tine, (1.13)

так как
μ = В/с2.

Таким образом, из законов сохранения для величины импульса фотона
следует выражение Абрагама (1.6).

Проводя эти простые вычисления, мы, разумеется, молчаливо пред-
полагали, что поток энергии на всем пути луча постоянен и что, следова-
тельно, потери энергии вследствие отражения на границе среды исключе-
ны. Значит, мы молчаливо предположили, что на границах среды, в месте
входа и выхода луча, нанесен переходный, «просветляющий», слой с плав-
ным переходом показателя преломления от значения η в среде к значению

*) На первый взгляд может показаться, что ссылка на закон движения центра
тяжести и приведенный здесь вывод излишни, поскольку соотношение G = μ {с/п) —
= Slcn (см. ниже (1.12)) можно считать справедливым a priori. В таком случае и про-
тиворечащий этому соотношению тензор Минковского следовало бы исключить из
рассмотрения a priori, а проблему, которой посвящена данная статья, считать несуще-
ствующей и литературу по этому вопросу — плодом недоразумения. Однако в простом
примере, рассмотренном ниже в гл. 6 (заряженный конденсатор движется равномерно
со скоростью β), мы сталкиваемся со следующей ситуаций. Импульс электромагнитного
поля G не равен μβε (здесь электромагнитная масса μ равна <f/e2, g — энергия поля).
Как видно из выражения (6.2) тензора и.-э. поля (W), в данном случае (причем оди-
наково как по Минковскому, так и по Абрагаму)

G = 2№1с (1 + β2) Φ φ .
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его 1 вне среды. Такие приемы «просветвления» граней среды в настоящее
время широко используются в лазерной технике. Теоретически, в пределе
(а в какой-то мере и практически) могут быть реализованы условия, при
которых потери на отражение сведены до сколь угодно малой величины.

Кроме того, следует отметить, что мы отождествляли групповую
скорость света с фазовой скоростью, что также может быть реализовано
с любой желаемой точностью, если диапазон длин волн выбран так, что
полосы аномальной дисперсии находятся где-то в отдаленной области
спектра и не оказывают влияния (показатель преломления в данном
диапазоне от длины волны не зависит).

Выбор выражения для плотности импульса (количества движения)
поля приводит однозначным образом и к определенному выводу о плот-
ности сил воздействия волнового поля на среду.

2. ТЕОРЕМА МАКСВЕЛЛА, ПОНДЕРОМОТОРНЫЕ СИЛЫ
И ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ КОЛИЧЕСТВО ДВИЖЕНИЯ

Напомним те исходные данные о пондеромоторных силах, к которым
приводят уравнения Максвелла, и прежде всего теорему о максвелловых
натяжениях, которая позволит упростить излагаемые в дальнейшем
выводы и придать им известную наглядность.

Для случая статического поля эта теорема дает: равнодействующая
К сил, приложенных к телам, находящимся внутри некоторой замкнутой
поверхности S, выражается интегралом по поверхности (S) максвелло-
вых натяжений:

(Т(п) dS = \ f ά,Ω = Κ, (2.1)

где άΩ — элемент объема и f — плотность силы.
Поскольку дальше придется часто ссылаться на уравнение (2.1)

и поскольку самое представление о тензоре напряжений вытекает из этого
уравнения, напомним некоторые относящиеся сюда соотношения и опре-
деления.

Введенный под знаком интеграла в левой части уравнения вектор
Τ (η) есть сила натяжения, действующая на элемент поверхности dS,
направление внешней нормали к которому задано направлением единич-
ного вектора п. Составляющая Τх (п) вектора Τ (η) определяется соотно-
шением

Τ χ (η) = txx cos (n, χ) + txy cos (η, у) + txz cos (/г, ζ). (2.2)

Аналогичные соотношения дают компоненты Ту, Τг.
Девять величин (txx, txy, txz) плюс шесть других, входящих в анало-

гичные выражения для Ту и Tz, образуют трехмерный симметричный
(«относительный») тензор напряжений.

Четырехмерный тензор и.-э. (пространственные компоненты которого
образуют так называемый «абсолютный» тензор напряжений *)) получает-
ся путем обобщения трехмерного тензора Т[т, о чем речь у нас впереди.

Возвращаясь к прерванной линии изложения, сошлемся прежде всего
на следующий результат вычислений. Если в частном случае электро-
статической задачи мы имеем дело с полем в отсутствие истинных электри-
ческих зарядов в «идеальном» диэлектрике с диэлектрической постоян-
ной ε, то, как показывает вычисление, теорема Максвелла приводит
к следующему выражению для плотности пондеромоторной силы /,

*) Этот тензор обозначается так же, как тензор плотности потока импульса.
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действующей на диэлектрик (7а, стр. 150—154):

f = -(E2l8n) grad ε. (2.3)

Как легко показать, если принять во внимание уравнения Максвелла, (2.3)
равносильно следующему выражению:

f = (Ρ·grad) Ε - grad (ΡΕ/2), (2.4)

где символ (P-grad) означает

(P-grad) = Рх (д/дх) + Ру (д/ду) + Рг (д/дг); (2.5)

Ρ — поляризация диэлектрика. Формулы (2.3) и (2.4) потребуются нам
в дальнейшем. Оба слагаемых в (2.4) имеют простой физический смысл,
к чему мы еще вернемся.

Введя представление об электромагнитном количестве движения,
Абрагам обобщил теорему Максвелла на случай полей, переменных
и высокочастотных.

Положим, что мы рассматриваем электрические заряды на проводя-
щих телах, находящихся внутри замкнутой поверхности S в вакууме.
В случае электродинамической задачи преобразование интеграла максвел-
ловых натяжений по поверхности S приводит к следующему уравнению:

f Τ (га) dS - К = С (1/4лс) (д [ЕНШ) άΩ, (2.6)

где Ε и Η — напряженности электрического и магнитного полей.
Как было постулировано Абрагамом, в правой части уравнения (2.6)

стоит теперь производная dG/dt, где G = I g άΩ — электромагнитное

количество движения поля во всем объеме внутри поверхности S и соот-
ветственно g — плотность этого количества движения.

Если истинные заряды внутри поверхности S отсутствуют и, следова-
тельно, К = 0. то уравнение (2.6) в случае поля в вакууме имеет вид

ί Τ (га) dS = (Vine) \ (д lEttl/dt) άΩ = j (dg/dt) άΩ. (2.7)

Отсюда g (в вакууме) выражается так:

g = {ί/inc) [EH]. (2.8)

Если же пространство внутри поверхности S заполнено однородной
средой и истинные заряды в этом пространстве по-прежнему отсутствуют,
то выполнение соответствующих преобразований поверхностного интегра-
ла в объемный дает

С Τ (η) dS = (д/dt) j (εμ/4πε) [EH] άΩ, (2.9)

где соответственно ε и μ — диэлектрическая постоянная среды и ее маг-
нитная проницаемость. В этом случае a priori нельзя однозначным образом
ввести выражение для плотности электромагнитного количества движения
в среде.

Если предположить, что на однородную, электрически незаряжен-
ную, прозрачную среду (и в отсутствие постоянных магнитных моментов)
никакие силы также и в переменном электромагнитном поле не действуют,
и вместе с тем полагать, что интерпретация по Абрагаму выражения
в левой части уравнения (2.9) сохраняет силу, то по смыслу этого уравне-
ния интеграл, стоящий в правой его части, дает количество движения
поля. Согласно Минковскому и следует предположить, что плотность
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пондеромоторных сил в указанных выше условиях равна нулю. Отсюда
следует вывод: плотность импульса излучения равна

gM = (εμ/4πο) [ΕΗ] (2.10)

(или, если обратно предположить, что плотность gM дана выражением
(2.10), придем к выводу об отсутствии пондеромоторных сил).

С другой стороны, но Абрагаму, выражение (2.8) для плотности коли-
чества движения сохраняет силу и в случае поля в материальной среде:

gA = (1/4я с) [EH]. (2.11)

А это значит, что если правую часть уравнения (2.9) переписать так:

(1/4лс) [ j (д [EH]/3f) dQ + \ (d/dt) (βμ - 1) [EH]dQ] ,

и, следовательно,

j Τ (ή) dS = (dGA/di) + К =

= (dGA/di) + j (д/dt) [(εμ - 1)/4лс] [ЕН] άΩ (2.12)

(как естественно предположить), то в подынтегральном выражении вто-
рого слагаемого второго уравнения (2.12) мы имеем плотность пондеро-
моторной силы.

Силы действия волны света на прозрачный диэлектрик (или магнито-
электрик) были введены Абрагамом «гипотетически». Однако эти «силы
Абрагама» имеют простой физический смысл. Вопрос подробно рассмотрен
в работе 8. Здесь в этой связи мы приведем лишь следующие соображения.

Вернемся к выражению (2.3) для плотности силы f в электростати-
ческом поле. Это выражение (и эквивалентное ему (2.4)) справедливо лишь
в том случае, если полную (внутреннюю) энергию можно отождествлять
со «свободной» энергией. Оговаривая, что имеем дело с «идеальным»
диэлектриком, мы и предполагаем, что это условие выполнено. Модели,
которые будут рассмотрены ниже, указанному требованию удовлетворяют.

В дальнейшем мы будем рассматривать поле плоской электромагнит-
ной волны. Первое слагаемое выражения (2.4) в таком поле роли не играет.
Во втором слагаемом мы имеем градиент выражения РЕ/2, где Ρ — поля-
ризация и Ε — напряженность электрического поля.

Если для конкретности представлять себе диэлектрик в виде собра-
ния диполей с переменным дипольным моментом электрических зарядов,
удерживаемых квазиупругими силами, то РЕ/2 есть энергия поляризации
(на единицу объема), запасенная в данном поле в данный момент времени
в виде энергии этих квазиупругих сил.

Известные из электростатики механические (пондеромоторные) силы,
определяемые градиентом плотности энергии, равной РЕ/2 *), имеют
место и в поле электромагнитной волны. Но к ним добавляется еще сила
Лоренца действия магнитного поля на поляризационный ток.

Рассматривая дальше для упрощения плоскую волну с нормалью,
направленной по оси х, можем положить

grad = д/дх.

Кроме того, примем во внимание, что из уравнения плоской волны, как
легко убедиться, следует

д/дх = — (га/с) d/dt, (2.13)

*) В связи с этим ссылаются, в частности, на опыты Квинке по втягиванию
жидкого диэлектрика в поле конденсатора.
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где η — показатель преломления среды и с — скорость света в пустоте.
Плотность силы Лоренца

in = (1/c) [{dPldt) H]. (2.14)

В указанных нами условиях

/л = (1/с) (дР/dt) Η. (2.15)

Полная плотность пондеромоторной силы

/ = /л 4- }Р, (2.16)
где

/ р = —(д/дх) (РЕ/2) == (d/fli) (п/с) (РЕ/2). (2.17)

Если принять во внимание уравнения Максвелла и соотношение

Η = пЕ ' (2.18)

(п — показатель преломления), которое следует из этих уравнений для
поля плоской волны, то, проделав простые выкладки, можно убедить-
ся в том, что

/ = [(ε - 1)/4лс] д (EH)ldt. (2.19)

Если принять во внимание (2.18), выражение (2.19) плотности силы (опять
же для поля плоской волны) можно переписать так:

/ = [(л2 - 1)/сга] du(t)/dt, (2.20)

где и (t) — плотность энергии. Мы полагали, что μ = 1 и п2 — г. Форму-
ла (2.20) справедлива и в более общем случае (μ -φ 1) при η2 = εμ. Вывод
формулы (2.20) в таком более общем виде дан в приложении 1 в конце
статьи.

Далее, согласно (2.13)

/ = _ [ ( й * - i)ln2] ди (t, х)1дх. (2.21)

Соотношение (2.21) можно прочесть так: плотность пондеромоторной силы
численно выражается градиентом (с обратным знаком) давления (света
на среду), равного

Рев = {{п2 - i)ln2] и (t, x). (2.22)

Если (как это и имеется в виду далее) предположить, что средой является
тело с очень большим коэффициентом упругости — в пределе — идеально
твердое тело — и что, кроме того, границы волнового пакета находятся
внутри среды, то давление в любой момент времени и в любом сечении
уравновешено упругостным натяжением среды:

I Гер I = [(п2 - \)1пЦ и (ί, χ). (2.23)

Производная duldt в среднем по времени (или производная duldx в среднем
по пространству) в поле плоской синусоидальной волны равна нулю.
Следовательно, и плотность пондеромоторной силы (2.21) в этих условиях
в среднем равна нулю.

Давление же света и (при указанных выше граничных условиях)
равное и противоположное ему упругостное натяжение среды в среднем
по абсолютной величине равны

\{п2 - 1)/ге2] п, (2.24)

где и — среднее по времени значение плотности энергии.
Для пояснения и имея в виду выводы, которые потребуются в даль-

нейшем, применим теорему Максвелла — Абрагама в трех ситуациях,



262 Д. В. СКОБЕЛЬЦЫН

обозначенных на рис. 2. Рассмотрим цилиндр CD. Легко убедиться в том,

что боковая поверхность его не дает вклада в интеграл \ Τ (η) dS. Из двух

торцевых поверхностей (площадь которых положим равной единице)
такой вклад дает только одна —
заштрихованное основание ц и-
линдра CD. В рассматриваемом
случае, следовательно, в левой
части уравнения (2.12) стоит

величина \ Τ (и) dS = и, так

как *)

Τ (ή) = — Τχ = —txx = и (t, x).

В правой части первого из
двух уравнений (2.12) стоит
сумма двух членов Fc+(dGA/dt),
где F c (в уравнении (2.12) —-К)
— сила, действующая на среду в
объеме цилиндра, и dGA/dt —
приращение за единицу времени
электромагнитного количества

движения в этом же объеме. Величина dGA/dt может быть выражена
как произведение плотности количества движения на скорость света с/п:

dGAldt = gcln = [и (ί, х)/сп] с/п - и/п2 (2.25)

(согласно постулату Абрагама, так как gA = (l/4jtc) | [ЕН] | = пЕ21^пс =
= и/пс). Следовательно (см. первое из уравнений (2.12)),

(2.26)

Рис. 2.

и = Fr
(u/n2), Fc = [(и2 - 1)/тг2] и (t, χ).

Сила Fc равна давлению волны света, о котором шла речь выше.
Те же соображения, примененные к цилиндру АВ, дают противо-

положно направленную (по величине равную Fc) силу давления света
на заднем фронте волны. В формуле (2.26) u(t, χ) — мгновенное значение
плотности энергии поля на данном поперечном сечении (х).

Наконец, рассматривая цилиндр (ab) рис. 2, получаем среднее
значение действующей на переходный слой силы Fu как разность средних
максвелловых натяжений (давлений) на заштрихованных торцевых поверх-
ностях цилиндра аЪ:

(2.27)
• t r

= и — uv = [(п — 1)/п]и,

где и и uv — плотности энергии в среде и в вакууме соответственно.
(По предположению, uv = и/η: поток энергии среде ucln равен потоку
энергии nvc в вакумме.) Сила FiT тянет переходный слой в сторону ва-
куума _ в направлении против луча света. Электромагнитное количество
движения в объеме цилиндра аЪ в среднем остается неизменным. Следова-
тельно, результат вычисления силы FtT не зависит от предположения
о величине плотности количества движения, в связи с чем к этому резуль-
тату одинаково приводят обе гипотезы — как Минковского, так и Абра-
гама. Вычисление FtT можно также легко провести, если пользоваться
соотношением (2.3) (см. приложение 2).

*) Здесь txx есть (максвеллово) натяжение.
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Еще одно замечание терминологического характера. Выше, в связи
с уравнением (2.25), мы положили поток количества движения равным
gc'n, т. е. равным произведению плотности количества движения на ско-
рость света (или скорость переноса количества движения). Поток вычислял-
ся как поток жидкости с плотносью g. Однако количество движения,
передаваемое полем через единицу площади поперечного сечения, вообще
говоря, больше величины, рассчитанной по методу, указанному выше,
А именно, в том случае, если налицо пондеромоторные силы поля, через
единицу площади поперечного сечения передается еще механическое
количество движения, равное давлению излучения на среду. Полное коли-
чество движения, переносимое за единицу времени через единицу поверх-
ности (равное сумме указанных выше двух слагаемых), равно максвеллову
давлению (или натяжению с обратным знаком). В 1908 г. Планк1 1 пред-
ложил интерпретировать максвеллово давление как плотность полного
потока электромагнитного количества движения поля. Если принять
вытекающую отсюда терминологию, можно констатировать, что величина
полного потока количества движения по Абрагаму и по Минковскому
определяется одинаково (см. (2.9), (2.10) и (2.12)). К этому замечанию мы
еще вернемся в конце статьи.

3. ОБ ОПЫТАХ ПО ИЗМЕРЕНИЮ СВЕТОВОГО ДАВЛЕНИЯ

Прежде чем перейти к рассмотрению форм тензора и.-э., затронем
вкратце вопрос об экспериментальной проверке гипотез Минковского
и Абрагама.

В связи с этим вопросом дискутировались результаты опытов Джонса
и Ричардса 1 2 по измерению светового давления на зеркало, находящееся
в различных преломляющих средах. Авторы работы нашли, что при
заданной, одинаковой для различных сред величине потока энергии, световое
давление на зеркало пропорционально показателю преломления среды.

Если волновой пакет, о котором у нас шла речь выше, рассматривать
как модель фотона и в согласии с Минковским приписать этому фотону
импульс, равный nhvlc, то результат опытов Джонса — Ричардса 1 г

получается непосредственно. При отражении зеркалу передается импульс,
равный удвоенному импульсу фотона. Поскольку при заданной интен-
сивности света (в различных средах) число фотонов на единицу поверх-
ности за единицу времени и на единицу телесного угла для всех этих сред
одинаково, импульс на единицу поверхности, передаваемый зеркалу
за единицу времени (другими словами, давление на зеркало), пропорциона-
лен импульсу отдельного фотона в данной среде. Если принять выражение
Минковского, то, следовательно, этот импульс пропорционален показа-
телю преломления, что и дает эксперимент 12.

Однако, независимо от каких-либо допущений о плотности импульса
излучения в среде, из теоремы об интеграле максвелловых натяжений
непосредственно следует, что давление света на зеркало в некоторой среде
пропорционально плотности излучения у поверхности зеркала. А плот-
ность излучения пропорциональна вместе с тем показателю преломления,
если интенсивность света задана и остается неизменной (ucln = const;
следовательно, в м п).

Если на основе допущения Минковского об импульсе излучения мож-
но прийти к правильному выводу о зависимости давления света в средах
от показателя их преломления, то обратное заключение из данных экспе-
римента о правильности выражения Минковского можно сделать лишь
в том случае, если заранее произвольным образом предположить, что
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пондеромоторные силы при распространении света в прозрачной среде
равны нулю.

То, что при наблюдении стационарных потоков к однозначному выво-
ду о плотности количества движения света в среде прийти невозможно,
видно из следующей схемы. Поток радиации, исходящий из источника 5 Ь

после отражения от зеркала R «замыкается» на приемник S2 (тот и другой
находятся в вакууме). Предполагаем, что потери на границах среды исклю-
чены. Силы, давления света па зеркало, на источник и на приемник,

Рис. 3. Рис. 4.

а также и в граничном слое показаны на рис. 3. Они не зависят от пред
положений о плотности импульса излучения. Баланс количества движения
выполнен.

Иная ситуация, однако, возникла бы, если бы в экспериментах
с отдельным импульсом света удалось измерить как силу давления на
зеркало при отражении от него «цуга» волн, так одновременно и «отдачу»,
получаемую средой.

Для упрощения рассмотрим (не вполне корректно *)) отражение
при некотором достаточно малом угле с нормалью к зеркалу, как показано
на рис. 4. За счет показанного на рис. 4 давления на диэлектрик переднего
и заднего фронтов волн (отраженной и падающей) среда получает импульс
г, значение которого выражается произведением указанного выше давле-
ния на время отражения τ.

Если энергия цуга волн есть % (на единицу площади поперечного
сечения), то время отражения τ = {Щ1ис) n, и для величины импульса
получаем

i = 2 1(п2 - 1)/п] %1с

Импульс //τ, сообщаемый зеркалу за единицу времени, равен 2и
и за все время отражения / = 2и% — 2 % п/с (на единицу поверхности).
Баланс количества движения выполняется, если принять по Абрагаму

*) Можно было бы привести и более точный, также простой расчет.
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g = ulcn. В самом деле, обозначим, как и раньше, через G импульс фотона
Уравнение баланса импульса дает тогда

2G = 2g %iu = / - i = 2g nlc - (2g /c) [(w2 - i)/n] = 2 g/тгс;

здесь g/и — длина «цуга» волн.
Измерение I ш i дало бы возможность определить g. Как показывает

приведенный выше расчет, силы отдачи могут быть того же порядка вели-
чины, что и давление на зеркало. Поскольку световое давление удается
измерять, в принципе и силы Абрагама также могли бы быть измерены.
Следовательно, хотя обычно приводимые в учебниках и монографиях
ссылки на то, что силы эти пренебрежимо малы, и нельзя признать пра-
вильными, но возможность осуществления описанного эксперимента
в импульсном режиме все же сомнительна. Однако приведенные выше
(казалось бы, вполне «прозрачные») соображения, апеллирующие только
к законам сохранения, позволяют, видимо, прогнозировать результаты
такого мысленного эксперимента. Если так, то, следовательно, величина
импульса излучения, которая в принципе могла бы быть получена экспе-
риментально, равна Ш/пс.

Вместе с тем, как мы видели, если согласно Минковскому ввести
некоторую вспомогательную величину Щп1с как «эффективную» величину
импульса излучения (исключив при этом взаимодействие света с прозрач-
ной средой), то результаты измерений Джонса и Ричардса 1 2 также непо-
средственно объясняются.

В квантовой теории излучения Черенкова автор работы 1 3 основывался
на выражении Минковского nhv/c. Здесь также это выражение дает пра-
вильное значение «эффективной» величины импульса. Применить простые
модельные представления для согласования указанного «эффективного»
значения с истинным значением импульса в случае квантового эффекта
несколько сложнее. В конце статьи мы еще вернемся к этому вопросу.

4. ТЕНЗОР ИМПУЛЬС-ЭНЕРГИИ ПОЛЯ

Мы многократно ссылались на теорему о преобразовании интеграла
фиктивных максвелловых натяжений.

Если соотношение (2.6), вытекающее из этой теоремы, и определения
относительного тензора напряжений применить к элементу объема (пря-
моугольному параллелепипеду dx dy dz), то получится следующий резуль-
тат:

[{dtjdx) + (dtxs/dy) + {dtjdz)) dx dy dz = [fx + (dgjdt)] dx dy dz;

здесь слева — сумма ^-компоненты натяжений по шести граням поверх-
ности параллелепипеда, справа — произведение соответствующих плот-
ностей на объем параллелепипеда.

В дифференциальной форме уравнение (2.6) записывается, следова-
тельно, так:

(dtxxldx) + (dtxy/dy) + {dtjdz) =fx + (dgjdt). (4.1)

Аналогичные уравнения могут быть написаны и для двух других компо-
нент f u g .

Введя обозначения

и Slm = —tlm (4.2)

(где Ζ, τη = 1, 2, 3 и art = χ, χ2 = у, х3 = ζ, a xk = ict), перенеся
член dSu/dXi = dgjdt уравнения (4.1) в его левую часть, перепишем

7 УФН т. 110, вып. 2
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уравнение (4.1) в виде
-dslmidxm = л (4.3)

или вообще
-dSlJdxm=fl; (4.4)

здесь, как и в дальнейшем, предполагается суммирование по повторяюще-
муся индексу (в данном случае т).

В уравнении (4.4), которое можно переписать еще так:

- D i v Sln = /„ (4.5)

значения т = 1, 2, 3, 4, тогда как 1 = 1, 2, 3. Символом Div обозначена
четырехмерная дивергенция. К указанным выше компонентам добавляются
еще следующие:

Sim = (Не) Фт (т = 1, 2, 3) (4.6)

5 4 4 = -и, (4.7)

где Φ — плотность потока энергии, а и — плотность энергии.
Если среда неподвижна, то силы поля не совершают работы. В этом

случае закон сохранения энергии выражается уравнением непрерывности
потока энергии, которое записывается так:

dSmldxm = 0. (4.8)

Постулируется, что совокупность указанных выше величин (при I и т =
= 1, 2, 3, 4) образует четырехмерный тензор —«мировой тензор» (Welt-
tensor).

Компоненты четырехмерного вектора, определяемого дивергенциями
тензора Sim, для статической системы отсчета (системы, в которой среда
покоится) указаны выше и могут быть представлены следующей схемой:

(/i, U, /з, 0). (4.9

Здесь / т , как мы видели, являются компонентами плотности пондеромотор-
ной силы.

Если компоненты 4-вектора даны в какой-то одной допустимой систе-
ме отсчета, то они определены и для любой другой инерциальной системы.
Как известно (и как можно непосредственно проверить, если выполнить
преобразования Лоренца в данном частном случае), четвертой (временной)
компонентой 4-вектора плотности силы является помноженная на ile
плотность мощности, затрачиваемой силами поля и передаваемой полем
потоку среды:

U = -dSim/dxm = (Не) fw, (4.10)

где / — плотность пондеромоторной силы и w — скорость среды.
Как уже было отмечено, предложено два выражения для плотности g

электромагнитного количества движения:

gA _ (1/4л.с) [ЕН] и соответственно S£ = (ί/4π) [ЕН]г (4.11)

— по Абрагаму и

gM=(l/4nc)[DB] и 5Ϊί = (ι/4π)[ΌΒ], (4.12)

— по Минковскому. Для упрощения, а в сущности — только для сокра-
щения письма, мы будем полагать μ = 1 и В = Н.

Если компоненты S£ и Stf различны, то компоненты S£m и S^mr

так же как и остальные девять компонент Sim обоих тензоров (в случае
неподвижной среды), одинаковы.
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Тензор Минковского асимметричен, S™ Φ S™, тогда как тензор
Абрагама симметричен. Как может быть показано в общем виде 9 *), это
свойство асимметрии тензора приводит к противоречию с законом движе-
ния (сохранения скорости) центра тяжести системы «излучение + среда»
(если принять принцип инертности энергии). В этом мы уже убедились
на простом примере, рассмотренном выше. Таким образом, тензор Минков-
ского не удовлетворяет одному из «правил отбора», о которых у нас шла
речь в начале статьи.

С другой стороны, вслед за Лауэ в литературе и до сих пор удержи-
вается мнение, что тензор Абрагама, удовлетворяющий только что упомя-
нутому критерию, не согласуется якобы с другим требованием, а именно,
что он не удовлетворяет критерию Лауэ, о котором выше также шла речь
(см. введение). Лауэ сделал отсюда следующие выводы:

Во-первых, из двух тензоров (Абрагама и Минковского) следует
принять тензор Минковского.

Во-вторых, в результате этого, поскольку смешанные (пространствен-
но-временнь'ш) компоненты тензора Sim асимметричны (Su φ Su), следу-
ет признать ошибочным постулат Планка (а тем самым и соотношение
Эйнштейна % = тс2).

Под постулатом Планка Лауэ понимал соотношение

g = Ф/с2, (4.13)

где Φ — плотность потока энергии. В связи с дальнейшим остановимся
на этом подробнее.

В случае тензора Абрагама Sim (так же как и Минковского) Φ есть
плотность потока электромагнитной энергии, определяемая вектором
Пойнтинга

Φ = (с/4л) [ЕН]. (4.14)

Поскольку согласно (4.6) Sfi = (Не) Φ г, а согласно (4.2)

S& = icgi и Sii = SU = (i/c) Φ, = icgi,

соотношение (4.13) прямо вытекает из тензора Абрагама. Вместе с тем
асимметрия тензора Минковского (S^ φ Su) несовместима с соотноше-
нием (4.13) **).

Формулы существенно упрощаются, если в общем случае движущейся
среды в выражения компонент тензора ввести, как параметр, плотность
энергии UQ, относящуюся к системе отсчета, в которой среда покоится.
(Здесь и в дальнейшем и0 обозначает плотность энергии в среде.) Такую
систему отсчета будем обозначать как «нулевую» (или «нештрихованную»).

*) В предположении, что механический тензор и.-э. среды симметричен.
**) Имея в виду историческую справку, а также и в связи с тем, что будет изло-

жено ниже, поясним, что Планк и впервые указал, что соотношение (4.13) должно
иметь место для потока любых форм энергии. В частности, при распространении света
в движущейся среде, в форме работы силы давления света (р с в) среде через единицу
площади поперечного сечения за единицу времени передается энергия wpCB (ЗДРСЬ w —
скорость среды). Поэтому «конвекционный» член (hw, где h — плотность энергии)
в выражении (Ф) потока энергии должен быть дополнен произведением wp:

Φ = hw + wp. (4.15)

В соответствии с постулатом Планка выражение для плотности количества движения
(g) может быть, следовательно, записано так:

g = (We 2) + (ινρ/c2). (4.16)

Составляющие вектора wp определяются так: (wp)m = wipim.

7*
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Ограничивая рассмотрение случаем плоской, плоскополяризованной,
волны и «специальным» *) преобразованием Лоренца, будем полагать,
что нормаль к плоскости волны параллельна оси х.

В этом случае, как будет показано, по существу без ущерба для
общности рассуждений, при написании формул можно ограничиться двумя
измерениями: х, t (пространственные координаты у я ζ исключаются;
соответствующие им компоненты тензора равны нулю).

Общую схему тензоров представляет, следовательно, такая таблица:

(4.17)

Формулы преобразования компонент Х1т (I, т = 1, 4) напишутся так:

X'lm —<%lh<ZmsXks (4.18)

(к, Ι, τη, s = 1, 4; x± = χ, xt = ict).

Коэффициенты а1т дает следующая таблица:

1-βΤ · (4.19)

Тогда согласно (4.2), (4.6), (4.7) в нулевой системе тензор Абрагама в ука-
занных обозначениях записывается в виде

5А0

Π \

(4.20)
'«. '"?

Для асимметричного же тензора Минковского схема его компонент имеет
вид

/ u0 inuo\

W -»J; < 4·2 1 )

здесь η = (εμ)1/2 — показатель преломления среды.
Выполнение преобразований по формулам (4.18) в соответствии

с таблицей (4.19) дает следующий результат:

SA'

и

5м'

/{,-β)(1-,β) Цп-№

η 4 ί(1-ηβ)2 -(n-P)(l-nf>))· { • '

·) Речь идет о преобразовании (без вращения осей) к системе координат, начало
которой движется параллельно оси х.
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Наряду с тензором и.-э. электромагнитного поля в дальнейшем будем
рассматривать также соответствующие механические тензоры среды
и полный тензор «квазизамкнутой» системы (поле + среда).

Пространственные компоненты механического тензора («абсолютных
напряжений») представлены суммой двух слагаемых

Ры + 8iwm, (4-24)
гД е Ρ im — компоненты «относительного» тензора упругостных напряже-
ний, gi и wm — компоненты плотности импульса и скорости среды.

5. ДВЕ МОДЕЛИ ИДЕАЛИЗИРОВАННОЙ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СРЕДЫ

Рассмотрим две модели, соответствующие двум возможным предель-
ным случаям, а именно:

а) в «нулевой» системе (см. выше) (4.24) сводится к одному первому
слагаемому, это случай «идеально твердого» тела;

б) в той же «нулевой» системе отличен от нуля только второй член
суммы (4.24), это случай так называемой «пылевой материи».

Определим форму тензоров в первом из только что указанных случаев.
На переднем и заднем фронтах волнового пакета среда испытывает давле-
ние света с силой, равной, как мы видели, [(и2 — 1)/ге2] и0- (Сейчас мы
имеем в виду нулевую систему отсчета.)

Поскольку в любой точке поля в этих условиях процессы стационарны,
давление электромагнитного поля (при указанных выше граничных усло-
виях) уравновешено упругостным натяжением среды.

Мы рассматриваем одномерную (в пространственных координатах)
задачу. Полный механический тензор и.-э. в нулевой системе в данных
условиях может быть записан так:

—*° ° V (5.1)
О -\i<fiV

где μ0 — плотность массы среды.
В составляющую Х°м, вообще говоря, должна была бы войти сла-

гаемым плотность упругостной энергии. Это слагаемое мы положили
равным нулю, поскольку рассматривается предельный случай идеально
твердого тела, т. е. случай сколь угодно большой силы упругости при
сколь угодно малой энергии деформации (пропорциональной квадрату
самой деформации).

Механический тензор среды в отсутствие поля, в нулевой системе
сводится к одной компоненте и записывается в виде

/О О \

(о -»J- (5 ·2>
Этот тензор следует вычесть из тензора (5.1) так как целесообразно рас-
сматривать только ту часть Р1гп тензора (5.1), которая связана с электро-
магнитным полем и реакцией среды на силы давления поля.

Зависящая от поля компонента механического тензора среды записы-
вается, следовательно, так:

PL·
/1 0\

Чо о)' < 5- 3>
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Преобразование к штрихованной системе приводит к следующему
выражению для тензора:

Р'ш

J <5 ·4)
здесь р0 — давление среды, в условиях данного примера отрицательное:
Ро = —[(п2 — 1)/и2] и0.

Для уяснения физического смысла компонент Р\т целесообразно
учесть соображения, изложенные в приложении 3.

Согласно (4.22) и (5.4), получаем

_«о. - Г /и (1 +
» У l U ( l —

β») — 2β Κ 1 - 2 β κ + β 2 ) \ ( Я 2 _ 1 ) / 1 -Ф
η \-φ -

К полученному нами выражению тензора Т\ мы вскоре вернемся.
Предварительно, однако, рассмотрим другую идеализированную

модель среды и упомянутый уж^ выше противоположный предельный
случай: силы упругости равны нулю, компоненты тензора «абсолютных»
напряжений совпадают с произведением giwm. В этом случае речь идет
о модели диэлектрической среды в виде «пылевой материи». Частицы этой
материи будем предполагать сколь угодно массивными. (В пределе поло-
жим плотность массы материи μο = сю.) Вместе с тем плотность, опре-
деляемую числом частиц на единицу объема, будем полагать достаточно
малой *) и взаимодействие между частицами пренебрежимо малым * * ) .
Малая концентрация частиц не влечет за собой малости диэлектрической
постоянной, поскольку дипольные моменты частиц этой искусственной
среды можно полагать сколь угодно большими. Дисперсией по-прежнему
пренебрегаем. Такую разреженную среду можно представлять себе заклю-
ченной в цилиндрическую оболочку. Для удобства представлений можно
предположить, что вся система находится в состоянии невесомости. Вход-
ное отверстие цилиндрического контейнера, содержащего преломляющую
среду, закрыто оконцем, обеспечивающим впуск луча света без потерь.

Как следует из выполненных выше вычислений (2.27), после впуска
светового луча цилиндрическая оболочка среды движется равномерно
в направлении к источнику света, обладая механическим импульсом,
равным

(п — 1) Ш/с, (5.6)

где % — полная энергия светового поля.
Уравнения «сохранения» (1.7), (1.9) и (1.11) можно применить к любой

автономной системе. Эти уравнения позволяют определить в общем виде
обе неизвестные — импульс (Μν) материальной компоненты системы
и количество движения излучения.

*) В «нулевой» системе эту плотность и вместе с тем показатель преломления
можно будет считать независимыми от напряженности поля, поскольку масса частиц
как угодно велика.

**) Здесь имеется в виду механическое взаимодействие — связи, вызванные сила-
ми упругости, или обмен механическим импульсом (при столкновении частиц).
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Для величины Mv из указанных уравнений получаем в общем виде
выражение

Mv = (g/c) (η - l)ln. (5.7)

В данном примере Mv — разность двух величин — импульса среды (i)
и импульса оболочки «контейнера». Следовательно, согласно (5.6) и (5.7)

(М/с) (га — 1) η = i — (ΜIс) (η - 1),

i = (g/c) {[(η - l)/n] + η - 1} = [(η2 - l)/ra] g/c. (5.8)

Далее (см. ниже формулу (5.13)) мы убедимся в том, что i действительно
равно импульсу сил Абрагама.

Поскольку выражение (5.6) не зависит от предположений о плотности
импульса и к выражению (5.6) приводят одинаково как тензор Минковско-
го, так и тензор Абрагама, на данном примере видно непосредственно,
что и силы Абрагама получаются как следствие основных законов сохра-
нения.

Отметим, что сумма связанного с волной света импульса среды (i)
и импульса поля (G) равна

G + i = η М/с. (5.9)

Полный импульс i + G в данном случае совпадает с импульсом поля
по Минковскому.

Если уравнение луча в зоне синусоидальной волны записать в виде
Ε = Ео sin {ω [t — (хп/с)]} и II = пЕ0 sin {ω It — (хп/с)]} (5.10)

и принять во внимание оговоренные выше упрощения, то путем простых
вычислений *) можно убедиться в том, что давление света сообщает среде
движение, имеющее следующий характер. В момент времени t = (кя/ω) +
-j- (хп/с) (где к — целое число при заданном χ = const) скорость движения

частиц в точке χ равна нулю. В интервале времени (kn/ω) -\- (хп/с) <С
< t < (к + 1) (зг/ω) + (хп/с) скорость движения изменяется от нуля
до некоторого максимального значения и затем снова до нуля. В среднем,
следовательно, скорость поступательного движения частиц отлична от
нуля и положительна.

Давление света вызывает «дрейф» пылевой материи в направлении луча.
Скорость дрейфа в предположенных нами условиях пренебрежимо мала.
Как увидим (см. ниже (5.21)), эта скорость, обозначаемая далее через β0ο,
равна рос = [(и2 — ί)/ημοο] и0 = [(п2 — 1) ?ι/4πμ0ε] El sin2 {ω [t — (хп/с)]}.
С этим «дрейфом» частиц связано также и то, что в пределах освещенной
области, как мы сейчас увидим, имеет место в среднем некоторое уплотне-
ние среды, причем плотность массы оказывается флуктуирующей или
осциллирующей) — зависящей от времени **).

*) Для этого можно предположить, что фронт пакета волн описывается следую-
щими уравнениями: Е=Е0 sin {ω [t—(xn/c)]}—E0 (ω/ω0) sin {ω0 [ί— (xn/c)]} e~

a^t~<-xn/c^,
причем Η = пЕ при χ < ctln и Ε = Η = 0 при χ > ctln, где ω — частота света,
ω0 — собственная частота молекулярных диполей; к ^ 1 и ωο/ω >̂ 1. Переменные Е,
Η удовлетворяют уравнениям Максвелла. Ε, Η и их первые производные непрерывны
при χ = ctln.

**) В этой связи процитируем работу Танг и Мекснер и , рассмотревших в опре-
деленном приближении вопрос о тензоре и.-э. света в реальной жидкости с учетом
п вязкости этой среды. Согласно полученным этими авторами результатам, осцилли-
рующие движения среды приходится учитывать, когда рассматривается распростране-
ние света и в реальной жидкости. При этом оптически совершенно прозрачная жидкость
вследствие внутреннего трения оказывается в какой-то мере (хотя и ничтожно слабо)
поглощающей свет. По вычислениям авторов цитируемой работы, при сделанных им и
(для определенного конкретного примера) допущениях, луч света за счет этого эффекта
•ослабляется наполовину на длине порядка тысячи километров.
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Сказанное вытекает из следующего простого расчета. Мы видели
(см. (2.19)), что плотность силы в «ненулевой» системе выражается так:

/ = [(п2 — 1)/4лс] д (EH)/dt. (5.11)

Отсюда непосредственно следует, что плотность количества движения

£ μ = j / dt = l(n2 - 1)/4лс] (ЕН) (5.12)

(постоянная интегрирования равна нулю, так как при t = 0 можно поло-
жить Ε = Η = 0).

Поскольку уравнения Максвелла для плоской волны дают Η — пЕ
и плотность энергии и0 = пЕН/ίπ, формулу (5.12) можно переписать
в виде

£ μ = 1(п2 - l)/ne] u0 (t); (5.13)

здесь и0 (t) — плотность энергии поля в данный момент времени ж g^ —
плотность количества движения материи.

Если плотность массы в отсутствие поля обозначим через μο и плот-
ность в каждый данный момент через

μ (t) = μ0 + Δμ0, (5.14)

то для скорости «дрейфа фос) уравнение (5.13) приводит к выражению

$ос = (в» - 1) щ/пс [μ0 + Δμ0 (t)]. (5.15)

Простой расчет дает
Δμ0 = [(я3 - 1)/с2] и0 (t) *). (5.16)

Если перейти к пределу μ0 = оо, в допустимом приближении величиной
Δμ0 в знаменателе (5.15) можно пренебречь. Следовательно,

β0μ0ε
2 = [(η2 - 1)/п] и„. (5.21)

Произведение β0μοε2 при переходе к указанному пределу остается конеч-
ным, а произведение β^μο^2 стремится к нулю. Поэтому членами порядка
β^μοί2 будем пренебрегать.

Принимая во внимание (5.16) , выражение (5.14) перепишем теперь
в виде

μ (t) = μ0 + [ и2 - 1)/с2] «о (0· ( 5 · 2 2 )

Выпишем компоненты Х1т механического («кинетического») тензора «пыле-
вой» материи в поле электромагнитной волны. Пространственными компо-
нентами в этом случае являются компоненты потока количества движения,
равного

ι ^ μ ο = β ^ 2 μ ο . (5.23)

*) Напишем уравнение непрерывности плотности массы:

(d/dt) (μ0 + Δμ0) + (д/дх) с [(μ0 + Δμ0 (ί)) βο (ί)1 = 0. (5.17)

Примем во внимание, что
д/дх = -(п/с) d/dt. (5.18)

Согласно (5.15) и (5.17) получим

(d/dt) [μ0 + Δμ0 (01 = d^Jdt = (d/dt) {[(η2 - l)/c2] ua (ί)}. (5.19)

Отсюда, интегрируя, находим

Δμ0 (ϊ) = [(η2 - 1)/с2] щ (<) (5.20)

{так как при ί = 0 в ( = 0 и Δμο = 0).
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Сокращенная схема тензора ХЧт имеет вид

re2• щ — μ ο ε 2 — (re2 — 1) щ (t)
η

Выражение члена Ζ° 4 вытекает из (5.22).
Вычтя также и в этом случае из тензора Xim тензор kim «пылевой»

материи в отсутствие поля,

/О О

\0 -μ0ο · <5-25>
получим ту «пылевую» часть Ki°m кинетического (механического) тензора,
которая связана с электромагнитным полем:

(5-26)

В «пылевой» кинетический тензор вошла дополнительная плотность
энергии (п2 — 1) и0 (t). Эта плотность энергии связана с «дрейфом» материи
и вызванным им уплотнением среды.

Отметим, что согласно (5.24) и (5.21) плотность импульса среды выра-
жается в виде

[(тг2 - i)lnc] щ = μ0β0ί. (5.27)

Таким образом, это — плотность импульса «пылевой» материи (плотность
которой μο), движущейся с весьма малой скоростью дрейфа (βο^)·

Интересно, что та же плотность импульса (5.27) может быть выражена
совершенно иначе, а именно — как произведение плотности дополнитель-
ной массы (Δμ0) на скорость (с/п) «движения» этой массы, переносимой
вместе с полем волны света. Действительно, согласно (5.20)

Αμαο/η = [{пг — 1)/сп] и0,

что совпадает с (5.27). Если теперь, при заданной величине и0 (ί) перейти
к пределу μ0 = оо, то тензор К\т можно представить в следующем виде *):

К°т

„2 ι 0 i\
, _ и ) . (5-28)

Выполнение преобразований к «штрихованной системе» дает следующую
формулу:

Kim

—2β

-(»-2β) j· (5.29)

*) Β (5.24) мы уже пренебрегли членом порядка κ-2μ0 в выражении компо-
ненты ХЧА.
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Так же как в случае ранее рассмотренного примера, полный тензор
получится как сумма тензоров S^ и Kim:

Возвращаясь к предыдущему примеру и сравнив выражения (5.5) и (5.30)
тензоров Т[ и Т'2, убеждаемся в том, что в этих двух противоположных
случаях предельных условий образованные, как указано, тензоры отли-
чаются только множителем ί/η2. Таблица компонент тензора Т°2 получается
из (5.30), если в (5.30) положить β = 0.

Модель «пылевой» материи удобна для сопоставления тензоров Абра-
гама и Минковского. К сравнению их мы еще вернемся в конце статьи.
Сейчас же обратим внимание на следующее. Поскольку даны компоненты
T'4i и Τ'4ί, можно определить скорость потока энергии с*, если разделить
плотность потока энергии (cli) Т'и на плотность самой энергии — Т'и.

Обе таблицы (как (5.5), так и (5.30)) дают одну и ту же величину
указанной скорости, которую при этом можно определить и как отноше-
ние 1сТ\х1Т\с

-$). (5.31)

Поскольку в нулевой системе с* = cln, формула (5.31) означает, что ско-
рость с* преобразуется как скорость материальной точки. Отсюда напра-
шивается вывод, что, для того чтобы получить правильное значение ско-
рости переноса энергии света, следует рассматривать, как это выше и было
сделано, тензор полной энергии (и соответствующий импульс), включая
в этот тензор также и сопутствующие световому полю механические формы
энергии и импульса. Такая мысль была уже высказана, впрочем, вскользь,
одним автором (см. 15, стр. 91) и вскоре же отвергнута другим (4а, стр. 40).

В следующей главе мы покажем, что высказанное только что предпо-
ложение может быть обосновано. Поскольку же вопрос в течение длитель-
ного времени оставался (и остается) дискуссионным, на анализе выводов,
приводимых обычно в этой связи, остановимся более подробно, хотя сооб-
ражения, которые будут изложены, в сущности вполне тривиальны.

6. О ПОТОКЕ ЭНЕРГИИ И СКОРОСТИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ
СВЕТОВОЙ ВОЛНЫ

Вопрос (или парадокс), о котором идет речь, разрешается, если учесть
тот факт, что при распространении волны света в среде потоки электро-
магнитной энергии и импульса, с одной стороны, и потоки сопутствующих
им механической (в частности, упругостной) энергии и импульса, с другой
стороны, взаимосвязаны.

Быть может, вычисления, относящиеся к распространению света,
которые будут приведены ниже, покажутся более убедительными, если
существо вопроса пояснить предварительно на простом примере — дви-
жущейся «электростатической» системы. Имеется в виду следующий
пример. Заряженный конденсатор движется равномерно в направлении,
перпендикулярном к направлению силовых линий (речь идет о направле-
нии поля в центральной его части). Скорость переноса энергии в этом
случае заранее задана. Она равна скорости движения конденсатора. Эта
скорость может быть сопоставлена с соотношением между плотностью
потока энергии и плотностью самой энергии. На передней грани движу-
щегося, как показано на рис., 5, конденсатора электромагнитные силы
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«овершают работу против сил упругости диэлектрической пластины.
На задней грани конденсатора эта энергия возвращается полю за счет
работы сил упругости против электрических сил. Поэтому ясно, что поток
электромагнитной энергии через неподвижную плоскость поперечного
сечения (определяемый компонен-
той Wn тензора и.-э. поля) не
равен произведению плотности
энергии поля на скорость движе-
ния конденсатора, а больше этого
произведения. Следовательно, ча-
стное от деления потока электро-
магнитной энергии на плотность
ее не равна скорости движения ·*-•
конденсатора (скорости переноса г
энергии), а больше нее. Рис. 5.

Рассмотрим в подробности
имеющую место (с точки зрения неподвижного наблюдателя) циркуляцию
потоков энергии и импульса в движущемся конденсаторе.

Направления магнитного и электрического полей, так же как и в случае поля
волны света, взаимно перпендикулярны и перпендикулярны к направлению движе-
ния — направлению переноса энергии.

Плоский конденсатор образован пластиной диэлектрика, на грани которой
(параллельные плоскости Хо, Уо) напылен металл. Заряженный конденсатор движется
в направлении отрицательной оси х' с постоянной скоростью (равной w = —fie) отно-
сительно штрихованной системы (х', у', ζ') на рис. 5. В дальнейшем (вплоть до форму-
лы (6.15)) множитель с опускаем. Конденсатор неподвижен в нулевой системе.

Схемы тензора и.-э. W (причем в данном примере одинаково для тензора как
Абрагама, так и Минковского) в случае двух указанных выше систем отсчета могут
быть представлены соответственно в следующем виде:

"' 1т

(6.1)

(6.2)

— 2£β Ο - ( ΐ + β2)'

Представим себе плоскость у',ζ' поперечного сечения конденсатора, неподвижную
в штрихованной системе отсчета. (Плоскость неподвижна, конденсатор движется
относительно нее.)

Поток электромагнитной энергии через эту плоскость в данный момент времени г',
определяемый компонентой W^ тензора и.-э. W, равен

— (2βε£§/8π) γ2 (6.3)

(согласно (6.2); площадь поперечного сечения конденсатора полагаем равной единице).
Плотность потока энергии Ф' в данном примере равна также (1/4л) [Е'Н']·

Разделив плотность потока энергии на плотность энергии, получим скорость

w* = _2β/(1 + β2). (6.4)

Скорость w* не равна скорости —β движения конденсатора, | w* \ > β.
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Будем условно говорить о «фронте потока» энергии. Имеется в виду условная
граница поля — некоторая плоскость yo,zo вне конденсатора, движущаяся в системе
(х', у', ζ') вместе с конденсатором. Спрашивается, чему равна скорость dxjdt' движе-
ния «фронта потока» с точки зрения наблюдателя, неподвижного в системе (х', у', ζ')?

В уравнении баланса энергии необходимо учесть работу L пондеромоторной
силы F', действующей на диэлектрик конденсатора на переднем его крае. В нулевой
системе отсчета сила Fo, определяемая максвелловыми натяжениями (в данном слу-
чае — давлением), численно равна плотности энергии и0. Как известно, продольная
составляющая силы при переходе к движущейся системе остается неизменной:

F' = Fo = щ. (6-5)
Отсюда

L' = Κ ο β . (6 6)

(Площадь поперечного сечения конденсатора принята равной единице.)
Уравнение баланса энергии, следовательно, должно быть написано так:

где и' —плотность энергии в штрихованной системе, и' = —W^, и, следовательно,
согласно (6.2)

и' = н 0 (1 + β2) γ 2 = и0 (1 + β2)/(1 - β2)· (6.8)

Вместе с тем компонента W^i (6.2) дает

| Φ ; Μ Ι = 2 β " ο Υ 2 = 2β" ο /(1-β 2 ) · (6-9)
Подставляя (6.8) и (6.9) в (6.7), получим

| dxjdt' | = {[2βΒο/(1 - β2)] - αοβ} (1 - β*)/[»ο (1 + β2)] = β, (6.10)

как и должно быть.
Поток электромагнитной энергии частично компенсируется противотоком упру-

гостной энергии. Согласно приведенной выше схеме (5.4), для плотности ρ завися-
щей от скорости компоненты упругостной энергии, принимая во внимание, что р' =
= р 0 = — и0 *) , получим

рМ' = _ β 2 ^ γ 2 . (6.Ц)

Отсюда согласно (6.8) и (6.11) плотность полной энергии равна

р' = и' + р м ' = uof- (1 + β* - β2) = иоу*. ί6.12)

Плотность потока **) упругостной энергии согласно (5.4) равна
«οΥ2β· (6.13)

Направление этого потока противоположно направлению движения среды.
Наконец, в соответствии с (6.2) и (6.13) плотность потока полной энергии есть

иоу*(-2?> + β) = -β"οΥ2· (6-14)

Скорость «фронта» потока полной энергии, полученная в результате деления
полного потока (6.14) на плотность полной энергии (6.12), равна

dxjdt' = -βΐί0γ
2/ϋ0Υ

2 = - β , (6.15)
как и должно быть.

В более общем виде по существу те же соображения были развиты Л а у э 2 а

в связи с обсуждением классического опыта Траутона и Нобля, предполагавших обна-
ружить эффект ориентации перпендикулярно к направлению движения Земли свободно
подвешенного плоского конденсатора.

Уравнения баланса, определяющие соотношение между плотностью
потока и плотностью энергии в плоской волне, вполне аналогичны только
что рассмотренным нами на примере движущегося конденсатора. Напом-
ним, что

dS-im/dxm = i/cL'3il, (6.16)

*) См. приложение 3. Значения р0 здесь и в (5.4) не совпадают. То, что, в отли-
чие от (5.4), поперечные составляющие давления (pgy = руУ и p%z = p^z) не равны
нулю, роли не играет.

**) Плотность потока не равна произведению плотности энергии на скорость
среды.
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.где S'u —«смешанные» компоненты] тензора и.-э., a Z/3M — мощность,
расходуемая в единице объема поля.

В условиях рассматриваемых нами систем отсчета и специального
преобразования Лоренца уравнение баланса энергии (6.16) может быть
переписано так:

-дФ'41/дх' = (ди'/дг') + Цм, (6.17)

где Ф'
и
 — плотность потока энергии и и' — плотность энергии;

L'
w
 = wf' = -^cfy, (6.18)

где /' и /° — плотность силы в штрихованной и нулевой системах соот-
ветственно и w = —$с — скорость движения среды в штрихованной
системе.

В случае плоской волны в движущейся среде имеет место соотно-
шение

dldt' = -с* д/дх', (6.19)

где с* — фазовая скорость, в нашем случае по предположению совпадаю-
щая с групповой. Как известно *),

с* = с(1 —βη)/(η-β). (6.20)

Подставляя (6.19) в (6.17), получим

-(д/дх')(Ф'эш-с*и') = иэм. (6.21)

Примем во внимание следующие соотношения. Согласно (6.18)

Цш = γβε [(η2 - ί)/η2} (duo/dx)t, (6.22)

так как

/o=-(3/uf)[(na-l)uo/na]. (6.23)

Но

( дио\ _ (дио_\ I dx \ _,1дщ\ I dt \ _ / ди0 \ т ( г а — β )
\дх' )v~\~W)t\dx'Ιν~[~\~ΊΓ)χ\άζ' )t'-\ ax )t η ' (Ό·^>

Формулу (6.24) легко получить, если основываться на формулах преоб-
разования Лоренца (х, t) —>- (ж', /') и принять также во внимание (2.13).

Подстановка (duo/dx)t из (6.24) в (6.22) дает

Дм = рс [(и2 - \)Ιη (η - β)] (duoldx')f (6.25)

и согласно (6.21)

-(3/,9 а ; ' ){ф; м - с *ц' + Рс[(и 2-1)М(/г-р)]и 0} = 0. (6.26)

Интегрируя от х' до ж' = оо, получим

j ) { Φ ^ - ο ν + ε[β(Β 8 -1)/η(η-β)]ΐίο}=0, (6.27)

ИЛИ

— 1)/п(п — Р)]щ = 0. (6.28)

Уравнение (6.28) можно проверить непосредственно, если подставить
в (6.28) выражения для Ф' и и', которые дает таблица (4.22) тензора

*) Напомним, что (6.20) есть следствие инвариантности фазы (см. 3, стр. 57).
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Абрагама SA , а именно,

Фэм-W0C ( 1 _ β ί ) η , Ц = Μ0 ( 1 _β2)» ( 6 · 2 9 )

и с* согласно (6.20). Значения Ф'эм и ω' относятся к сечению х'.

Как видно из вывода, последний член в левой части уравнения (6.28)
дает работу с обратным знаком (отрицательную, если β > 0 *)) электро-
магнитных сил в единицу времени в области поля от выбранного сечения х'
до фронта волны. Из вывода видно также, что если иметь в виду средние
значения, то отличный от нуля вклад в интеграл (6.27) дает только узкий
интервал вблизи фронта волны: производную —ди^/дх' можно условно
рассматривать как δ-функцию (помноженную на и0), если фронт волнового
пакета достаточно крутой. Среднее же значение (по времени и по простран-
ству) плотности силы (производной дио/дх) в зоне синусоидальной волны
равно нулю.

Таким образом, — οβ [(re2 — Ι)/η (η — β)] и0 дает мощность (на еди-
ницу площади поперечного сечения), затрачиваемую полем на фронте
волны.

Обозначив через с** скорость перемещения фронта волны, запишем
уравнение баланса энергии в интегральной форме:

Ф'эм-с**и'-L'aM = O'3n-c**u' + с[Р(п2-1)/п(п-$)]и0 = 0; (6.30)

здесь Фэм — поток электромагнитной энергии через некоторое поперечное
сечение в зоне синусоидальной волны. Сопоставление уравнений (6.30)
и (6.28) показывает следующее.

Во-первых, разделив величину потока электромагнитной энергии
на ее плотность, мы получаем скорость, не равную скорости потока энер-
гии (скорости с** фронта волны).

Во-вторых,
с** = с*, (6.31)

т. е. скорость фронта волны (скорость переноса энергии) в рассмотренных
нами условиях равна фазовой скорости и преобразуется, следовательног

как скорость материальной точки.
Аналогичные уравнения можно написать для соотношений между

потоком Ф м ' энергии среды, плотностью р м ' энергии среды и работой сил
реакции среды LM' (сил упругости, сил инерции):

Силы реакции среды равны и противоположны силам воздействия на сре-
ду поля:

LU'=-L'3M. (6.33)

Поэтому
ф м ' _ с*рМ< _рс[(гаа _ 1)/и(га — β) ]u o = O. (6.34)

В случае приведенных выше примеров (5.4) и (5.29) имеем согласно (5.4):

ф м ' = с [(/г2 - 1)/па] [β/(1 - β2)] и0, (6.35)

рм< = _ [(П2 _ 1 ) / п 2] [ р 2 / ( 1 _ р я ) ] U(jt (6.36)

тогда как согласно (5.29)

φ Μ ' = ε [(1 + β 2 _ « β ) ( η 2 - 1 ) Μ ( 1 - β 2 ) ] Μ ο , (6.37)

pM ' = [ ( » - 2 p ) ( n a - l ) / n ( l - P a ) ] « o . (6.38)

*) Среда движется против давления поля.
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Если подставить в уравнение (6.34) в одном случае (6.35) и (6.36), а в дру-
гом случае (6.37) и (6.38), можно убедиться в том, что в обоих случаях
уравнение (6.34) удовлетворяется. Наконец, складывая уравнения (6.30)
и (6.34) и полагая

ф ; м + Ф м ' = Ф', (6.39)

и' + рш' = р', (6.40)

убеждаемся в том, что уравнение
ф ' - с*р = 0

справедливо, если под Ф' и р' понимать соответствующие плотности,
относящиеся к полной энергии.

Частное Фзм/и от деления потока электромагнитной энергии на плот-
ность ее в движущейся среде дает скорость распространения только в том
случае, если пондеромоторные силы волны света отсутствуют. А это
имеет место лишь в случае тензора Минковского и к какой-либо другой
форме тензора и.-э. поля, вообще говоря, не применимо.

Поэтому, действительно, как и отмечалось уже в литературе, трактов-
ка вопроса в книге Мёллера 3 неправильна. В этой превосходной книге
автор пишет: «Этому условию (имеется в виду с* = Фам1и. —Д. С.) удов-
летворяет тензор Минковского, но не тензор Абрагама, и это сильный
аргумент в пользу теории Минковского» (3, стр. 207).

В следующей главе, опираясь на доказательство, приведенное самим
Мёллером, мы сможем обобщить только что рассмотренный вывод.

7. О КРИТЕРИИ МЁЛЛЕРА

В цитированной нами книге 3 автор дал общий формальный критерий, которому
должен удовлетворять какой-либо тензор и.-э. Т\т для того, чтобы скорость, опре-
деленная как

(7.1)

преобразовывалась как скорость материальной точки.
Соображения, подробно развитые в предыдущей главе, подсказывают предполо-

жение, что равенство нулю всех четырех дивергенций Т\т должно служить таким
критерием.

Действительно, можно показать для плоской волны в общем виде, что условия

Div Tlm = 0 (7.2)

и упомянутое нами условие Мёллера эквивалентны. При этом мы имеем в виду, что
тензор Tim симметричен. Условие Мёллера записывается в виде следующего уравне-
ния (3, стр. 165):

U*lUt/c^) = O; (7.3)

здесь компоненты U%, определены так:

U%. = — глг (т = 1, 2, 3) и U%=
т [ 1 ( * 2 / 2 ) ] 1 / 2 [ 1 (

где и£ определены формулой (7.1) и

Предполагается, что скорость и*, определенная согласно (7.1), меньше скорости света.
По Мёллеру, (7.3) есть условие, необходимое и достаточное для того, чтобы ком-

поненты U* определяли 4-вектор. А это вместе с тем есть условие, необходимое
и достаточное для того, чтобы скорость и* преобразовывалась как скорость мате-
риальной точки. Мёллером было показано, что если уравнение (7.3) выпол-
няется в какой-либо определенной допустимой системе отсчета, то оно выполняется
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и в любой другой инерциальной системе. Значит, если оно выполнено в одной опреде-
ленной системе отсчета, то U* — 4-вектор, a Rik — тензор.

Поэтому без ущерба для общности вывода мы можем провести сравнение уравне-
ний (7.2) и (7.3), предположив, что ось χ параллельна лучу света и что, следовательно,
тензор Тц представлен двухрядной схемой. В этой системе отсчета сумма, стоящая
в выражении (7.3), сводится к трем слагаемым и условие (7.3) — к двум уравнениям
(при i = 1 и i = 4). Выпишем эти уравнения:

ι ι ϊ ι nJt4 Пх - ТиТи
11 ти+Ц ти+τΐι ~ 44 ти+τΐ!

т ΓιιΓϊι nJt4 Пх - ТиТи π
11 ти+Ц ти+τΐ ~ 44 ти+τΐ

у И -* 4 1 J 44 ^ 14-̂  44 -τ* 14 j 11·̂  44 __ η
41 ψ2 _ι ^2 Τ2 1_ Ψ2 41 ψ2 ι^ γ2

• i 4 4 " T J J l J 44 Τ~ J 41 J 44 ~ Γ l 41

Вместе с тем два уравнения, которые получаются из условия

дТ1т1дхт = дТ1т/дхт = 0, (7.5)

для симметричного тензора дают

дТи , дТи = д !т _с*_т \ 0

Эх' ^ icft' fe'l »-- i c »J ' ( 7 6 )

_ати_ д ι с* \

где с* — то же, что в (6.20), и где принято во внимание (6.19). В рассматриваемом
случае специального преобразования Лоренца уравнения (7.6) показывают непосред-
ственно, что скорость и* совпадает с фазовой скоростью с* и преобразуется как ско-
рость материальной точки.

Обе системы уравнений (7.4) и (7.6) приводят одинаково к соотношениям

Γΐ1?144 = ?Ί1ΐ = Π4. Тц/Ти^и/Ти, (7.7)

и, следовательно, в данной системе отсчета условия (7.3) Мёллера и условие (7.2)
эквивалентны. Но если (7.3) выполнено в одной определенной системе, то оно справедли-
во и в любой другой системе (ж, г). Так же, если все четыре дивергенции тензора равны
нулю в одной системе, то они равны нулю и в любой другой системе отсчета. Следова-
тельно, и в любой системе координат условия (7.2) и (7.3) эквивалентны.

Мы уже предположили, что тензор Τ симметричен. По определению и принимая
во внимание (7.7), имеем

ц* —(сЦ)Тц/Ти 1сТи icT4l

2 '

t (7.9)

Как показывают равенства (7.8) и (7.9), сумма Тц + Гц > 0. Обозначим:

? « + Г и = Σ. (7.10)

Величина Σ в уравнении (7.10) представляет собой сумму диагональных членов («след»
тензора Τ — инвариант). То, что инвариант Σ тензора Τ больше нуля, есть следствие
двух принятых нами предположений: 1) тензор удовлетворяет критерию Мёллера,
2) тензор симметричен. Заметим тут же, что равенство нулю всех дивергенций является
характерной особенностью тензора Минковского. Вместе с тем Σ в случае тензора
Минковского, так же как и Абрагама, равна нулю.

Из приведенного вывода следует, что, если сумма диагональных членов равна
нулю, то налицо альтернатива: или тензор удовлетворяет критерию Мёллера и тогда
он неизбежно асимметричен (случай Минковского); или же, если тензор симметричен
и сумма его диагональных членов равна нулю, он не может удовлетворять кри-
терию Мёллера (случай Абрагама).

Для данного частного случая расположения координатных осей согласно (7.8)
и (7.9) имеем

li2l/2 (7.11)
Поскольку мы знаем, что при указанных выше предположениях компоненты 11%,
определяют 4-вектор, соотношение (7.11) должно иметь место и при любой ориентации
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осей координат. Отсюда можно видеть, что тензор Τ может быть представлен как сле-
дующее произведение двух 4-векторов:

7im = (-2/C2) £/·[/*,. (7.12)

Для того чтобы убедиться в том, что соотношение (7.12) выполняется при любой ориен-
тации осей координат, достаточно проверить подстановкой (7.8) и (7.9) в (7.12), что
оно справедливо в рассмотренном выше частном случае.

Подстановкой (7.12) в (7.3) можно непосредственно проверить, что тензор вида
(7.12) удовлетворяет уравнению (7.3). Для этого достаточно заметить, что UfUf =
= —с 2 . Соотношение (7.12) легко проверить также на примере тензоров (5.5) и (5.30).

Легко убедиться в том, что тензор (7.12) имеет следующую структуру:

Tim
Замечая, что согласно (7.1)

TimlTii=—(Uc)u*l, a Tu = icgh

г Д е Si — плотность составляющей по оси с индексом I количества движения, а и'т —
составляющая скорости по оси с индексом то, и что, таким образом, Tim = giufa, мы
видим, что Tim — плотность потока в направлении оси т слагающей по оси I количе-
ства движения поля.

Тензор Tim есть тензор поля тока, не имеющего «источников» и «стоков».
Только в случае тензора такой структуры скорость потока энергии равна частному от
деления плотности потока энергии на плотность самой энергии.

Уравнения (7.5) являются уравнениями непрерывности потока компонент коли-
чества движения и потока энергии такого поля. Эти уравнения должны выполняться,
если Tim — тензор полной энергии замкнутой системы. Предъявление же требования
о выполнении критерия Мёллера к тензору и.-э. поля вообще неправомерно.

8. О МОМЕНТЕ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ СТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ

Если мы имеем дело с наложением электрического и магнитного стати-
ческих полей, векторы которых взаимно перпендикулярны, то такое поле
может быть носителем момента количества движения. Видимо, Пуанкаре
впервые обратил на это внимание *).

Если в поле находится диэлектрическая среда, то значения полного
момента количества движения поля в целом, которые можно получить,
если вычислить их в одном случае по Абрагаму, в другом — по Минковско-
му, различны. Закон сохранения вращательного момента позволяет,
следовательно, и в данной ситуации сделать выбор между двумя выра-
жениями (2.10) и (2.11).

Представим себе цилиндрический заряженный конденсатор (достаточ-
но длинный), находящийся внутри соленоида, создающего продольное
{по отношению к оси конденсатора) однородное магнитное поле, замы-
кающееся где-то на большом расстоянии от конденсатора. Положим сна-
чала, что внутри конденсатора и соленоида — вакуум. Согласно (2.10)
(а также (2.11)) момент относительно оси конденсатора электромагнитного
количества движения в слое г + dr — г (на единицу длины этой оси) равен

<Я8„ = ([ЕПУ4лс)-2лг2 dr. (8.1)

Если заряд конденсатора есть Q, то Ε = 2Q/r и полный момент количества
движения на единицу длины равен

л

/ э м = [ (HQr/c) dr = HQR2/2c, (8.2)
Ό

где R — радиус внешней обкладки конденсатора.
При выключении тока, создающего поле Н, на заряд Q действует сила

(индуцированного вихревого поля), момент интегрального импульса

*) Цитировано по Лауэ 2 б .

УФН, т.1 10, вып. 2
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которой равен
; (8.3)

ΔΦ — изменение потока магнитной индукции:

ΔΦ = Φ = HnR2. (8.4)

Подстановка (8.4) в (8.3) дает

/мех = /ем = HQRV2C. (8.5)

Если внешняя обкладка конденсатора может свободно вращаться
и механическая система автономна, то выключение тока приведет
цилиндрическую обкладку конденсатора во вращение *) с механическим
моментом, равным моменту исчезнувшего электромагнитного количества
движения поля.

Предположим теперь, что внутри конденсатора находится цилиндри-
ческий слой диэлектрика (пусть твердого), заполняющий почти полностью·
весь объем конденсатора (зазор между поверхностями диэлектрика
и внешней обкладки пренебрежимо мал).

Внешняя обладка конденсатора и диэлектрический цилиндр могут
вращаться вокруг общей оси свободно и независимо.

Говоря о механическом вращательном моменте вихревой электро-
движущей силы, теперь надо иметь в виду момент, сообщаемый как истин-
ным зарядам Q обкладки конденсатора, так и свободным зарядам дд

диэлектрика. В расчете на единицу длины (оси конденсатора)

дя = -2nPR; (8.6)

здесь Ρ — поляризация диэлектрика,

Ρ = (D — Ε)Ι4η, Ό·= вЕ, (8.7)

где ε — диэлектрическая постоянная. Согласно (8.6) и (8.7)

дД = —{DRI2) + (ERI2) = < ? ( ! - е)/в, (8.8)

так как D = 2QIR. Как следует из изложенного выше, при размыкании
тока соленоида обкладкам конденсатора и диэлектрику будут сообщены
механические вращательные моменты / к и / д противоположных знаков:

/„ = <?АФ/2лс, (8.9)

/ д = д„АФ/2яс, (8.10)
или, принимая во внимание (8.8),

/ д = Q [(1 _ ε)/ε] АФ/2лс. (8.11)

Складывая (8.9) и (8.10) и подставляя ΔΦ = #jtfl2, получим

/к + /д = (<?/ε) HRV2c. (8.12)

Задавшись тем или иным выражением для плотности импульса электро-
магнитного поля, можем определить полный вращательный момент / а ю

всего объема поля.

*) ^мех — момент э.д.с. Если предположить, что внешней обкладкой конденса-
тора служит очень хороший проводник (почти сверхпроводник), то в начальный момент
времени / м е х есть вращательный момент носителей тока, и видимое вращение обкладки
ускоряется до значения (8.5) постепенно, по мере затухания тока. Конечно, предпола-
гается очевидным, что при выключении тока в каком-либо (не несущем на себе электри-
ческие заряды) контуре его собственное исчезающее магнитное поле не приводит этот
контур во вращение (а также что с механизмом закорачивания контура не связано
сообщение ему вращательного момента).
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Сохранение момента количества движения требует выполнения равен-
ства

/„ + /„ = /"зм. (8.13)
Если для плотности количества движения принять выражение Абрагама

gA = EHlAnc, (8.14)
где

Ε = 2Q/sr, (8.15)
то для величины / э м получим

н

/ э м = j (2QH/er-4nc)-2nridr = QHRt/2ce, (8.16)

и, как показывает сравнение с (8.12), баланс момента количества движения
выполняется. Вместе с тем мы убеждаемся в том, что предположение
Минковского gM = гЕН/Алс не оправдывается.

Таким образом, мы снова приходим к тому же выводу, что тензор
Минковского противоречит законам сохранения.

9. СРАВНЕНИЕ ТЕНЗОРОВ АБРАГАМА И МИНКОВСКОГО
И ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Основываясь также на законах сохранения, но допустив ошибку
в самой постановке вопроса, Коста де Борегар 1 6 а пришел к противопо-
ложному выводу. Однако совсем недавно тот же автор 1 6 6 (стр. 164),
рассмотрев вопрос с точки зрения законов движения центра тяжести,
пришел к заключению о справедливости выражения Абрагама. Соображе-
ния, на которых он основывается в заметке 1 в б , перекрываются с изложен-
ными в той части данной статьи (в ее начале), которая была уже написана,
когда автору ее стала известна эта заметка *). Самый же факт несовмести-
мости тензора Минковского с законом постоянства скорости центра
тяжести был отмечен уже давно.

За указанной только что заметкой последовало опубликование ряда
других 16в-гД7 к выводам одной из них мы еще вернемся.

Получив в работе 1 6 для импульса «фотона» выражение Абрагама,
автор высказывает предположение о двойственном значении этой величи-
ны: «макроскопическом» — по Абрагаму и «квантовом» — по Минковскому.

Для литературы вопроса характерна эта тенденция к признанию
(вопреки фактам) правильности тензора Минковского как «канонически»
установленной. Авторы обзорных и оригинальных статей склонны игнори-
ровать аргументы, которые, казалось бы, однозначным образом приводят
к выводу о неприемлемости постулата Минковского. Этой тенденцией
проникнут, например, обзор Бревика 4, недавно опубликованный в солид-
ном научном издании. Основной тезис автора и лейтмотив его обширного
труда — утверждение, что при «правильном истолковании» тензоры Абра-
гама и Минковского оказываются «адекватными и эквивалентными в боль-
шинстве простых физических ситуаций, которые рассматриваются»
(4б, стр. 5). Правильное истолкование формулируется так: «Сила Абрагама
возбуждает диполи в составе материала и создает механический импульс,
который переносится вместе с полем. Если учесть этот механический
импульс вместе с импульсом Абрагама как импульс поля, то мы получим

*) Соображения эти были доложены Ученому совету ФИАН СССР, и они изложе-
ны в стенографическом отчете заседания указанного совета от 24.XI 1969 г. Сообщение,
о котором идет речь, было сделано в связи с обсуждением одной работы лаборатории
колебаний ФИАН.

8*
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тензор Минковского» (1б, стр. 7). А на стр. 7 в 4 а читаем: «Компоненты
напряжений и импульса, определенные выше, приводят к силе, которая
может возбудить небольшой механический импульс составляющих частиц
(диполей)» ...«Сравнивая с экспериментами Джонса и Ричардса, мы нахо-
дим, что это предположение (suggestion) действительно подтверждается».

Если обратиться к рассмотренным выше моделям, то можно сразу же
убедиться в том, что такая «интерпретация» не выдерживает критики.
Наша модель пылевой материи, правда, отвечает отчасти ситуации, описан-
ной в только что приведенной цитате (хотя соответствующий полный
тензор отнюдь не совпадает с тензором Минковского). Но в твердом ди-
электрике диполи закреплены и ни о каком результирующем импульсе
(кроме количества поступательного движения среды в целом) не может
быть речи.

На стр. 26 обзора 4 б автор излагает результаты работы Балажа 10.
Приведя два уравнения — уравнение сохранения количества движения
и уравнение сохранения скорости центра тяжести (которое, если учесть
различие обозначений, совпадает с (1.10)),— автор обзора голословно
заявляет, что он «не может согласиться с его (Балажа) выводом о правиль-
ности выражения Абрагама», так как первое из только что указанных
уравнений (совпадающее с нашим уравнением (1.9)) написано якобы
неправильно — оно «неполно» (incomplete). Как именно должно быть
дополнено это уравнение, автор обзора не поясняет, предоставляя читате-
лю об этом догадываться.

Но ведь речь идет о таком уравнении, которое нельзя записать как-то
по-разному, в зависимости от тех или иных гипотез, и вопрос, по существу,
не может быть предметом дискуссии, если только не отказаться от таких
основных положений механики, как, например, то, что суммарный импульс
системы частиц равен сумме масс этих частиц, помноженной на скорость
движения их центра тяжести.

В заметке 1 6 в (стр. 1119) Коста де Борегар иначе подходит к той же задаче: согла-
совать выражения величины импульса — Абрагаыа (hx/nc) и «канонического» —
«квантового»— Минковского (nhv/c). Насколько можно понять, автор упомянутой
заметки основывается на том, что при излучении фотона ист очник света (находящийся
в среде) передает среде дополнительный механический импульс, равный

Г(к2 — l)/w] hv/c (9.1)

(что это действительно так, выяснится из изложенного ниже). Складывая оба импульса
hx/nc (фотона) π [(η2 — \)ln\ hv/c (среды), автор получает

{[(„2 _ •!)/„] _|_ ( 1 / г е ) } ftv/c = nhv/c (9.2)

— выражение Минковского. Однако ясно, что интерпретировать два слагаемых выра-
жения (9.2) как компоненты импульса фотона невозможно. Второму слагаемому соот-
ветствует величина плотности импульса и/пс, имеющая вполне определенный смысл
плотности импульса электромагнитного поля (фотона). Говорить же о плотности
импульса, соответствующей первому слагаемому выражения (9.2), вообще бессмысленно.
Если, например, средой является твердое, неподвижно закрепленное тело, то импульс
(9.1) передается Земле и плотность этого импульса равна нулю.

При плотности импульса, равной нулю, поток импульса не равен нулю. Плотность
этого потока равна давлению ρ света на диэлектрик:

р = [(„2 - ϊ)Ιη*\ и, (9.3)

где и — плотность энергии поля.
»-- Плотность потока импульса в этом случае (но не плотность самого импульса)
имеет определенный физический смысл.

За время испускания света среде передается импульс, равный

[(ге2 — 1)/п2] их = Цге2 — l)/fi2] ugnluc = [(η2 — i)/n] ilc, (9.4)

т. е. импульс, равный (9.1) (τ = gn/uc — время испускания, и — плотность энергии
излучения).
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Мы остановились подробнее на этих соотношениях, поскольку они
подводят к четкому ответу на вопрос, в чем сходство и в чем различие
двух тензоров — Минковского и Абрагама ?

В конце гл. 2 мы упомянули о предложении Планка интерпретировать
максвеллово давление как плотность полного потока количества движения
поля. В таком понимании (по Планку) два выражения потока количества
движения — Минковского и Абрагама (в статической системе отсчета) —·
совпадают.

По Минковскому, силы давления на среду отсутствуют и плотность
потока количества движения для случая двумерной (двухрядной) схемы
тензора равна

q>M = gc/n = {nu/c)c/n==u = Sf1. (9.5)

По Абрагаму,

φ Α = g(с/п) + р=(и/пс) (с/п) + [(п2-\)/п2} и = и = S*, (9.6)
где ρ — давление света на среду.

Следовательно, величина полного потока количества движения (в указан-
ном выше смысле) по Абрагаму — та же, что и по Минковскому. Однако
в то время как φ Μ выражается как произведение плотности (импульса)
на скорость, по Абрагаму полный поток импульса слагается из двух
компонент — компоненты (назовем ее «токовой», равной gc/n) и компонен-
ты, равной давлению света ρ — [(η2 — \)1п2] и *).

Рассмотрим с точки зрения двух компонент механизм переноса полно-
го количества движения (материи и поля) волной света, распространяю-
щейся в пылевой материи. «Токовая» компонента переноса механического
количества движения среды в нулевой системе пренебрежимо мала; ком-
понента тензора Κ\ί « β^μοε2 (см. (5.26)). Сумма «токовых» компонент
(потока количества движения поля и среды) в этом случае равна, следова-
тельно, «токовой» компоненте элек-
тромагнитного количества движения:

(ulcn) с/п = и/п2. (9.8)

1 * : η

"2

Рис. 6.

Однако в поле волны среда ис-
пытывает давление света, равное '
[(я2 — 1)/п2] и. Результирующая F**)
сил давления света вблизи фронта
волны является источником механи-
ческого импульса (количества движе-
ния, связанного с «дрейфом» среды).

В пространство, ограниченное
некоторой плоскостью поперечного
сечения (положим, плоскостью S2; рис. 6), в синусоидальной зоне волны
передается за единицу времени в сумме количество движения, равное

(uln2) + [(η2 — ί)Ιη2] и = u = (пи/с) cln, (9.9)

*) Импульс (9.1), переданный среде за время τ испускания света его источником,
равен произведению рх — [(га2 — 1)/га] §1с.

оо

**) F = \ (—др/дх) dx = [(re2 — 1)/ге2] и, где χ сколь угодно близко к х0 (х0 —
χ

Ж2

координата «фронта волны»), \ (—др/дх) dx = 0 при х\ < х0 и хг < х0.
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где [{пг — 1)//г2] и — приращение за единицу времени механического
импульса в указанном выше пространстве. Приращение механического
импульса в этом пространстве равно давлению света, действующему на сре-
ду на граничной плоскости S2 (см. рис. 6).

На заднем фронте волны противоположно направленное давление
дает результирующую силу (—F), которая действует как «сток», погло-
щающий такое же механическое количество движения. Здесь движение
«дрейфа» материи погашается.

Полное количество движения переносится вместе с волной света и,
следовательно, со скоростью с/п и может быть выражено, как показано
в правой части уравнения (9.9).

Рассмотрим еще на основе тех же представлений баланс количества движения
в другой обстановке — при прохождении без потерь стационарного потока света сквозь
преломляющую твердую среду.

Рассмотрим пространства S2S3 (ограниченное плоскостями S2 и S3) и SiS2 (гра-
ницами которого являются плоскости Si и S2) (см. рис. 6). Плотность излучения вере-
де равна и. Направление от S2 к S3 считаем положительным. Поток через плоскость S2

слагается из давления на среду, равного [(гс2 — 1)/ге2] и, и потока («тока») импульса
излучения (и/п2).

Полный поток, поступающий в пространство S2S3

 ч е Р е з плоскость S2, равен

и {[(п2 — 1)/пЦ + (1/ге2)} = и. (9.10)

В «стоке» F2 (сила F2 = [(re — 1)/и] и) теряется в единицу времени количество движе-
ния, равное [(п — 1)/п] и, и и/п уходит через внешнюю границу пространства —
ПЛОСКОСТЬ 1S3·

Приращение количества движения в пространстве между плоскостями S2 и S3

равно, следовательно,
„ {1 _ [(п - 1)/ге] - (1/и)} = 0. (9.11)

Баланс количества движения выполнен.
Соответствующее уравнение для S\S2 запишем, считая теперь направление от S2

к Si положительным. Тогда приращение (в единицу времени) количества движения
в пространстве SiS2 согласно тем же соображениям выразится такой же, равной нулю
суммой

и {[(га2 - \)1п2] + (1/гс2) - [(п — \)1п] - (1/ге)} = 0.

При написании уравнений баланса мы учитывали только электромагнитную
компоненту потока импульса. Но в твердой среде имеет место противоток импульса
упругостного; в среде в виде «пылевой» материи такой противоток отсутствует.

При граничных условиях, которые мы рассматривали выше, предполагалось,
что излучение ограничено областью пространства, находящейся целиком внутри
твердой среды. В этих условиях «противоток» упругостного импульса компенсирует
компоненту электромагнитного количества движения, передаваемого за счет давления
света. Другими словами, давление света на среду уравновешено натяжением среды.

В только что рассмотренной ситуации компонента потока электромагнитного
импульса, передаваемого за счет давления света на среду [(га2 — 1)/ге2] и, превышает
встречный поток упругостного импульса [(п — 1)/ге] и. Избыток

{[(„2 _ i)/re2] _ [(„ _ 1 ) / г е ] } „ = [ ( „ _ 1)/„2] и (9.12)

вместе с «токовой» компонентой электромагнитного количества движения и/п2 дает
в сумме плотность потока количества движения и/п, передаваемого через плос-
кость S3 вовне.

Ясно, что если принять выражения Минковского для плотностей импульс-энер-
гии поля, то условия баланса количества движения в стационарном потоке также будут
выполнены, поскольку полный поток импульса обоими тензорами определен одинаково.

Если можно было бы изложить теорию эффекта Черенкова в терминах потока
импульса, то в такой редакции для теории также было бы безразлично, который из
двух тензоров — Минковского или Абрагама — взят за основу.

В связи с этим вернемся еще к проводимой в обзоре Бревика * тен-
денции к затушевыванию различия между двумя сопоставляемыми тензо-
рами. В цитируемом обзоре, как и в других трудах, обычны ссылки на то,
что разложение полного тензора системы (поле + среда) на две компо-
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ненты условно и произвольно. Конечно, можно произвольным образом
разбить тензор на два слагаемых — тензоры подсистем. Однако в пределах
рассматриваемой здесь схемы (идеализированных сред) разложение на две
компоненты (тензор и.-э. поля и тензор среды) осуществляется однозначно,
•если придерживаться требования (или определения), согласно которому
тензор поля S ίτη должен удовлетворять условию

-dslmidxm = /,. (9.13)

{Существование такого тензора постулируется как предпосылка.) Так,
во всяком случае, обстоит дело^в случае поля плоской волны. Это особенно
ясно видно, если выбором системы отсчета схема тензора сведена к двух-
рядной матрице, что, конечно, не является ограничением общности.

Действительно, мы'убедились в том, что в пределах указанной прибли-
женной схемы выражение плотности импульса (а следовательно, и плотно-
сти пондеромоторных сил) вытекает из законов сохранения. Но если это
выражение дано, то определена компонента iS^ тензора S;m. Кроме того,
едва ли могут возникнуть разногласия в выборе выражения члена Si!t,
который равен плотности электромагнитной энергии со знаком минус.
(Здесь речь идет о значениях компонент тензора в той системе отсчета,
в которой среда неподвижна. Выражения £Д и S^ — Абрагама и Мин-
ковского — совпадают.)

Далее, S^ получается из условия

dSim/dxm = 0. (9.14)

Соотношение (9.14) есть следствие неподвижности среды: работа сил поля,
определяемая выражением левой части (9,14), равна нулю, и уравнение
(9.14) является в этом случае выражением непрерывности потока энергии.
Отсюда следует, что S^ — вектор Пойнтинга (с множителем г/с). А посколь-
ку $и = icgi = (ϊ/4π) [ЕН]г, то 54ι = ^14 и, следовательно, тензор Sш

симметричен.
Наконец, S^ определяется (для плоской волны непосредственно)

из условия (9.13), которое для данной схемы дает

-dSlmldxm = / ( m = 1; 4).

{Напоминаем, что плотность силы «/» дана, если дано выражение для
плотности импульса.)

Sn можно было бы определить и из другого условия: сумма диагональ-
ных членов («след») равна нулю.

Предположение Σ = 0 кажется естественным по аналогии с тензором
и.-э. поля, создаваемого зарядами в вакууме, и по аналогии с тензором
потока частиц материи. В этом последнем случае

где μ0 — плотность массы покоя частиц (равная нулю для поля фото-
нов) *).

Поскольку прослеженная сейчас цепь рассуждений, приводящая
к построению тензора S, дает в результате симметричный тензор (Абрага-
ма) и поскольку тензор и.-э. полной системы (поле -|- среда) должен быть
симметричен, отсюда вытекает, что механический тензор С/гт материаль-
ной компоненты системы (среды) симметричен, что естественно.

Асимметрия же тензора Минковского влечет за собой асимметрию
механического тензора Uim материальной среды.

*) Однако если фотону приписать энергию, равную полной энергии (— Г4 4) фор-
мул (5.5) и (5.30), то масса покоя такого «фотона» оказывается конечной (см.8)..
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Резюмируя изложенное в этой статье, можно сформулировать некото-
рые положения прежде всего негативного характера.

а) Отвод Лауэ, Мёллером и др. тензора Абрагама как не удовлетво-
ряющего критерию Лауэ нельзя признать убедительным. Доводы этих
авторов отпадают, если учесть условия баланса двух компонент потока
энергии — электромагнитной и механической.

б) Тензор Минковского неприемлем как противоречащий основным
законам сохранения, а также и фундаментальным представлениям о взаимо-
действии электромагнитного поля с веществом (за исключением сил Лорен-
ца, действующих на токи поляризации).

в) Обобщая выводы, полученные на основе рассмотренных выше про-
стых моделей, можно, видимо, утверждать, что тензор Абрагама является
адекватной формой тензора поля, удовлетворяющего перечисленным выше
требованиям. Как предложили венгерские теоретики 8, из тензора Абрага-
ма целесообразно выделить («токовую») компоненту (SCT) *), удовлетво-
ряющую условию

Div Sei = 0. (9.15)

Другая компонента «S"ts удовлетворяет требованию

= h. (9.16)
Тензор Абрагама, представленный в виде суммы этих двух компонент
(для частного случая выбранных нами координатных осей), имеет сле-
дующий вид:

и0 J H 5 - 1 ) 2 i (« — β ) ( 1 —β»)\ „ 2 _ ι 2 / 1 - ί β \ _ .Α

^ 4 > β ) ( ΐ β ) ( β ) 2 j + u ° — Ч t f ¥4~~
(9.17)

Только первую их этих двух компонент, S'cr, следует принимать во внима-
ние, определяя скорость распространения света как частное от деления
плотности потока энергии [с (и/п2) у2 (п — β)(1—η)] на плотность
электромагнитной энергии [(и/п2) у2 (η — β)2].

Тензор полной энергии Τ системы «поле -(- среда» в рассмотренных
предельных случаях представляется суммой Τ = SA -\- UMex, если средой
является идеальный диэлектрик.

В рассмотренном Марксом и Дьёрди 8 случае идеально твердого тела
(первая из двух наших моделей)

Смех = — S t s , (9.18)
ТА = SCI. (9.19)

В данном частном случае, следовательно, «токовая» компонента тензора
Абрагама совпадает с полным тензором ТА всей системы «поле + среда»
в целом.

В других средах сумма Sts + i7 M e x фЪжТ φ SCT. Тензор Т, вообще
говоря, зависит от свойств среды. В первой нашей модели силы поля
уравновешены силами упругости, в случае второй модели они уравновеше-
ны силами инерции среды * * ) .

*) Эта компонента (выделенная из тензора Минковского) рассматривалась еще
раньше Бэком ·, который и называет ее «токовой» (Sromungsanteil).

**) В обзоре Бревика 4 тензор, совпадающий с SCT, обозначен через S r a d и рас-
сматривается как один из вариантов тензора поля, что, как следует из (9.17), непра-



О ТЕНЗОРЕ ИМПУЛЬС-ЭНЕРГИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 289

г) Если придерживаться феноменологического подхода и приближе-
ния идеальных сред, то проблему можно свести к двум вопросам: 1) о суще-
ствовании тензора и.-э. поля и 2) о пондеромоторных силах в поле волны,
распространяющейся в неподвижной среде.

Если постулировать существование вышеуказанного тензора и при-
нять выражение (2.12), определяющее пондеромоторные силы, или выра-
жение (2.11) для плотности импульса, то не остается места для дискуссии,
так как тензор для покоящейся среды тем самым определен, а его реляти-
вистское обобщение вытекает из общих правил преобразования компонент
четырехмерных тензоров.

Кстати, с исторической точки зрения интересно отметить, что Абра-
гам *) построил свой тензор в общем случае (для движущейся среды),
не пользуясь в явном виде теорией относительности. Он шел путем экстра-
поляции от соотношений для неподвижной среды, опираясь на довольно
произвольные допущения и крайне скудные данные эксперимента. Вывод
этого тензора дан в его книге 7 б (стр. 360).

Если рассмотреть вопрос в приближении идеальных сред (может быть,
и в более общем виде, чем это сделано нами), то можно было бы однозначно
определить ряд общих положений — некоторую «азбуку», которой можно
и необходимо было бы пользоваться (уже без разногласий) в трактовке
и более сложных задач, связанных с данной проблемой. К сожалению,
исторически положение парадоксально сложилось так, что и до сих пор
в самой этой «азбуке» не наведен порядок. Необходимые базисные положе-
ния, на которые можно и должно было бы опираться, не установлены и до
сих пор продолжают оставаться предметом дискуссий.

Предложенная вниманию читателя статья возникла в значительной
степени в результате бесед автора с В. Л. Гинзбургом, которым и была
указана автору литература вопроса. Кроме того, В. Л. Гинзбург взял
на себя труд прочесть рукопись статьи. Такой же труд по просьбе автора
был любезно выполнен также Л. В. Келдышем.; Автор пользуется случаем
выразить им искреннюю благодарность за помощь и многие полезные
замечания.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Выражение для сил Абрагама в общем случае (μ Φ 1) получается, если в допол-
нение к силам, рассмотренным в основном тексте, учесть также еще и следующие
слагаемые. Во-первых, —(1/2) д(МН)/дх (где Μ — магнитная поляризация и Η — на-
пряженность магнитного поля) и, во-вторых, «силы / э Эйнштейна—Лауба»

/ g = ( l / c ) £ d M / d i = № — i)/4nc]EdH/dt. (П1.1)

Силы (П1.1) были введены в работе 1 8 по соображениям симметрии (или «дуаль-
ности») как аналог (2.14).

Принимая во внимание (2.13) и соотношение

Η = (η/μ)Ε, (Π1.2)

которое для плоской волны вытекает [из уравнений Максвелла, перепишем выраже-
ние — (1/2) д(РЕ)1дх в виде

2 с dt ^Ά>— 2 с 4π dt с 4π dt

и затем согласно (П 1.2) и (Π 1.3),

2 дх

*) См. приложение 4.
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По аналогии, путем таких же выкладок получим

— (1/2) д (ΜΗ)/0χ = [(εμ — е)/4пс] Η dE/dt. (П1.5)

Наконец, полагая силы Лоренца

/ л = (1/с) (dP/dt) Я = [(8-1)/4лс] (dEfdt) H (П1.6)

и принимая во внимание (П1.1), имеем

/л + /э = [ ( е - 1 ) / 4 з т с ] (dEldt) # + [ ( μ - 1 ) / 4 π ε ] Ε dH/dt. (ΠΙ.7)

Складывая (П1.4), (ΠΙ.5) и (ΠΙ.7), получим

εμ — μ + μ— 1 „ ατΙΙΜ , εμ —ε + ε—1 и дЕ εμ — 1 д (ЕН)/ Α = Ш EdHldt+ _ Η — = _ — .

Соображения, показывающие, что в данной ситуации силу Лоренца следует поло-
жить равной (1/с) (dP/dt) Η (а не (1/с) (dP/dt) В), развиты в работах 8, is.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2
Соотношение (2.3) дает

f = — (

в предположении μ = 1. В общем случае (μ Φ 1) в выражение для плотности силы
входит еще аналогичный магнитостатический член (— Я 2 grad μ) и вместо (П2.1)
в этом случае (опуская в дальнейшем множитель 1/8π) следует положить

(П2.2)

При этом, согласно уравнениям Максвелла для плоской волны, имеем соотношение

Η=(η/μ)Ε. (Π2.3)

Условие непрерывности потока энергии дает

Ε.Η = (ηΙμ)Ε* = ΕοΗο = ΕΙ (Π2.4)

где Ео и Нй — значения переменных поля вне среды (в вакууме), а Е, Η—в среде.
Далее, согласно (П2.4)

Ε = (μ/η)1'2Ε0, где « = (εμ)1/2,

£2 = (μ/ε)1/2 Я», V (Π2.5)

J
Силу Ftr, действующую на единицу поверхности граничного переходного слоя,
вычисляем, согласно (П2.2), по формуле

= - \ (εμ)1 / 25 ^εμ/βχΕ* d r = - [ 2 (εμ) 1 / 2 | ^ 1 / 2 = n £ | = - 2 (га-1) Е*.

Восстанавливая опущенный множитель 1/8π, получим:

так как £§/4я=ц о =
 и/га> гДе ио и " — плотность электромагнитной энергии вне среды

и в среде соответственно.

ПРИЛОЖЕНИЕ 3

По смыслу тензора Ρim-, Рц=—h, где h—плотность энергии. Следовательно,
согласно (5.4)

— релятивистский, зависящий от скорости w член в выражении для плотности
энергии: при сделанных нами предположениях, если w—Ο, то /t°=0.

*) Это соотношение, выведенное для статического поля, применимо здесь,
поскольку «силы Аброгама» в среднем равны нулю.
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Рассмотрим компоненту Р'Х1 тензора Р\т. Согласно (4.24) эта компонента равна

(Π3.2)

здесь р'1г — компонента тензора относительных напряжений,
ш = — β ε . (Π3.3)

По смыслу «тензора абсолютных напряжений» (Pim) из (5.4) следует, что плотность
импульса £μ равна

Отсюда согласно (П3.2) и (ПЗ.З)

Ρ ΰ = .Ρίι + [β 2ΡΪι/(1-β 2)]· (Π3.5)
С другой стороны, согласно (5.4)

Ρ ύ = ΥΜι· ( п 3 · 6 )
Приравнивая (П3.5) и (П3.6), получаем

^ ) ^ · ( Π 3 · 7 )

Как показывает (П3.7), «продольная» (направленная по оси х) компонента относи-
тельных напряжений —в данном случае натяжение среды —при специальном пре-
образовании Лоренца остается неизменной.

Далее, согласно (4.15), поток энергии

ф' =h'w + wp'. (П3.8)

Учитывая выражение (П3.1) для величины h', а также что р'=р°, получаем

h'w = [ρθβ*/(1 _ β2)] ( _ βή = _ ρ ψ ο 1 ( ί - ββ), (Π3.9)

wp'= — βερΟ. • (Π3.10)

Подстановка (П3.9) и (ПЗ.Ю) в (П3.8) дает

(ф)Ф'=Р'а=-гр°№, (П3.12)

в соответствии с (5.4).
Согласно постулату Планка

также в согласии с (5.4).
ПРИЛОЖЕНИЕ 4

Выражения для компонент тензора Абрагама в функции переменных поля
в случае среды, движущейся в направлении оси χ со скоростью w = $c, могут быть
представлены в виде следующей симметричной схемы (см. 7 б , формулы (199а), (201),
(201а), и 1 , формула (35), стр. 666):

{E'xD'y + H'xB'y),

(E'XD'Z + H'XB'Z),

y£»J + Н'уВ'г) = -
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Формулы преобразования Лоренца дают Е' — у(Е. — $В) (β—скорость начала
системы координат (х\ у', ζ') относительно х, у, ζ). Далее (в случае плоской пло-
скополяризованной волны в немагнитной среде),

Н = пЕ, В=-£=2ί1 = -£=£-£, D = n^4-E\
1 —β/з η i — βίΐ 1— βη

где η — показатель преломления. Если принять это во внимание, то легко убедиться
в том, что (4.22) соответствует вышеприведенным выражениям компонент S\m, где,
однако, β надо заменить на — β .
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