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1. ВВЕДЕНИЕ

С нелинейными волновыми процессами связаны явления в самых
разнообразных областях физики.^Достаточно упомянуть такие, как упру-
гие свойства сред, поверхностные колебания'жидкости, волновые (и тур-
булентные) движения плазмы, нелинейная оптика и электродинамика,
некоторые задачи квантовой теории и др. Серьезные успехи в исследова-
нии этой области за последние годы привели не только к пониманию мно-
гих нелинейных волновых явлений с единой точки зрения, но и к построе-
нию ряда общих методов их исследования. Значительная часть этих
результатов нашла отражение в обзорах 1 ~ 6 .

Попытка провести классификацию задач, возникающих в области
сильно нелинейных волновых процессов, вызвала бы ряд трудностей
и неоднозначностей. Тем не менее можно указать две большие области
«конденсации» интересов в этом направлении. Одна из них связана с ана-
лизом какого-либо конкретного типа нелинейного уравнения, к которому
сводятся различные физические задачи. Примером такого уравнения
является уравнение Кортевега — де Вриза, уравнение самофокусировки,
1 УФН т. 111 вып. 3 © «Успехи физических наук», 1973.
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уравнение нелинейной струны. С каждым из таких уравнений оказы-
ваются сцепленными не только характерные свойства волновых процес-
сов, но и методы исследования. Другой областью «конденсации» является
анализ эволюции определенных типов нелинейных волновых процессов.
Примером могут служить образование ударной волны, возникновение
модуляций волны, фокусировка, распады и пр. В основе анализа такого
рода лежит изучение поведения определенного класса нелипейных движе-
ний. Используемые при этом методы отказывают, если в результате эволю-
ции движения рождается новый класс волновых процессов. Оба перечис-
ленных подхода имеют область пересечения.

По-видимому, наиболее простой является следующая формальная
классификация методов анализа нелинейных волновых процессов:

1) Построение точных решений. Простейшими из них являются
нелинейные стационарные волны римановского типа. Существенный
сдвиг в этом направлении произошел благодаря работе 7 а , в которой для
определенного вида начальных условий было построено точное решение
уравнения Кортевега — де Вриза. Далее Лэкс 7 б предложил регуляр-
ный метод сведения задачи Коши для ряда нелинейных волновых уравне-
ний к линейной задаче на собственные значения.

2) Построение приближенных методов типа теории возмущений или
метода ВКБ.

3) Определение границ применимости используемых методов. Этот
вопрос, естественный во втором случае, возникает также и для точных реше-
ний, так как уравнения, которым они удовлетворяют, являются прибли-
женными. Актуальность этого пункта связана со спецификой нелинейных
задач и методов их анализа. В отличие от линейных задач, в нелинейном
случае существующие методы теории обычно используют не общее реше-
ние, а одно или несколько частных решений. В связи с этим некоторые
физические процессы могут выпасть из рассмотрения и, наоборот, некото-
рые физические свойства движения, вытекающие из приближенного ана-
лиза, в действительности могут отсутствовать. Хотя эти вопросы частично
и обсуждаются в литературе, тем не менее в их понимании существует
серьезный пробел. Обсуждение задач, возникающих в этом пункте, будет
проведено частично в тексте обзора и в заключении (гл. 8).

Круг вопросов, которым посвящена настоящая работа, связан глав-
ным образом со вторым пунктом, т. е. с приближенными методами анализа
эволюции нелинейных волновых процессов. В различных физических
задачах эволюция волн возникает в результате нестационарности
(и, в частности, неоднородности) среды, в которой распространяются вол-
ны, взаимодействия их со внешним полем и между собой и др. Для изла-
гаемых ниже результатов существенны следующие два ограничения: рас-
сматривается эволюция главным образом периодических нелинейных
волн; нелинейность последних не является малой.

Некоторая часть обзора является сопутствующей основному материа-
лу, и она изложена кратко лишь в том виде, в котором это необходима
для понимания дальнейшего. Сюда относится изложение некоторых
свойств нелинейных стационарных волн и беглое упоминание прибли-
женных методов, использующих лагранжевский формализм.

2. НЕЛИНЕЙНЫЕ БЕГУЩИЕ ВОЛНЫ

Здесь будут рассмотрены некоторые типичные нелинейные волновые
уравнения и свойства их решений, имеющих вид бегущей волны

у = у{х— ut), (2.1)

где скорость волны и является параметром задачи. При этом мы остано-
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вимся лишь на тех свойствах волн, которые будут существенно исполь-
зованы далее.

а) Ф а з о в а я п л о с к о с т ь . Если решение, отыскиваемое
в форме (2.1), подставить в исходное уравнение в частных производных,
то последнее становится обыкновенным дифференциальным уравнением.
Дальнейшие свойства решения удобно анализировать на фазовой пло-
скости.

В качестве примера обратимся к нелинейному уравнению Клейна —
Гордона

Уи = А/« + F (у), F (у) = dV (y)ldy. (2.2)

Это уравнение является удобной моделью для исследования различных
нелинейных явлений8*9 *). Уравнение близкого типа возникает также
для электромагнитных колебаний в нелинейных средах п * * ) . Подста-
новка (2.1) в (2.2) дает

У*+1СТ^(^)--°. (2-3)

где штрих означает дифференцирование по аргументу ξ — χ — ut. Урав-
нение (2.3) эквивалентно уравнению движения частицы в поле с потен-
циалом

и с помощью интеграла энергии

'2 + F ^ )
ее движение можно представить обычным способом на фазовой плоскости
(у1, у)-

Для более детальной характеристики решения типа (2.1) и его связи
с траекториями на фазовой плоскости рассмотрим уравнение колебаний
нелинейной струны

Уи - с2 (1 Ь zyl) ухх -f &ухххх. (2.5)

Уравнение (2.5) возникло в связи с известной проблемой Ферми — Паста—
Улама 1 2~ 1 4 и в некоторых задачах нелинейной акустики 15> 1 б . Величина у
в нем описывает смещение струны, а член ухххх учитывает дисперсию.
Отыскивая решение в виде у = у (х — ut), получаем

2 = C , v=y'. (2.6)

Траектории на фазовой плоскости изображены па рис. 1. При С < О
имеем периодическую волну с ν > 0 либо с ν << 0. Случай С = 0 описы-
вает уединенную волну (солитоп), а при С > 0 периодическая волна
является знакопеременной. Уравнение (2.6) интегрируется в эллиптиче-

*) Отметим также попытки использования его в нелинейной квантовой теории
поля 1Otl и в теории эффекта Джозефсона 1 о 6 .

**) Уравнения типа (2.2) были получены также в релятивистской плазме
Λ. Г. Литвакоы (сообщение на 1-й школе по нелинейным колебанием и волнам Горь-
кий, 1972 г.).

1*
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ских функциях, и, в частности, при С •< 0, ν > 0 получаем (рис. 2)

б"1/2 V ' J

••=^-κτ:-τί·

( 2 - 7 )

Пространственный период решения (2.7) определяется соотношением

λ = 2nik = (2ΐ/"2/γ2) bF (π/2, κ). (2.8)

Соотношение (2.8) играет роль дисперсионного уравнения в нелинейном

v' C>0
/

•С-0

С<0

υ

ν(ξ)

δ/Ζ/γ,

Рис. 1. Рис. 2.

случае, которое удобно представить в виде

к = к{и, С). (2.9)

Ниже оно будет обсуждаться подробнее. Здесь лишь заметим, что переход
к линейному случаю осуществляется в пределе

-т (2.9')

Через особую точку гиперболического типа (точка О на рис. 1) проходит
траектория, соответствующая солитону.

б) О п р о к и д ы в а н и е . Другой вид особенности, связанный
с потерей аналитичности решения, удобно рассмотреть на примере задачи
о нелинейных плазменных колебаниях:

(2.10)

= 4πβ (ρ — ро),

где ρ, У — плотность и скорость электронов, р 0 — постоянная плотность
неподвижных ионов. Как и ранее, для бегущих волн получаем 1 ?

(и — и) = const = — и , Υ Φ = и — ν,

(2.11)
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Фазовые траектории (при С <; 0) и вид решения изображены соответ-
ственно на рис. 3, 4. При С = 0 траектория проходит через точку Φ = 0,
т. е. амплитуда скорости ν достигает значения и и плотность ρ при этом
обращается в бесконечность. Это явление называется опрокидыванием

^C~Za>y

Рис. 3. Рис. 4.

волны. Решение становится многозначным, а система (2.10) теряет
смысл 1 δ. По мере приближения к опрокидыванию пики на рис. 4 заост-
ряются.

Решение в виде уединенной волны в рассматриваемом примере отсут-
ствует, а дисперсионное уравнение имеет простой вид 1 7

к = ωο/ί/. (2.12)

В отличие от (2.9), связь между к и и не зависит от С (т. е. от амплитуды).
Это приводит к следующей интересной особенности плазменных колеба-
ний: нелинейность колебаний проявляется только в их ангармоничности,
в то время как частота их (ω = ки = ω0) не зависит от амплитуды.

в) К р и т и ч е с к а я с к о р о с т ь . Обратимся наконец к слу-
чаю, который содержит одновременно оба типа особенностей, приводя-
щих к существованию решения в виде солитона и к возможности опроки-
дывания. Удобно в качестве модели рассмотреть ионно-звуковые колеба-
ния плазмы χ>2:

Pi = — (pv)X)

wv- (2.13)

poexp ,

где Μ, ρ, ν — масса, плотность и скорость ионов, Τ — температура элек-
тронов. Интеграл энергии системы (2.13) для решений вида (2.1) равен

-(1±и2)~2С, (2.14)

где для удобства дебаевский радиус rd = ΥΤ/4πβ2ρ0 и скорость ионного
звука с = У~Т/М положены равными единице. На рис. 5, 6 приведены
два семейства фазовых траекторий: 1) при и — const и переменном С
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и 2) при С — const и̂  переменном и. В первом случае видно, что возмож-
но решение в виде солитона при С — 0 и любом допустимом и. Из второго
семейства следует, что при всех С, допускающих периодические решения,

(и=const)
ν' С<0

= const)

* ν
1И„

Рис. 5. Рис. 6.

возникает опрокидывание при скорости волны, достигающей критиче-
ского значения ис

 г> 2. Величина ис зависит от С, и при малых С ис& 1,6 *).

г) У р а в н е н и е К о р т е в е г а — д е В р и з а . Важную роль
в различных приложениях играет уравнение Кортевега — де Вриза

Щ + cvx -f νυχ + νχχχ = 0, (2.15)

которое описывает волны, бегущие только в одном направлении. Различ-
ные задачи (волны на «мелкой воде», уравнения (2.5), (2.13) и др.) могут
быть достаточно единообразно приведены к (2.15) (см., например, 2 0 ) .
Обычно уравнение (2.15) выводится в приближении достаточно малой
нелинейности и достаточно малой дисперсии. Однако следует подчеркнуть,
что общим требованием при выводе (2.15) является

а = (и/с) — 1 < 1 , (2.16)

где с — характерная скорость звука для данной задачи. Поскольку нели-
нейные бегущие волны в рассмотренных примерах возникают при и > с
и, с другой стороны, и <с ис ^ с, то неравенство (2.16) означает, что
задача рассматривается вдали от области опрокидывания.

д) С п е к т р н е л и н е й н ы х п е р и о д и ч е с к и х в о л н .
Периодические решения вида (2.1) могут быть разложены в ряд Фурье:

ν (x — ut) = 2 (2.17)

Зависимость ап от η назовем спектром волны. В случае, близком к линей-
ному, ап быстро убывает с ростом п. Это позволяет ограничиться учетом
первых нескольких членов в разложении (2.17).

Следующее свойство нелинейных периодических волн является очень
важным для последующего анализа: существует такое число

N = N{k, С), (2.18)
которое определяет характерное число мод в спектре (т. е. степень ангар-
монизма), и при п> N сумма в (2.17) эффективно обрезается. Так, напри-
мер, в случае нелинейной струны из разложения (2.7) в ряд следует

N = F (π/2, κ), (2.19)

*) Аналогичная картина имеет место и для магнитно-звуковых нелинейных
волн 2 . 1 9 .
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а из (2.8) видно, что N имеет порядок отношения длины волны к ширине
горба (см. рис. 2). Подчеркнем, что из (2.19) в пределе (2.9') следует
N ~ 1, а при С ->• 0 N > 1 и спектр имеет следующую структуру (рис. 7):

const ~ y?.IN
ехр (— η/Ν), N.

(2.20)

Аналогичный вид имеет спектр в случае (2.15) , причем

N = Ya/k. (2.21)

Более сложная структура спектра проявляется в случае плазменных
колебаний 2 2 (рис. 8): при η < Ν амплитуды ап зависят степенным обра-
зом от п, а при п> N экспоненциально убывают. Величина N равна 2 2

N = (1 - ε)"3/2, (2.22)

где ε определяет согласно (1.15) степень близости к опрокидыванию.
Вблизи последнего С-^0, ε - ^ Ι π Τ ν ^ - ο ο .

N

Рис. 7. Рис. 8.

Наконец, рассмотрим на примере (2.15) еще одну особенность чис-
ла N. По аналогии с выражением для числа Рейнольдса составим его
аналог для случая (2.15) при N >̂ 1 2 3:

R - ννχ/νχχχ ~ α/Α:2 = Ν* > 1. (2.23)

Таким образом, N = R1/2 определяет константу сильной связи между
гармониками в нелинейной периодической волне.

3. МЕТОДЫ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ

В основе существующих приближенных методов рассмотрения лежат
ряды, учитывающие как малость возмущений, так и медленность изме-
нения определенных переменных. Многие черты этих методов в той или
иной степени являются развитием ме-
тода Крылова — Боголюбова 2 4 в тео- v(x-ai)

Рис. 9.

рии нелинейных колебаний *). Все эти
методы являются асимптотическими.
Это проще всего проиллюстрировать
на примере уединенпой волны ν (χ — ut),
возмущаемой малой силой &F (х, t)
(рис. 9). Поскольку у солитона края
экспоненциально убывают по координате, всегда существует об-
ласть, в которой теория возмущений неприменима при сколь
угодно малых ε. Этот же вывод следует, если обратиться к кривым спектра

*) См. также 25.
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(см. рис. 7, 8). Экспоненциальное убывание последних с ростом означает
существование таких мод (начиная с некоторого щ > N)t для которых
ап <^ ε. Поэтому можно сказать, что в основе существующих приближен-
ных методов лежит некоторая операция усреднения, или обрезания,
по спектру. Это обстоятельство особенно важно при рассмотрении сильно
нелинейных волн (т. е. широких волновых пакетов с iV ^> 1).

Прежде чем перейти к изложению теории возмущений, остановимся
на вариационных принципах, используемых в ней.

а) В а р и а ц и о н н ы е п р и н ц и п ы . Основным является прин-
цип Лагранжа, хотя найти лагранжиан не всегда удается (см. подроб-
нее 4» 2 б ). Его можно записать в виде

X = Г dx Г dt L, 6Х = 0, (3.1)

где L — плотность лагранжиана. В случае сплошного спектра интеграл
по χ берется в бесконечных пределах. Если спектр дискретен, то

dtL) , (3.2)

Аналогичное замечание относится и к интегрированию по t. Различие
принципов (3.1), (3.2) можно проиллюстрировать случаями соответствен-
но солитона (пределы по χ бесконечны и \ L dx — конечно) и нелинейной
периодической волны (конечным оказывается только среднее значение
I L dt на единицу длины). В последнем примере можно также записать

2π

j dtL* (3.3)

где ϋ1 — фаза волны.
В частности, для уравнения (2.2)

LJ-jyt—jcbl + Vto), (3.4)

или для уравнения нелинейной струны (2.5)

b'—^yt—2 е Ух—4^tc Ужп- 2 »*х* ^ '

В отличие от лагранжевского принципа, гамильтоновский не является
столь однозначным и зависит, в частности, от выбора канонически сопря-
женных переменных. Обратимся для простоты снова к уравнению Клей-
на — Гордона (2.2) с F (у) = у2. Полагая

(3.5)
η

перепишем (2.2) в виде

πι,
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Гамильтонианом для (3.6) является

S УгцУщУп£ (Щ + П2 + П3), -gj- = 0, (3.7)
γ

а канонические уравнения движения, эквивалентные (3.6), имеют вид
d dyn д&в

dt dt дУ-п ' dt " п д (dy^n/dt) * V · >

Переход к случаю непрерывного спектра производится согласно (3.1).
Аналогично (3.5) — (3.8) можно записать

2 ? W

2 г/ш,Уш2б(т — ШГ — та ) = 0, (3.9)
mi,

и канонические уравнения

j гг

dx dx ~~ ~~ ду_т ' Чес Ут~ д (dy_m/dx) *

Хотя варьирование Ш ъ Ш приводит к одним и тем же уравнениям дви-
жения (2.2), однако величины Ш и Si (а следовательно, и интегралы дви-
жения) различаются.

Изложенные примеры поясняют следующую возможную классифика-
цию задач в зависимости от вида граничных условий *):

1) Отыскание решений периодических по координате, т. е.

у (х, t) = у {х + 2п/к, ί). (3.11)

В этом случае естественно пользоваться принципом (3.7), (3.8). Характер
спектра по χ не меняется, а в результате возмущения эволюционируют
во времени уп ж&8· Условия типа (3.11) возникают, например, в различных
кольцевых физических системах (циклические ускорители, тороидальные
магнитные ловушки и др.).

2) Отыскание решений, периодических зо времени:

у (χ, ή = у (х, t -f 2π/ω). (3.12)

Вариационный принцип в этом случае имеет вид (3.10). Неизменным
в результате возмущения является характер спектра по ί, а эволюциони-
рует в пространстве профиль волны. Эту задачу, по аналогии с квантовой
механикой, естественно назвать задачей об определении стационарных
состояний. С подобной ситуацией мы сталкиваемся, например, в задачах
о рассеянии и в задачах управления процессами.

3) Этот случай характеризуется отсутствием правил запрета типа
(3.11), (3.12). Подобная ситуация может осуществляться в неограниченной.

*) См. также приложение.
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среде, например, при возмущении ветром поверхности волн в море.
Гамильтоновский принцип в этом случае для рассмотренных примеров
не известен. Однако лагранжевским принципом в форме (3.1) можно
пользоваться.

Отметим в заключение существование определенных трудностей,
возникающих при попытках рассмотреть взаимодействие волновых про-
цессов, один из которых имеет сплошной спектр, а другой — дискретный
(например, взаимодействие солитона с периодической волной). Частично
это уже видно из физического и формального различия выражений (3.1)
ж (3.2).

б) Μ е τ о д У и τ э м а 27> 2 8. Основные черты метода Уитэма можно
лредставить следующим образом. Пусть, например, у (х — ut) есть точное
решение невозмущенной задачи в виде нелинейной волны. Это решение
можно записать также в виде

У = У (*, А), (3.13)
где фаза Ό1 удовлетворяет соотношениям

д* = — ω, * * = *, (3.14)

а величина А определяет, например, амплитуду волны. Пусть теперь
какие-либо параметры задачи вследствие возмущения зависят адиабати-
чески (т. е. медленно по сравнению с /с"1, ω"1) от χ и t. Тогда лагранжиан
(3.3), усредненный по фазе, можно вычислить приближенно, не обращая
внимания на изменение медленных параметров. Это дает

% = %(к, ω, А), (3.15)

причем к, ω, А являются уже функциями, медленно меняющимися во вре-
мени и пространстве. Следующий шаг заключается в варьировании

б f dxdt X = 0

с учетом (3.14), (3.15). Это приводит сразу к уравнениям

(3.16)

Уравнения (3.16) описывают медленную эволюцию волнового пакета
в пространстве и времени. С их помощью было рассмотрено большое число
различных физических задач 5 а *) . Основные недостатки излагаемого
метода были отмечены самим Уитэмом4: метод не дает возможности
построить следующие приближения.

в) М е т о д Л ь ю к а — М о з е р а 8 » 9 . Метод был изложен в рабо-
те 8

Т затем усовершенствован и обоснован Мозером 9 и в настоящее время
является, по-видимому, наиболее строгим. Следуя Мозеру, решение
ищется в виде ряда

У = У(0> №, А) + е^1» (θ, . . .) + εΥ2> ( # , . . . ) + · · - (3-17)

Здесь А — действие, определенное обычным способом для уравнения (2.3);
ε — малый параметр, характеризующий «медленное» время и координа-
ту; многоточия в скобках означают зависимость от всех остальных «мед-
ленных» переменных {Α, εί, гх, $х, ftf и т. д.) **).

*) Близкий^ метод усреднения без использования л агр а ижевского формализ-}

ма развивался в 2 9 .
**) Аналогичные ряды для различных случаев и ситуаций изучались в 3°-33.
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Подстановка (3.17) в (2.5) дает в нулевом порядке

Gl-ea*l=-,F(y«»)/lrift
или, с учетом (3.14), (2.1),

О!-с2п^:=со2— к2с2 = к2[и*(А)-с2]~1а2(А). (3.18)

Подчеркнем, что в этом приближении решение как функция (Α, θ) име-
ет тот же вид, что и в отсутствие возмущения. Именно благодаря
этому обстоятельству теория возмущений оправдывает качественные
физические соображения, лежащие в ее основе. Нелинейная волна, будучи
точным решением, не является общим. Однако малые возмущения приво-
дят к слабой деформации точного решения, и это избавляет нас от необходи-
мости использовать «полный набор» решений данной задачи *) .

В следующем приближении условие ортогональности поправки
ζ/(1) к у$} приводит к уравнению 8

(^Л/ω (A))t - (ϋχΑ/ω (Α))χ = 0. (3.19)

Мозером 9 построена общая схема последовательных приближений и выво-
да условий ортогональности типа (3.19) во всех порядках по ε. Нетрудно
убедиться в том, что уравнение (3.19) совпадает с (3.16). Система уравне-
ний первого приближения (3.18), (3.19) аналогична системе уравнений
в переменных действие — угол для обычных динамических систем. Это
утверждение, очевидное для фазового уравнения (3.18), будет обосновано
в некотором частном случае для (3.19) ниже, в п. д).

Уравнениям (3.16), (3.19) удобно придать следующее наглядное
физическое содержание. Нулевое приближение (решение типа (2.1))
описывает волновой пакет, групповая скорость которого равна фазовой.
Условие того, чтобы это свойство сохранялось и в первом приближении,
сразу приводит к (3.16). Действительно,

("й*7 jaconet = - ( ~Ж~ ) Ш= const = ~ I A ( < ^ = : 3 ~ ( " a f b = c o n s t i ( 3 - 2 0 )

где Ж — средняя по периоду энергия волны. Учитывая, что

дк )&e^c(mst~ дк
получаем из (3.20)

дф """ ' дк "-" — - · v"-"V

Выражение (3.21) означает, что можно ввести такую функцию Q, для
которой

Отсюда следует

dSfJdt — дЖи/дх = 0, (3.22)

что эквивалентно (3.16), так как в рассматриваемом случае д$£1д® =
= д£/д(й, дЖ/дк = д£/дк.

В заключение этого раздела следует обратить внимание на аналогию
изложенного метода и метода получения гидродинамических уравнений
из кинетического, предложенного Боголюбовым 3 4 а .

Недавно Крускал и Миура развили более детальный метод типа
ВКБ-приближения для уравнения Кортевега — де Вриза 3 4 6 .

*) Строгих критериев, определяющих область применимости такого подхода,
в настоящее время не существует.
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г) О б о б тщ е н н ы й л а г р а н ж е в с к и й ф о р м а л и з м .
Лагранжевская формулировка последовательных приближений была
проведена в работах 33» 3 5 а . В основе ее лежит вариационный принцип

δ ( Τ г ТТ7\ Λ /О OOV

{L 4~ W) = U, (о.2о)

где W — мощность, связанная с наличием внешнего возмущения, дей-
ствующего на волновой пакет (в частности, W может содержать диссипа-
тивные члены). Если в (3.23) подставить ряд типа (3.17), то варьирование
дает в первом порядке

\J VfflO l* СЛ1 <Jfr ТТ/ Л Ι Ί Ω.ΤΤΤ /О С\ / \

dt д<й дх дк 50 ' 2я J ' V * /
0

что совпадает с (3.16) при W = 0.
Асимптотические ряды, использовавшиеся в работах 33· 3 5 а , в даль-

нейшем обобщались и обосновывались в работах 32» 3 5 6 . С формальной
стороны они охватывают довольно широкий круг приложений и, в част-
ности, усреднение по произвольным нелинейным стационарным реше-
ниям. Однако имеются трудности с определением условий, при которых
использование формальных рядов правильно (или полностью) отражает
физическую сторону задачи.

д) Г а м и л ь т о н о в с к и й ф о р м а л и з м 2 1 · 2 з . Для простоты
рассмотрим снова уравнение (2.5) с правой частью, учитывающей внеш-
ние силы:

Уи = с2ухх + dV (y)ldy + εΦ (χ, ί). (3.25)

Будем искать решение, удовлетворяющее граничным условиям (3.11)t

и воспользуемся гамильтонианом

где $£0 совпадает с (3.7), а

ι

lim (4г \ y®dz) « — У, УпФ-п,

Прямым дифференцированием легко получить

(3.27)

2 (-TUT уп+^ V») = Σ У - Ф - (3·28>

В нулевом приближении (ε = 0)

дао«О, Ъ = «>(т0)=Ы(3£о)· (3-29)
Согласно (3.14) и (2.1) в нулевом приближении

уп (t) = апе-^ = «„β"*1*», αη == ап (Жо)· (3.30)

Для получения следующего приближения достаточно в правую часть (3.28)
подставить (3.30):

dt = —εω (SS0) d$ej&b. (3.30')
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Введем, как в обычной динамике, переменную /, равную действию волны:

d&eldl = ω (<$?„)· (3.31)

Это сразу дает вместо (3.30') уравнение

i (3.32)

имеющее каноническую форму. Переменные (/, ϋ) являются канонически
сопряженными. Аналогично может быть записано и уравнение для #:

£ = © ( / ) + zdSSJdl. (3.30)

Отметим связь между уравнениями (3.32) и (3.24). При этом член с dXidk
в (3.24) равен нулю, так как при граничных условиях (3.11) к не изме-
няется.КДля канонически сопряженных величин /, ϋ· имеет место тожде-
ство

что приводит к совпадению (3.24) и (3.32).
Далее изложение различных конкретных задач эудет проведено глав-

ным образом с помощью гамильтоновских уравнений.

4. ВНЕШНЕЕ^РЕЗОНАНСНОЕ ВОЗМУЩЕНИЕ

а) И з о л и р о в а н'н ы й р е з о н а н с . Канонические уравнения
движения (3.32), (3.33), полученные в первом приближении теории воз-
мущений по ε, носят общий характер, так как вид уравнения (3.25) нигде
не использовался *). В этом приближении нелинейную волну по-преж-
нему можно рассматривать как нелинейный осциллятор с переменными
(/, ф), находящийся под действием возмущения гамильтониана $В\ (/, Ф, t)21.
Рассмотрим наиболее простой случай, когда внешняя сила имеет вид

Φ (я, t) = Ф т cos (тпкх — νί + φ) (4.1)

и возможен резонанс/

πιω (/) Α; ν (4.2)

между возмущением и т-й гармоникой нелинейной волны. Систему (3.32),
(3.33) можно приближенно перенисать в виде **)

/ « ψ (/) cos θ,
(4.3)

θ « πιω (I) — ν + Ο (ε),
где

ψ = 2ε [ am (I) I mO m . (4.4)

Если условие резонанса (4.2) выполняется точно при / = / 0 , то вблизи
резонанса имеют место фазовые колебания, описываемые следующим

приближенным интегралом движения:

m Ιάω (I)!dl] (I — / 0 ) 2 — 2ψ (/0) sin θ = const. (4.5)

Амплитуда этих колебаний имеет порядок

б/ - Γ2ψ//ηω' (/)]ι/2 ос уё. (4.6)

*) Более общее выражение можно яолучить для правой части (3.28) в тех слу-
чаях, когда сила Φ зависит также от у.

**) См., например, 3 β .
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Таким образом, амплитуда волны модулируется во времени (см. рис. 10,
где приведена эволюция во времени одного горба нелинейной волны).
В линейном приближении по ε, как известно, вследствие резонанса воз-
никает неустойчивость, и явление модуляции профиля волнового пакета
было обнаружено для гравитационных волн на воде 3 7 ' 3 8 и в ряде других
случаев 3 9 . Выражение (4.5) дает более полную информацию, описывая

насыщение неустойчивости.
^-r?"""·*- -fi-^^TT^"- При этом одновременно с мо-

~~ТГ 1\ ГГ ГГ^П \\ П"~ Дуляцией амплитуды возни-
J \ J \ J I J \ ) \1 I J I . кает также модуляция ско-

- ^ — ^ ^ ^^ ^^^ * рости волны с амплитудой
Рис. 10. Ьи (Л = (Щ δω (Ι) =

=-(l/fe) (άω (I)/dI)bI. (4.7)

Интересно отметить, что ширина резонанса (4.6), (4.7) существенно
определяется пространственной зависимостью внешнего возмущения.
Это проявляется в зависимости Ы от а т , где номер т определяется про-
странственным периодом внешней силы. При т> N величины ат стано-
вятся экспоненциально малыми (см. п. д) гл. 2) и соответственно резко умень-
шается ширина резонанса. Такие возмущения имеют длину волны мень-
шую, чем ширина горба невозмущенной волны.

Более строгое исследование изолированного резонанса, основан-
ное на построении и анализе асимптотических рядов," было проведено
в работе 3 0 .

В тех случаях, когда внешнее возмущение содержит более, чем одну
гармонику, которые могут быть в резонансе с модами волны, положение
резко усложняется. Если ширины каждого резонанса в отдельности пере-
крываются, то возникает стохастическая неустойчивость, которая будет
нами обсуждаться в следующем пункте. Однако если перекрытие резо-
нансов отсутствует, то вопрос о поведении системы остается открытым.
Возникающие трудности проще понять, если обратиться к более простой
системе: нелинейный осциллятор под действием внешней силы 36- 4 0 . Эффек-
тивно у такой динамической системы полторы степени свободы, и для ее
описания может быть использована теорема об устойчивости Колмогоро-
ва — Арнольда — Мозера. Если резонансы между осциллятором и гар-
мониками внешней силы не перекрываются, то движение осциллятора
в окрестности какого-либо резонанса является устойчивым. Мы, однако,
не можем сформулировать аналогичный результат для системы, в которой
нелинейная волна возмущается внешней силой. Это связано с тем, что чис-
ло степеней свободы нелинейной волны, вообще говоря, бесконечно.

б) С т о х а с т и ч е с к а я н е у с т о й ч и в о с т ь . В общем слу-
чае произвольной зависимости внешнего возмущения от х, t решение
дать невозможно. Однако некоторый предельный случай, соответствую-
щий очень сильной, стохастической, неустойчивости 3 6 , можно проана-
лизировать. Различные случаи возникновения такой неустойчивости
нелинейной волны изучались в работах 2 l- 3 0 . Здесь мы ограничимся каче-
ственным рассмотрением одного простого случая.

Предположим, что спектр Φ (χ, t) по-прежнему характеризуется
одной частотой ν, однако является широким по к, т. е.

Φ (я, 0 = 2 Фп c o s (пкх — vt) · (4·8)
η

Пусть по-прежнему выполняется условие резонанса типа (4.2):

τηω (Im) = ν, (4.9)
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где / т — значение действия нелинейной волны, при котором достигается
точный резонанс между возмущением и т~ж гармоникой волны. Бли-
жайший к /n-му резонанс определяется из условия

(т + 1) ω ( / т И ) = ν. (4.10)

Из соотношений (4.9), (4.10) можно определить расстояние между бли-
жайшими резонансами:

Ω = ω (Im) — ω (Im+l) = vim (m -f 1) « v/m2 = ω2/ν. (4.11>

С другой стороны, каждый изолированный резонанс имеет согласно (4.6),
(4.7) некоторую ширину δω. При условии

К = (δω/Ω)2 < 1 (4.12}

имеет место устойчивость и приближение одного резонанса справедливо.
Наоборот, в случае

К = (6ω/Ω)2 > 1 (4.13)

волна долго не может выйти из резонанса со внешней силой и развивается
так называемая стохастическая неустойчивость 36> 4 0, при которой фаза
волны Ό1 случайно меняется со временем, а сама волна ведет себя как броу-
новская частица 2 1.

Для эффектного развития стохастической неустойчивости необходи-
мо, очевидно, не только выполнение условий типа (4.13), но и существен-
ное отличие от нуля гармоник й т а х , Фт в формулах (4.4), (3.27). Это опре-
деляет условие «насыщения» стохастической неустойчивости. Действи-
тельно, пусть /щах есть максимальное значение действия, которое волна
может приобрести в результате неустойчивости. Из условия

Μω (/шах) = ν

и из (4.4) следует, что Мтах = min (TV, ΝΦ), где Νφ — характерное число
гармоник в спектре возмущения.

Интересно отметить, что описанный механизм неустойчивости, воз-
можно, реализуется при разгоне волн на поверхности моря ветром 4 l . На
фоне основной периодической компоненты профиля волны бежит слу-
чайно модулированная рябь, за счет которой и осуществляется ускоре-
ние волны. С увеличением амплитуды волны растет N. Ограничения
на развитие неустойчивости связаны либо с Νφ, либо с критической ско-
ростью (см. п. в) гл. 2), после достижения которой происходит опрокидыва-
ние волны.

5. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛН

а) П а р а м е т р с л а б о й с в я з и . Вопросы, связанные с взаи-
модействием нелинейных волн, отпося!ся не только к одним из самых
интересных в теории, но и к очень трудным. Как видно было из гл. 3, при
условиях досааточно стабого возмущения нелинейную волну можно рас-
сматривать как некоторую квазичастицу, что означает достаточно высо-
кую устойчивость волнового пакета как целого относительно распльтва-
пия из-за возмущения. Ниже будет видно, что подобную концепцию можно
провести в теории взаииодейс!вия нелинейных волн. Поскольку взаимо-
действие обычно связано с резонансами между какими-то модами, то мож-
но указать простой пример условия слабости взаимодействия между
нелинейными волнами:

ε = MIN < 1 , (5.1)
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где Μ — характерное число мод пакета, участвующих одновременно
в резонансных взаимодействиях с другими пакетами, N — характерное
число мод в спектре волновых пакетов.

Особенность введенного параметра малости в том, что он, вообще
говоря, может не зависеть от амплитуды волн. Более того, неравенство
(5.1) может осуществиться лишь при N ^> 1, т. е. для сильно нелинейных
волн. В соответствии с замечаниями п. д) гл. 2 можно сказать, что е
является малым параметром, пропорциональным обратной величине кон-
станты сильной связи.

б) У р а в н е н и я , о п и с ы в а ю щ и е в з а и м о д е й с т в и е
н е л и н е й н ы х в о л н . Анализ взаимодействия волн можно провести
в общем виде, однако удобнее обратиться к модели ионно-звуковых колеба-
ний (п. б) гл. 3) в неодномерном случае. В приближении, когда krd <ξ Ι
и справедливо неравенство (2.16), воспользуемся системой уравнений,
полученной в 42> 4 3:

где Φ — потенциал скорости ионов и для удобства положено р0 — с —
= rd = 1 (здесь обозначения те же, что и в п. в) гл. 2 *)). Разложением

в ряд Фурье

ρ =
q

Y^t[a ω e i q t -α* (5.3)

система (4.2) приводится к одному уравнению:

ι (qt) a (q2) б (q — q4 — q2) +

+ 2a (q,) a* (q2) б ( q - q, + q2) + a* (q,) a* (q2) б (q + q t + q2)] = 0, (5.4)
Fqq»q2 = (qqi/??i) + (qq2%2) -f (qiq2/ffigz) — l-

B одномерном случае для волны, распространяющейся в одном направле-
нии, Vqqiq2 = 2 и уравнение (5.4) принимает [в пространственных пере-
менных вид уравнения Кортевега — де Вриза:

Pi + Pr + РРг + (1/2)рггг = 0, (5.5)

где г — координата в направлении q.
Гамильтониан для уравнений (5.4) имеет вид

41.q2.q3

4- ̂  (qi) л (q^^taa) δ (qt 4- q2 — q8) + «· cj, (5.6)

*) Эти уравнения совпадают также с уравнениями Буссинеска для колебаний
поверхности жидкости.
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а (4.4) можно записать в канонической форме

a(q) = -iqdMlda* (q). (5.7)

При рассмотрении взаимодействия волн будем исходить из того,
что решение в нулевом приближении представляется суперпозицией

Ρ (г, 0 ~ Σ P(rs — u si), (5.8)
s

где r s [| u s. Путем перегруппировки членов в (4.6) представим Ш в виде

Χ α Й δ

\ 2 [τα (^

Ы a (q's) a* (q"s) 6 (qs к. с

4- a (q.i) * (q»8)
 a* (q«fl)

 δ (q«i 4- qS2 — qS3) 4- к .с.

Здесь различные индексы s указывают на различные одномерные нелиней-
ные волны; q s, q̂ , ql — относятся к одной и той же волне; штрих в сумме
означает исключение члена с s4 = s2 ~ s3i направление вектора qs совпа-
дает с направлением скорости и$. Величина Щ} описывает взаимодействие
нелинейных волн. Естественно, что она должна быть достаточно малой,
чтобы представление (5.8) и, вообще говоря, понятие нелинейной волны
имели смысл.

в) В з а и м о д е й с τ в и е д в у х в о л н . Проследим, как воз-
никает малый параметр при взаимодействии двух волн, направления
движения которых составляют не слишком малый угол. Прежде всего
заметим, что первый член в S£j не зависит от времени и всегда может быть
исключен соответствующей перенормировкой гамильтониана. Далее,
Й-функции в 381 отбирают члены с

= 0 и (5.10)

Согласно (4.4)
V gi, яи о 2 cos ( u b u2) = 2 cos γ,

и для 31} получается выражение

(5.11)

где учтены соотношения (2.20) и (2.21). Уже отсюда видно, что правила
отбора (5.10) уменьшают число членов в 3£ι по сравнению с нелинейным
членом в 3£s приблизительно в Ns раз. Действительно, оценка последнего
2 УФН, τ 111, вып. .1
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дает Жиг ~ &\^)Ν \,г- Таким образом, малым параметром взаимодействия
является

ε = ctg γ/7ν< 1. (5.12)

Его физический смысл нетрудно понять из рис. 11, где изображена пло-
скость, в которой движутся волны (вид сверху), и гребни волны заштрихова-
ны. При больших N область пересечения гребней относительно мала, что
и приводит к ослаблению взаимодействия волн. Этот результат был полу-
чен в 4 4. С помощью скобок Пуассона

da{qs) da*(qs)

ер

/77^

Рис. 11 . ι ; π / l <7iqiQ

da* {qs) да (qs)

нетрудно получить

^ = (^2 = 0,

а из уравнений движения

а fa) -[- iqiUia fa) +

) (5.13)

(5.14)

следует, что в результате взаимодействия происходит сдвиг скорости
волны:

( 7 ^) (т^т)^- (5.16)

и, аналогично,

( ^ 1 1 ( ί ? ^ ) ^ . (5.17)
| sin γ j / W 1 } \ | sin 7 j

Условие малости сдвигов скорости Aut <C a f эквивалентно (5.12).
Полученный результат является также следствием того, что область

пересечения двух периодических волн на рис. 11, с которой связано
взаимодействие, не зависит от времени, что приводит к простой перенор-
мировке скоростей волн (в случае трех волн это, естественно, не так).

Переход к одномерному случаю (у ->· 0) в (5.11) и далее невозможен.
Это связано с двумерной нормировкой энергии в (5.9) *). Рассмотрим
взаимодействие двух волн в одномерном случае. Тривиальный случай
слабого взаимодействия между волнами — слабое перекрытие спектров
нелинейных волн (рис. 12), которое можно записать в виде

Nth < к2. (5.18)

В действительности, при мало отличающихся амплитудах двух волы сла-
бая связь между волнами достигается уже при условии (5.1), где Μ опре-
деляется из условия перекрытия спектров волн

Μ<ζ Ν2. (5.19)

Получим условие малости резонансных членов Μ следующим образом.
Из правил отбора, налагаемых 6-функциями в Жх (5.9), следует п1к1 =

*) Вообще, одномерный случай обладает рядом специфических особенностей;
некоторые из них описываются ниже.



НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ И ИХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ 413

— п2к2. Условие периодичности решения с периодом λ0 = 2л/к0 означает

\\ 2 — А/ту Л/1 2 ==~ It 2'ft Οι \ * ί= fl2m2j ΤΪΙ]Ι 2 = " Ο ' Λ 1 » 2 " ~ "-It 2 / Λ 0 »

где mi, 2 — целые числа. Отсюда следует, что Μ есть число корней урав-
нения (5.20) относительно пи п2 в целых числах при ограничении щ, 2 ^
< ^ι,2· Это означает, в частности, что при Nit2 ^ тпи2^> 1 величина
Μ/Νι',2 мала (рис. 13, где совпадающие жирные линии соответствуют реше-
ниям уравнения (5.20)).

Таким образом, взаимодействие двух нелинейных периодических
волн связано с двумя родами эффектов. Первый из них заключается
в перенормировке скоростей. Он всегда существует и определяется для

Рис. 12. Рис. 13.

каждой из волн нулевой фурье-гармоникой другой волны (т. е. усреднен-
ным значением профиля волны). Второй эффект связан с резонансами
между волнами и определяется параметром типа (5.1). Учет резонансов
приводит к модуляционным колебаниям гармоник спектра и для нелиней-
ных плазменных колебаний рассматривался в работах 2 2 ' 2 3 . В результате
взаимодействия двух нелинейных волн образуется связанное состояние,
которое можно интерпретировать как двухпотоковое решение *).

Наконец, укажем на еще один параметр, приводящий к слабому
взаимодействию волн 4 5 . Он возникает в результате слабого перекрытия
горбов волн в одномерном случае, ,
и его смысл легко понять из vf(x-uo;
рис. 14. С помощью такого пара-
метра, например, может быть по-
строено двухпотоковое решение, в —.—,
котором волны являются встречньь s^ /

ми с, и2
с.

vz(x-tii)

Рис. 14.г) В з а и м о д е й с т в и е
т р е х в о л н . Этот случай суще-
ственно отличается от взаимодействия двух волн, и его целесообразно
рассмотреть подробно.

Будем считать, что выполнены условия, при которых резонансные
взаимодействия между парами волн отсутствуют, но резонанс между тремя
волнами может при этом осуществляться. Из общего выражения (5.9)
для гамильтониана (s принимает значения 1, 2, 3) и выражения для скобок

*) Использование термина «двухпотоковое решение» связано с тем, что супер-
позиция двух нелинейных волн, движущихся с различными скоростями, может быть,
проинтерпретирована как суперпозиция двух потоков частиц, каждый из которых
совершает свое движение. Формально связанная пара волн может быть описана дву-
мя связанными гидродинамическпми уравнениями, которые аналогичны известным
уравнениям многопотоковой гидродинамики х.
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Пуассона (5.13) получаем следующие уравнения:

ФЬι= ~2 2J { iqiUj) V 123^1^2^3^ (4ι — 42 — Чз) Н̂  к . с ,

= Τ Σ (™ Щги*) ^ΐ23«ι<α*δ (qi — q2 — Чз) + к. с., (5.21)
41» 42, 43

qi.q2.q3 J

где аг = a (q;). Каждую из волн можно разложить в ряд Фурье

4 (5.22)
• 1/7 DVT1 ί « 7 11 ίΤΤ \

где ugo — некоторая начальная фаза. Поскольку далее будет исследо-
ваться резонансный случай, то так же, как и в п. а) гл. 4, в уравнении

Ь8 - со, 4- Шт1д1& = hsus + dSBiIdh (5.23)

можно будет пренебречь вторым членом в правой части. Переменная
действия Is введена здесь с помощью соотношения (3.31):

dS£JdIs = ωδ (SB»), (5.24)

Из (5.22) и (5.23) видно, что в системе (5.21) возможен резонанс, если одно-
временно выполняются условия

— /n3k3 = 0, (5.25)

qiux — qzui — qzuz = m.ikiui — mzk2u2 — т3кьиг = 0.

В этом случае основным является изменение параметров волн вследствие
резонанса между ними и вместо (5.21) можно записать в канонических
переменных (5.23), (5.24)

/4 = m j 1 sin θ, Ιζ= — m 2 rs in6, / 3 ~ — m 3 rs in0, (5.26)

где

Полученная система (5.26) аналогична тем, которые возникают в нелиней-
ной оптике 4 б и в теории плазмы 4 7. Она может быть проинтегрирована
с помощью соотношений типа Мэнли — Роу, вытекающих из (5.26):

1%т\ = const, Ί
= const, V (5.28)

J
Интегралы (5.28), из которых независимыми являются только два, позво-
ляют выразить ответ в квадратурах. Изложенные результаты получены
в работе 2 2. Ограничимся анализом движения волн в окрестности резо-
нанса. Резонансные условия (5.25) удовлетворяются при значениях
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действий Ii0, /2o» -̂ 30- Из (5.26) следует

Ji /2 1з

\ ω^άΙχΛ- \ ω 2 ώ / 2 + ( ω3 dl3 + ГΌ cos θ = const, (5.29)
* ю *2o *зо

где Го = Г (71 0, / 2 0 , /зо)· Разлагая ω8 (Is) в окрестности / s 0 и используя
соотношения (5.28), получаем интеграл движения, аналогичный (4.5),
описывающий фазовые колебания в системе трех нелинейных волн:

s

4 (5.30)

Отсюда определяется амплитуда модуляции (ширина резонанса) (дей-
ствию:

Δ/ ~ [2Γ0/(ίίω/ίί/)]1/2ϊ (5.31)

и по частоте:
Δω ~ (2Г0 άω/άΐ)1/2. (5.32)

В частности, для системы (5.2) легко оценить

Δω ~ ( F 1 2 3 / | sin 7 \)l!4alN. (5.33)

Полученная формула показывает, что параметр малости взаимодействия
имеет частный порядок Αω/ka α Λ""1. Его происхождение здесь то же,
что в случае взаимодействия двух волн.

По существу, описанный процесс представляет собой нелинейный ана-
лиз неустойчивости распадного типа. Все три волны, участвующие в резо-
нансе, являются, вообще говоря, сильно нелинейными (Ns ^> 1). Можно
было бы исследовать устойчивость вблизи резонанса одной нелинейной
волны относительно возбуждения волн малой амплитуды в линейном отно-
сительно возмущения приближении. Такой метод исследования и анало-
гичные выводы относительно неустойчивости содержатся в работах 37> 3*
для гравитационных волн на поверхности глубокой жидкости и для
неодномерного уравнения Кортевега — де Вриза 48- 4 9.

Рассмотренное взаимодействие включает резонанс между гармони-
ками нелинейных волн лишь на одной моде. В более общем случае система
уравнений (5.25) может допускать несколько решений в целых числах
(nil, тп2, тп3) с условием ограничения ms ·< N8. Тогда теория возмущений
все еще может оставаться применимой, если число таких решений Μ <С # ·
Исследование в этом случае не проведено. Не исключено, что даже в слу-
чае трех нелинейных волн могут возникнуть явления типа стохастической
неустойчивости, которые приведут к разрушению интегралов (5.28) или
(5.29) в некоторых областях значений параметров волн.

6. НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ В НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ

Уравнения (3.16), полученные Уитэмом, помогают в наиболее про-
стой форме рассмотреть движение нелинейной волны в слабонеоднородной
среде. Это приближение естественно назвать адиабатическим. Эквивален-
том ему является использование рядов типа (3.17). Последний метод
может оказаться иногда предпочтительнее, чем метод Уитэма, поскольку
он не предполагает знания лагранжиана. Адиабатические представления
позволили получить, например, определенные результаты в задаче о набе-
гании уединенной волны на берег с плавным откосом 50~52 *). Естественно,

*) В работе 5 2 рассмотрены также некоторые веадиабатическпе случаи.
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что основная информация при использовании адиабатического приближе-
ния извлекается из законов сохранения и уравнений переноса' для адиа-
батических инвариантов зэ» 5 3. Получение неадиабатических поправок для
нелинейных волн представляет собой особый вид задачи. В настоящее
время для нелинейных волн не существует метода столь же хорошо раз-
работанного, как в теории динамических систем. Очень важным резуль-
татом в этом направлении является теорема Мозера 9 о сохранении адиа-
батического варианта нелинейной волны во всех порядках теории воз-
мущений. Последнее означает, что изменение адиабатического инварианта
следует ожидать экспоненциально малым.

Для случая граничной задачи (3.11) и слабонеоднородной среды вычис-
ление изменения адиабатического инварианта можно провести непосред-
ственно 5 4. Пусть, например, в уравнении Клейна — Гордона (2.2) пара-
метр с зависит периодически от х:

с (х) = с (χ + Λ), (6.1)

и выполняется условие адиабатичности

/ с Л > 1 . (6.2)

Для нелинейной струны зависимость с (х) может быть связана с неодно-
родностью сил упругости, действующих вдоль струны или с неоднородным
распределением массы струны. Вместо гамильтониана в форме (3.7) теперь
следует написать так:

St [С2] = γ ^ 2/лУ~п — γ 2 ΗΙηΖ (°2)η&η3η2 Χ
П пи 712, " 3

Χ δ (Щ + П2 + И3) — j 2 УпгУпъУп^ (Щ + Щ + И3), ( 6 · 3)
П\, П2, " 3

где
Л/2

(c2)n = jL Г dxe~inkxcz(x). (6.4)
-Л/2

Из (6.1), (6.2), (6.4) следует, что

(с2)п ос е-»*л (6.5)

и, следовательно, экспоненциально мало. Используя (6.5), перепишем Ш
в виде

т & ж* + $ёи (6.6)
где Жо есть выражение (6.3), в котором вместо (с2)Пз стоит

Л/2

(с 2) 0 = -г- \ dxc2 (χ) Ξ - с 2 ,
Л i (67)
г -

Л

Величина

—1)1 ( 6 · 8 )

экспоненциально мала согласно (6.6) и может быть рассмотрена как воз-
мущение для SSo методом, изложенным в п. д) гл. 3. Однако качественный
результат уже ясен, так как изменение Шо и изменение действия будут
пропорциональны Mi-
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Аналогичные рассуждения можно провести и в общем случае, когда
с = с (х, t) и характерные масштабы изменения с по χ и по t велики по срав-
нению с соответствующими масштабами волны. Для этого необходимо
воспользоваться лагранжианом и представить его в виде

X И « X [(С

2)оо] + Х„, Цс2)01) + Х10 [ И ю Ь (6.9)

где первый индекс внизу при с2 означает фурье-гармонику по х, а вто-
рой — по t.

Вычисление поправок к энергии и к действию волны не решает пол-
ностью задачу о распространении нелинейной волны в слабонеоднород-
ной среде. В стороне остается важный вопрос об определении отраженной
волны. Постановка такого вопроса, однако, выглядит сомнительной, так
как в нелинейном случае отсутствует принцип суперпозиции. В работе 4 5

была сделана попытка построения решения, учитывающего «отраженные»
волны с помощью так называемого двухпотокового решения, рассмотрен-
ного в п. в) гл. 5. Слева и справа от особой области, от которой происходят
отражения, рассматриваются связанные пары нелинейных волн. В каж-
дой паре имеются волны, бегущие в противоположных направлениях.
Условия сшивки таких двухпотоковых решений на границе особой обла-
сти и определяют соответствующие параметры прохождения и отражения.
После рассеяния волны па неоднородности происходит изменение длины
волны и скачок фазы, вычисленные в работе 4 5 .

Эти результаты, по-видимому, соответствуют экспериментальным
данным Хоува 5 5 а .

Аналогично определению отраженной волны может быть рассмотрена
и задача о трансформации нелинейных волн разного типа в слабонеодно-
родной среде 5 5 6 .

В основе задач рассеяния или трансформации лежит определение
пространственных характеристик волны при заданном периодическом
законе изменения во времени с частотой ω (см. п. в) гл. 1). В однородном
случае дисперсионное уравнение (2.9) для нелинейных стационарных
волн заменяется на следующее:

ω = ω (и, С). (6.10)

Пусть теперь (6.10) имеет, например, две «ветви» решений:

ω = <a(uh Ct) (i = 1, 2), (6.11)

и разным ветвям колебаний соответствуют разные (неперекрывающиеся)
области возможных значений и, при которых существует решение в виде
волны. В линейном случае С -> 0, и (6.11) приводит к двум законам дис-
персии к} = ki (ω).

В слабонеоднородном случае в адиабатическом приближении вместо
(6.11) имеем

со = ω {щ (х), СГ (Х)). (6.12)

Может существовать такая область значений χ ~ х0, в которой и^ (х0) ~
•— ^2 (^о)· Это приводит к тому, что волновые числа, соответствующие раз-
ным ветвям, совпадают:

ку (х0) — ω/ui (х0) ~ кг (х0) = ω/ιι2

Такая область значений координат является особой. В ее окрестности
адиабатическое приближение нарушается. Так же как и в линейном
случае, волна одной из ветвей колебаний может «возбудить» в окрестно-
сти х0 волну другой ветви. Если соответствующие коэффициенты транс-
формации (отношение амплитуды рассеянной или возбужденной волны
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к амплитуде падающей волны) достаточно малы, то их можно определить,
используя следующее обстоятельство 4δ· 5 5 6 : п-я гармоника новой волны
рождается с множителем рп, где ρ — экспоненциально малая величина.
Поэтому достаточно ограничиться в рассеянной или возбужденной волне
только одной первой гармоникой, т. е. линейным приближением.

7. КИНЕТИКА НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛН

Среди различных факторов, возмущающих движение нелинейных
волн, следует выделить те, которые представляют собой некоторый слу-
чайный процесс. К такому классу задач следует отнести распространение
нелинейных волн в случайных неоднородных и нестационарных средах г

взаимодействие волн, представляющих статистический ансамбль, и т.п.
Существует приближение, в котором нелинейные уравнения движения
сначала могут быть усреднены по некоторому случайному процессу,
а нелинейное взаимодействие между гармониками учитывается уже
в усредненных уравнениях движения 5\ Такое приближение реализуется
в тех случаях, когда связь между гармониками является достаточно
слабой. В этой главе будут рассмотрены некоторые случаи, в которых
существует сильная связь между гармониками, т. е. волны являются
существенно нелчнейными (величина N может быть очень большой).

а) С л у ч а й н ы е в н е ш н и е с и л ы . Хорошо известная зада-
ча о броуновском движении частицы под действием внешней случайной
силы может быть в определенном приближении рассмотрена и для нели-
нейных волн 5 7. Такими случайными силами могут быть ветровое возму-
щение для гравитационных волн на поверхности жидкости, турбулентная
среда, в которой распространяется нелинейная волна, среда со случай-
ными неоднородностями и др.

Пусть
с]П elf- \ „ <ЯЛ

т = Ш о -г ъ&ь\.
есть гамильтониан задачи, где $£0 соответствует невозмущенному дви-
жению, т. е. нелинейной волне у = у (х — ut), а Ь$£\ — возмущение
в виде (3.20), в котором Φ (χ, t) является случайной внешней силой. Отно-
сительно Φ (χ, t) будем предполагать, что это гауссовский случайный
процесс и

(ф (Х, ή) = О,
(7.1>

(Ф (х, t) Φ (χ + ξ, t + τ)) = R (ξ, τ).

Корреляционная функция вводит в задачу некоторое время убывания
корреляции тс, которое будем считать для простоты меньше всех времен
задачи. При тс ->- 0 величина R (ξ, τ) -»- RQ (ξ) δ (τ), т. е. к белом шуму
(по времени). "Удобно еще ввести спектральную плотность:

S(x, v ) = f dl f dt f lg , τ)β«<κ*-ν<). (7.2)
— QO — OO

Если задача имеет периодические граничные условия по х, то интегри-
рование по | в (7.2) следует проводить так же, как в формуле (3.27).

Определим действие / в непрерывном случае аналогично (3.32):

= и (ffi), L (7.3)
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и запишем изменение действия в виде
t t

=̂ f ^1-^7= ~ ε ί d i i ί <*ЗД'(#1 — и ^ Ф ^ , ί4). (7.4>

Отсюда можно вычислить величину

<(Δ/) 2 )=ε 2 f dti \ dt2 f dxi [ ахгу' (xi — Шх) X
j j J ι

— σ ο — cx>

У*у'(zz — ut2)R(Xi — xZi h~h)y (7.5)

причем в правой части стоит невозмущенное значение у (х — ut), описы-
вающее нелинейную волну. Теперь следует учесть, что R (x, t) при t ;> тс

быстро убывает, что позволяет провести интегрирование в (7.5) по / при
t > тс ·':

σο

^ j q\*S(q, φι). (7.6)

Как известно, величина D является коэффициентом диффузии соответ-
ствующего уравнения Фоккера — Планка

df(i, t) __ ι a ndf(i, t) п т

at ~ 2 di di · y }

Уравнение (7.7) определяет броуновское движение нелинейной волны
с помощью функции распределения / и коэффициента диффузии (7.6).
Уравнения (7.6), (7.7) могут описывать, в частности, движение солитона
под действием случайных сил. Если рассматривается нелинейная периоди-
ческая волна, то выражение (7.6) изменится на

D = 8πε2 2 rr \ yn \2S (kn, kjm), (7.8)
η

причем действие / в (7.7) отличается, согласно определению (3.32), на мно-
житель к по сравнению с предыдущим случаем.

Оценим коэффициент диффузии волны для частного случая белого
шума (тс = 0):

ηα,τ) = (ΦΙ)8(ξ)δ(τ),
Имеем

со

Ζ> = 4ε2<Φ^> ί ^ ( ι / ) 2 - 8 π ε 2 < Φ 0

2 > / , (7.9)
— οο

и решение уравнения (7.7) легко написать. При т с Φ 0 из (7.7) следует,
что волна будет стохастически ускоряться и увеличивать свою энергию.

Таким образом, воздействие случайных сил может привести к опро-
кидыванию нелинейной волны, которое происходит после достижения
ею некоторой критической скорости или энергии. Характерное время раз-
гона волны до опрокидывания может быть оценено с помощью коэффи-
циента диффузии D.

б) Н е л и н е й н ы е в о л н ы в с л у ч а й н ы х с р е д а х .
Движение нелинейных волн в средах со случайными неодно роди остями
представляет интерес в различных областях физики и рассматривалось,,
в частности, для волн на воде в работах 58· Ъд. Если параметр Λ (х)„
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учитывающий неоднородность среды, можно представить в виде

А(х) = Ло + ΛιΟζ),

где Ло не зависит от х, а случайная добавка Λι мала (Λι <̂  Ло), то задача
о распространении нелинейной волны может быть сведена к уже рассмот-
ренной. Действительно, запишем

ШШ = <Й?[ЛО] + (ЯМАЛ,

где возмущение $£\ пропорционально, вообще говоря, Л ь dAJdx, . . .
Далее можно воспользоваться уже описанным в п. а) гл. 7 методом, учи-
тывая, что коррелятор (7.1) определяется однозначно через коррелятор
•случайного процесса At (χ):

<At (χ)) = 0, {Α, (χ) At (x+ I)) = R (I).

Теперь следует принять во внимание, что рассматривается задача
о рассеянии нелинейной волны. Для этого надо воспользоваться вариа-
ционным принципом (3.10) и условием (3.12). Это приводит сразу к услож-
нениям, так как из-за возмущенной части гамильтониана S6^ tAJ появ-
ляются отраженные волны. Таким образом, для корректного решения
задачи о затухании нелинейной волны в среде со случайными неоднород-
ностями необходимо вычислить предварительно матрицу рассеяния
на неоднородностях, т. е. ввести в рассмотрение отраженные волны (см.
п. а) гл. 7).

Существует еще одно обстоятельство, отличающее принципиально
нелинейный случай от линейного. За счет случайных неоднородностей
происходят флуктуации скорости волны. При одной из таких флуктуа-
ции скорость волны может достичь критического значения, при котором
волна опрокидывается. Этот процесс является конкурирующим по отно-
шению к процессу рассеяния. Его количественный анализ сводится к вычис-
лению вероятности на заданном отрезке длины I достижения первый раз
критического значения скорости ис.

Строгое рассмотрение задачи о распространении нелинейной волны
в случайной среде в настоящее время отсутствует. Соображения, приве-
денные выше, по-видимому, представляют один из возможных реализуе-
мых путей.

в) С т о х а с т и ч е с к а я н е у с т о й ч и в о с т ь . Аналогичное
(7.7) кинетическое уравнение может быть записано и в тех случаях, когда
внешнее воздействие на волну приводит к ее стохастической неустойчи-
вости (см. п. г) гл. 2) 2 1 ' 3 0. Кинетическое уравнение получается в этом
случае в результате усреднения по случайно меняющейся фазе, а время
убывания корреляции t c оценивается непосредственно, исходя из анализа
стохастической неустойчивости.

Во всех описываемых случаях случайным элементом решения являют-
ся малые добавки, вызываемые возмущением. Поэтому общую картину
вида решения можно представить как регулярный фон (невозмущенная
волна), промоделированный некоторой случайной рябью. Поскольку
возмущения со временем могут нарастать, то приведенный анализ, естест-
венно, ограничен во времени интервалом, в котором искажения формы
нелинейной волны остаются малыми.

г) К и н е т и ч е с к о е у р а в н е н и е д л я а н с а м б л я
н е л и н е й н ы х в о л н . Представление о том, что в процессе возмуще-
ния нелинейная периодическая волна мало изменяет свои параметры,
позволяет рассмотреть большое число нелинейных волн, слабо взаимодей-
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ствующих друг с другом, и описать их эволюцию с помощью кинетиче-
ского уравнения. При этом параметр слабости взаимодействия опреде-
ляется непосредственно, подобно тому как это делалось впп. в) и г) гл. 5 *).
С физической точки зрения является важной следующая сторона иссле-
дования поведения большого ансамбля нелинейных волн. При рассмот-
рении задач турбулентности сплошной среды возникают группы сильно
скоррелированных гармоник. Предельный случай, когда все гармоники
нсскоррелированы, называют слабой турбулентностью. Волновые пакеты,
внутри которых моды сильно скоррелированы, можно описывать мето-
дами теории слабой связи, если взаимодействие между пакетами мало (эта
ситуация аналогична возможности описания слабо взаимодействующих
систем индивидуальными волновыми функциями в квантовой механике).
В нулевом приближении волновые пакеты не взаимодействуют друг
с другом и, следовательно, являются точными решениями исходных урав-
нений движения. Таким образом, мы приходим к концепции «газа» слабо
взаимодействующих нелинейных волн. Вывод кинетического уравнения
методом теории возмущения для ансамбля слабо взаимодействующих
нелинейных периодических волн был дан в работах 22> 2 3. Исходным
является уравнение Лиувилля

где / (t; ·&ι, / 1 ( . . ., -&s, /s) — функция распределения, зависящая от
S >̂ 1 пар канонически сопряженных переменных (i&it It). Эти перемен-
ные удовлетворяют уравнениям типа (3.25), (3-26):
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IT

" ω*{ s

где полный гамильтониан $£ и часть гамильтониана Ши учитывающая
взаимодействие волн, имеют, например, для ионно-звуковых колебаний
вид (5.9). Если фазы волн θ β считать случайными, то для усредненной
по фазам функции распределения

2π

F(t; Λ, . . ., Is) = ( 2 π ) " 8 j" dx% . . . d$sf (i; Iu ut, . .., Is, &s)
о

можно получить следующее кинетическое уравнение в случае ионно-
звуковых колебаний **) :

OF η ^ ι ^ ι ι τ/ [2 ή ^

mi, m2, m 3 n m i , пт^ n m g

X ] α (nmi) a (nm2) а* (птз) | 2 б (nmioimi + nm2(um2 — птз<х>тз) Χ

Χ ο \jimjK.mi -\-

Π — д ι g

^ w mi "^7 h т̂лд -TJ Птз
J mi Vdm2

*) При некоторых условиях малый параметр взаимодействия волн определяется
из условия 2 2. 23 BccS/N^i; S, i V > l , где Ν -~характерный параметр нелиней-
ности для волн, a S — характерное число эффективно взааимодействующих волн.

**) Структура уравнения (7.12) является достаточно общей, и различие конкрет-
ных физических случаев заключается в виде ядра Fmim2m3 и зависимостей а (ге, /), ω —
= ω (Ι).
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где матричный элемент V и амплитуды а (п) имеют тот же смысл, что-
и в (5.9).

Уравнение (7.12) имеет равновесное решение

F = F ( 2 ( # s - k s w / 8 ) ) , (7.13)-

где константа w является макроскопической скоростью и может быть-
исключена.

Как следует из (5.4), Vmim2Tn3 является однородным относительно
своих переменных ядром. Поскольку суммирование по nt ведется эффек-
тивно от 0 до JVj, то таким же свойством однородности обладает (см. (3.28))
ядро, зависящее от αχα^αχ. Можно показать и , что в таком случае суще-
ствует функция распределения некоторого вида

(7.14)
которая для всех i удовлетворяет уравнениям

d(S£i)/dt = 0. (7.15)·

В рассматриваемом случае ρ = —2 *). Распределение (7.14) обладает
тем примечательным свойством, что оно не меняет среднего распределения
энергии по спектру нелинейных волн и, следовательно, соответствует
колмогоровской концепции о постоянстве потока энергии. Действительно,
используя последнее свойство, можно из соображений размерности полу-
чить то же значение ρ = —2. Таким образом, в рассматриваемом случае
существует возможность вычислить спектр турбулентного движения
нелинейных волн:

(Sf (fci))= J (d3£)F(3£)3S(ki) = к?-const. (7.16)

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изложенные в обзоре результаты показывают,что во многих случаях,.
интересных с физической точки зрения, эволюцию нелинейных волн
можно рассмотреть с некоторой общей точки зрения. Существующие мето-
ды такого исследования представляют собой различные обобщения метода
Крылова — Боголюбова и предполагают малость отклонений от точных
решений. Наиболее выгодной ситуацией для приближенных методов
являются очень узкие по спектру, медленно расплывающиеся волновые-
пакеты, и очень широкие волновые пакеты. В обзоре затронут в основном
лишь последний случай. Результаты, связанные с исследованием узких
волновых пакетов, можно найти в обзорах 3' 6. Хотя изложенные при-
ближенные методы и представляются естественными с физической точки
зрения, тем не менее они нуждаются в более строгом обосновании и в более
точном определении границ применимости.

В связи с последним замечанием возникают задачи, требующие более
детального обсуждения. С. Улам провел обстоятельный анализ «неприят-
ных» мест, возникающих при использовании различных приближенных
моделей сплошной среды для описания поведения большого ансамбля
частиц (13, гл. 7, §§ 2 и 3). С тех пор положение не только не прояснилось,.
но благодаря некоторым примерам стало, по-видимому, более серьезным.

*) Решения такого типа были впервые получены в работе в 0 для случая слабой
турбулентности и при условии расщепления моментов.
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Удобно начать с классической проблемы Ферми — Паста — Улама
1 2 · 1 3: при каких условиях в системе большого числа связанных нелиней-
ных осцилляторов возникает стохастичность и релаксация к термодинами-
ческому равновесию? Эти условия, полученные в работах β1, связаны
также с условиями перехода к турбулентному движению в средеб2. В длин-
новолновом приближении система осцилляторов может быть приближен-
но описана уравнениями движения континуума. В данном случае — это
уравнение нелинейной струны типа (2.5) и . В приближении достаточно
слабой нелинейности уравнение струны еще более упрощается и приводит-
ся к уравнению Кортевега — де Вриза (2.15) 1 4.

В процессе упрощений описания: система осцилляторов — струна —
уравнение Кортевега — де Вриза, естественно включаются различные
ограничения на параметры задачи в виде неравенств. Достаточно ли это
и в какой мере описание на последнем этапе упрощений эквивалентно
описанию процессов в исходной системе? Следующий пример показывает,
насколько мы еще далеки от понимания ответа на поставленный вопрос.
Для достаточно произвольного начального условия уравнение Кортевега—
де Вриза точно интегрируется и имеет решение, описывающее вполне
регулярный профиль, который регулярно развивается со временем.
С другой стороны, это же начальное условие для исходной системы осцил-
ляторов приводит к развитию стохастического движения (Б. В. Чириков,
J-я школа по нелинейным колебаниям и волнам. Горький, 1972 г.), кото-
рое не следует из уравнения Корювега — де Вриза.

Приведенная иерархия упрощаемых систем может быть продолжена
благодаря использованию приближенных методов интегрирования. Дей-
ствительно, как было видно из гл. 3—5, разложение отыскиваемого реше-
ния в ряд Фурье и дальнейшее изучение поведения отдельных гармоник
эквивалентно, по существу, переходу снова от континуума к некоторой
дискретной системе. Поэтому в данном случае задача заключается в выяс-
нении того, насколько конечная приближенная дискретная система
адекватна исходной системе частиц *).

Наконец, можно сформулировать вопрос довольно общего вида.
После работы Лпкса 7 0 стало ясно, что существует бесконечный класс
нелинейных уравнений сплошной среды, допускающих при весьма прием-
лемых ограничениях точные решения. С другой стороны, движение системы
частиц, порождающих эти уравнения, становится стохастическим при
достаточно произвольных начальных условиях. Разрешение этого пара-
докса должно содержать ответ на вопрос: насколько широка область
условий, в которых мы можем использовать решения уравнений сплош-
ной среды, в особенности те из них, которые точно интегрируются и не
содержат, вследствие этого, турбулентных компонент?

В заключение выражаю благодарность А. Г. Литваку за полезпые
замечания.

ПРИЛОЖЕНИЕ

ТЕНЗОР ЭНЕРГИИ-ИМПУЛЬСА НЕЛИНЕЙНОГО ВОЛНОВОГО ПОЛЯ

Представление о тензоре энергии-импульса, которое будет здесь введено, может
оказаться полезным для понимания ряда общих вопросов, возникающих в теории
нелинейных волн * * ) .

*) В связи с этим следует обратить внимание на одну удивительную модель
цепочки атомов с экспоненциальным взаимодействием, обнаруженную Тодои 6 3 . В этой
дискретной (!) модели существуют не только точные решения в виде солитонов, но
и двухсолитонные решения 6 4 , аналогичные соответствующим решениям уравнения
Кортевега — де Вриза.

**) Этим замечанием я обязан Г. М. Фрайману (см. также 6 5 ).
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Ограничимся рассмотрением простейшего примера нелинейного уравнения-
Клейна — Гордона (2.2) для иллюстрации сделанного утверждения. Представим?
лагранжиан (3.4) в виде

где гг — (ху it) и по дважды встречающимся индексам производится суммирование.
Тензор энергии-импульса определяется выражением 6 в

Выпишем компоненты Tik:

| ( ) у()^ ( п.2)

1 / ду\* 1 / ду γ

. ду ду
Ι ( П * 3 >

J
Закон сохранения

dTih/dxh = О

приводит к следующим двум уравнениям:

дх

^ - ' ^ = 0. (Π.5>
дх dt

Если, например, рассматривается класс решений, периодических по я, то интегри-
рование (П.5) по периоду дает

что совпадает с (3.7), если подставить выражение Т%% из (П.З).
Б том случае, когда решение является периодическим по времени, аналогичное-

интегрирование (П .4) дает

cî  \ 2π J х ж / da:

что совпадает с (3.10).

Наконец, рассмотрим усреднение по фазе О, удовлетворяющей уравнениям (3.14)г

дЫдх = к, dft/dt — — ω . (Π.6)

Из (П.4), (П.5) имеем с учетом (П.З)
2π 2л

J д_
2π di

0 ° (Π.7>
2π 2π

J 2π dx J дх dt
υ ου о

Если сохранить старые обозначения для d%*, Ш и ввести аналог действия

то из (П.7) получаем следующее обобщение уравнений d&€ldx = 0, dffildt — 0:

дх dt v " dt д

которые теперь следует решать совместно с (П.6).

Институт физики СО АН СССР,
Красноярск
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