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1. ВВЕДЕНИЕ

Создание инвариантной теории возмущений и приспособленного к ней
метода перенормировок дало возможность построить согласующуюся
с опытом количественную теорию квантовых электромагнитных процессов,
которая в принципе позволяет вычислять физические величины с точно-
стью до любого порядка по константе е2/Йс = 1/137. Однако проблема
сильных взаимодействий и изучение процессов с элементарными частицами
высоких энергий, а также вопросы математической структуры квантовой
теории поля (КТП) потребовали разработки новых методов, не связанных
с теорией возмущений. В этом направлении был достигнут значительный
успех, прежде всего связанный с разработкой аксиоматического подхода
в КТП. Одним из бесспорных достижений такого подхода явилось откры-
тие и обоснование дисперсионных соотношений, а также выяснение ряда
важных физических свойств амплитуд реакций сильно взаимодействую-
щих частиц на основе установленной в рамках аксиоматического подхода
аналитической структуры этих амплитуд.

Несмотря на успехи, в аксиоматической формулировке КТП остается
принципиальным вопрос о построении нетривиальных моделей КТП,
сформулированных на языке полевых операторов, которые удовлетворяли
бы всем требованиям аксиоматического метода.

В настоящее время физические величины, полученные методом теории
возмущений, остаются единственными объектами, на которых проверяют-
ся или угадываются общие физические свойства теории сильных взаимо-
действий, такие, как аналитические, асимптотические свойства амплитуд
и т. д. Таким образом, ряды теории возмущений остаются пока той «мастер-
ской», где физики-теоретики опробуют новые методы или выводы аксио-
матического подхода.
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В связи с этим большой интерес представляет нахождение точна
решаемых модельных примеров в КТП или, еще важнее, разработка при-
ближенных методов решения уравнения КТП, не опирающихся на разло-
жение по константе связи. Одним из таких методов, представляющих
собой кардинальную попытку выхода за рамки теории возмущений,
является метод функционального интегрирования, или, иначе, «метод
интегрирования по траекториям», впервые предложенный Фейнманом.
Этот метод базируется на идее о движении микрочастицы как последова-
тельности квантовых переходов по ненаблюдаемым траекториям. Это
представление квантовой механики эквивалентно в принципиальном
отношении обычному, однако физическая наглядность и изящество мате-
матической формулировки основной задачи квантовой теории — вычис-
ления вероятностных амплитуд для квантовых переходов, характерные
для этого нового метода, привлекли к нему внимание многих исследо-
вателей.

Целью настоящего обзора является краткое описание существа этого
еще недостаточно популярного метода и рассмотрение важных физических
результатов, которые были получены на этом пути в КТП. Как и всякий
метод, претендующий на решение задач квантовой теории, метод функ-
циональных интегралов не является универсальным и имеет свои про-
блемы и трудности. Эти трудности связаны, во-первых, с нахождением
решения уравнений квантовых частиц в произвольном внешнем поле
и, во-вторых, с функциональным усреднением этих решений по внешним
полям с соответствующим весовым функционалом. Как первая, так и вто-
рая задачи представляют в общем случае проблемы большой математиче-
ской сложности. Дело в том, что в математике мы до сих пор не имеем разра-
ботанной теории и техники функционального интегрирования; единствен-
ный вид интегралов, поддающихся вычислению — это гауссовы интегралы
или приводимые к ним путем замены функционального аргумента.

В этом обзоре мы ограничиваемся физическими результатами и остав-
ляем в стороне вопросы строгого математического обоснования применяе-
мых в описываемом методе приемов. Читателя, интересующегося мате-
матической стороной задачи интегрирования в функциональных про-
странствах, мы отсылаем к математическим обзорам Гельфанда и Ягло-
ма *, Ковальчика 2 и к книге Каца 3.

2. ЦЕПИ МАРКОВА В КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ

В 1948 г. появилась теперь хорошо известная статья Фейнмана4,.
в которой предлагалась новая формулировка нерелятивистской квантовой
механики (КМ). В отличие от шрёдингеровской формы КМ, где основным1

объектом является волновая функция ψ (χ, t), подчиняющаяся уравне-
нию Шрёдингера, в новой формулировке таким объектом стал пропагатор
К (χ', ί'; х°, ί°) волновой функции, знание которого позволяет опреде-
лить ψ (χ', t') в любой момент времени t' по начальному значению
ψ (χ°, ί°):

ψ {χ1, t') = j Κ (χ', ί'; χ\ ί») ψ (χ°, i°) d V . (1)'

Из (1) видно, что если в момент времени t° частица находилась в точ-
ке х° [это означает, что ψ (х° — х, t°) — δ (х° — χ)], то волновая функция
•ψ (χ', t') попросту равна пропагатору К (χ', t'; x°, t°). Следовательно,
пропагатор может рассматриваться как амплитуда вероятности перехода
частицы из точки а;0, где она находилась в момент t°, в точку χ к моменту-
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времени *', а эта вероятность Ρ (χ , t'\ х°, t°), согласно основному прин-
ципу КМ, равна

Ρ (χ, t'· х°, t°) = Ι ψ (*', f) |2 = Ι Κ (χ\ t'; t\ x°) P. (2)

С другой стороны, из самого определения пропагатора следует, что

К {х1, t'; х°, ί») = j Л: (x', t'; x", t") Κ (χ", t"; x\ t°) dx". (3)

Таким образом, амплитуда перехода из точки (х°, t°) в точку (χ', t')
может рассматриваться как результат перехода частицы из точки (ха. t°)
в любую промежуточную точку х"
в некоторый момент времени t" и
последующего перехода из точки f
χ" в точку χ к моменту времени .

ь η

г-

t"- t2

Xn_.f Xn X'

Рис. 1. Рис. 2.

t'. Рис. 1 иллюстрирует сказанное. Это важное свойство пропагатора,
насколько нам известно, впервые было отмечено Дираком.

Заметим, что в классической теории, например, в теории броуновского
движения, вместо (2) мы имели бы для вероятности перехода

Ρ (χ, t'; x°, t°) = j P {x\ t'\ χ", t") Ρ (χ", t"; x\ t°) dx", (4)

т. е. вероятность перехода из точки х° в точку χ за время t' — t° равна
произведению вероятностей частицы попасть в любую промежуточную
точку х" за время t" — t° (ясно, что t' > t" > t°), а затем из точки х"
за время t' — t" «окончательно» попасть в точку χ .

Дробя промежутки времени и вводя новые промежуточные точки,
получим из формулы (4)

Ρ (χ, t'- χΰ, t°) = j . . . [Ρ (χ1, t'\ xn, tn) dxn Ρ (xn, tn; xn^, in_ t) . . .
1 η

. . . Ρ (x2, t2; xu h) dx, Ρ (xu tu x°, f), (5)

в которой переход из точки (х°, t°) в точку (χ , t') рассматривается как
результат подобных же переходов через последовательность промежу-
точных точек (χι, tt), (x2, t2), • • ·, (х„, tn).

Такая последовательность называется цепью Маркова. В квантовой
теории из выражения (3) для пропагатора мы можем получить формулу,
аналогичную (5); именно,

К (xr. t'\ x\ t°) =

^ К (х, t'\ xn, tn) dxn К (хп, tn; xn_u tn_,) dxn_, . . .

. . . К (х2, t2; Χι, /,) К {хи U; x°, t°). (6
2*
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Таким образом, в КМ цепь Маркова образована не вероятностями, а ампли-
тудами вероятностей. Эта особенность квантовой теории («интерференция
вероятностей») является чертой, радикально отличающей ее от классиче-
ских теорий. Заметим, что различные попытки положить в основу КМ
механику классическую, терпят неудачу именно в этом пункте. На рис. 2
изображена одна из «траекторий», ведущих частицу из точки (х°, t°)
в точку (х , t'); времена tj взяты эквидистантными так, что tj = At·]
(j = 1, 2, . . ., га).

Слово «траектория» взято в кавычки, так как по самому смыслу цепи
Маркова каждый отрезок (XJ, tj\ Xj^,, ^-_ι) можно разбивать на более
мелкие ломаные. Стало быть, наша «траектория» не имеет производной,
как не имеет ее траектория частицы, совершающей броуновское движение.

В основе метода функционального интегрирования (или «интегриро-
вания по путям») лежит предположение, что фаза пропагатора
К (Xj+i, tj+i; Xj, tj), равного амплитуде вероятности перехода из точки
Xj, tj в точку Xj+i в соседний момент времени tj+i = tj -f At (At > 0
ж мало) определяется классическим действием W [xj+i (t), Xj (t)], равным

W [xj+l, tj+ΰ Xj, tj] = J X (x (t), χ (t)) dt, (7)

•
где Χ (χ, χ) — лагранжиан классической системы, выписанный здесь
для системы с одной степенью свободы. Подробнее, в нерелятивистском
случае:

X (х, х) = Ч2тх'2 (t) — U (х (t)),

где т — масса частицы, χ (t) ее скорость, U — потенциальная энергия,
зависящая от координаты частиц χ (t). В малом промежутке времени
At кривую χ (t) заменим отрезком ломаной χ (t), проходящей через точки

х (tj+i) = xj+l и х (tj) = Xj. Тогда χ (t) л; (Xj+ι — Xj)lAt и вместо (7)
получим

W [xJ+u tj+п Xj, tj\ = [m (xj+l - ^·)2/2Δί1 - U (xj) At.

Фейнмановский постулат квантования заключается в предположе-
нии, что

К (XJ+I, tj+ΰ Xj, tj) =

= (mllnih Δί)1/2 exp [(ЦП) {[m (xJ+i - xj)V2At2] - U (Xj)} At], (8)

причем стоящий перед экспонентой множитель выбран так, что
-^ yXj + ii v'4-1' Xji j)tj+i~-*tj О \Xj + i Xj).

Чтобы получить пропагатор, относящийся к конечному промежутку
времени, построим цепь Маркова согласно формуле (6):

К (х', «'; х°, ί°) =

= \ К (х''. t'; х„-и ίη-ι) dxn^i \ К (xn-i, tn_u xn_z, in_2) dxn_2 . . .

. . . j К (x2, t2; xu h) dXi. К (хи h; x\ t°). (9)

где χ = xn, t' = ίη, χ (t°) = x°, . . ., и предположим, что t} = t0 +
+ / Δί, At > 0, / = 0, 1, 2, . . ., η, так что t' = tn> tn.x >
. . . > tn_T > . . · > « ! > t0.
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Перейдем теперь к пределу At ->· 0 и η -*- оо (при фиксированных
tn = t' и ί0)· Тогда каждый из пропагаторов в (9) может быть представлен
в виде (8), и мы получим

K(x',t'; x°,to) = Um\(m/2nihAt)n/2 ( dxv \ dx2. .. С άχηΛ =
n->oo,
Δί->0

i= θ χ ρ {τ i s ί' -ξ (*j41^ *f)1 - y (*'>A* J Ы to exp ( τ W <* <
3 = 1

где ба; = (m/2nih At) ™/2 dxt dx2 . . . dxn_i, a
i'

TF{x(i)} = j X(x(t), x{t))dt, (11)

и интеграл взят по всем возможным путям, соединяющим точки χ , tr

и х°, t°. Из этих траекторий только одна, именно, отвечающая минимуму
функции действия:

6W {х (t)} = 0, (12)

является классической траекторией частицы, движущейся из х°, t° в χ', t'.
Из (12) следуют уравнения движения частицы в лагранжевой форме.

Интеграл (10), являющийся пределом последовательности ге-кратных
интегралов, есть функциональный интеграл или интеграл по путям.
Его существование в смысле указанного предела доказано в математи-
ческой литературе 5 для широкого класса потенциалов U (х).

Как известно, К (х'', t'; x°, t°) может быть выражено через собствен-
ные функции φ η (χ) и собственные значения Еп оператора энергии SB'

К (*', t'· з», ?) = Σ φη {χ) Ψη *(г») er-W-»V\ (13)
η

Фейнман дает новое определение этой величины, которое одновременно
является его постулатом квантования.

Важно отметить, что для построения квантовой величины К необ-
ходимо знать лагранжиан X классической системы, а не гамильтониан SB,
как в шрёдингеровской схеме. Кроме того, нет канонического постулата
квантования, который требует замены классических с-числовых величин
на операторы χ ж р.

Далее мы хотим остановиться на гамильтоновой форме интеграла
Фейнмана. В работах β было показано, что вместо функционального инте-
грала по траекториям (10) в конфигурационном пространстве {х (t)}
в некоторых случаях более удобно рассматривать выражение для
К (χ', t'; x°, t°), представленное через функциональный интеграл, содер-
жащий функцию гамильтониана SB {χ, ρ), где интегрирование ведется
по траекториям в фазовом пространстве {х (t), p (t)}:

К (χ, t'\ x°, t°) =
ν

= С j exp {i- j [p (t) χ (t) - № (x (t), ρ (0)1 di} δ3χδ3ρ. (14)
to

Для простейшего гамильтониана SB = {p2/2m) + U (x) (и вообще для SB,
квадратично зависящего от ρ) легко доказывается эквивалентность (10)
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и (14). Действительно, в показателе экспоненты (14) стоит опять интеграл
действия, выраженный через гамильтоновскую функцию. Разбивая, как
и раньше, отрезок It0, t'\ на η равных интервалов At и аппроксимируя
функции χ (t) и ρ (t) кусочно-линейными и кусочно-постоянными функ-
циями, соответственно можем записать (14) как предел In -\- 1-кратного
интеграла (на концах траекторий значения импульсов р 4 , рп не фикси-
рованы; по ним также ведется интегрирование):

lim Г(1/2лЙ)3п ( . . . f &Ρι&ρζ . .. d3

Pn d*Xl . .. d3xn^ X
. . .n

exp {(ЦП) 2 Ipj (xj - xj-i) - (pl'2m) At-U (xj) At]} ] =
ii

?г-яоо L- J
1. . . n

X

= K(x', t'; x°, 1°). (15)

Теперь интегрируем по всем pj, что легко сделать, если заметить сле-
дующее:

где Axj = Xj — xj_l;

i At / т . \2т (2яНт\3/2

В результате получаем, что оба определения /f совпадают:

П->оо
1. . .η

Ί · If * 1 1 \ ΊΟ ΊΟ ΊΟ 7Q

Ιιτπ Ι Ι •̂ ^̂ ^— ΐ ι ι ft Τ) (in d Ύ fi or Ъ^

— Л. ^Л , Ь ,

3 = 1

3 = 1

ί'

= с \ exp -j T j | —.
ίο

3. УРАВНЕНИЕ ШРЁДИНГЕРА

Вывод уравнения Шрёдингера для ψ(χ', ί') в лагранжевой и гамиль-
тоновой формах записи К(х', t'\ х°, ί°) осуществляется следующим обра-
зом. Рассмотрим равенство (1), когда времена t° и t' отличаются на беско-
нечно малую величину Δί, t' = t° -\- At; тогда

•ψ(χ', i°-f Δί)= \κ(χ', t°+At; χ°, ί°)ψ(α:0, to)dsx0. (16)

Возьмем для К (х', t°+At; x°, t°) лагранжеву форму (8):
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разлагая по малой величине At в (16), имеем

X j exp [± -f- At •£=££-] Ψ («°, П dV. (17)

Введем замену | = ж'—х°; тогда
ψ (a*, ί°) = ψ(*', /°)-ΐνψ(ί', t°)+(lV2)V^(x', t°) + ... (18)

Интегрируя по ξ в (17) с учетом замены, замечаем, что последующие
члены разложения в (18) дают более высокие порядки по At. Действи-
тельно,

j d% exp [(Ш/2П At) I2] = (2зШ At/m)3/2,

3 | | 2 exp [(im/2h At) ξ2] = (2πίί At/mf'2.

В результате получаем уравнение Шрёдингера 128

В гамильтоновой формулировке для случая, когда ί' = ί° + Δί, имеем

ψ (ж', ί° + Δί) =

и, учитывая малость At, можно по ρ интегрировать не точно, как в (И),
а разлагая до At; тогда

т[ж-+ Г/
== δ3 (а:' - а:0) + Δί -^ [-^- V2 - U (ж')] δ3 ( ι ' - я»). (20')

Подставляя это выражение для К(х', t°-\-At; x°, t°) в (20) и интегрируя
по х°, вновь придем к уравнению Шрёдингера:

ψ (ж', t° + At) = ty(z', to) + At(i/h)[(h2/2m)V2 — U(x')]ip(x', t°),

откуда получаем (19).
Схема квантования с помощью функциональных интегралов приводит

к необходимости рассматривать объекты, теория которых недостаточно
разработана с математической точки зрения и требует введения новых
математических понятий, но она обладает по сравнению с канонической
процедурой квантования, как уже отмечалось, рядом преимуществ.
Одним из них является то, что в обычной схеме мы должны задавать пра-
вила расстановки некоммутирующих величин, в то время как здесь такая
неопределенность отсутствует, так как порядок следования ρ и χ в самом
функционале несуществен, поскольку это с-числовые функции; особен-
ность схемы, по-видимому, важна при квантовании нелинейных систем 7· 8.

В этой связи следует отметить, что в недавно появившейся работе
Березина 9 было указано на важную особенность функциональных инте-
гралов в фазовом пространстве р, х. Автор привел ряд примеров, пока-
зывающих, что пределы конечномерных интегралов [см. формулу (15)],
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аппроксимирующих функциональный интеграл (14), могут сиремиться
к разным значениям при η —>- сю в зависимости от способа разбиения
ρ (t) π χ (t) на дискретные значения pk, xk, и указал на связь проблемы
расстановки операторов ρ и χ в обычной квантовой теории и способа
построения аппроксимирующих конечномерных интегралов Таким обра-
зом, вопрос о том, что в рамках функционального метода проблемы рас-
становки операторов не существует, остается открытым, во всяком случае
для интегралов в фазовом пространстве р, х.

4. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ АРГУМЕНТОВ

Как видно из предыдущих формул, функциональные интегралы запи-
сывались в декартовых координатах х3 (t), р} (t), однако для расширения
круга практического применения этого метода необходимо выражение
таких величин в криволинейных координатах и в первую очередь в сфе-
рических, что существенно для рассмотрения квантовых задач со сфери-
ческой симметрией. Правильная форма интеграла в полярных координатах
была получена в работе 1 0; в работе Эдвардса и Гуляева u указывалось
на трудности этой проблемы. Действительно, если в декартовых коорди-
натах при каноническом квантовании справедливо соответствие р} —>•

-*- —ί j.—, то в полярных это уже не так Авторы работы 1 0 paCCMaTpH-
вают частицу массы т в центральном поле U (| χ |). Функция действия
(7) в рамках лагранжевой формулировки для малого интервала At =
= ίΊ — ί,_! и близких координат xJt x}-\ может быть в полярных коор-
динатах

Xj = {r} sin Qj sin φ7, r} sin Q} cos ψ}, r3 cos θ̂ } (21)

записана так:

W(Xj, x^) = (m/2) [(ι·; + rJ.O/Ai] -mirjrj-jAt) cos Qj-At-U(/·,); (22)

здесь учтено, что cos θ^ = cos θ 7 cos θ ^ -\- sin 9j sin θ}^χ cos (φ^ — 9j-i)>

Если использовать разложение по полиномам Лежандра

г=о 2

где / ι —функция Бесселя, то величину ехр [(ι/%) 2 W}], входящую-

в (10), можно представить в виде

П оо

(Xj, *,_,)] == Π Σ ( 2 ^ + V PlJ (C 0 S ΘΛ Rh fa Г^'
3=1 lj=0

здесь Βι — радикальная часть выражения
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После изменения порядка суммирования и умножения в этой формуле,
получаем для функции К (χ', t'; x°, t°)

К (χ', t'\ x°, t°) =

Σ J Π w +')рч<cosθ^)Rч
Ί . h, • • ·, In 1=1

η—Ι

Χ Д r! (t) dn (t) sin Qt (t) dQt (t) άψι (t) X .

i, i=i

Далее оказывается, что для рассматриваемой угловой зависимости (22)
можно выполнить точно интегрирование по всем угловым переменным;
для этого достаточно учесть только следующие равенства:

пг~Ч
где У™ — сферические гармоники и

j ί ΥΤ (θ, φ) Уг (θ, φ) cZcp sin θ Ш = δ π -δ η η . . (23)

Поэтому

η η—1

J . . . j Π [(2Ζ,+ 1) Pi.(cosθ^)] J ] sin 9г dQt άΨί =
j=i i=l

η г

= (4π)Λ δι1η Π δ 1 ί + ι ! η 2 ^"* < θ ' ' Φ') У " (θ°' Φ0)'
3=1 η = - ί

ж' = г' (Г', θ', φ'), χ° = χ° (Γ°, ΘΟ, φ°).

В результате для каждого квантового числа I радиальный и угловые
вклады в пропагатор К разделяются:

К (*', *'; х\ ?) =

= Σ Σ ^ ί (г', «'; ί·0, ί°) Υΐ* (θ', φ') П (θ°, φ°). (24)
г=о η=-ι

Радиальная часть пропагатора для Z-волны дается функциональным инте-
гралом только по переменной г (t):

3=1 i = l

и его вычисление уже определяется конкретным видом потенциала U (г).
Таким образом, возможность для данного W выполнить функцио-

нальные квадратуры по угловым переменным по θ (() и φ (t) в сферически-
симметричной задаче дает возможность записать для К функциональный
интеграл только по радиальной переменной г (t) в форме (24) и (25).
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Д л я гамильтоновой формы интеграла в сферических координатах
можно написать аналогичное выражение 1 0 :

с

К(х', t'; x°, i°) = lim I l-n—f) \ бхр 4- \ (ргг + Рв& + ρψφ — SB) dt\ χ
" ^ И У J L jo J

η π-1

Χ ΤΤ (dpr. dpe. άρα,) ΓΓ (r\ sin θ; drt dQi dwA \ ,

3=1 i = l

и после выполнения интегрирования по dpe., dp^., dQj, dq>j получаем
в результате формулу (24) с радиальной функцией

I 11 7t

j exp [4- I {p'r-SBi) di] Π <*/V Π ^ dri} '

X

с
С Г i

Χ
.1 - L η, _

ί« 3 = 1 i=i
где

Если, например, рассматривается частица в притягивающем потенциале
U (г) = №/г2, то интегрирование по всем г; в формуле (25) может быть
выполнено (см. 1 0 ) , и тогда имеем замкнутое выражение

К (χ1, Ϊ; х°, t°) = [m/i (t'-t°) (r'r0)1'2] exp [im (r'2 + r°2)/2 (t'-t0)] X
oo I

Χ Σ Σ h(i)(mr'ro/i(t'-to))Yf(Q', φ')Ι?(θ°, φ°),
г=о п=-г

В заключение отметим, что, к сожалению, этот изящный способ инте-
грирования по угловым переменным в функциональном интеграле ока-
зывается не эффективным для более сложных функционалов, с которыми
мы встречаемся в теории поля. Например, для интеграла 1 2

V V

J ехр [ 4 - \D (f t - h) χ (ί,) χ (/г) dt, dt2+i-^-^U (x2) df] δχ
to to

введение полярных координат г, θ, φ:

с

ί е х р [~т J ί ̂ (ίι ~ ̂ г) Г (ίι) г ̂ cos θ (ίι> h) dti

с η

+ i-f- \ t^ (Г 2 (ί)) di JT йф гт| йгг sin 9г dQi,
to г = 1

где
cos θ (t

v
 ί

2
) = cos θ (ij) cos θ (t

2
) + sin θ (£j) sin θ (ί

2
) cos (φ (ί

4
) — φ (ί

2
)),

приводит при разложении по сферическим гармоникам к выражению
η η

j , ft=l j , й
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которое интегрировать по θ;, φ; чрезвычайно затруднительно, так как
при каждом фиксированном угле θ^, φ,- интегрируется произведение
η сомножителей Υ?$(β^, q>j) и формула (23) неприменима. Это связано
с тем, что квадратичная форма в показателе экспоненты в (19) по х (<)
зависит от двух времен, i t, t2, и при одном фиксированном ii = t} у нас
остается сумма в экспоненте или произведение сомножителей в (26)
по t2 — tk-

В функциональной записи более наглядно проступает связь канони-
ческих преобразований в классической и квантовой механике.

Рассмотрим простой, но важный частный случай канонического
преобразования 6

Выражение для пропагаторов (15) переходит при этом в следующее:

К (р\ *'; p \ t°) = lim { (2 J ) 3 w j ... J d*Xl ... d4n d*Pl ... d*pn X

Если по-прежнему $β = (р2/2т) + U (χ) и рассматривать случай, когда
t'=t°-\-At то, поступая как и при выводе (20'), получаем

K(p',t°+At; p\ *») =

Далее, предполагая, что потенциал U (х) разложим в ряд: Z7(x) =
+ U хх + UoX2 + . . ., получаем

К(р',

Отсюда для волновой функции ψ (ρ', t°) следует уравнение Шрёдингера,
но в импульсном представлении.

В литературе 6· 8 имеются доказательства, что линейным канониче-
ским преобразованиям в классической механике соответствуют в фейнма-
новской формулировке КМ унитарные преобразования. Изучение нели-
нейных канонических преобразований вызывает в рамках функциональ-
ной формулировки КМ затруднения, поскольку не разработаны матема-
тические вопросы нелинейных преобразований для функциональных
интегралов (см. 1< 2 ) .

Недавно Фаддеев 8 указал на важное применение фейнмановского
метода квантования при помощи функционального интеграла в гамиль-
тоновой форме к ситуациям, в которых канонический метод сталкивается
с трудностями.

Дело в том, что классическая система может иметь лагранжиан

X (q, q), для которого соотношения

Pi-~ (7 = 1, 2,..., η)
dq;

не разрешимы относительно д,·, т. е. мы не можем выразить q через ρ и q,
что необходимо для написания функции Гамильтона Ш (q, p)- Такие
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лагранжианы в работе 8 называются сингулярными. Наиболее интересные
примеры систем с сингулярными лагранжианами дает теория поля для
калибровочно-инвариантных полей (электромагнитное поле, поле Янга —
Миллса, гравитационное поле). Все они описываются сингулярными
лагранжианами с дополнительными условиями или связями на канони-
ческие переменные. Поэтому в re-мерном случае классической механики
канонические переменные (qt, q2, . . ., qn) и (pi, p2, • • ·, рп) не про-
бегают все 2и-мерное фазовое пространство из-за связей

Φα (#> Ρ) — 0 (α = 1, 2, . . ., те), те < п.

Квантованию таких систем в канонической схеме были посвящены работы
Дирака 1 3. Его схема содержит ряд трудностей, и прежде всего трудность
с расстановкой или, по терминологии Фейнмана, упорядочением опера-
торных множителей.

Учет дополнительных условий в гамильтоновой форме функциональ-
ного интеграла производится следующим образом. Если соотношения
Φα (?> р) = 0 можно разрешить относительно т координат и выразить
в виде

1а = Яа ( ? * , Р)

(q* — суть η — те независимых координат), то для этого необходимо,

чтобы det 0. Далее оказывается, что наблюдаемые выражаются

не через все η импульсов pj, а только через η — те, т. е. существуют еще
т соотношений / а {q, ρ) — 0. Поэтому после канонического преобразова-
ния, в котором новые импульсы равныр£ = fa (q, ρ), у нас будет 2 (п — те)
переменных (д*, q*, . . ., qn-m), (ρ*, ρ*, . . -, Рп-т)-, с помощью кото-
рых записывается функциональный интеграл:

? dp* (t) dq* (t)
K(q', f; go, t°) = J exp [-i- J ( ^ рЫ-<Ш) dt]

Можно также записать К через 2и переменных, с учетом связей и допол-
нительных условий, в форме интеграла по всем 2га переменным:

С η

to j=i
τη n—m ^

Χ Д δ (pa) δ (ga — ? (з*> Ρ*)) dpa (t) dqa (t) J J —(2nh)n-m '
t.a=l «,J=1

В заключение этой главы укажем на один интересный численный рас-
чет функционального интеграла, дающий значение основного уровня
атома гелия. Еще в работе Гельфанда и Ченцова 1 4 был дан метод вычис-
ления функционального интеграла Винера, который состоит в следую-
щем. Функциональный интеграл аппроксимируется конечно кратными
интегралами Римана или Стилтьеса, последние вычисляются методом
Монте Карло на электронно-вычислительной машине. Так был сосчитан
низший энергетический уровень полярона. Для этого считались 190-крат-
ный и 280-кратный аппроксимирующие интегралы. Результаты таковы:
300 траекторий — 0,9912, 400 тр.—09940; 600 тр.—0,9999; точное зна-
чение 1,0000 в соответствующих единицах.
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В работе Евсеева 1 5 рассчитывалась таким способом величина инте-
грала

4 оо 4~°°

f K(x', t'\ x°, O)e^'^m'dt'= \ dt'eWW Je№M*',i',«»]&,
— оо —оо

где W — классическое действие двух электронов в поле ядра гелия.
Поскольку, с другой стороны, по формуле (13) имеем

η

приближенный расчет К дает при интегрировании по t максимумы (вместо
δ (Еп —Е)) в точках Еп. Интегрирование в то-кратном аппроксимирующем
интеграле по xt ведется в пределах от —а до ~\-а (а = h/me2 — радиус
первой боровской орбиты), поскольку функция eiWlh при больших χ
быстро осциллирует и дает малый вклад в интеграл. Для основного уровня
гелия было получено значение 2,92 ± 0,05, которое отличается от экспе-
риментального 2,90351 на 0,57%.

5. КОНТИНУАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ГРИНА В ТЕОРИИ
КВАНТОВАННЫХ ПОЛЕЙ

Обратимся теперь к КТП. Фундаментальную роль в КТП играют
функции Грина квантованных полей, знание которых позволяет находить
физические характеристики взаимодействующих полей; в частности, они
дают возможность находить и амплитуды рассеяния (на этом вопросе
мы далее остановимся подробнее).

Многими авторами 1β· 1 7 с помощью функциональных интегралов
были получены замкнутые выражения для функций Грина. Например,
одночастичная функция Грина фермионного поля представляется сле-
дующим образом:

G(x, y) =

= j G {χ, у | A) So (А) ехр [ - ±- \ j d%d*r\D$, ( ξ - η) Αβ (ξ) Αν (η)] δΜ Χ

Χ { j So (Α) βχρ [ — | - J j d*l ίΖ*ηΖ?^(ξ-η) Αμ (ξ) Αν (η)] δ ^ } " 1 ; (27)

здесь δ*Α = II dl Α (χ); G (χ, у \ А) — функция Грина фермиона в клас-
X

сическом внешнем поле А^, So (А) — среднее по фермиотшому вакууму
от б'-матрицы, где операторы бозонного (электромагнитного) поля А^
заменены на классические функции поля; D^v — обратная функция
к свободной функции распространения бозона:

{ D£ (χ - ζ) Dyx (z - у) dlz = δ*(χ- у) δ μ λ .

Первая задача, возникающая при вычислении (27),— это нахождение
функции G {х, у \ А) для произвольного внешнего поля Αμ. Для элек-
тронно-позитронного поля G подчиняется уравнению Дирака

[ίΥμ^μ — т + eyvAv (x)] G (χ, у | А) = - δ 4 (χ — у). (28)

Уже решение этого уравнения с произвольным полем Αμ(χ) в матема-
тике представляется проблемой огромной трудности. Однако, как впер-
вые было показано Фейнманом 4, решение этого уравнения может быть
формально представлено также в виде функционального интеграла (таким
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путем получаются функции Грина уравнений Клейна — Гордона, Дирака
и Шрёдингера 16· 1 8· 1 9 для произвольного внешнего поля. В случае,
если внешнее поле допускает замкнутое решение уравнения (28), функ-
циональные квадратуры могут быть выполнены 1 8. Удачным в этом под-
ходе является то, что функция Грина G (х, у \ А), полученная таким
способом, позволяет, если пренебречь в формуле (27) вакуумными вкла-
дами [положив 5Ό (А) = 11, выполнить функциональное усреднение
по внешним полям и получить квантовую функцию G (х, у) без учета
поляризации фермионного вакуума. Как будет следовать из дальнейшего,
рассматриваемый формализм имеет полностью ковариантную форму,
поскольку, в отличие от предыдущих формул, выделенной переменной
здесь является не время t, а собственное время τ.

Рассмотрим этот формализм на примере уравнения Дирака (28)
и введем, как обычно, функцию Грина 3 квадрированного уравнения
Дирака:

G (х, у \А) = [ίγμ5μ + т + еу^А^ (х)\ $ (х, у \ А).
Тогда для "§ имеется уравнение

1(ίθμ + еА μ (χ))2 - τη2 + βσμν3μΑν (χ)] 3 (χ, у \ Α) = - δ * (χ - у). (29)

Применяя предложенное Фоком 2 0 и развитое Фейнманом 2 1 представле-
ние обратного оператора в экспоненциальном виде, представим решение
(29) в операторной форме:

3{x,y\A) = i\ dxe-im^exp {i j d\[(id,,(ξ) +
о о

, (ξ)]} 6Цх-у); (30)

здесь экспонента, в показателе которой стоят некоммутирующие опера-
торы δμ, А^ σ μ ν, понимается21 как Т^-экспонента, где упорядочиваю-
щий индекс τ имеет смысл собственного времени, деленного на массу т.
Все операторы в (30) считаются коммутирующими функциями, зависящими
от параметра τ. Произведем теперь функциональное преобразование
Фурье, приводящее к первой степени оператора дифференцирования
ΰμ в показателе экспоненты:

exp
τ

p {i J dlW^D + eA^x, ξ)]3} -
о

τ τ

= С J δ*ν exp { - i I v% (I) dl + 2i j ν μ (ξ) [ΐ3μ (ξ) + βΑμ] } , (31)
где

π c = 1 / θ χ ρ [ - *
ι

Имея теперь первую степень оператора <9μ в показателе (31), можем подей-
ствовать им как оператором сдвига согласно правилам «выпутывания» 2 1;
в результате получим следующее выражение для "§ (х, у \ А):

оо τ

S(x,y\A) = i\ dre-im^C j δ*ν exp { - i j dl [νμ (ξ) - 2e [νμ (ε) +
0 U

τ τ

* ( : c - y - 2 j ν(η)ίη). (32)
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В этом выражении операторы σ μ ν (ξ) остаются, по терминологии Фейн-
мана, не «распутанными» *), т. е. они зависят от ξ как от упорядочиваю-
щего индекса и для них остается 71

т-упорядочение.
Функция Грина для уравнения Клейна — Гордона получается из (32)

при σ μ ν = 0. Для сходимости интеграла по τ на верхнем пределе счи-
тается, что масса т имеет отрицательную мнимую добавку —is; таким
образом, формула (32) определяет причинную функцию Грина уравнений
Дирака или Клейна — Гордона.

Аналогичным образом может быть получена запаздывающая функция
Грина уравнения Шрёдингера 1 9 с произвольным потенциалом U (x, t):

G(x', t'; х«, t°) = ίθ (t' - ί°) С j δ 3 νχ

- i o ξ

J| ν(η)ώη) d | ] ;•
о

Хб ( 3 ) (х-х°-2 J ν(η)ώη). (33)
о

Оба выражения, (32) и (33), легко привести к виду фейнмановского инте-
грала по траекториям от eiW, где W в обоих случаях будет интегралом
действия. Для этого достаточно перейти от интегрирования по ν μ (ξ)

к новым функциональным переменным χμ (ξ) = 2νμ (ξ). Детерминант
этого преобразования равен единице, и для релятивистской функции
§ получаем

У{х, у\А) =
со τ

= iC J б*ж J dx exp | - i \ d\ [xl (I) - 2εχμ (ξ) Αμ (χ) + m2 - ϊσμν 5 ν 4 μ ]} (34)
о о

(из-за б4-функции в (32) мы положили χ μ (τ)=α; и χμ(0) = ι/). В показа-
теле экспоненты (34) стоит релятивистская функция действия заряжен-
ной частицы в поле Αμ:

о

τ

I L Μ»

ί

vv — \ [Χμ \ъ) — ώ( .*μημ V**'/ — '** J ^ ζ

и спиновая часть ϊσμν 3μ Αν, не имеющая аналога в классике. Интеграл
берется по всем траекториям, соединяющим χ и у. Для шрёдингеровской

Φ

функции (33) делается замена ν (1) = χ (ξ), где ξ уже просто время.
В работе1 8 даны примеры конкретных полей Αμ(χ), для которых

интегрирование по ν μ в (32) может быть выполнено точно.

6. ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ В ФУНКЦИОНАЛЬНОМ
ИНТЕГРИРОВАНИИ

Для приближенного вычисления функциональных интегралов в КМ
и КТП многие авторы *· 1 9· 2 3 рассматривали, во-первых, метод стацио-
нарной фазы, развитый в математике для обыкновенных интегралов.
Его применимость можно считать оправданной, когда действие W > Н,

*) Проблема «распутывания* дираковских матриц при решепяи уравнения
Дирака в произвольном внешнем поле рассмотрена в работе Фрадкина 2 а.
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однако пока еще не существует оценки этого метода даже для простей-
ших функциональных интегралов 23> 2 4 . В этом методе ищутся экстре-
мальные траектории [классические, см. (12)] из условия

™]=0. (35)

Действие разлагается около этих траекторий:

W [х] = W [хкл] + -L. 8*W [χ™] + 4" &W [ζ™]

где, например,

t

[хкл] = К dt

— квадратичный функционал относительно а; (г). Уравнение (35) на клас-
сические траектории в случае релятивистской задачи (34) (без члена
<7μν δνΑμ) выглядит так:

Γ 9Αμ (χ) d A v (д.) Τ

L д*Г ~ Кл У
(36)

Для уравнения Шрёдингера имеем (см. 19)

'-Ш-. (37)

Уравнения (36) и (37) отличаются от уравнений движения классической
частицы тем, что в начальный момент задаются не координата и скорость,
а два значения координаты на концах интервала It0, t']:

х к л (*' - i°) = х, х к л (0) = х°.

К сожалению, для произвольных полей Αμ и потенциалов U, которые
нужно рассматривать для построения квантовой функции G (х, у) соглас-
но (27), найти решения уравнений (36) и (37) точно не удается. Поэтому
практическая польза от этого квазиклассического приближения для
функционального интеграла может быть получена там, где (36) и (37)
могут быть решены тем или иным способом вне рамок теории возмущений.

В работе 2 5 было обращено внимание на то, что вычисления функцио-
нальных интегралов методом стационарной фазы может быть применено
для квантования полей, описываемых лагранжианами вида X = X (К, I),
где К = <9μφ δμφ/2 — лагранжиан свободного поля, а / = φ2/2. Такие
поля были названы одним из авторов (Д. Б.) существенно-нелинейными.
В цитированной работе было показано, что если в практически важной

области пространства — времени безразмерная величина Μ = ηη* > 1, то

возможно применение метода стационарной фазы. При этом действие

W {φ (χ)} может быть взято в виде
м

W {φ (х)} = W {Фкл (х)} + ~ Q {ψ (х)} + • . .,

где φ (χ) = ф к л (χ) + ψ (χ). Квадратичная форма Q {ψ (χ)} есть действие
для свободного квантового поля ψ (χ), однако распространяющегося в про-
странстве с кривой метрикой. Эта метрика определяется полем φ (χ)
и его первыми производными. Оказывается, что это приближение экви-
валентно введению в квантовые скобки Пуассона

[ψ (χ), ψ (χ1)) = ih*6 (χ - χ')
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эффективной постоянной Планка Й* = h/M, где Μ — среднее значением,
в предположении, что Μ > 1. В этом случае квантовые флуктуации вели-
чин ψ (χ) и ψ (χ) малы и квантовое поле становится близким к класси-
ческому.

Перейдем к рассмотрению другого способа аппроксимации функцио-
нальных интегралов частного вида, который дает возможность получать
асимптотику в инфракрасной области квантовой электродинамики, а также
изучать асимптотическое поведение некоторых процессов рассеяния
частиц при высоких энергиях и малых передачах импульса. Чтобы
не усложнять задачи, мы рассмотрим простую релятивистски-инвариант-
ную модель 1 8 взаимодействия двух скалярных полей: φ с массой μ и ψ
с массой т. Лагранжиан взаимодействия этой системы имеет вид

#mt = £ψ2 (*) Φ (*)•

Функция Грина частицы поля ψ в классическом внешнем поле φ (χ) удо-
влетворяет уравнению

[гд£ — т2 -|- g-φ (х)} G (х, у | φ) = — δ 4 {χ — у).

Повторяя процедуру, изложенную в гл. 3, имеем

&{χ,ν\ψ) = ί\ dre-*'»* exp j i j [i2 θ2

μ -,- gcp (χ, ξ)] d | j δ4 (χ-у). (38)
u u

Аналогично (31), преобразуем

^ 4 (I)] = С j δ4ν exp [ - i j ν2

μ (ξ) d| + 2i J νμ (ξ) 9exp

Подставляя это выражение в (38) и «выпутывая» оператор дифференци-
рования δμ, будем иметь

оо

G(x, ί/|φ) - — i [
о

X

χδ 4(χ-!/-2ξ ν(η)ίη). (39)
о

Далее нам потребуется фурье-образ G-функции

G (р, q | φ) = \ dH а4уе1рх~1<1ьG (χ, у | φ) _^

оо

— i С а*уе1(Т' ч)и [ аге1<Р*~т2)хС f δ 4 ω χ
()

τ ι
< exp { - i \ [ο)2

μ - gT (.r-L 2ρξ + 2 J ω (η) dn) ] d | | ; (40)
Ό L о

здесь сделана замена функциональной переменной νμ (ξ) — /?μ + ωμ (ξ);
интеграл по d4x снимается б4-функцией в (39). При g -0 из (38)
3 УФН, т. 106, пьщ, 4
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следует свободная функция распространения

^о (ρ) ~ (2π)4δ4 (ρ — q)/(p2 — тг -f- is),

так как

Если нас интересует инфракрасная область в этой модели при·
μ = 0, то доказано 2 8>2 6, что вкладами поляризации вакуума поля ψ
можно пренебречь, S0(q>)^i, и из формулы (27) получаем квантовую
функцию G(p), интегрируя по φ согласно (27) и (40):

G(P) =
°° τ τ

i J dxe* (Ρ2-'»2) С j δ*ω exp { - i j « (ξ) - Μ j j dl, d|2 Λ (ξ4, | 21 ω)} ,= г
ο

где

Δ ( i t . ξ21 ω) = Ι #ΑΖ> (A) exp Ι — 2ikp | £j — ξ, | — 2ί& Ι ω (η) ώη Ι,

а) И н ф р а к р а с н а я а с и м п т о т и к а ф у н к ц и и Γ ρ и -
н а. Точное выполнение интегрирования по δω в (41) не представляется
возможным, поэтому займемся приближенным вычислением интеграла
в изучаемой инфракрасной области (эффективно-виртуальные импульсы
к малы). Для этого выясним, какова роль функционального аргумента ω
в Δ Ци 12 Ι ω).

Если рассматривать ряд теории возмущений, раскладывая (41) по g\,
то функциональные интегралы легко берутся, поскольку возникают
выражения типа

τ

Δ (It, I s ) - С f б^шехрГ-г f фЦц)ау]}А(11, ξ21 ω) =

= j d*kD (к) exp [ - i (2pk + A;2) | ti -121]. (42)·

Отсюда видно, что функциональный аргумент в Δ (ξ1; ξ2 | ω) приводит
после интегрирования к появлению квадратичной зависимости от вирту-
альных импульсов к. Поэтому, если нас интересует низко энергетическая
область, где к эффективно малы, можно пренебречь в Δ зависимостью
от ω. Результаты, относящиеся к инфракрасной области в таком при-
ближении, но другим методом, были получены Фрадкиным 1 6 и Миле-
хиным а 7. Однако такое приближение существенно меняет поведение-
Δ (ξι, Ег) П Р И больших импульсах к и, в частности, приводит к более-
сильным расходимостям неперенормированных величин, поэтому мы не бу-
дем пренебрегать этой зависимостью, а прибегнем к другой процедуре —
аппроксимации интегралов по ω.
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Для выяснения смысла этой аппроксимации рассмотрим разложение
в ряд по g\ величины

τ τ

i { ω»,® d|] ехр [ - ψ J J й4
Ό i)

55
о

τ τ

о и

Δ, (c t, t2) определено в (42), а
τ

Δ2 (ξι, Εο, L· L·) - С 5 δ4ω ехр [ — j 5 ω2 (η) d-η] χ
ο

χ Aj (|ι, ξ21 ο)) Δ, (ξ3, ξ41 ω) == \ dikl I d4uD (Ari) Ζ) (Λ2) ехр

t I ) •* I h·^ Ι Ο τι h· \ I ? % I 1 ^ Ί If fc £\ ί 1- Ρ ? ? \ \

— & I ~r l ^ г ~г ^Рп2) I ?з Ь4 I ~г 41пцК*р \ς,ι, ζ 2, ς 3 , S4^/,

где

Возьмем в качестве аппроксимации функционала Δ(ξ ΐ5 ξ2 |ω)
к инфракрасной области его среднее значение Δ(ξ4 — ξ2), определенное
в (42). Перепишем (43) теперь в виде

ι

А =-- ехр [ - Μ J J Δ (ξ4 - ξ2) Χ

τ τ

χ С 5 δ4ω ехр | — i ^ ω2 (η) c/η — i^- j 5 [Δ — Δ] d^ άξΑ ,
ο ο

и разложим экспоненту под интегралом в ряд по разности Δ—Δ. Тогда
получим для А вместо разложения (43) новый ряд с выделенным экспо-
ненциальным фактором:

{
0 η—0

Преимущество такого разложения по сравнению с теорией возмущений
состоит в том, что после выделения множителя

τ

3*

А - ехр [ - М J J Δ (ξ, | 2 ) d& d

Τ οο Τ

xC J δ*ωβχρ[-ί { ωΜη^η] 2 ( — r j W 1 [J J (Δ-Δ ) ^ й|2]
п. (45)

0 0 (
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перед всем рядом и выполнения интегрирования по ω каждый член
ряда в (45) уже не содержит инфракрасных особенностей, а они содер-
жатся только в экспоненциальном множителе.

Отметим, что можно дальше частично суммировать ряд (43). Для
этого надо выбрать в качестве аппроксимации

τ

i f
. J ' ' 2 ' 2

и
величину

τ т τ

- Μ f f Δ (ξ,, ξ2) <& d£2 + 4- ( · = ^ ) 2 f . . . f rfii. 2, з, 4 (Δ2 - Δ*). (46)
0 ϋ 0

Тогда вместо (45) будем иметь общим множителем экспоненту с показа-
телем (46) и ряд, начинающийся после leg]. Однако в инфракрасной обла-
сти это не изменяет результата, поскольку второй член в (46) не имеет
инфракрасных особенностей, а первый является определяющим.

Если (45) подставить в выражении для функции Грина (41), то полу-
чим разложение по степеням g\ с общим множителем

который, как это показано в работе 1 8, включает все инфракрасные осо-
бенности функции Грина.

Каждый член ряда (45) представляет собой разность между выраже-
нием Δ (ξι, . . ., ξη), получаемым в теории возмущений, и таким же выра-
жением, но в котором отброшены члены kjt, для i -φ j . Это легко видеть
в ^-порядке:

сравнивая (42) и (44). Таким образом, предлагаемая аппроксимация
функционального интеграла на языке теории возмущений означает
отбрасывание в пропагаторах частиц членов вида ktkj,

ьу-т*\ -> \!{2Р Σ *, -ь 52 *?)• ( 4 7 )

б) А с и м п т о т и ч е с к о е п о в е д е н и е а м п л и т у д р а с -
с е я н и я п р и б о л ь ш и х э н е р г и я х и м а л ы х у г л а х
р а с с е я н и я ч а с т и ц . В последнее время рядом авторов 28> 2 9 было
в ы с к а з а н о утверждение, что а п п р о к с и м а ц и я пропагаторов (47) справед-
л и в а т а к ж е п р и б о л ь ш и х э н е р г и я х с т а л к и в а ю щ и х с я частиц, когда
и м п у л ь с | ρ | ^> т. В этом случае п р е д п о л а г а е т с я , что член 2р ^ kt в п р о п а -

г

гаторе (47) является доминирующим по сравнению с JJ &гЛг Анализ этого

приближения в рамках теории возмущений показал 3 3 1, что оно пра-
вильно передает асимптотическое поведение амплитуд при больших энер-
гиях s —ν оо и малых передачах импульса t, t/s <ζ 1.

Как следует из предыдущего раздела, метод функционального инте-
грирования позволяет получать в замкнутом виде выражения для функ-
ций Грина в приближении (47). В данном разделе будет продемонстриро-
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вана эффективность этого метода при изучении высокоэнергетической
асимптотики амплитуд рассеяния. Исходя из предыдущих соображений,
здесь удается получить глауберовское 3 2 представление, которое еще назы-
вают эйкональным или приближением геометрической оптики для ампли-
туды рассеяния в теории поля. Метод геометрической оптики примени-
тельно к рассеянию элементарных частиц был развит авторами этой статьи
в ранних работах 3 3 · 3 4.

Начнем рассмотрение с рассеяния высокоэнергетической скалярной
частицы на внешнем потенциале35 φ (χ). Амплитуду процесса / (р, д | φ)
(ρ и q — импульсы частицы до и после рассеяния) мы можем найти, зная
функцию Грина G (p, q \ φ) этой частицы [формула (40)]. Для этого нуж-
но перейти по внешним импульсам на массовую поверхность согласно
соотношению

/(/лд|ср)= lim [ ( p a - m a ) ( g 2 - ml) G (ρ, q | φ)]. (48)
ρϋ, 42_>m2

Процедура предельного перехода (48) заключается в том, что из функции
G (р, q \ φ), заданной интегралом (40). необходимо выделить два полюс-
ных выражения (р2 — т'1)'1 и (q2 — т2)'1 — две свободные функции Гри-
на. Подробно эта процедура изложена в работах 29> 3 5· з в . Здесь мы при-
ведем окончательный результат для / (p. q \ φ):

+°°
/ (р, q | φ) = f dlxe{ <M> x gy (x) С ij δ4ω exp [ — i \ ω2 (η) ώη] Χ

iXg J φ (x+2l[pQ(l) + qQ(-l)} + 2 j ω (η) dr\) ώξ} . (49)
0 - oo О

Переходя к новой функциональной переменной z ( | ) = \ a(r\)dr\, выраже-
о

нию (49) придадим вид фейнмановского интеграла по траекториям ζ (ξ):

ι

/ (P. 3 Ι Φ) - g \ d i x e i a"q) X 4 (x) J dk J bus** Μ,

где

— функция действия релятивистской частицы, движущейся в потенциале
ср; | играет роль собственного времени частицы, при ξ — 0 частица нахо-
дится в точке х, а ζ (ξ) — переменная, описывающая отклонение этой
частицы от прямолинейных траекторий вдоль 4-импульса ρ (ξ > 0) до
рассеяния и вдоль q (ξ < 0) после рассеяния.

Рассматривая асимптотическое поведение амплитуды (49) при боль-
ших импульсах р0, q0 >̂ т, естественно поставить вопрос: можем ли мы
пренебречь функциональной переменной ζ (ξ) в аргументе φ по срав-
нению с большой величиной ρθ (ξ) + q θ (—ξ) и будет ли это хорошей
аппроксимацией интеграла при больших р0 и д0?

Ответ на этот вопрос связан с характером функции cf. если потенциал
φ — гладкая, неосциллирующая, ограниченная функция, удовлетворяющая
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условиям

p;»smax|<p(:r)|, | p| » | g | / | φ (χ) |, Λ> > | g | / l Φ И Ь (50)

то тогда можно доказать 3 5, что разложение φ в ряд Тейлора по функцио-
нальному аргументу в (49) и последующее интегрирование по ω приводит
в показателе экспоненты (49) к выражению

φ (х + 21 Ιρθ (ξ) н q θ (-ξ)]) + Ο (1/| ρ Ι) (51)

Этот результат можно понять, исходя из следующих рассуждений. Два
последних условия (50) — суть условия справедливости квазиклассиче-
ского приближения. Поэтому для приближенного вычисления функцио-
нального интеграла можно применить рассмотренный выше метод ста-
ционарной фазы, когда основной вклад в интеграл дает классическая
траектория. Из-за первого условия (50) оказываются хорошим прибли-
жением для классической траектории и два прямолинейных пути вдоль р,
когда | > 0, и вдоль q, когда ξ <С 0. В этом случае справедливо также
(и дает более точный результат, чем (51)) аппроксимация потенциала φ
его средним значением согласно (42):

= c j 6*coexP[-i [ω»(η)ώη]φ(χ + 2ξ[ρθ(ξ)+?θ(-ξ)] + 2 |ω(η)«ίη).

Условия (50) являются условиями справедливости глауберовского з 2 ,
или эйконального, представления для амплитуды рассеяния, которое
сразу следует из (49) при малых передачах импульса \ ρ — q \ [угол рас-
сеяния а <5̂  (pR)~1/2, R — радиус действия потенциала]. В случае потен-
циала φ (г), не зависящего от времени, имеем

где

i \

оо

(х!, хг)\ X(*i)-=-2]yy- J dl4

Полученное таким образом эйкональное представление справедливо, как
было выяснено 3 5, в более широкой области углов; при этом удалось уточ-
нить результаты Шиффа 3 7, найденные в рамках теории возмущений.
На основе изложенного здесь подхода в работе з 8 получено эйкональное
представление для амплитуды рассеяния дираковской частицы на произ-
вольном потенциале.

Рассмотрим еще возможность применения аппроксимации (45) и. сле-
довательно, (47) при вычислении асимптотического поведения амплитуды
рассеяния двух частиц в высокоэнергетической области и при фиксиро-
ванных передачах импульса. В работах 2 9· з 9 было исследовано этим мето-
дом асимптотическое поведение амплитуды упругого рассеяния, в после-
дующих работах 4 0 было изучено влияние радиационных поправок к ди-
аграммам рассеяния.

Схема построения упругой амплитуды в рамках обсуждаемого при-
ближения состоит в следующем. Зная G (p, q | φ), можно, пренебрегая
вкладами от поляризации нуклонного вакуума, iSO (ф) — 1· найти
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квантовую двухчастичную функцию Грина:

•G(pi, p2\qv qz)--=C<p j δφ exp [—-i- j D'1 (q) φ (q) φ ( -q) d4g] X

X [G (p t, ? 1 1 φ) G (p2, q2 | cp) -f G (Pl, q2\<f)G (p2, ? 1 1 φ)],

выполнив интегрирование по φ.
С помощью перехода на массовую поверхность по внешним импуль-

сам можно построить двухчастичную амплитуду

<2л.)4б4

= lim
pf ,q?-

q2) / (Pl, p2; qt, q2) —

« - \m*) {q\ - тг) (ρ·

12 \PU

которая, в отличие от одночастичной амплитуды (49), выражается двой-
ным функциональным интегралом по ωι и а>2 (интегралы по траекториям
двух рассеивающихся частиц).

Выражение для /, имеющее довольно громоздкий вид (см. 2 9 · 3 9 ) ,
включает в себя вклады сумм графов Фейнмана типа, указанных слева
и графов второго типа с радиационными поправками (справа):

В работе 3 1 показано, что аппроксимация (47) верна в высокоэнергетиче-
ской области s-v оо и при малых передачах импульса t для выражений,
связанных с графами первого типа и не верна для каждого графа второго
типа. Однако в работах 4 1 доказывается до шестого порядка включительно,
что в каждом порядке теории возмущений сумма графов второго типа,
а не отдельный граф, имеет ту же асимптотику при s-v с» и фиксирован-
ном t. что и получаемая при аппроксимации (45).

Таким образом, изучение асимптотического поведения отдельного
фейнмановского графа может и не передавать асимптотического поведе-
ния суммы графов данного порядка, поэтому рассмотренные здесь приемы
суммирования и аппроксимации ряда теории возмущений с помощью тех-
ники функциональных интегралов могут оказаться более адекватными
приемами для исследования асимптотик в КТП, чем изучение асимптоти-
ки каждого графа в отдельности с их последующим суммированием.
При этом мы еще раз хотим подчеркнуть, что в математическом отношении
трудно привести доказательства области применимости делаемых прибли-
жений при вычислении функциональных интегралов 4 2 .

Из описанных в обзоре примеров применения метода функционального
интегрирования в КМ и КТП видно, что этот метод делает лишь только
первые шаги как в математическом аспекте, так и в физических приложе-
ниях. Однако физическая наглядность и изящество формулировки основных
задач КТП в рамках этого метода позволяет надеяться, что он будет раз-
виваться и в будущем.

'Объединенный институт ядерных исследований,
Дубна
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