
1970 г. Август Том 101, вып. 4

УСПЕХИ ФИЗИЧЕСКИХ НАУК

235.215 9

ВОПРОСЫ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
АТОМОВ С ИЗЛУЧЕНИЕМ

Ю. Л. Климоптович

В последние годы значительно возрос интерес к статистической тео-
рии электромагнитных процессов в различных средах. Это обусловлено
в первую очередь развитием квантовой радиофизики и, в частности, теории
флуктуации лазерного излучения 1~1 1, статистических процессов в нели-
нейной оптике 1 2 - 1 3 . Развитие общей статистической теории стимулируется
также развитием некоторых спектроскопических проблем — теорией уши-
рения спектральных линий в газах и плазме, возбуждения атомов в сильно
неравновесных системах 1 4 ' 1 δ и т. д.

Цель настоящей статьи состоит в том, чтобы изложить один из воз-
можных методов описания статистических процессов в классических
и квантовых системах атомов и электромагнитного поля. Естественно,
что в рамках одной работы достаточно полное описание может быть дано
лишь для конкретной системы. Общая теория изложена здесь на примере
газа, атомы которого взаимодействуют через поперечное поле. Однако
результаты даны в такой форме, что обобщение на случай взаимодейст-
вия через продольное поле является очевидным.

В качестве конкретного применения рассмотрена теория естественных
флуктуации излучения газового лазера, определяющих ширину линии
излучения. Основной при этом является задача определения неравно-
весного поляризационного шума рабочей среды лазера. Степень неравно-
весности определяется величиной генерируемого поля.

Работа состоит из двух глав. В первой главе излагается классиче-
ская теория, а во второй — квантовая. Каждую из глав в свою очередь
можно подразделить на две. Такое подразделение обусловлено следующим.

Первая задача состоит в получении на основе исходных микроско-
пических уравнений системы кинетических уравнений для частиц и поля,
описывающих диссипативные процессы в рассматриваемой среде.

В качестве исходного можно использовать уравнение Лиувилля для
функции распределения / (х, X, t) переменных частиц и поля (здесь χ —
совокупность координат и импульсов атомов, X — совокупность полевых
осцилляторов).

Из уравнений Лиувилля можно получить систему зацепляющихся
уравнений для более простых функций распределения — функции рас-
пределения переменных одного атома, функции распределения перемен-
ных одного осциллятора, вторых функций распределения, третьих функ-
ций распределения и т. д. Такая система уравнений аналогична системе
уравнений, использованных в работах Боголюбова 1 6 , Борна и Грина 1 7

и др., в теории газов и плазмы.

1 У Ф Н , т. 101, ВЫП. 4
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Вместо вторых и высших функций распределения более удобно исполь-
зовать уравнения для соответствующих корреляционных функций.

Для приближенного решения цепочки уравнений и получения кине-
тических уравнений — замкнутой системы уравнений для первых функ-
ций распределения /4 (хи i), /t (Xu t) используются два способа.

Первый основан на применении различных вариантов теории воз-
мущений по взаимодействию. Такой метод был впервые использован
Боголюбовым при выводе кинетического уравнения Ландау, а также
Боголюбовым и Гуровым (см., например, 18) при выводе соответствующего
квантового уравнения. Значительное количество работ посвящено при-
менению теории возмущений по взаимодействию для систем заряженных
частиц и атомов, взаимодействующих с электромагнитным полем. Обзор
ряда таких работ можно найти в книгах 1· Х8> 1 9.

Наряду с методом теории возмущений в последнее время широко
используется более общий метод, позволяющий учесть в интеграле столк-
новений влияние поляризации среды. Он основан на приближении вторых
корреляционных функций, когда в цепочке уравнений полагаются рав-
ными нулю третьи и вывшие корреляционные функции. Такой подход
для системы заряженных частиц был сформулирован Боголюбовым 1 6.
Соответствующие классические кинетические уравнения впервые были-
получены в работах Балеску 2 1 и Ленарда 2 0. В работах 21> 2 2 были уста-
новлены соответствующие квантовые уравнения.

В настоящей статье для вывода кинетических уравнений принят
метод, близкий к использованному ранее автором в теории плазмы 23~26.
Этот метод позволяет сравнительно просто учесть в кинетическом уравне-
нии вклад резонансного и нерезонансного электромагнитного излучения
и поляризацию среды.

После установления кинетических уравнений переходим к следующей
стадии — расчету естественных флуктуации в газовом Не — Ne-лазере.

Для неограниченной среды характерными являются четыре времен-
ных параметра: частота колебания или перехода, допплеровская ширина,
коэффициент радиационного трения и время затухания поля. При опи-
сании статистических процессов в лазере появляются дополнительные
параметры: время затухания поля в резонаторе, времена корреляции
флуктуации амплитуды и фазы излучения лазера. В газовом лазере эти
характерные времена значительно больше времен, характеризующих
процессы диссипации в неограниченной среде. Это и делает возможным
проведение статистического описания процессов в два этапа: сначала
можно получить кинетические уравнения, описывающие диссипативные
процессы в неограниченной среде, а затем использовать эти кинетиче-
ские уравнения для описания естественных флуктуации лазерного излу-
чения.

Ширина линии лазерного излучения определяется двумя факторами:
тепловыми флуктуациями поля в резонаторе и неравновесными флук-
туациями поляризации среды. Тепловые флуктуации в резонаторе опре-
деляются известной формулой Каллена — Вельтона, поэтому основная
задача сводится к расчету неравновесных флуктуации поляризации в режи-
ме генерации лазера.

Расчет флуктуации лазерного излучения проводится в настоящей
статье как для классической, так и для квантовой систем. Однако про-
веденный здесь расчет ширины линии когерентного излучения класси-
ческого генератора носит лишь иллюстративный характер, так как нет
прямого соответствия выбранной модели и реальной системы. Этот мате-
риал введен с целью облегчения понимания соответствующего квантового·
расчета для Не — Ne-лазера.
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1. КЛАССИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ

1.1. И с х о д н ы е у р а в н е н и я

Рассмотрим систему атомов, взаимодействующих с электромагнитным
полем. Будем рассматривать атом как осциллятор, обладающий диполь-
ным электрическим моментом. Полное число атомов обозначим через N.
Состояние осцилляторов определяется заданием координат и импульсов
центров тяжести R;-, Р ; и координат и импульсов внутренного движения
г;, pj. Индекс i принимает значения 1 , 2 , . . ., N. Изменение состояния
осцилляторов со временем определяется системой соответствующих урав-
нений движения.

Вместо системы уравнений движения эволюцию состояний систе-
мы можно описать, используя уравнение для фазовой плотности
N (R, Р, г, р, t) в пространстве переменных R, Р, г, р. Она опреде-
ляется следующим образом:

N(R, Ρ, г, ρ, ί) = Σ 6(Н-Н((0)в(Р-Р,(<))6(г-г,(0)в(р-р,(/)).

(i.i)
Отсюда следует, что функция

Ar(R, Ρ, г, ρ, t)dRdPdrdp (1,2)

определяет число атомов, у которых в момент времени t переменные
R i t Ρ;, гг, рг лежат в пределах dR, dP, dv, dp около значений R, P, r, p.

Интеграл от функции N (R, Ρ, г, ρ, t) по всем значениям пере-
менных R, Р, г, ρ равен полному числу атомов, т. е.

pV(R, P, г,р, t)dRdPdvdp = N. (1,3)

Уравнение для фазовой плотности следует из условия сохранения полного
числа атомов. В дипольном приближении оно может быть записано в виде

- + ν ^ + ν Ί та^г^- + eEM(R, t)~)N^U, V = -£ . (1,4)
В этом уравнении m, Μ — массы электрона и атома, ω0 — собственная
частота осциллятора, Ем — микроскопическая напряженность электри-
ческого поля. В дипольном приближении функция Ем не зависит от г.

Уравнение для функции Ем следует из системы микроскопических
уравнений Лоренца. Запишем его в виде

g ^ , divEM,= 0. (1,5)

Микроскопический вектор поляризации Ры определяется фазовой плотностью

PM(R, t) = e j wV(R, P, г, р, t)dPdrdp. (1,6)

При учете взаимодействия с поперечным электромагнитным полем в выра-
жении (1,6) следует учитывать лишь вихревую часть и тем самым исполь-
зовать условие div Р м — 0.

Обозначим через JV, Ε, Ρ средние значения по ансамблю фазовой
плотности, поля и поляризации. Используя тождество iVEM = 7VE -j-
~!

ΓδΝδΈΐ где 6Ν, 6Е — отклонение от средних значений, получим из (1,4)
следующее уравнение для функции Ν:

З Е И / , N = nf (1,7,

1*
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(/ — функция распределения, нормированная на единицу); здесь оператор

гс— среднее число атомов в единице объема, J — интеграл столкновений.
Из (1,5) следует уравнение для среднего поля

J | L _ с * д Е = _ 4π ^ - , div Ε = 0; (1,9)

здесь Ρ —среднее значение вектора поляризации. Из (1,6) имеем

P(R, t) = e\ WV(R, Ρ, г, ρ, t)dPdvdp. (1,10)

Система уравнений (1,7) — (1,10) для средних значений iV, Ε —
первых моментов — не является замкнутой, так как в уравнение (1,7)
входит функция 67V6E — второй центральный момент.

Чтобы получить уравнения для вторых моментов, используем урав-
нения для отклонений 6Ν, 6Е.

Из уравнений (1,4), (1,7), (1,5), (1,9) находим

— 4я -^f , div 6E =-- 0, (1,12)

6P(R, i)==e f rSiVdPdrdp. (1,13)

В уравнение (1,11) входит произведение отклонений 6JV, 6Е. Вслед-
ствие этого в уравнение для вторых моментов входит третий момент и т. д.
Таким образом, мы приходим к цепочке зацепляющихся уравнений, точ-
ное решение которой, разумеется, невозможно.

Интеграл столкновений в уравнении (1,7) определяется второй корре-
ляционной функцией координат и импульсов атомного и полевого осцил-
ляторов. Если пренебречь этой корреляцией, т. е. положить / = 0,
то получим систему самосогласованных уравнений для первых моментов
TV, Ε. При этом выбрасываются диссипативные эффекты. Для учета дис-
сипативных процессов необходимо по меньшей мере учесть вклад от второй
корреляционной функции и тем самым, кроме первых, учесть и вторые
моменты.

Чтобы сделать более ясным, каким образом надо произвести обрыв
цепочки уравнений, рассмотрим соотношения между различными вре-
менными параметрами, характеризующими рассматриваемую систему.

1.2. Х а р а к т е р н ы е в р е м е н н ы е п а р а м е т р ы

Введем обозначения: ωο — частота собственных колебаний атомного
осциллятора, у — коэффициент радиационного затухания, γ ω — коэф-
фициент затухания поля на частоте ω в неограниченной среде, Δωχ> —
допплеровская ширина.

Для упрощения расчета мы не будем учитывать влияние столкнове-
ний на допплеровское уширение и столкновительное уширение. Учет
этих явлений не вносит новых принципиальных трудностей. Для равно-
весного состояния подробный расчет допплеровского и столкновитель-
ного уширения проведен в обзоре Раутиана и Собельмана и .

В режиме генерации когерентного излучения спектр излучения будет
характеризоваться параметрами: Δω φ и Δω3 — ширинами спектров,
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обусловленными флуктуациями фазы и амплитуды; Δωρ — ширина поло-
сы резонатора.

Семь временных параметров ω0. γω, Δω^, γ, Δωρ, Δω3, Δω φ можно
разбить на две группы. К одной отнесем «быстрые» параметры, а к дру-
гой —«медленные».

Будем рассматривать случай неоднородного уширения, когда Δω^ ̂ >
Э> V- Коэффициент затухания поля пропорционален концентрации ато-
мов η и существенно зависит от частоты ω. Он максимален на резонанс-
ной частоте ω0. Если γ ~ ΙΟ8, Δω β ~ 1010, то уже при η Ζ> 109 см~?>

7o)n > Τ· Будем предполагать, что γω ο > γ.
Величины γω. ущ связаны соотношением

(ω —ω

Для нерезонансных частот, когда [ω — озо | > Дшд, γω <ξ γω ο. Ниже
через γ" будем обозначать коэффициент затухания на нерезонансных:
частотах.

Введенные параметры удовлетворяют условию

ω0, γω ϋ, Δ ω β > γ , уЦ, Δωρ, Асоа- Δωφ. (1,14)

Медленные параметры в свою очередь в дальнейшем будут подразделяться
на «быстрые» и «медленные».

Соотношение параметров γ θ 0 , Αωρ зависит от концентрации атомов
γω η > Δω^ при η > 1011 см~3.

1.3. П р и б л и ж е н и е в т о р ы х к о р р е л я ц и о н н ы х
ф у н к ц и й

Первая задача будет состоять в том, чтобы получить уравнения, опи-
сывающие процессы в системе на временах порядка l/γ. Диссипативные
процессы в этих уравнениях определяются быстрыми флуктуациями.
Основное предположение состоит в том, что тройные и высшие корреля-
ции быстрых флуктуации дают малый вклад при описании диссипативных
процессов на временах порядка 1/γ.

Приближение вторых корреляций было предложено впервые Бого-
любовым 1 6 при рассмотрении системы заряженных частиц. Дальнейшие
работы показали 2°-2β, что, в отличие от теории возмущений по малому
взаимодействию, это приближение сразу позволяет учесть в кинетических
уравнениях поляризацию среды.

Приближение по моментам функций Ν, Ем и по корреляционны.м
функциям, естественно, не совпадают. Например, в приближении вторых
моментов, как и в приближении самосогласованного поля, среда рас-
сматривается как непрерывная.

В приближении вторых корреляционных функций учитывается атом-
ная структура среды. Покажем, что это приближение эквивалентно
уравнениям для вторых моментов с источником, который может быть
выражен через первые моменты.

В приближении вторых моментов в уравнении (1,11) правую часть
следует положить равной нулю. В результате получаем

ψ-^Ο. (1,1 о)

Умножим это уравнение на 61V(x', t) (x = (R, Ρ, г, р)) и усредним:

7 t)6N(x't tr)±e6E(R, t)W(z', ΐ')ψ-^0, t>tr. (1,16)
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Запишем соответствующее уравнение в приближении вторых корреля-
ционных функций. Обозначим через g2(x, χ', t, tf) корреляционную функцию
переменных двух атомных осцилляторов в моменты £, t\ При ί —ί' функ-
ция g2 определяется выражением

δΝ{χ, t)6N{xf, t) = n*gz(x,x', t)-\-nb{x-xr)j(x, ί). (1,17)

Можно записать аналогичное соотношение и при t^tf:

fi/V (τ f\ ЛЛГ С г' /'V— и2ст„ /V τ' t / Ί ^ κ ί /τ / τ' t'\ (\ \ ft\

Функция /г (л:, ί, a1', tf) определяет статистическую связь состоянии
одной частоты в разные моменты времени. При t = tf

/2(аг, ί, ж7, *')=6(ж —ж')/(ж', t). (1,19)
В приближении вторых корреляционных функций вместо уравнения

(1,16) получаем

Ln*g2 (χ, χ', t, tf) 4- e6E(R, t)6N(xf, tf) ~ - 0, ί > t\ (1,20)

Используя соотношение (1,18), запишем это уравнение в виде

LbN(x,t)M(x', i')-r

(1,21)
Здесь введено обозначение

С\ '\! i Ύ1 ТУ ί\ ί\ί ΙΎ ΤΙ — ΙΊΤ / Ύ· Τ Ύ1 ΓΙ ί Ί ^ χ Ι

Таким образом, в приближении вторых корреляционных функций
уравнение (1,21) отличается от уравнения (1,16) наличием «источника»
(1,22).

В функцию /2 величины х\ tf входят как параметры, поэтому урав-
нение для нее совпадает с кинетическим уравнением для функции рас-
пределения / (х, t).

Уравнение для функции /2 решается при начальном условии (1,19).
Из уравнения (1,21) следует, что функция 67V (x, t) 6N (xr, tf) пол-

ностью определяется выражением (1,22), если флуктуации поля дают
пренебрежимо малый вклад, т. е. эффекты поляризации среды не являют-
ся существенными.

Удобно ввести источник непосредственно в уравнение для функции
δΛ7". При этом вместо (1,15) получим уравнение

(1,23)

Корреляция функций 6ЛГ<ИСТ> (χ, ί), 67V(HCT> (xf, tr) определится выра-
жением (1,22).

Поскольку пока еще нет явного выражения для интеграла столкно-
вений / , мы не можем записать в явном виде и уравнение для / 2 и, следо-
вательно, не можем определить источник. Мы увидим, однако, что при
условии (1,14) интеграл столкновений определяется быстрыми флуктуа-
циями. Для определения их спектральных функций достаточно знать
функцию /2 на временном интервале t — tf ^ l/γ. Уравнение для нее
определяется кинетическим уравнением (1,7) при / = 0.

Здесь введен источник лишь для атомных осцилляторов. Аналогич-
ным путем он может быть введен и для осцилляторов поперечного элек-
тромагнитного поля.
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Таким образом, как и в статистической теории неравновесных про-
цессов в плазме (см. книгу 2 3 , § 14—16. и статью 2 5 ) , можно использовать
либо уравнение для корреляционных функций (1,20), либо уравнение
для 6JV (1,23). Первый путь оказывается более сложным, так как для
определения двухвремениой корреляционной функции по уравнению
(1,20) надо знать одновременную корреляционную функцию. Она может
быть найдена путем приближенного решения цепочки уравнений для функ-
ций распределения.

Использование уравнения (1,23) позволяет найти спектральные функ-
ции более простым путем без предварительного определения одновре-
менной корреляционной функции.

Следует, однако, иметь в виду, что доказательство эквивалентности
уравнений (1,21), (1,23) может быть проведено без знания одновре-
менной корреляционной функции. Поэтому использование уравнения
(1,23) с источником (1,22) не основано на определенном предположении.
Доказательство эквивалентности уравнений (1,21), (1.23) для плазмы
дано в работах 23- 2 5 .

1.4. И н т е г р а л с т о л к н о в е н и й

Рассмотрим функцию

Ш(х, t) 6E (R\ П =- (8N6E)Xt ί,^η-, t-r.

Разложим ее в интеграл Фурье по t — tr, R— R', а затем положим t = t%
R = R' и подставим полученное выражение в интеграл столкновений.
В результате

J &>') = - i 7 2 ^ ~k ί R e {δΝδΕ)χ> *· ω · k d(u dk- < l i 2 4 )

Из выражения (1,24) следует, что время релаксации функции /
порядка l/γ. Интеграл столкновений определяется быстрыми флуктуа-
циями. Медленные флуктуации будут определяться самим кинетиче-
ским уравнением.

Чтобы найти спектральную функцию (δ-/νδΕ)ω]£ для быстрых флук-
туации, рассмотрим решение уравнения (1,23) на временном интервале
t — f, таком, что

1/γωο, l / A u > D < i - f ' < l / y . (1,25)

Величину среднего поля ограничим условием

βΕ(ΐ — ϊ)/ηινΎ<ζ 1, но eEfmVry~ J. (1,26)

При этом в уравнении (1,23) имеем

и уравнение (1,23) можно записать в виде

LobN(x,t)^ -e6E^- + LMU'CT)- (1,28)

В правой части этого уравнения стоят два члена. В соответствии
€ этим представим спектральную функцию Re (оЛгОЕ)(|)к в виде

Re (oiVOEU = Re (bNdE)(*k

CT) + Re (6ШЕ)1ТЯ). (1,29)

Найдем сначала первую часть, обусловленную источником.
При условиях (1,25), (1,26) уравнение для /2 определяется уравне-

нием (1,7) при /=-(>, Е = 0, т. е.

Loh(x, t, ж', ί ' ) = 0 . (1,30)



584 ю. л. климонтович

Решаем это уравнение при начальном условии (1,19). Решение можно
записать в виде

h(Xy t, xr, t')^b(x' (x, t~t')-xf)j(x, t). (1,31)

Здесь учтено, что на интервале t — t'<£i/y f (xf, t') = f(x, t). Функция
χ' (χ, t — t') определяется решением системы уравнений характеристик.

Из (1.31) находим выражение для спектральной функции источника
со

^n j b[z'(x, T)~sVttT-ikp<*Tdp/(a;, ί). (1,32)
— oo

где τ — t — t', a p = R— R'.
Чтобы найти с помощью этого выражения спектральную функцию

Re (б^6Е)щИ

к

ст), рассмотрим решение уравнений для OP, 6E на интервале (1,25).
Из (1,28) находим уравнение для όΡ

здесь / ( Р ) ^ I /(R, Р, г, р) dr dp — распределение по импульсам центров

тяжести.
В рассматриваемом нами приближении естественно считать распределе-

ние атомов пространственно однородным, а функцию / (Р) — распределением
Максвелла.

Из уравнения (1,33) следует, что 6Р состоит из двух частей:

ОР-ОР ( и н д ) -ЬоР ( и с т ) . (1,34)

Индуцированная часть 6Р определяется полем 6Е. На интервале (1,25) для
индуцированной части поля 6Р из уравнения (1,33) находим

6Р(инд)(со, к, Р) = Ы<в, к ) - 1 ] / ( Р ) б Е ( о , к)/4л; (1,35)

здесь

ев(<о, к) = 1 + ( 4 л е а п / т Ж — (ω—kv + iA)2]"1 (1,36)

— диэлектрическая проницаемость для быстрых флуктуации, обусловлен-
ная атомами со скоростью ν.

При решении уравнения (1,33) интеграл
t — V оо

\ . . . дл —^> \ е~Ат . . . dx,

где
γωο, Δ ω ΐ ) > Δ > γ . (1,37)

Из (1,35), (1,36) после интегрирования по Ρ находим

6Р(ИНД) (ω, к) = [ε (ω, к) - 1 ] 6Е (ω, к)/4я, (1,38)

ε (ω, к ) = \ 80(ω, к) / (Ρ) dP s ε ' + ie*·

Действительная и мнимая части диэлектрической проницаемости при
условии (1,37) определяются выражениями

e~z+ \ ег at — e~z- \ el at \ ,
\ j j ; ( 1 ) 4 о)

ε" -- (π1/2/2) (4

j

z+)
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здесь Ъ± -= (ω ± ωο)/Δω^, ΑωΌ---к(2хТ/М)и\ При \Ζ± | > 1

e' = l--[4ne2n/m(<Dj —ω3)]. (1,41)-

При

с — 1 ~~~

При условии (1,37) формулы (1,40) — (1,42) не зависят от Δ.
Рассмотрим вклад резонансного поля. Вследствие условия (1,37) поле

при ω ~ ω0 можно считать установившимся.
Из уравнения (1,12) с учетом (1,34), (1,38) находим

όΈ(ω, к ) - — 4яшабР-иист)/[й)2е(ω, к)-с2к2]; (1,43)

здесь и ниже a-L= [к [ак]]/&2— поперечная составляющая вектора а.
Используя это выражение, получаем

Ве(07УОЕ)<и

к

ст) - ~ R e т , е Ф , с Ц Г - • (1,44)

Вернемся κ выражению (1,32). Умножим его на ет' и проинтегрируем
по / и / . В результате получим

(1,45).

Выраячения (1,44), (1,45) и определяют искомую спектральную функцию.
Второй член в (1,45), как мы увидим, определяет затухание, а первый —

смещение частоты атомного вибратора-
Чтобы не усложнять вычислений, будем оставлять лишь члены, опре-

деляющие затухание. Выражение для смещения частоты запишем лишь·
в окончательном уравнении.

При этом из (1,44), (1,45) получим

Ь (ω —kv-ωρ) -4-6 (ω —ку-гшр)
{Χ, Τ).

(1,46)

Отсюда находим

- Γ ? | — f Re(6iV6E)iSCT)drodk= -γρ/(ατ, ί); (1,47)
ft \6Jl}* J

здесь введено обозначение

ν — -χ—т.— \ -; ;—ι ^—ζ-— ——~-i-±-—ά(ύdL·. ί ΐ .48)
' Лп^т J Ι ο)2ε — c2A;212 2 p2 v ' '

Отсюда в нулевом приближении по А(ов/щ после интегрирования по со·
и к находим

у - (2е*ь>2

0/Зтс3) [ε' (щ)} υ \ (1,49)

Ниже нам понадобится выражение для спектральной функции Re (ojoE)u)k·
Из (1.46) находим

Re (6j6E)L = - — ε ( ω , Ιή , ^ , ^ , , , ^ - ; (Ι,οϋ)

здесь использовано выражение (1,40) для е" и распределение Максвелла
по скоростям центров атомов.
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В формулах (1,46), (1,50) учтен лишь резонансный вклад, т. е. вклад
от^поля 6Е на частотах ω ~ ω0. При учете нерезонансного вклада, напри-
мер, в (1,50) появится дополнительный член порядка γ/Δω^ от (1,50).

Найдем теперь выражение для индуцированной части спектральной
плотности Ве(б7УоЕ)щк·

При тех же предположениях

1 ^ ^ ) (. (1,51)

Второй член учитывает вклад, обусловленный дисперсией в нерезонанс-
ной области. В резонансной области поле устанавливается за время много
меньше l/γ, поэтому вклад от второго члена порядка γ/Δοο от первого.

Чтобы найти само выражение Re (67V6E)ilkHa), из которого следует фор-
мула (1,51), используем решение уравнения (1,28) для функции

на временном интервале (1,25). В результате получаем следующее выра-
жение:

[ ±«И** A) BJU-g;. (1.52)
Из (1,52) после интегрирования по ω и к находим

Второй член в этом выражении учитывает вклад от нерезонансного поля.
Из (1,52) следует выражение (1,51). При этом надо учитывать, что

k 6E = 0.
Теперь мы можем записать искомое кинетическое уравнение. Из (1,7),

(1,8) имеем

Lf=_j_BwmsJ ( 1 5 4 )
1 η dp \ •> /

На основании (1,52), (1,47) интеграл столкновений запишем в виде

Коэффициенты диффузии и трения определяются выражениями

т

Таким образом, коэффициент диффузии определяется спектральной
функцией поля.

1.5. У р а в н е н и е д л я с п е к т р а л ь н о й ф у н к ц и и п о л я

Из уравнения поля при пространственно однородном распределении
атомов следует уравнение баланса энергии

β Ι \ — —/Wk ι \ 'ok 1 т^„ /с^ βΐ7\ . ц 5γ\

5ί L 8π
6Β — отклонение напряженности магнитного поля от среднего.
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Используя выражения (1.50), (1,51), можем записать это уравнение
ъ виде

(1,58)

В равновесном случае p-L /т = 2яГ и из (1,58) следует известное из
теории равновесных электромагнитных флуктуации выражение27'28

(6Е δΕ)ωίί = 16πω3ε"κ77(| ω 2 ε - с2№ | 2 ) . (1,59)

Из уравнения (1.58) находим уравнение для спектральной функ-
ции (όΈ6Ε)ω:

(1,60)

В равновесном случае р2/т = ЗкТ и из (1,60) получаем известное выра-
7

жение с учетом поляризации среды27:

(6Е 6Ε)ω = 4π2ρω = 4ω2 Y7xT/c*. (1,61)

Для спектральной функции поля на резонансной частоте со0 в силу усло-
вия Уио > 7 используем установившееся решение уравнения (1.60)

(6Е 6Ε)ωο - 4ω2 р*/3с3тп, ε' (ω0) -= 1. (1,62)

Кинетическое уравнение (1,54), (1,55) даже без учета воздействия
нерезонансного поля отличается от обычного уравнения Фоккера — Планка
для системы атомных осцилляторов в поле тем, что вместо выражения
для коэффициента диффузии

D = ymxT (1,63)

из (1,56), (1,62) следует выражение

т. е. коэффициент диффузии сам зависит от вида функции распределения.
Вследствие этого кинетическое уравнение оказывается нелинейным.

Запишем уравнение для средней энергии атомных вибраторов. Из
(1,54), (1,55) получаем

~гг\ п [-£ ~— = уп-— . (1,65)

Из (1,60) находим уравнение для плотности электромагнитной энер-
гии. Его можно записать в виде

^-4" ί [(δΕδΕ)ω + (δΒδΒ)ω]*ο=-(^-γ7»-£) . (1,66)

Из (1,65), (1,66) следует закон сохранения полной энергии атомных
осцилляторов и поля.

При наличии термостата, роль которого может играть поле излуче-
ния другой системы атомов, в кинетическом уравнении появятся соот-
ветствующие дополнительные члены.
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1.6. М е д л е н н ы е ф л у к т у а ц и и п р и н у л е в о м
с р е д н е м п о л е

Чтобы получить выражение для спектральных функций медленных'
флуктуации — флуктуации с характерным временем порядка l/γ, следует-
повторить сделанное выше с тем отличием, что в качестве исходных берут-
ся не уравнения (1,4), (1,5), а кинетические уравнения.

Получим, для примера, таким путем выражения для спектральной
функции источника медленных флуктуации поляризации.

Из кинетического уравнения (1,54) находим при Ε — 0 следующее
уравнение для вектора поляризации Ρ (R, Ρ, t):

p + V f + »JP = O. (1,67)

Рассматривая это уравнение как кинетическое, находим уравнение
корреляции флуктуации поляризации источника

Это уравнение решаем при начальном условии, которое следует
из (1,19):

(6P6P)Sg^P'i- 6 ( R - R ' ) 6 ( P - P ' ) e

2 r c ( |r 2/(R, P , r , p , i ) d r d p . ( ί,69)

Из уравнения (1,68) с начальным условием (1,69) и с учетом того,
что άίνδΡ —О, находим

гшв1 (ω, k) (r-L2)p, (/2π; (1,70)

здесь

εν = (Але2п/т) ωγ {[ω* — (ω — kv)2]2 -г(»2у2уК (1,71)

При ACUD > γ после интегрирования по скоростям из (1,70) следует выра-
жение

, к)(7^>2л. (1,72)
Функция ε" определяется формулой (1,40).
В равновесном состоянии ты2г-12~2'хТ и выражение (1,72) прини-

мает вид

(6РйР)&ст) = е*(а>, к)кТ1т>. (1,73)

Выражение (1,72) может быть использовано для нахождения спек-
тральной функции поля.

1.7. Ш и р и н а л и н и и и з л у ч е н и я к л а с с и ч е с к о г о
г е н е р а т о р а к о г е р е н т н о г о и з л у ч е н и я

Систему классических осцилляторов можно использовать в качестве
рабочего вещества в генераторах когерентного излучения. В обзоре
Гапонова, Петелина, Юлпатова 2 9 (см. также диссертацию Гальцова 30)
подробно описаны возможные механизмы когерентного индуцированного
излучения в классических системах.

В этом разделе рассмотрим модель такого генератора. Накачка
и нелинейность будут введены феноменологически через эффективное
поле. Это позволит проследить за возникновением излучения с шириной:
линии менее γ.
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Обозначим эффективное электрическое поле, действующее на осцил-
лятор, через E e f f . Зададим связь его с когерентным полем Ε в виде

Ee(t = E-|-af . (1.74)

где а — нелинейная функция ноля. При слабом поле

α - - α ο - β # 2 . (1,75)

Ниже будем рассматривать лишь флуктуации фазы, определяющие
в основном ширину линии когерентного излучения. Обозначим эту ширину
через Δωφ. Название «когерентное поле» будет оправдано, если окажется,
что Δω φ = < γ.

При t — to ^> 1/Δωφ устанавливается стационарный режим, в кото-
ром среднее значение когерентного поля равно нулю.

Рассмотрим одномодовый режим генерации и представим поле Ε
в виде

E(R, t) = eoE(R. t), E(R. t) = E0cos (Ωοί-1ίοΚ + φ), ko\\x; (1,76)

здесь Ωο = ско — собственная частота резонатора, Ео — постоянная
амплитуда (амплитудные флуктуации не рассматриваем), φ — φ (μί) —
медленно меняющаяся фаза, ео — единичный вектор.

Так как рассматриваемый пример носит иллюстративный характер,
будем предполагать для простоты, что атомы покоятся и концентрация
атомов постоянна. В этом приближении уравнение для вектора поляри-
зации имеет вид

Представим вектор поляризации в виде

р=р(инд)+р(1,ст)> ( 1 ( 7 8 )

Уравнение для индуцированной части поляризации совпадает с урав-

нением (1,77), а для Р ( и с т ) имеет вид

) ( и С 1 ) = О. (1.79)

С учетом (1,78) уравнение поля можно записать в виде

здесь введены два новых члена. Второй член левой части учитывает потери
энергии когерентного излучения в резонаторе, Q — соответствующая доброт-
ность, Е т — источник тепловых шумов в резонаторе, Δωρ — £io/Q < γ.

Найдем сначала выражение для р ( и н д ) . Для этого выделим из E e f f

первую гармонику. С учетом выраячения (1,76) найдем

Eetf = E(R, t)-ςΐο (а-£-Е*)ЕО sin (iiot-koR-l φ). (1,81)

Подставим это выражение в уравнение (1,77). В результате для активной
части вектора р ( и н л * получим выражение

Ρ = ε"αΕ0 sin (Ωοί — k0R + φ)/4π,

, = Ые2п (ωο-Ωο) [αο-(β/4) El\-y,2 Ωο (1,82)
m 2[{ω0~Ωο)2-:-(γ2/4)] ^ υ
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— мнимая часть диэлектрической проницаемости активной среды. Реактив-
ная часть дает вклад порядка γωο/ωο.

Амплитуда Ео определяется из условия

(1,83)

задающего баланс притока энергии и потерь.
Уравнение для фазы φ имеет вид

dy/dt^Qol/Eo,

ξ = - ~ j ео (4яР ( и с т ) -Ь Е ( т )) cos (Ωοί - k0R + φ) dV

— источник шума.

Усреднение по объему возникает вследствие того, что фаза зависит
лишь от времени.

Спектральная плотность шума определяется выражением

(ξ2)ω = 1(4я)» (еобР(ист»)Ьок(1 + (е06Е(т%ок0]/27. (1,85)

Уравнение (1,84) совпадает с соответствующим уравнением, которое
используется при расчете ширины линии в автогенераторе31* 3 2 .

Спектральная функция теплового шума определяется формулой Най-
квиста (или более общей формулой Каллена — Вельтона). В рассматриваемом
случае она принимает вид

(1/2F) (ео6Е(т))2

Й0ко - 4πκ777Ωορ. (1,86)

Нам осталось найти спектральную плотность поляризационного шума.
Для этого используем уравнение (1,79) для Р ( и с т ) .

Так как уравнение (1,79) совпадает при F = 0 с (1,67), для спект-
ральной функции источника можно использовать выражение (1,72).

В результате получаем

l(An)*/2V] (β 0 δΡ ( Η ( : τ ) ) Ω ο 1 ί ο - (ΑπηιΩφ'Ίν) (?/3). (1,87)

Из (1,85) — (1,87) находим выражение для спектральной функции
шума ξ:

(1% = (4π/ΚΩ0) (Q-HT + ε"£Ωο), EQo = mQJr"V3; (1,88)

^Ώο — средняя энергия атомного осциллятора.
Полная ширина линии излучения, обусловленная флуктуациями фазы,

определяется выражением31^33

здесь D — коэффициент диффузии фазы (иногда приводят выражение для
полуширины линии Ащ = О).

Обозначим через W энергию поля в резонаторе:

W = VE*/8n, (1,90)

и запишем выражение для Δωφ в виде

Δω φ -(Ω ο /2^)(ρ- 1 κ2 1 +·ε"^ Ω ο ). (1,91)

Если EQQ = XT, TO выражение (1,90) можно записать в виде
Δωφ = (Ω0/2) (Q-1 + ε") Y.TIW. (1,92)

Заметим, что величина (ε" -|- Q~x) ̂ o определяет полную ширину
полосы резонатора, заполненного средой. Таким образом, при генерации
происходит сужение спектра в KT/2W раз.
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Формула для ширины линии имеет столь простой вид лишь в случае-
слабого поля, когда можно пренебречь влиянием поля на спектр флук-
туации поляризации и в то же время при достаточно большом превыше-
нии над порогом, чтобы можно было использовать корреляционное при-
ближение.

Если при изменении энергии генерации добротность остается посто-
янной, то ширина полосы обратно пропорциональна энергии. Если же
изменение энергии производится путем изменения добротности, то для
выяснения зависимости Δωφ от И7 надо исключить i/Q из (1,91) с помощью
выражения (1,85). Аналогичное положение имеет место и в квантовой
теории ширины линии газового лазера 3 3.

2. КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ

2.1. И с х о д н ы е у р а в н е н и я

Движение центров атомов будем описывать классически, а внутрен-
нее состояние атомов квантовым образом. Рассмотрим функцию

tfnm(R, P, t), (2,1)

обладающую следующими свойствами:

2 Ж Д ( К , P,*) = JV(R,P, t) (2,2>

— фазовая плотность в пространстве R, Ρ — координат и импульсов:

Ji\U(R, P, 0 ^ 0 = Ρ»» (2,3)

— операторная матрица плотности по переменным пт — квантовым числам,
определяющим внутреннее состояние атома.

Таким образом, функция (2,1) является квантовым аналогом класси-
ческой фазовой плотности (1,1) в пространстве г, р, R, Р.

Нормировка функции (2,1):

g|-V; (2,4>

TV — полное число атомов.
В дипольном приближении уравнение для функции (2,1) имеет вид

Ί Γ 2 (^AmiR, p ' O-^WR, p ' 0r»i™)E"(R. t). (2,5)
щ

Здесь и ниже используем обозначение

Еь (R, t) — микроскопическое поле. Уравнение поля

Μ = - 4 π ^ , divEM = 0, (2,6).

Р м (R, ί) = е ̂  J WV B m (R, Ρ, t) p * L j . (2,7)

Последнее выражение определяет микроскопическую поляризацию среды..
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Как и выше, будем обозначать чертой усреднение по ансамблю. Вве-
дем обозначение для средних

i W R , P, * )^ jV/ n m (R,P, г),
— — (2,8)

Е Е М Р Р "
Уравнение для функции / п т запишем в виде

"*~ / \ X^miiJnim !ηη\^ηχηι) ^ : = = "пт (*ν * ι */• (" '"/

«ι
Уравнение (2,9) аналогично кинетическому уравнению (1,7), поэтому

•функцию Jnm также будем называть интегралом столкновений.
Из уравнений (2,5), (2,9) следует, что интеграл столкновений опре-

деляется выражением

Jnm = ^ 2 (Γηηι§Α^θΈ — Ш^Щтщт)* (2,10)

Уравнение для отклонения Шпт по аналогии с уравнением (1,11)
запишем в виде

i/OiVnm = —г— У. yVnnJmrii ίηη^ηχία) Ob -ρ iVOJnm'i (ώ,ΙΙ)

здесь сразу опущен член со средним полем Е, так как ниже потребуется
решение уравнения (2,11) в интервале t ~ t' <ξ Ι/γ, когда выполняется
условие (1,26).

Из уравнения (2,6) находим уравнения для функции Ε, δΕ, например,

™βΛΓ-™^)ϊ· (2.12)
τι τη

Для дальнейшего удобно представить функцию fnm в виде

:здесь выделена диагональная часть функции / n m .
Наложим на матричные элементы условие

Гя„ = 0. (2,14)

Это означает, что мы рассматриваем атомы, в которых поляризация воз-
никает лишь при переходах между различными состояниями.

При условии (2,14) вектор поляризации полностью определяется
функцией fnm и, следовательно, функция #fm = fnm (μί» ί)» τ. е. зависит
•от быстрого (~l/conm) и медленного (1/γτιτη) времени. Функция /п =
= fn (μί), т. е. зависит только от медленного времени.

Отклонение bNnm также представим в виде суммы быстро и медленно
меняющихся функций

бЛ г

п т - 6nmoiVnn + oW^. (2,15)

Запишем уравнения для функций /п, гпт.
Из (2,9), (2,10) следует

/ д - ν Λ
\дТ~г d

(2,17)

vnm (fm-fn) E = 4 U , (2,18)

(2,19)
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Уравнения для отклонений Шпп, $Nnm в приближении вторых кор-
реляционных функций имеют вид, аналогичный уравнению (1,23):

" V ж ) (δΛ'™"δΝ™Ύ)) ~ΊΓ Σ (W£u-/3-mn) δΕ - 0, (2,20)

-6Ni\l(11CT)) = ^ г п т ( / т - / л ) δΕ. (2,21)

Корреляцию флуктуации 6iVST) можно нредставить в виде

AT£m')i5r РР-«- = AT/nmn,m, (RR'PP'tt'). (2,22)

Уравнение для функции fnmn'm' определяется кинетическим уравне-
нием (2,9) и решается при начальном условии

(бЛ г„тб^тОнкС '?Р'*= =

Ь (R - R') б (Р - Р') (6nn>fm-m (R, Р, 0 -г /пп'бт'т)- (2,23)

Вывод этой формулы дан в приложении к статье 3 4.
Выражения (2,22), (2,23) соответствуют классическим формулам

(1,22), (1,19).
Рассдютрим частный случай общей формулы (2,23).
При /,ш< - δ,ιη'ίη (Д л я медленной части функции fnn·) из (2,23)

находим

r = (2n?0 3 o(R-R')6(P-P') .Yo^6 m ^(/ m -:-/ n )/2.(2,24)

ЭТО выражение для спектральной функции источника мы используем
при выводе выражения для интеграла столкновений.

2.2. И н т е г р а л с т о л к н о в е н и й Jn

Как и в первой части (см. (1,24)), выразим интеграл столкновений
(2,17) через спектральную функцию

Jn = 'ΆΝ%π)* 2 j l m (бЛГ«™ 6 E W r™ άω dk- < 2 ' 2 5 )

Спектральную функцию (SNnmfttyak и здесь представим в виде суммы
двух частей — индуцированной части и вклада от источника (см. (1,29)).

Для индуцированной части при тех же предположениях, что и в пер-
вой части, получаем выражение

Отсюда находим соответствующее выражение для функции Re(6j6E)wk.
Оно совпадает по форме с выражением (1,51). Диэлектрическая проницае-
мость теперь определяется выражением

ε (», к) =1 + 2 Щ^Щ? \ ^ Ь - Г «Я*· (2-27)
nm

2 УФН, т. 101, вып. 4
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При максвелловском распределении по скоростям после интегрирования
получаем

3 ~

l — 2ni/ze~z™ f eiZdt, (2,28)

Для частот, близких к резонансным (| ω — ωη7η | <ξ Дшд), из (2,28)
следует

8 = 1 -
n>m

(2 29)
1/2 4ле2ге — ν ' /

n>m

Для верезонансной области из (2,27)

nm
Для осциллятора формулы (2,27) — (2,30) совпадают с соответствую-

щими классическими формулами (1,40) — (1,42).
Вклад в спектральную функцию от источника определяется выраже-

нием

|llm((6iV<!>6E)o i krn m) ( ' i C T ) =

(2,31).

Отсюда, с учетом того, что

v J /ТТ П \ ϋ Ζ. Ι 1

находим

Re (6j OE)&CT) =

[2 ZJ
nm

О) oui^e-iywc -^\ ι ι rnm I" с / i__ \ / J: , j \ "•*• /o qo\

Формулы (2,26), (2,31) и определяют интеграл столкновений
Jn (R, Ρ, ί) (2,25).

Уравнение для спектральной функции электромагнитного поля отли-
чается от уравнения (1,58) лишь тем, что для ε (ω, к) надо взять квантовое
выражение (2,27), а для второго члена правой части, определяющего вклад
от источника,— выражение (2,32).

Из формул (1,51), (2,32) в равновесном случае для спектральной
функции поля следует известное выражение (формула Каллена — Вель-
тона)

(6Е 6E)mk = | ω 2 ε _ _ с , к г { г { т + е Ш / к Т t ) • (2,33>

При % — 0 оно совпадает с выражением (1,59).
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Выполним в выражении для Jn интегрирование по к, а в резонансных
членах и по ω. Б результате в нулевом приближении по ΔωΒ/ωη 7 η получим
следующее выражение (более общий результат приведен в работе 2 6 ) :

71 == з^з" ^ ' Гпт " 11 ' ω » ι η

Это выражение соответствует классическим выражениям (1,55), (1,56).
Из формул (1,51), (2,32) следует соответствующее выражение для

функции Re (oj 6Ε)ω.
Η равновесном состоянии спектральная функция поля определяется

выражением

Щ^ ( { ^ ) ЩУ1 . (2,35)

Оно следует, например, из уравнения для Πθ(ό]δΕ)ω = 0.
В правой части р ^ — температурная часть формулы Планка. Введем

соответствующую функцию и для неравновесного состояния

ρω = [(δΕδΕ)ω/4π2] —(Αω8 /?/2п 3 с 3 ) . (2,36)

Используя эту функцию, интеграл столкновений (2,34) можно записать
в виде

2
7П<П

т и - ' " ^ J ^

здесь
η _ 4π2£2 а i g a 1 ̂ m | 2

 я

— коэффициенты Эйнштейна.
В выражении (2,37) учитывается как уменьшение населенности

уровня η за счет спонтанных переходов на нижние уровни, так и увели-
чение населенности за счет спонтанных переходов с верхних уровней
на данный.

2.3. И н т е г р а л с т о л к н о в е н и й Jmn· У р а в н е н и е
д л я в е к т о р а п о л я р и з а ц и и

В интеграле столкновений JnL также можно выделить два вклада:
индуцированный и от источника.

Из выражений (2,19), (2,12) следует, что для определения вклада
от источника надо знать спектральную функцию

на частотах, близких к частотам переходов.
Из формулы (2,23) находим соответствующее начальное условие

2*
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Это выражение обращается в нуль, если условие резонанса
ш ш — ω η ι ? η ι выполняется лишь при п± = η, πΐ\ ~ тп, т. е. нет резо-
нансного взаимодействия между различными переходами. Вследствие
этого обращается в нуль и вклад от источника в интеграл столкно-
вений J(nin-

Ограничимся здесь рассмотрением этого случая. Тогда нам остается
определить лишь индуцированную часть интеграла столкновений. При
тех же предположениях, что и выше, для нее находим следующее выра-
жение:

m |
2 (6Е бЕ)М п т/Зй2. (2,39)

В результате кинетическое уравнение для / Й имеет вид

^ + Tnm+ Шптп) /nm=--^r n m (/ m —/ П )Е. (2,40)

Таким образом, частота столкновений уПтп определяется спектраль-
ной функцией поля на частоте перехода. В выражении для упт можно
учесть также и нерезонансный вклад, как это сделано в кинетическом
уравнении для функций fn.

Для спектральной функции на резонансной частоте можно
использовать установившееся решение, которое следует из уравнения
Re (δι 6Ε)ω = 0. Оно имеет вид

λ J ' пт

(5Е6Е)й ) п т=(2йш? 1 т \/7/с3) ( р т + Рд)/(Рт-Рп). (2,41)

В равновесном состоянии это выражение совпадает с (2,35).
В интеграл столкновений / п , определенный выражением (2,34),

входит также спектральная функция (6Е 6Ε)ω на нерезонансных часто-
тах. Уравнение для нее аналогично соответствующему классическому
уравнению (1,60) и имеет вид

(2,41')

Функции ε', ε" в этом уравнении определяются выражением (2,28).
В равновесном состоянии правая часть уравнения обращается в нуль

и для функции (6Е 6Ε)ω получается выражение (2,35).
Из кинетического уравнения (2,40) следует уравнение для вектора

поляризации перехода п+*т

Ρ (И Ρ t\ — pJV(r •/(1) —г /^h
•Гттг̂ -**» г ) " • ; - e j v \lmnjnrn lnmjmn)·

Оно имеет вид

Ι ~β7"\~ ' ~~дп I "пт ~Г '-'Упт —-Q! Г ωτιηι"ητη — ~ q^~ &mn ТПт (/m In) k .

(2,42)

Сравним это уравнение с соответствующим классическим уравне-
нием (1,67).

При Ε = 0 эти уравнения совпадают по форме. Существенное раз-
личие состоит в том, что в классическом уравнении затухание у обуслов-
лено полностью вкладом от источника, а в квантовом уравнении вклад
в Упт о т источника равен нулю. Вследствие этого коэффициент затухания
упт, как это следует из формул (2,39) и (2,41), зависит от функций / т , / п .
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Введем вместо спектральной функции поля функцию р(|) (2,36) и выра-
зим упт через коэффициенты Эйнштейна:

Ρη

При равновесном распределении поля из (2,43) следует известное
выражение для упт.

Из формулы (2,39) видно, что ширина линии перехода η ^^ т опре-
деляется спектральной функцией поля на частоте ωϊλίΜ. Флуктуации
поля определяют также и смещение частоты перехода. Величина смеще-
ния определяется выражением

2 е'2 Ι Γ ίΛΚ βΚΊ
O0) 7 i m =·' -тг -*."%• Гпт " "ТГ" Л ~ 77 &Щ

о п- Ал J co, im — ω
г»

здесь У обозначает интеграл в смысле главного значения, поэтому сме-

щение частоты определяется спектральной функцией на нерезонансных

частотах.
Заметим в заключение, что кинетические уравнения для функций

fm fn]m остаются справедливыми и при учете взаимодействия через потен-
циальное поле. При этом функция

(6Е 6Ε)ω _» (6Е 6Е)^П) + (6Е 6E)LB),
т. е. заменяется суммой спектральных функций потенциального и вихре-
вого полей. Выражения для этих функций можно найти, например,
в работах 2 6 .

2.4. С п е к т р а л ь н а я ф у н к ц и я ф л у к т у а ц и и
п о л я р и з а ц и и

Из уравнения (2,42) при Ε - I) следует уравнение для корреляции
флуктуации поляризации

д г-ч~ ^ *PTm (R, Ρ t) бРп'т' (К'» Ρ', п ( и с т ) = ΰ.

(2,44)
Соответствующее начальное условие следует из (2,24)

(6Р д тбР*'„7)< и с т ) - (2ηΐι)4 (R — R') б (Р —Р') Ьпп'дтт' \ rnm | 2 (/m + /n). (2,45)

Используя решение уравнения (2,44) при начальном условии (2,45),
получим выражение для спектральной функции поляризации

( О " OJr )щк : = = / ι о " ; ! ί^»*^")
•̂ -J π ω η η ι J Pm — Pn

е ш — мнимая часть диэлектрической ироницаемосш для переходов п^т,
/ (Р) — распределение Максвелла.

В выражении (2,46) стоит произведение двух функций

" ί Pm + Pn. . 1 • 1
" m 2 р т а - р п ~" 2 ^ ^ ω π ^ / κ Γ ^ ^ '

Первая имеет характерную ширину Δω^, а вторая кТ/Ъ. При условии

vJFjb. ^> Аа>п (2,47)

выражение (2,46) можно записать в виде

(2,48)
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здесь ε" = ^j ε'ήτη — мнимая часть диэлектрической проницаемости.
η > т

Выражение для нее при AGJD Э1 Упт совпадает с (2,28). При % = 0 фор-
мула (2,48) совпадает с классическим выражением (1,73).

Условие (2,47) использовалось уже фактически при выделении резо-
нансного вклада при выводе выражений для интегралов столкновений.

Если выполнено условие 7г(опт ^> х7', то в выражении (2,43) для упт

второй член много больше первого и упт не зависит от функций рас-
пределения / n , / m . При этом условии выражение (2,46) справедливо и для
неравновесного состояния.

2.5. Ш и р и н а л и н и и и з л у ч е н и я л а з е р а

Предположим теперь, что рассматриваемая нами система атомов,
является активной средой газового лазера. Это может быть, например,
неон в Не — Ne-лазере. Рассмотрим флуктуации фазы лазерного излу-
чения. Эти флуктуации и определяют ширину линии излучения. Обозна-
чим индексами а, Ъ уровни с инверсной заселенностью; а — верхний
уровень, Ъ — нижний.

В приближении двух уровней кинетические уравнения (2,16), (2,34),
(2,40) можно записать в виде системы четырех уравнений для функций
/а» /ь» fabi fba· Если выполняется условие Ъ.(йаЪ 3» κΤ\ то в интегралах
столкновений можно пренебречь членами, содержащими функцию ρω.
При этом интегралы столкновений (2,37), (2,39) становятся линейными
функциями / n , fnm.

На этом основании систему кинетических уравнений для функций
распределения /о, /ь ,/atn fba можно записать в виде 35~37

- / а Ь г Ь а ) Е - Т а ( / а - Й 0 ) ) , (2,49)

a-fain>a)V-yb (fb-U0)), (2,50)

[if + V Μ + i(aab + УаЬ) ?аЪ ^ "Τ" Г а Ь У*~~ ^й' Е ' '2 '5 1^
ί — ί*
Jba — labi

где /α°\ /ί,0) — заселенности уровней a, b, определяемые накачкой.
Как и в классическом случае, рассмотрим одномодовый режим гене-

рации. Зададим форму поля в виде бегущей волны, что имеет место, на-
пример, в кольцевом генераторе при подавлении одной из волн.

Спектральная функция шума, определяющего ширину линии, снова
будет определяться формулой (1,85). Однако выражения для спектраль-
ных функций теплового и поляризационного шума будут теперь, есте-
ственно, иными.

Спектральная функция теплового шума будет определяться выра-
жением

(1/2F) (eo6E (T))L - (4nhIVQ) [й+ (1/2)], w = (eh<*'*T~ I)" 1 . (2,52)

При Λ = 0 это выражение совпадает с (1,86).
Найдем выражение для спектральной функции поляризацион-

ного шума.
Введение названия «поляризационный шум» оправдано тем, что шири-

на спектра флуктуа'ций поляризации (порядка Δωβ) много больше шири-
ны спектра излучения лазера Δωφ. Амплитудные флуктуации здесь рас-
сматривать не будем.
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Чтобы найти спектральную функцию поляризационного шума, рас-
смотрим, как и в п. 1.7, решение уравнений (2,49) — (2,51) на интервале
t — t' таком, что

1/Т„, 1/ть, Муаь <t-f < 1/Δωψ, ί/Αωρ. (2,53)

На этом интервале флуктуациями фазы можно пренебречь и, следо-
вательно, считать в уравнениях (2,49) — (2,51) поле детерминированным.
Оно определяется выражением (1,76).

Уравнения (2,49) — (2,51) при заданном поле являются относительно
функций / а , / ь , / о Ь линейными уравнениями, с источниками fa\ /&" —
накачкой.

Вследствие дискретности рабочей среды — возбужденных атомов
неона, а также из-за наличия теплового шума в резонаторе, уравне-
ния (2,49) — (2,51) следует рассматривать как уравнения для случайных
функций.

Усредняя эти уравнения, получим соответствующие кинетические
уравнения для функций / а , / ь , fah. В соответствии с условием (2,53) при
усреднении поле рассматривается как детерминированное, поэтому урав-
нения для средних совпадают с уравнениями для случайных функций.

Рассмотрим установившееся решение кинетических уравнений. Оно
определяется заданными функциями /?\ Д0), т. е. накачкой и полем.
Поскольку установившееся решение при заданных функциях fa\ /ь0) опре-
деляется только полем, его можно назвать индуцированным.

Обозначим через 6/а, 6fab отклонения функций / а , / а Ь от этого решения:

fn = fa δ/ α . /(1Ь = /а6+бУаь.

Уравнения для отклонений отличаются от уравнений (2,49) — (2,51) лишь
отсутствием членов с функциями /άϋ), Д0).

Вместо уравнений для / а , fb дальше удобнее использовать уравнения
для функций

R^ia-rh, D=fa-fh. (2,54)

Система уравнений для отклонений имеет такой вид:

/аь" — ^ Tab6DE, 6/^=6/^, (2,55)

' ( ^ + у ^ + ^ ^ ) ^ Н - : ? ^ 6 Л = ^(п«6/оЬ-6/ьаГаь)Е, (2,56)

Снова рассмотрим приближение вторых корреляционных функций. В со-
ответствии с уравнениями (1,23), (2,20), (2,21) в уравнениях (2,55) — (2,57),
соответствующих приближению вторых моментов, произведем замену

(2,58)

Так как на временном интервале (2,53) ноле не флуктуирует, в отли-
чие от (2,20), (2,21), в уравнениях (2,55) —- (2,57) нет членов, пропорцио-
нальных 6Е, т. е. индуцированные части случайных отклонений 6/оЬ, б/),
07? равны нулю. Вследствие этого

bfab -= δ/afт), 6D = 6/>(ист\ δΗ - 6Я(ИСТ). (2,59)

Таким образом, корреляции отклонений б/аЬ, δΖ), 6R равны соответ-
ствующим корреляциям отклонений δ/(^τ>, 6ZMHCT\ 6Л(ИСТ).



600 ю. л. климонтович

В соответствии с определением корреляции источника (1,22), (2,22),
надо найти решение кинетических уравнений при начальных условиях
соответственно (1,19), (2,23).

Кинетические уравнения (2,49) — (2,51) — неоднородные уравнения.
Решение их при заданном поле Ε может быть представлено в виде суммы
двух частей: решений однородного и неоднородного уравнений. Первое
решение определяется начальными условиями.

Так как однородные кинетические уравнения совпадают по форме
с уравнениями (2,55) — (2,57), то с учетом равенств (2,49), используем
эти уравнения для определения интересующих нас корреляционных и
спектральных функций случайных отклонений б/аЬ, бй, 6Ζ>.

Запишем уравнение для двухвременной корреляции отклонений
о7аьст)- Из уравнения (2,55) находим

(2,60)

В это уравнение входит новая функция — корреляция отклонений
δΖ>, б/аь. Уравнение для нее следует из (2,56) и содержит две новые функ-
ции: (6i?6/*b), (б/Ьаб/*ь). Уравнение для первой из них следует из (2,57),
а для второй из уравнения для функции б/Ьа. Эти уравнения не содержат
новых функций. В результате получаем систему четырех уравнений. Запи-
шем соответствующие начальные условия.

Из формул (2,23), (2,24) для случая двух уровней находим

j δ ( R _ R, } б ( Р _ n {fa + j b h (б/Ь аб/^) ( и с т ) - о,

(2,61)

(δΰδ/*6) = 0, (бДб/ЬОкн'ррч = (2πΑ)3 Ν^δ (R - R') ό (Ρ - Ρ') /Ьа. (2,62)

Вернемся к формуле (1,85) для спектральной функции шума, опреде-
ляющего флуктуации фазы.

Второй член, учитывающий вклад теплового шума резонатора, опре-
деляется в квантовом случае формулой (2,52). Первый член, определяю-
щий вклад флуктуации поляризации, полностью выражается через спек-
тральную функцию (ео6Р)^око лишь в случае слабого поля, когда можно
пренебречь эффектом насыщения *). В случае сильного поля удобнее
выразить вклад в (ξ2)ω от поляризационного шума непосредственно через
спектральные функции отклонений 6/аЬ, б/Ьа.

Введем вместо функций б/аЬ, б/Ьа медленно меняющиеся функции

(2,63)

bfba = bUae
m^kon+<'\ (2,64)

Тогда первый член в формуле (1,84) для ξ можно представить в виде

*) Это обстоятельство не учитывалось в работе 3 3 (см. 3 4 ) .
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Отсюда следует выражение для спектральной функции

. С.

(2,66)

Таким образом, спектральная функция (ξ 2)ω определяется спектраль-
ными функциями

(бДьО/аь)«,о, (07&αδ7αϊ0ω,θ· (2,67)

Эти функции связаны со спектральными функциями отклонений ό/αίΜ 6/&α

равенствами

(Sfab$}tb)<j>+a0, K-J-ko = (^/аЬО/аь)ш, k, 1

/Ά/ R-f* \ - (Κϊ ЛТ* ϊ *2(Ωο*—boR-ί-φ) | ^ ' '
^O/baO/abM-Qo, k-kn ~ ^O/baO/abJ e · )

В выражение (2,66) входят спектральные функции при к - 0. Так
как ω <ξ ΩΟϊ при определении спектральных функций (2,68) можно пола-
гать и ω = 0.

В результате вычислений для спектральных функций (2,67) полу-
чаются следующие выражения:

(2,69)

г; jo(p-p)?

(2,70)

здесь введены обозначения

Я;), го Г^=о^ (2 Л )

Va+Yb) /2 79)

— параметр насыщения.
Подставим выраягения (2,69), (2,70) в формулу (2,66). В результате

получим выражение

ab J {2лНу3 Χ

Выразим функции/α+ /ь, fa — fb через функции /a0), /ь0), определяемые
накачкой.

Для этого надо использовать уравнения для индуцированных частей
функций /а, /Й, ]аЪ. Напомним, что уравнения для этих функций совпа-
дают с уравнениями (2,49) —(2,51).

В результате решения получаются следующие выражения:

/в(Р)+7ь(Р) = /1°> + Д°) + > ^ . / ? ^ ( Р ) ^ ^ 1 | (2,74)

>)ro/rE. (2,75>
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Подставим эти выражения в формулу (2,73). Учтем, что

здесь ра — заселенность уровня, обусловленная накачкой, / — распределение
Максвелла.

В результате получаем следующее выражение:

. (2,76)

Рассмотрим два предельных случая:
а) Неподвижные атомы (/(Ρ) = δ (Ρ)):

б) Н е о д н о р о д н о е у ш и р е н и е (γα& <ξ Δωβ). В нулевом прибли-
жении по yob/Ac^ из (2,76) после интегрирования по Ρ находим

(ξ2)ω = V^ М*еЧ | rab ρ (бУДоъГ1 (1 + аЕ1)ш (pi0) + pi°>). (2,78)

Выражения (2,77), (2,78) удобно представить в ином виде, используя
выражения для мнимой части диэлектрической проницаемости

ε" (Ωο) = - Апеп-1 гаЪ |2 пуаЪО(0)13П [(ωα& - Ωο)^ + fab (1 -f аЩ)] (2,79)

для неподвижных атомов и
2)i/2г" (Ωο) = -п^ЛпеЬг \ гаЪ | 2 Л(0)/ЗйЛшр (1 + aE2

0)
i/2 (2,80)

при γα&<Δωΐ>, ωα& — Ωο <t Δωΐ>.
В результате выражения (2,77), (2,78) принимают вид

(5 )ω ήν

(2,81)
для неподвижных атомов и

Л "fc D ( 0 ) + O ( 0 )

^ ab<AW D. (2,82)

Приближение неподвижных атомов оправдано для лазеров с одно-
родным уширением линии.

Рассмотрим предельные случаи слабого и сильного поля:
а) С л а б о е п о л е (a£J <̂  1). В нулевом приближении по аЕ\ фор-

мулы (2,81), (2,82) совпадают по виду:
) -pL 0 ) ] . (2,83)

Различны лишь выражения для функций г"а. Они следуют из формул
(2,79), (2,80) при аЕ2

0 = 0.
Используя формулы (1,89), (2,52), (2,83), получим для этого случая

•следующее выражение для ширины линии излучения:
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Здесь первый член определяется тепловым шумом резонатора, а вто-
рой— поляризационным шумом. Во втором члене стоит произведение двух
отрицательных величин е * < 0 и ρ£0) — pi ) <C0.

Выражение (2,84) обычно записывают в ином виде.
Введем обозначение для мощности

Ρ = AcopW = Δωρ#;Κ/8π, Δωρ = %IQ

и используем условие самовозбуждения

^-Ч-е;=-0. (2,85)

Тогда, исключая е"г можно записать выражение (2,84) в виде

Δωφ ^ - ( Δ ω ρ ) 2 Ι и-f _ - ; - _ _ _ . (2,86)
V " Ρα ~~Pb /

Э'ю выражение совпадает, например, с полученным в работе Хакена4.
Вычисление ширины газового лазера проводилось и в ряде других работ,
например, Лэмба35, Лекса3, Уиллиса5 и др.

В первом приближении по аЕ\ из формул (2,81), (2,82) находим

Π ί 0>

Ί ( 0 ) '

о) С и л ь н о е п о л е (оEl >̂ 1). Для неподвижных атомов из формул
(2,81), (2, 77) следует

УЬ—Уа

ι 0 )

'Я Н " ^ Г ^ + М М - (2,87)

Таким образом, спектральная функция поляризационного шума при
аЕ\ ^>1 не зависит ΟΊ ПОЛЯ.

Если изменение мощности производится за счет изменения добротности
при постоянной накачке, то с учетом условия (2,85) выражение (2,52)
можно записать в виде

| V1 (/7+ 1/2). (2,88)

Так как в сильном поле

ε" = - 4яе21 rab | 2 nDi0)/3%уаЪаЕ1 ~ l/aE2

01

спектральная функция теплового шума убывает с ростом поля. Вследствие
этого ширина линии при аЕ\ ~^> 1 определяется поляризационным шумом.

В результате получаем выражение

Λ,ν ^ Ω " «»„Я* ί Γ Ρί> + 9α ι УЬ — У

Сравним формулы (2,84), (2,89). Из них следует, что как в слабом,
так и в сильном поле ширина линии обратно пропорциональна энергии
поля, т. е. Δωφ ~ i!W. Однако коэффициент пропорциональности раз-
личен.
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В случае газового лазера при аЕ\ Э> 1, но ·ψα\βΕ\ <С АюЬ, из форму-
лы (2,82) следует

(ξ% = (АлПг"!2У) аЕ\ (р£0) + ρ£0))/[ρί°> - р£0>]. (2,89a)

Так как теперь (см. (2,80))

ε " _ —УИ4яе*п\гаЬ\*/ЗП/!нйо{аЕ*У/2~ М{аЩ)т, (2,90)

то поляризационный шум растет как (аЕ1) '' .
Ширина линии определяется выражением

'αΕΙ (р£°> + р<,0))/[р£0> - р£0)] ~ W 1 / 2 (2,91)

и, следовательно, уменьшение ширины линии с ростом мощности при
aEl >̂ 1 замедляется.

Результаты (2,89а), (2,91) качественно согласуются с приведенными
в работе 33.

В настоящее время имеется уже значительное число эксперименталь-
ных работ, посвященных определению ширины линии излучения и ис-
следованию спектра амплитудных флуктуации газовых лазеров. По по-
рядку величины результаты расчета ширины линии согласуются с экспе-
риментальными данными в области превышений над порогом, когда
справедлива корреляционная теория.

Для детального сравнения с экспериментальными данными необхо-
димо обобщение приведенных выше результатов. Дело в том, что наиболь-
ший интерес представляет исследование флуктуации в линейном лазере,
где форма поля близка к стоячей волне, и в кольцевом лазере в режиме
двух встречных волн. В этих случаях при расчете фазовых флуктуации
необходимо учитывать влияние амплитудных флуктуации и связи встреч-
ных волн. Обзор этих результатов не может быть проведен в рамках на-
стоящей статьи, поэтому ограничимся лишь указанием литературы 34- 38~47.

В заключение отметим, что хотя изложение велось здесь на примере
газа, атомы которого взаимодействуют лишь через поперечное поле, подоб-
ным же методом можно рассчитывать неравновесные флуктуации и в дру-
гих системах.

Московский государственный
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