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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ СКОРОСТЕЙ ЭЛЕКТРОНОВ. ДВИЖУЩИХСЯ
В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ. I*)

Б. И. Давыдов

Вычисляется распределение электронов, движущихся в газе под действием посто-
янного электрического поля. Учитываются только упругие столкновения электронов
с молекулами, причем предполагается, что скорости молекул распределены по Макс-
веллу. Найдено распределение скоростей по величине и по направлениию и формулы

1. ВВЕДЕНИЕ

Распределение скоростей электронов, диффундирующих под действи-
ем электрического поля, вычислял Л о р е н ц 1 . Его формулы, пред-
назначавшиеся для металла, там как раз неприменимы вследствие вырож-
дения электронного газа. Они, однако, применимы к электронам, движу-
щимся в газе.

Л о р е н ц решал основное кинетическое уравнение по методу возму-
щений. В качестве «нулевого» приближения он брал максвелловское рас-
пределение; электрическое же поле рассматривалось как возмущение.
При этом учитывались только члены, линейные относительно напряжен-
ности поля. Это приводило к тому, что средняя энергия электронов оста-
валась равной 3/2 кТ: изменение энергии в слабых токах является квадра-
тичным эффектом.

Такой метод возмущений пригоден, очевидно, только при слабых
полях. Впрочем, если считать, что длина свободного пути электронов не
зависит от их скорости или, по крайней мере, что она не стремится к нулю
вместе со скоростью, то число столкновений с молекулами газа в единицу
времени с уменьшением скорости стремилось бы к нулю. В результате
при достаточно малых скоростях действие поля было бы сильнее, чем
взаимодействие с молекулами. Это приводит к тому, что в области малых
скоростей разложение по степеням поля расходится, и уже второе при-
ближение обращается в бесконечность.

В действительности, конечно, число столкновений с уменьшением
скорости не стремится к нулю, так как при малой скорости электрона
уже не электрон налетает на молекулу, а, наоборот, молекула налетает
на электрон. Поэтому продолжительность свободного пути с уменьшением
скорости стремится к некоторому большому, но конечному значению
tmax ~ IIVM, где I — средняя длина свободного пути электронов, a vM —
средняя скорость молекул. Если это учесть, то метод возмущений должен
сходиться, если энергия, приобретаемая почти покоящимся электроном
в поле за время т т а х , гораздо меньше, чем кТ. Это дает

еЕ1 У Mini <c кТ,

где m — масса электрона, Μ — молекулы.
Такая область сходимости, однако, очень мала. Мы применим поэтому

другой метод, который сводится в основном к разложению по степеням
отношения пг/М, причем мы всюду будем, конечно, ограничиваться низ-
шими членами.

*) Воспроизводится по ЖЭТФ 6 (5), 463 (1936).
**) В сокращенном виде эта работа печатается в Сборнике трудов конференции

по газовому разряду, Ленинград, 1936.
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В дальнейшем выяснится, что во все формулы входит не <?*, а только

q--=q*(\-P),
где

π
1 (*

Ρ = -гг-ϊ- \ q (a) cos α sin a da
2q* ^ y '

a0

— отношение средней скорости электрона по оси χ после столкновения

к скорости его до столкновения, Ρ = —, где ν — скорость электрона
(считая, что до столкновения электрон двигался в направлении х).

Имеем
π

1 ί1

q = -7г- \ g (а) (1 — cos a) sin a rfa.

Этот интеграл сходится, даже если положить а0 = 0, если только силы
взаимодействия достаточно быстро убывают с расстоянием, не медленнее,
чем 1/г3, что в действительности и имеет место.

Таким образом, q* является лишь произвольной вспомогательной
величиной, которая вводится для того, чтобы можно было все взаимодей-
ствия разбить на отдельные столкновения; в дальнейшем она выпадает
и в окончательных формулах можно положить а0 == 0. Мы будем поэтому
в дальнейшем эффективным сечением молекулы называть

и соответственно этому длиной свободного пробега

1 '"*
—\ q (ее) (1 — cosa)sinac?a (2)

о

/ . (3)

Эффективное сечение зависит, конечно, от скорости ν и при этом для раз-
ных молекул различным образом. Эту зависимость трудно учесть в общем
виде, и мы будем считать, что q от ν не зависит.

При каждом столкновении электрона с молекулой направление его
скорости меняется сильно, величина же ее незначительно. Целесообразно
поэтому их разделить. Существенное изменение величины скорости полу-
чается только в результате очень многих столкновений; оно может быть
поэтому описано дифференциальным выражением типа обобщенного урав-
нения диффузии 2, причем радиальная составляющая вектора тока в про-
странстве скоростей будет

s-^—AJ [- — (v^Azf). (4)
' / ν2 dv к ί ! ' ν '

Здесь / — функция распределения, А^ш А2 выражаются через ср нее
изменение величины скорости и средний квадрат ее изменения за малый
промежуток времени At по формулам

л Αν л Αν2

 / с ч

^ А ( 5 )

Направление скорости, напротив, при каждом отдельном столкнове-
нии меняется сильно, и его приходится оставить под интегралом. Для
каждого электрона вероятность столкнуться с молекулой за время dt
будет vnq*dt. Следовательно, убыль электронов, скорость которых лежит
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При каждом отдельном столкновении электрона с молекулой его
энергия или абсолютная величина скорости меняется незначительно, так
что заметное изменение величины скорости складывается из очень большо-
го числа слабых изменений. Это позволяет применить метод Φ о к к е ρ а—
П л а н к а , т. е. перейти от интеграла к дифференциальному выражению.
Напротив, направление скорости при каждом столкновении меняется
сильно, и здесь к дифференциальному выражению переходить нельзя.

Мы будем учитывать только передачу энергии молекулам газа при
упругих столкновениях, пренебрегая неупругими столкновениями, сопро-
вождающимися возбуждением или ионизацией молекул. Получающиеся
формулы применимы, следовательно, только там, где средняя энергия
электронов невелика, не намного больше, чем кТ. Электрическое поле
должно быть поэтому сравнительно слабо, тем слабее, чем ниже плот-
ность газа. При большой плотности газа все же допустимы довольно силь-
ные поля, и, например, к дуге при атмосферном давлении формулы, вероят-
но, применимы.

Взаимодействие между электронами также не учитывается. При силь-
ной ионизации оно играет большую роль, и распределение скоростей
благодаря этому будет ближе к максвелловскому. Однако можно думать,
что средняя энергия электронов и их подвижность этим существенно не
изменяются.

2. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ

Во все расчеты по кинетической теории газов входит длина свободного
пробега I* сталкивающихся частиц, которая обычно определяется как
путь от столкновения до столкновения. Если, как это в действительности
всегда имеет место, силы взаимодействия меняются с расстоянием между
частицами непрерывно, эта длина становится в значительной мере
произвольной, так как не известно, что следует здесь считать «столкно-
вением».

Столкновения между электроном и молекулой должны рассчитываться
по законам квантовой механики. При этом рассматривается свободный
электрон, падающий на неподвижную молекулу и упруго отражающийся
от нее (неупругого рассеяния мы не учитываем). Пусть эффективное сече-
ние молекулы для отражения под углом а к направлению первоначального
движения будет q (а), так что вероятность отражения под углом а будет

2π

1 ' 1
-τ— \ dcp · q (a) sin a da = -у q (a) sin a da.

о
π

Вообще говоря, \ q (a) sin a da расходится; мы выберем некоторое про-
Ό

извольное достаточно малое а 0 и будем называть «столкновением» случай,
когда электрон отклонился на угол больший, чем а 0 . Тогда «полным»
эффективным сечением молекулы будет

π

q* = -ψ \ q(a) sinada. (1)
αο

Скорости молекул очень малы по сравнению со скоростью электрона,
и (условная) длина свободного пути электрона, движущегося в газе
плотности п, будет

/* —
пд*
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в элементе телесного угла sin θ άϋ· άφ под углом -θ к оси χ, будет
vnq*f ip, φ) dt. С другой стороны, в этот элемент в результате столкнове-

ний попадут электроны, двигавшиеся
раньше в другом направлении; это дает

2π π
ι ? ?

—.—-vndt\ dq>" \ /(θ 1 ' , φ') q (α) sin α da.
0 α 0

Здесь α — угол между направле-
ниями (θ, φ) и (•&', φ'). Наконец, убыль
частиц под действием электрического

поля Ε в направлении χ будет у-γ— ,

где γ — ускорение, сообщаемое

полем.
Имеем

dv

д η д . 1 . 2 „— = cos tr ——l· -— s i r tr ̂ r
; x dv ν д

В результате получаем уравнение

П&
2π

" \ /(θ·', φ') g (α) sin α ί ί α | = 0 . (6)

Вычислим прежде всего At и А2. В результате столкновения с элек-
троном скорость молекулы vM изменится незначительно, и при вычислении
Αν2 этим изменением можно пренебречь. Выбирая углы так, как пока-
зано на рисунке, получим для изменения величины скорости

Αν = vM sin θ [cos φ — cos (φ -j- α)] —

= νΜ sin •& [cos2 φ (1 — cos α)2 + sin2 φ sin2 α -f- 2 sin φ cos φ sin α (1 — cos а)]1/г.

Следовательно,

2π π

\ dm \ \ Av2q (α) sin α cia sin θ c/θnvAt
8π

π

\ g (cc) (1 — cos a) sinac?a = -̂ -

Ho

так что

ш
(7)

Чтобы найти Αν, нам нужно было бы учесть в Δι> члены более вы-
сокого порядка по т/М; проще, однако, найти At косвенным путем,
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потребовав, чтобы при γ = 0 для максвелловского распределения

вектор тока s исчезал,

Это дает

Ai=-mr(™*-MT). (8)

3. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ

Будем искать стационарное решение уравнения (6), положив -—- — О.

Функции распределения будут тогда зависеть только от У и θ·, и
уравнение примет вид

2π π

+ vn \q*f — -r— \ d(P" { f (*') q И s i n adal = 0. (9)
0 ct0

Разложим / в ряд по полиномам Лежандра:

/ (ν, 0) = 2 /" (р) Р " ( c o s # ) = /о (у) + /i (y) cos ΰ· -г . . . (10)

Нас сейчас интересуют только первые два члена этого разложения.
Умножим уравнение (9) почленно на Pv (cos •&) sin # d$ и проинтегрируем;
благодаря ортогональности полиномов Лежандра мы получим ряд уравне-
ний для функций in {v)- Оставим первые два из этих уравнений для ν = 0
и 1, сразу сокращая на 2/(2ν+1) норму функции Ρν. Тогда первая
фигурная скобка остается без изменений, только вместо / будут стоять
соответственно /0 и /j. Вторая скобка дает

Это выражение легко получается, если воспользоваться известными
формулами для полиномов Лежандра

(cos* fl· — 1) ,Ρ; = -

Для ν = 0 и 1 получаем соответственно

Наконец, вычисляя интеграл, имеем

cos ϋ·' --= cos α cos "θ — sin α sin Φ cos φ".
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Подставляя это в интеграл, получим

2π π

-τ— \ ώφ" \ [/о + /i (cos α cos •&—sin α sin Φ cos φ")] g (α) sin a da,

0 αο

и в результате третья фигурная скобка по умножении на P v sin ϋ
и интегрировании по Ό дает

для ν = 0: vn {q*f0 — q*f0) = 0,

я

для ν = 1: у/г < q*f^ — γ /4 \ ςτ (α) cos α sin α da \ —

αο

я

= ~2~ vnfi \ q (μ) (1 —cos α) sin ada = vnqf^ = -j- / t .

αο

Здесь мы можем положить αο = Ο; q* выпадает, и остается только q.
Окончательно для ν = 0 и 1 получим уравнения

- ~ {vkTfi+(ыт+mv*) /;+4/ПУ/О}+-f [ /;+-f /t) = о,

w2)/; + 4my/1}+ } (11)

Первое из этих уравнений может быть представлено в виде

где вектор тока

s = Ж {vkTf + ην*Μ + Τ

v2s не должно зависеть от ν. Но s долншо быть везде конечным, следо-
вательно s = 0. Отсюда получаем

^ o)· (12)

Что касается второго из уравнений (11), то там входят величины
совсем разных порядков: vfjl—большая величина, yf'o также должно
быть сохранено, так как / 0 > /ι· Все же остальные величины более высо-
кого порядка относительно т/М, и ими можно пренебречь. Выражая /4

через /о по формуле (12), получим уравнение для / 0

еЕ
откуда, подставив значение у = , получим

) (13)

еЕ
, по

1 U /еЕ1\2

По формуле (12) находим теперь
1 М / eEl \2
β т U T ^1 Μ / e £ i \ 2 Ί

"6"ΊϊΓΐ fcr ) J
e ·
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Таким образом, мы нашли функцию распределения в виде

/(*>, θ) =/о (У) + Л И cos θ.

Тем же путем можно найти и дальнейшие /„, так как получающиеся
уравнения носят рекуррентный характер. Однако дальнейшие функции
мало интересны; они очень малы по величине и к тому же благодаря
ортогональности полиномов Лежандра они не отражаются ни на распре-
делении по величине скорости, ни на силе тока.

Распределение по величине скорости дается функцией /0, так как

я

\ Σ fn J рп (cos О) sin θ άϋ ·= /о-
Ό

Следовательно, распределение будет /0 (г;) v
2 dv.

/В случае слабых полей (eEll/ — С кТ\ в формулах (14) и (15)

мы можем пренебречь вторым членом в фигурной скобке. Это дает

/ „ ^ г Д ^ Т Г / е~2ьт, (16)

fi=JkT

Lfo- (17)

Если теперь пренебречь Е2, то /0 дает максвелловское распределение
и для Λ получается формула Л о р е н ц а .

Найдем по функциям (16) и (17) среднюю энергию электронов и их
подвижность. Имеем

_ _ Уз I /i»3 d» - 2 J

отсюда получается

Выражение для подвижности совпадает с формулой Л о р е н ц а .
В противоположном случае, при очень сильном поле, электроны

приобретают энергии значительно большие, чем средняя тепловая энергия.
Здесь мы можем поэтому пренебречь кТ, т. е. положить 77 = 0. Формулы
(14) и (15) дают тогда неопределенность. Эту неопределенность проще
всего раскрыть, вернувшись к уравнению (13), что дает

•У2

 r

 3

3 ;

откуда, подставляя значение γ, находим
3 т I mv* \2\

Эта формула получена впервые Д р о и в е с т е й н о м 3 . Для Л здесь
получается
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Для средней энергии электронов и их подвижности здесь получаются
такие выражения:

Эти формулы относятся к случаю, когда

еЕ1 | / - ^ - > кТ. (25)

При таком условии, однако, электроны приобретают большие энер-
гии и существенную роль начинают играть неупругие столкновения,
которые здесь не учтены.

Ленинград, Поступило в редакцию
ВНИТ 26 января 1936 г.
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О ПОГЛОЩЕНИИ СВЕТА И ПРИЛИПАНИИ ЭЛЕКТРОНОВ
И ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ ДЫРОК В КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ

ДИЭЛЕКТРИКАХ. I*)

Я. И. Френкель

В части I показано, что поглощение света в кристаллическом диэлектрике может
вызвать возбуждение последнего без ионизации; при этом «экситон», представляющий
собой возбужденное состояние, должен двигаться в решетке кристалла таким же обра-
зом, как электрон или положительная дырка в случае ионизации. С поглощением фото-
на, вызывающим образование экситоыа, может быть связано испускание или погло-
щение одного фонона, а также передача квантованного импульса решетке в целом;
этими обстоятельствами спектр поглощения значительно осложняется.

Вводя в рассмотрение искажение кристаллической решетки вблизи возбужденно-
го атома, можно объяснить захват («прилипание») экситона, приводящий в конце кон-
цов к превращению его в большое количество фононов, что соответствует конечной
стадии процесса превращения света в тепло в твердых телах.

Применение тех же принципов к электронам и положительным дыркам в опти-
чески ионизованном кристалле позволяет объяснить явления «прилипания», характер-
ные для диэлектриков и электронных полупроводников, не вводя представлений
о физических неоднородностях или о химических примесях.

§ 1 . Д в а т и п а п о г л о щ е н и я с в е т а ( э л е к т р и ч е -
с к и а к т и в н о е и н е а к т и в н о е ) ; к о л л е к т и в и з и р о -
в а н н ы е э л е к т р о н ы , п о з и т р о н ы и э к с и т о н ы . П о г л о -
щ е н и е с в е т о в о г о к в а н т а г а з о м м о ж е т п р и в е с т и л и б о к в о з б у ж д е н и ю

*) Работа написана в феврале 1936 г., опубликована в ЖЭТФ 6, 647 (1936)
и Phys. Zs. Sowjetunion 9 (2/3), 158 (1936). Часть I воспроизводится по «Собр. избр.
трудов», т. 2, М.— Л., Изд-во АН СССР, 1958, стр. 182. Часть II («Основы количествен-
ной теории») здесь не публикуется.


