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быть для красных сателлитов. Для проверки этого заключения был
сделан снимок (время экспозиции 96 час.) при температуре 220° С. Чтобы
сделать возможной оценку интенсивности, на ту же пластинку были
сняты марки интенсивности. Полученные результаты могут быть истол-
кованы следующим образом.

Интенсивность основных линий линейно возрастает с абсолютной
температурой, как это должно быть согласно классической теории п .
Интенсивность красных сателлитов, напротив, не возрастает, что указы-
вает, между прочим, на наличие здесь некогерентного излучения. Интен-
сивность фиолетовых сателлитов, и это следует особенно подчеркнуть,
возрастает с температурой значительно сильнее, чем интенсивность основ-
ных линий, как это было предусмотрено теоретически. Вопросы, затро-
нутые здесь лишь коротко, мы предполагаем рассмотреть более подробно
позднее.

В заключение следует заметить, что описанное выше явление сможет
оказать, вероятно, ценные услуги при изучении атомных сил в крис-
таллах.

Мы хотели бы воспользоваться случаем и выразить здесь сердечную
благодарность М. Леонтовичу за его большую помощь при проведении
этой работы.

Институт теоретической физики Поступило в редакцию
I Московского государственного 12.VII 1928 г.

университета,
9.VI 1928 г.
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ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЦИКЛЫ ПУАНКАРЕ И ТЕОРИЯ
АВТОКОЛЕБАНИЙ *)

А. А· Андронов

§ 1. В последние годы автоколебания вызывают все больший интерес
в ряде отраслей естествознания. Эти колебания отображаются дифферен-
циальными уравнениями, отличными от тех, которые исследуются в мате-
матической физике и классической механике. Системы, в которых про-
исходят эти колебания, не консервативны, и колебания поддерживаются
в них за счет непериодических источников.

*) Впервые опубликовано в Compt. Rend. (Paris) 18 (15), 559 (1929). Воспроиз-
водится по «Собр. трудов», М., Изд-во АН СССР, 1956, стр. 41.
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В качестве примеров укажем для случая уравнений в частных произ-
водных задачу (уже давно возникшую) о струне, возбуждаемой смычком,
а также задачу о Цефеидах в трактовке Эддингтона *; для случая обыкно-
венных дифференциальных уравнений: в механике — маятник Фроуда 2 ,
в физике — ламповый генератор (например, 3 ) , в химии — периодиче-
ские реакции (например, 4 ); аналогичные задачи возникают в биологии 5 .

§ 2. Рассмотрим простейший случай автоколебаний, соответствую-
щий в механике и физике системе с одной степенью свободы, в химии —
реакции между двумя веществами, в биологии — двум соответствующим
видам. Эти системы могут быть отображены двумя совокупными диффе-
ренциальными уравнениями:

~ = Р{х,у), -%- = Q(x,y). (1)

Известно, что стационарные решения такой системы уравнений могут
быть двоякого рода: это либо постоянные, либо периодические функции t.
Потребуем, основываясь на исследовании наблюдаемых в действитель-
ности движений рассматриваемого типа, чтобы рассматриваемые перио-
дические движения были устойчивы по отношению к достаточно малым
изменениям: 1) начальных условий *), 2) правых частей уравнений (1) * * ) .

Легко показать, что периодическим движениям, удовлетворяющим
этим условиям, соответствуют на плоскости х, у изолированные замкнутые
кривые, к которым изнутри и снаружи приближаются (при возраста-
нии t) спирали, соответствующие соседним решениям. Отсюда следует,
что а в т о к о л е б а н и я м , в о з н и к а ю щ и м в с и с т е м а х ,
о п и с ы в а е м ы х у р а в н е н и я м и т и п а (1), с о о т в е т с т -
в у ю т м а т е м а т и ч е с к и у с т о й ч и в ы е п р е д е л ь н ы е
ц и к л ы П у а н к а р е 8 .

Ясно, таким образом, что период и амплитуда стационарных коле-
баний не зависят от начальных условий. Исследование дифференциаль-
ных уравнений, относящихся к реальным случаям, показывает, что они
действительно обладают предельными циклами, определяющими стацио-
нарные движения.

§ 3. Общая теория 8>9 интегральных кривых уравнений типа (1)
позволяет во многих случаях качественно изучать эти уравнения и выво-
дить заключения относительно существования, числа и устойчивости
предельных циклов.

Количественное решение задачи, в котором χ ж у выражены как
функции времени, может быть легко получено только в случае малых
значений параметра 1 0 .

Рассмотрим в качестве примера ***) частный случай уравнений (1)

^ у; μ), -^^—x + vg^, y;v), (2)

где μ — действительный параметр, который может быть выбран доста-
точно малым. Когда μ = 0, уравнения (2) имеют решение χ = R cos t,
у = — R sin t; интегральные кривые образуют на плоскости х, у семей-
ство окружностей.

Пользуясь методами Пуанкаре, мы видим, что в случае достаточно
малого μ -φ- 0 на плоскости х, у остаются, вообще говоря, только изолиро-
ванные замкнутые кривые, близкие к окружностям, радиусы которых

*) См. Ляпунов 6 .
**) См. Бибербах 7 .

***) Этот случай представляет большой физический интерес; к нему приводятся
автоколебания, близкие к синусоидальным, в системах с одной степенью свободы:
ламповый генератор ж τ. π.
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определяются уравнениями
2Я

[/(i?cos|, — /? sin ξ; 0) cosing (R cos ξ, — Rsinl; 0) sin ξ] ί?| = 0. (3)
Ό

Эти замкнутые кривые соответствуют устойчивым стационарным дви-
жениям в том случае, когда выполняется соотношение

2Я

[fx, (R cos ξ, - R sin ξ; 0) + gy, (R cos ξ, - R sin ξ; 0)] d\ < 0. (4)
о

Поправка к исходному периоду 2π и выражения для ж и у получаются
в виде рядов по степеням μ, сходящихся для достаточно малых значе-
ний μ.

§ 4. Таким образом, теория автоколебаний, где до сих пор пользова-
лись почти исключительно нестрогими методами, получает — по крайней
мере для простейшего случая — прочную математическую основу.

Электрические автоколебания наиболее доступны эксперименталь-
ному исследованию. Несомненно, ряд явлений, характерных для этих
автоколебаний *), должен встретиться также в механических и химиче-
ских автоколебательных системах.
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О НОВОМ ВИДЕ ОЧЕНЬ БЫСТРЫХ β-ЛУЧЕЙ**)

Д. В. Скобельцын

Примерно на 600 стереоскопических снимках, полученных с камерой Вильсона,
находившейся в однородном магнитном поле, было обнаружено 32 следа β-лучей,
возникших вне камеры Вильсона, не искривленных сколько-нибудь заметно магнит-
ным полем, вследствие чего им в большинстве случаев приходится приписать энер-
гию, большую 15 000 кв. Приближенно рассчитанный ионизационный эффект этих
лучей составляет около II; угловое распределение показывает резко выраженное

*) Например, явление затягивания (см. Баркхаузен п ) .
**) Воспроизводится по Zs. Phys. 54, 686 (1929). Сокращенный перевод

В. П. Гридиной.


