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НЕЛИНЕЙНЫЕ ОПТИЧЕСКИЕ ЭФФЕКТЫ В КРИСТАЛЛАХ

Л. Н. Овандер

ВВЕДЕНИЕ

Применение оптических квантовых генераторов (лазеров) к изуче-
нию конденсированных систем (кристалл, жидкость) позволило наблю-
дать целый ряд нелинейных оптических эффектов 1 - 7. Их существо можно
пояснить следующим образом.

Допустим, например, что конденсированная система подвергается
действию двух интенсивных потоков электромагнитного излучения с ча-
стотами ω1 и ω3. Тогда в этой системе возникают потоки с частотами
2(χ>χ, 2α>2, ω4 ± ω2, τ. е. образуются суммарные, разностные и удвоенные
частоты. Если система обладает поглощением хотя бы в одной из спек-
тральных областей 2ω1 ? 2ω2 или toj-f- ω2, то оказывается возможным
наблюдать так называемое двухфотонное поглощение, т. е. исчезают два
фотона и возбуждается некоторое состояние конденсированной системы,
энергия которого равна сумме энергий фотонов. Указанные выше про-
цессы называются нелинейными. В этих процессах принимают участие
более чем два элементарных возбуждения (фотона, фонона и т. п.). Они
в ряде случаев становятся заметными лишь при достаточно больших
интенсивностях первичных потоков. Интересно отметить, что подобного
рода явления в микроволновом и радиодиапазоне были известны срав-
нительно давно. Это связано с тем, что необходимые для наблюдения
нелинейных эффектов потоки большой мощности первоначально удалось
получить именно в микроволновом и радиодиапазоне,· лишь совсем недав-
но потоки большой мощности удалось получить и в оптической области
спектра. В настоящем обзоре мы 'ограничимся главным образом рассмот-
рением нелинейных эффектов III порядка для оптического диапазона.

Отметим, что некоторые нелинейные эффекты могут иметь место
и при слабых интенсивностях падающих потоков излучения. Так, давно
известное комбинационное рассеяние в кристаллах, по сути дела, пред-
ставляет собой нелинейный процесс; оно является следствием взаимодей-
ствия электромагнитной волны с колебаниями решетки. Наконец, обыч-
ное поглощение, которое можно рассматривать как превращение энергии
электромагнитных волн в колебания решетки, также в определенном
смысле является нелинейным процессом.

Кристалл при взаимодействии с потоками электромагнитных излу-
чений выступает, как это указывалось С. И. Вавиловым 8, в качестве
преобразователя энергии электромагнитного излучения. Рассмотрим здесь
более подробно некоторые, в дальнейшем представляющие для нас наи-
больший интерес, этапы этого преобразования.
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Пусть на кристалл падает электромагнитное излучение, характери-
зующееся частотами rot и ω2. При прохождении электромагнитного излу-
чения через границу кристалл — вакуум в кристалле возникают соб-
ственные нормальные колебания с соответствующими частотами.

Эти колебания представляют собой колебания электронов и ядер
кристалла, связанные с колебаниями электромагнитного поля. Строго
говоря, механические колебания частиц нельзя отделить от электромаг-
нитных. О такой ситуации иногда говорят как о «смешивании» состояний
экситонов и поперечных фотонов. В результате «смешивания» образуются
наблюдаемые оптические волны, т. е. нормальные собственные колебания
или реальные экситоны (экситоны с учетом запаздывания) э~1 5.

Эти собственные колебания лишь в нулевом приближении можно
считать независимыми, учет ангармонизма приводит к тому, что колеба-
ния обмениваются энергией. Состояние кристалла, характеризующееся
достаточно интенсивными колебаниями с частотами ω ΐ 5 ω2, имеет вероят-
ность перейти в состояния с частотами 2ω ΐ 5 2ω2, ωι-\-ω2. Последние в
свою очередь создают электромагнитные волны с указанными часто-
тами, и приемник регистрирует удвоенную, суммарную и разностную
частоты.

Явление комбинационного рассеяния рассмотрим аналогичным
путем. Для конкретности ограничимся вначале стоксовой компонен-
той. Падающий световой поток возбуждает в кристалле нормальное
колебание с частотой ω0, которое превращается в два колебания с часто-
тами а>! и ω2, ω ο = ωι -f ω2. Колебание с частотой ωχ индуцирует электро-
магнитные волны, которые регистрируются как стоксова компонента
спектра комбинационного рассеяния, а колебание с частотой ω2 (фонон)
в дальнейшем превращается в тепло. Антистоксова компонента рассма-
тривается аналогично: колебания с частотами ω0 и ω2, «сливаясь», образу-
ют колебание с частотой ωο-Γ<»2· Последнее индуцирует электромагнит-
ную волну, которая регистрируется как антистоксова компонента спектра
комбинационного рассеяния.

Первой работой по теории нелинейных оптических процессов в крис-
таллах явилась, по-видимому, работа И. Е. Тамма 1 в, посвященная теории
комбинационного рассеяния. В этой работе комбинационное рассеяние
рассматривалось как результат взаимодействия нормальных колебаний
в кристалле. Однако работа И. Е. Тамма носила полуфеноменологический
характер, поскольку коэффициенты ангармоничности здесь в явном виде
не вычислялись. Между тем знание этих коэффициентов необходимо
для определения основных характеристик комбинационного рассеяния.
Конкретное вычисление коэффициентов ангармоничности, приведенных
в 1 6 , оказалось возможным в рамках сравнительно недавно построенной
микротеории и . Согласно этой теории гамильтониан системы (электроны,
ядра и поле излучения) может быть разложен по степеням амплитуд
кристаллических колебаний. Рассмотрение гамильтониана с точностью
до второго порядка по амплитудам позволяет получить энергетический
спектр нормальных колебаний в кристалле и ; учет оставшейся части
гамильтониана приводит к нелинейным процессам 18~20.

Другой подход к задаче определения спектра нормальных колебаний
кристалла используется в обычной кристаллооптике. Как известно (см.,
например, 1 7·1 3), знание тензора диэлектрической проницаемости ε ·̂ (ω, k)
позволяет определить показатели преломления, т. е. найти зависимость
частоты нормального колебания от волнового вектора. Эта зависимость

находится по формуле —^·η2= к2, где ω—частота, с — скорость света

в вакууме, η — показатель преломления, к — волновой вектор. В последние
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годы было обращено внимание на существенность учета в ряде спектраль-
ных областей явления пространственной дисперсии 13· 1 4, которая, как
известно, приводит к появлению некоторых новых эффектов (оптическая
активность, анизотропия кубических кристаллов, добавочные волны и др.).

В настоящее время имеются несколько вариантов теории нелинейных
оптических эффектов в кристаллах. В этой связи прежде всего отметим
большую теоретическую работу Бломбергена с сотрудниками 3 0. В этой
работе рассматривалось действие электромагнитной волны частоты ω
на квантовомеханическую систему; находилась возмущенная волновая
функция системы, а затем дипольный момент системы Ρ в возмущенном
состоянии как функция напряженности электрического поля волны Е.
Величина дипольного момента была представлена в виде разложения

Pi = buEj+hJhEjEh+..., (1)

где bij и $i3h — некоторые характеристики системы. Малым параметром
этого разложения, если не иметь в виду область резонанса, является
отношение Ε/Ео, где Ео— напряженность внутримолекулярного поля,
Ец — 107 в /см. Поскольку напряженность электрического поля Ε даже
в лазерах не превышает ~10 5 в 1см, отношение Е/Ео мало и составляет
величину порядка 10"2. Отметим, что в окрестности резонанса наряду
с малым параметром Е1Е0 может, вообще говоря, возникнуть большой

параметр — /, где ν — ширина резонансной линии, а / — сила осциллято-

ра. Если, например, ω <— 1015 сек"1, ν ~· 1012 сек'1, f ~ 0,1, то —/ ~· ΙΟ2

ν
и вопрос о сходимости разложения (1) требует специального обсуждения.
Если в разложении (1) ограничиться лишь линейным приближением,
т. е. положить β = 0 . . . и т. д., то мы приходим к обычной линейной
теории, в рамках которой нелинейные эффекты отсутствуют. Если же
мы учтем старшие члены разложения Ρ по степеням Ε (т. е. будем счи-
тать β Φ 0 . . .), то нелинейные эффекты оказываются возможными.
Используя (1) и уравнения Максвелла, можно показать (см. 3 0 ), что
под действием поля частоты ω благодаря наличию в (1) слагаемых, содер-
жащих старшие степени поля Е, дипольный момент единицы объема
также содержит старшие гармоники и, следовательно, в среде возникают
волны с частотами 2ω, 3ω и т. д.

Подобного же рода соображения были использованы в рабо-
тах 2 8" 3 2 · 60-69 ^ с м также обзор 7 1). Несколько другой путь был исполь-
зован в работе Лаудона 57.

Здесь поле излучения квантовано и нелинейные оптические эффек-
ты возникают в результате взаимодействия между кристаллом и излуче-
нием, которое рассматривается как слабое возмущение. Такой подход
нам представляется более последовательным, поскольку в его рамках
может быть рассмотрен, например, такой вопрос, как радиационная
ширина. Однако отмеченные трудности в окрестности резонансов сохра-
няются и здесь.

Отметим также работу 72, где было учтено влияние квадрупольных
переходов на нелинейные эффекты. Эти переходы становятся актуальны-
ми в кристаллах с центром инверсии, где нелинейные эффекты третьего
порядка в дипольном приближении запрещены. В работе 73 рассмотрено
взаимодействие излучения со свободными электронами, которое также
приводит к появлению суммарных гармоник.

Работа 74 посвящена расчету длины когерентного взаимодействия
излучения в нелинейной среде, а в 76 рассмотрена задача о прохожде-
нии случайных сигналов через нелинейную среду. Вопрос о наличии
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флуктуации нелинейных эффектов, обусловленных разбросом фаз и амп-
литуд различных мод, рассмотрен в работе 76.

Указанные выше работы 28~32· бо-вэ, 57, 72-76 качественно верно опи-
сывают нелинейные оптические эффекты в диэлектриках. Однако приме-
нимость их результатов ограничена малыми силами осцилляторов пере-
ходов в кристалле и областью частот, достаточно удаленных от полос
поглощения (более подробно см. § 7). Все эти ограничения естественным
образом снимаются, если в качестве состояний невозмущенной задачи
использовать состояния, отвечающие возбуждению в кристалле реальных
световых волн в среде (экситоны с учетом запаздывания) (см. работы η ·
18' 1 Э). В этих работах было показано, что теория нелинейных оптических
эффектов может быть развита на основе метода, использованного в п ,
который позволяет (см. 18> 19) наряду с квадратичными слагаемыми
в гамильтониане (собственно говоря, в п исследование было ограничено
именно квадратичными слагаемыми) строго выделить ангармонические
слагаемые третьего порядка.

Конкретное выделение слагаемых третьего порядка, отвечающих
рассеянию световых волн на фононах, было сделано вначале в работе 18,
что позволило рассмотреть длинноволновый край полосы поглощения.
В отличие от 18, в работах 19· 2 0 развита теория, позволяющая с единой
точки зрения рассмотреть взаимодействие нормальных колебаний любой
природы и описать такие явления, как удвоение частоты, эффект образо-
вания суммарной гармоники, явление двухфотонного поглощения, соот-
ветствующую ему люминесценцию. Указанный подход позволяет построить
микротеорию комбинационного рассеяния в кристаллах и дать объяснение
особенностей рассеяния в пьезоэлектриках. В ней отсутствуют трудности,
которые имеют место в прежних теориях при рассмотрении нелинейных
эффектов в окрестности резонанса.

Особенностью работ 1 8- 2 0, которые лежат в основе нижеследующего
изложения, является то, что в них взаимодействие между полем излуче-
ния и кристаллом не предполагается слабым. Это обстоятельство оказы-
вается существенным, поскольку в ряде спектральных областей взаимо-
действие между полем излучения и кристаллом действительно не является
слабым. Учет этого обстоятельства приводит к ряду наблюдаемых
эффектов, которые не могут быть рассмотрены в рамках теории возмуще-
ний по указанному выше взаимодействию (см. § 7). Все отмеченные ранее
вопросы будут более подробно освещены в дальнейшем. В первой главе
излагается общая теория нелинейных эффектов, а в последующем изло-
жении на основе этой теории рассматривается ряд конкретных эффектов.

I. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ЭФФЕКТОВ

§ 1 . В ы р а ж е н и е д л я г а м и л ь т о н и а н а

Как мы уже указывали ранее, для исследования нелинейных эффек-
тов в полном гамильтониане системы, включающей электроны, ядра
и поле излучения, необходимо выделить члены ангармонизма. Если
в этом гамильтониане ограничиться лишь учетом слагаемых квадратичных
по амплитудам колебаний кристалла, то соответствующее выражение
может быть точно диагонализовано. Существенно отметить, что возникаю-
щие при этом нормальные колебания суть не что иное, как электромаг-
нитные волны в среде, подчиняющиеся уравнениям Максвелла 2 1. Поэто-
му, рассматривая в дальнейшем члены ангармонизма в рамках теории
возмущений, мы тем самым предполагаем, что электромагнитные волны
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в среде, удовлетворяющие линейным уравнениям Максвелла, являются
хорошим нулевым приближением теории.

В связи со сказанным, в настоящей главе будет проведено выделение
слагаемых, существенных для описания нелинейных процессов.

Везде в дальнейшем мы ограничимся рассмотрением оптических
свойств кристалла в таких спектральных областях, которые не соответ-
ствуют возбуждению в кристалле свободных носителей тока. Следователь-
но, по сути дела, мы ограничимся изучением нелинейных оптических
эффектов в области экситонных полос поглощения.

Первоначально ограничимся рассмотрением молекулярного кристал-
ла с фиксированными молекулами; это означает, что центры тяжести
и направления главных осей инерции молекул фиксированы, однако
в молекуле могут происходить внутримолекулярные колебания. О том,
какие изменения возникают в теории при отказе от этих ограничений,
будет сказано ниже.

Если использовать кулоновскую калибровку поля электромагнитного
излучения 2 2, то гамильтониан системы можно записать в виде

Н = Н1 + Нг + Н3, (1,1)

где Hi— гамильтониан кристалла, в котором учтено лишь мгновенное
кулоновское взаимодействие между зарядами, Н2 — гамильтониан поля
поперечных фотонов, Н3 — взаимодействие между полем этих фотонов
и зарядами.

В рассматриваемом приближении, следуя и , запишем гамильтониан
кристалла в виде

+ γ 2 Vs,4(f,s; f,s; j , S l ; f,Si)blabt4briSbr,Si, (1,2)

/, s ; / ' , s ; /, « i ; f ' , a x

где s — номер ячейки кристалла, / — совокупность индексов, которые
дают номер молекулы в ячейке и номер уровня в молекуле, Ef— уровни
невозмущенной молекулы, V (. . .)—матричные элементы оператора взаимо-
действия между молекулами, Ь/_ s , bfS — так называемые паулиевские
операторы. Эти операторы характеризуют возникновение и уничтожение
/-го состояния в s-й ячейке и подчиняются соотношениям коммутации

t t t i , φ

(i — сокращенное обозначение fs).
Гамильтониан поперечных фотонов имеет вид 2 2

(q)«Hq). (1,3)

где q — волновой вектор фотона, ;' — номер поляризации, a/(q), aj(q) —
операторы рождения и уничтожения фотонов.

Оператор взаимодействия Н3 состоит из двух слагаемых 22:

Я 3 = ^з1 + Я 5 1 = - 2 ^ ( 1 . , Р . A{rs,p})-;-2 2^A2{rS j J,}, (1,4)

где ρ — индекс задающей номер молекулы в кристаллической ячейке
и номер частицы (электрона или ядра) в молекуле, ер, тр, Is,p, rs,P —
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заряд, масса, оператор импульса, радиус-вектор s-й частицы в р-й
ячейке соответственно, А {г} — векторный потенциал. Выражение (1,4)
можно записать в представлении вторичного квантования через опера-
торы а+, а и Ъ+, Ъ. Опуская подробности вычислений, которые можно
найти в работе19, запишем окончательные выражения:

Γ * = - Σ £
q,rJ, U Г, «

X Ьр, , Ъи , [П] (q) е1 (ч.' <*> Р)> + а+ (q) е~* <ч-г <3·*>»],

ЯН Jtft
3 = "vr

где

Σ
Ч> ч 2 .

α3·2 (q2) φ (q2 — qO + a+ (qt) a+2 (q2) φ (— q t — q2)},

φ (q) = 2 %f (q) 1$, s bf, s,

(1,5a)

f,f

lj(q) —единичный вектор, определяющий поляризацию фотона, V —
объем кристалла; радиус-вектор г (р) определяет положение р-й частицы
в ячейке.

Везде при последующем изложении предполагается, что подавляю-
щее большинство молекул находится в основном состоянии и лишь незна-
чительная часть в возбужденном. Это обстоятельство позволяет применить
метод приближенного вторичного квантования, развитый Η. Η. Боголю-
бовым23, т. е. вместо рассмотренных выше операторов Паули использо-
вать операторы

BfjS = bo, s b/, S, Щ, s = bftSbo,s (1,6)

(индекс / = 0 означает, что берется основное состояние). Эти операторы
с точностью до отношения числа молекул в возбужденном состоянии
к числу молекул в основном состоянии являются, как показано в и ,
операторами Бозе.

§ 2 . В ы д е л е н и е с л а г а е м ы х в т о р о г о и т р е т ь е г о
п о р я д к о в в и с х о д н о м г а м и л ь т о н и а н е

Дальнейшая наша задача состоит в выделении в выражении для
полного гамильтониана (1,1) слагаемых различных порядков по операторам
a/(q), Bft β. Эту процедуру проведем отдельно для каждого слагаемого (1,1).

Рассмотрим вначале оператор Ht (см. (1,2)). В результате перехода
в выражении для Ht к операторам Bf% s получаем следующее выражение:

(2Д)

где

1, « «1, / / '

+ vt, S1 (/, о, о, /') ви. + vt, tl (о, /, о, η щ,
+ FS,S1(/, 0, f , 0)Bf.

, в 1 (2,1а)
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—квадратичная часть,

Hf = I 2 {Fs, Sl (0, /, /', /") Bt s Br, S1 Bp, Sl +
I 5S!{/}

+ Vs. S1 (/, 0, /', f ) В,, S Br. n Bp, Sl + VSt n (/, /', 0, /") Bf, S Bp. Bp,Sl +

+ Vs, Η (/, 0, /', П В,,, Bp, s Br, Л (2,16)

— слагаемые третьего порядка.
Оператор (2,1а) диагонализуется с помощью замены

Ви. = 7V-1/2 2 [β μ (к) Β / μ (Α) β^> г«» + Bt (k) v% (к) ег** Щ, (2,2)

где TV — число элементарных ячеек в кристалле, г (s) — радиус-вектор,
определяющий положение s-й ячейки, Βμ(ί) — новые операторы Бозе.
Коэффициенты и^ и Vf^ определяются из системы уравнений

(Ef-E)uf+%

{Ε, + E)vf + % (Tftvf, + rffur) = 0,
где

5

I > = 2 У 0 в ( 0 , /, 0, f le ' iMW). ( 2 ' 4 )

При решении однородной системы уравнений (2,3) необходимо учесть
условие нормировки, которое имеет вид

Σ(Κ1 2 -Μ 2 ) = 1· (2,5)

После использования замены (2,2) выражение (2,1а) приобретает
вид

НТ= 2^(k)fii(k)BJ(k), (2,6)
μ, ft

где ^ ( k ) являются корнями векового уравнения системы (2,3) и опре-
деляют энергетический спектр кулоновского экситона.

Аналогичным путем выделяются слагаемые второго и третьего
порядков из оператора Н3. Опуская подробности вычислений (см. и > 1 9 ) ,
получаем

H3 = Hf + Hf, (2,7)
где

Ηφ = Η\™ + Ηψ* (2,7а)
— квадратичные слагаемые,

Ηψ = ΗΥΆ) + Ηψ3) (2,76)
— слагаемые третьего порядка.

Здесь введены следующие обозначения:

Я3

Г(2)= 2 {T(q,i,\i)aj(q)Bt(q) + T(-q,i^)at(q)Bi(-q) +
q, J, μ

+ T*(-q, j, μ)α,-(4)Βιι(-4) + Τ*(4, j, μ)αΐ(4)Βιι(4)}, (2,8)

= 2 [Д(Ч, Λ Α, μι, R 2 )Mq)^ 1 (k)5 i 2 (k + q) +
q, 3, μι, μ2

- д , /, k, μ ι , μ2)α^•(q)βμl(k)5ί2(k-q)], (2,9)
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т (q, h μ) = V2jv^ (° IЯ ч. μ)- (ο ι Л ч. μ) = Σ ^ (ч) м<>/ (ч)) »/μ (ч).

ρ

R (q, j , k, μ^ μ2) = J/ ^ (q, μ! | /1 q + k, μ2),

Выражение для Я*1*2) получается из (1,5) путем замены φ (qi—q2)

на iV^i —° (qi> q2)> где δ (qt, q2) — символ Кронекера: δ (q, q) = 1,

δ (qi, q2) = О П Р И q i ^ q2! выражение для Я^ 1^' также получается из
(1,5) путем замены φ (q) на

г

/, Ρ

Выражение (1,3) в каких-либо преобразованиях не нуждается,
поскольку оно диагонально по переменным а+, а.

§ 3 . В ы д е л е н и е о п е р а т о р а н е л и н е й н ы х
э ф ф е к т о в

Совокупность слагаемых второго порядка, входящих в полный
гамильтониан системы, состоящей из электронов, ядер и поля излучения,
т. е. сумма

Я< 2 =Я^ 2 ) -\-Hz-\- Яд2), (3,1)
диагонализуется с помощью замены

р

Здесь новые операторы Бозе | + , ξ являются операторами рождения
и уничтожения экситонов с учетом запаздывания (реальных электромагнит-
ных волн в кристалле), индекс ρ дает номер ветви. Коэффициенты и и ν,
входящие в (3,2), определяются из некоторой системы однородных урав-
нений (см. п ' 1 9), которые мы здесь не выписываем ввиду их громоздкости.

После перехода к операторам ξ+, ξ выражение (3,1) приобретает вид

Я<2) = 2 £p(kH+(k)£p(k), (3,3)
Р, к

где .Ёр(к) представляет собой корень векового уравнения упомянутой
выше системы однородных уравнений, из которой определяются коэф-
фициенты и и ν, фигурирующие в (3,2). Совокупность значений i?p(k)
задает энергетический спектр экситонов с учетом запаздывания; для
простейшего случая этот спектр изображен на рис. 1.

Коэффициенты перехода к новым переменным, фигурирующие в (3,2),
имеют следующий вид:

„ . — А-1 _ hqc-Ep(q) ._x -j

(q/μ)
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Здесь вектор lj(q) расположен по направлению поляризации обыкновен-
ного или необыкновенного луча в кристалле. Величина А, входящая
в (3,4), определяется из условия нормировки, аналогичного (2,5):

I VL) |2 - | vj |» + 2 {| «μ (q) |2 - Ι »μ (q) |2} = 1. (3,5)
μ

Необходимо отметить, что величина Ер(к), вообще говоря, является
комплексной; ее мнимая часть характеризует затухание электромагнит-
ных волн в кристалле *).

Слагаемые третьего порядка имеют вид

K^2)lPi(^)lP2^2)U3(^ + ^)-tK.C, (3,6)

где <2 ( . . . ) — коэффициенты, которые получаются из всех слагаемых
третьего порядка, т. е. выражений (2,76) и (2,16), после перехода к опера-
торам ξ. Слагаемые типа ξ+ξ+ξ+ и ξξξ
при записи (3,6) опускаются, посколь-
ку они мало актуальны для интере-
сующих нас эффектов. Выражение (3,6),
рассматриваемое как возмущение по от-
ношению к гамильтониану нулевого
приближения (3,3), как раз и описывает
нелинейные процессы. Важно подчерк-
нуть, что изложенная выше процедура
позволяет получить коэффициенты ку-
бического энгармонизма в явном виде.
Все они выражаются через характерис-
тики отдельных молекул, образующих
кристалл, и матричные элементы взаимо-
действия между ними. Общий вид этих
коэффициентов, довольно громоздкий
для общего случая, выписывать здесь
не будем; удобнее записывать его от-
дельно для каждого конкретного слу-
чая, что и будет сделано ниже.

Пусть в кристалле распростра-
няется несколько потоков экситонов,
которые в целом могут быть охарак-
теризованы некоторым распределением
квантовых чисел пр(к), характеризую-
щих заселенность уровней, соответст-
вующих экситонным состояниям. Как
мы упоминали, благодаря нелинейному взаимодействию эти потоки обме-
ниваются энергией и в результате некоторые из них обогащаются энер-
гией, некоторые обедняются. Этот обмен состоит из ряда элементарных
актов, каждый из которых представляет собой: а) акт образования

Р и с . ^ Зависимость частоты эксито-
на от волнового вектора; частоты
Щ> ω2 i n . д. отвечают собственным

частотам кулоновского экситона.

*) Попутно заметим, что изложенная выше методика позволяет рассмотреть энер-
гетический спектр кристалла, находящегося при температуре—0. В работе11 кри-
сталл рассматривался при температуре + 0 и предполагалось, что почти все молекулы
находятся в основном состоянии. Предположение о том, что кристалл нахо-
дится при температуре —0, означает, что почти все молекулы находятся в возбу-
жденном состоянии. Для нахождения экситонного спектра здесь можно непосред-
ственно воспользоваться результатами п , однако во всех формулах указанной ра-
боты вместо энергии возбужденного состояния молекулы Ef следует писать — Ef.
Зависимость энергии экситона от волнового вектора для этого случая схематически
изображена на рис. 2.
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одного экситона суммарной энергии из двух (слияние экситонов) либо б)
акт образования двух экситонов из одного (распад экситона). Для га-
мильтониана, взятого с точностью до слагаемых третьего порядка по
операторам рождения и уничтожения, в первом приближении других
элементарных актов не будет.

Рис. 2. Зависимость частоты экситона от
волнового вектора при отрицательной тем-

пературе.

Увеличение со временем числа экситонов в результате акта слияния
других экситонов определяется выражением

dn . Ν ι t \ _ ^ V I r t tb- н и ι. i-\
jf\Q3i Kj + K 2 ) = - ^ - 2J \^plp2(>3\ku ^2) | ^.(Qi, k1)n(Q2, k 2 ) x

PjP2

X [n(Q3, к1-\-к2)-\-1](> {Ep (k t) + ^ p (k2)—Ep (kj + кг)}. (3,7)

Аналогично, увеличение со временем числа экситонов в результате акта
распада определяется выражением

dn , , , 2π
•5F(eiki) = i r .

<?PIP2P3 (kik2) |2 η (ρ8, k t + k2) X

i z ( k i ) - E ( > a ( k l + k2)}. (3,8)

Акт слияния (или распада), вообще говоря, происходит одновременно
с обратным актом распада (или слияния). Рассмотрим, например, процесс
образования экситонов суммарной энергии. Если η (ρ3, k i + k 2 ) С 1,
то вероятность «обратного» акта распада в соответствии с формулами
(3,7) и (3,8) будет значительно меньше, чем вероятность «прямого» акта
слияния. Следовательно, процесс образования стоксовой компоненты
спектра комбинационного рассеяния при малой интенсивности рассеян-
ного потока можно непосредственно рассчитывать по формуле (3,8),
полностью игнорируя «обратный» процесс. Рассуждая аналогично, заклю-
чаем, что антистоксова компонента находится по формуле (3,7). Точно
так же, когда результирующие потоки малы, процесс образования сум-
марной частоты следует рассчитывать по формуле (3,7), разностной —
по формуле (3,8). В случае же больших результирующих интенсивностеи,
т. е. когда η (ρ3, kt-l-k2) > 1, вопрос осложняется и направленность
процесса определяется рядом других факторов: формулой экситонной
ветви, спектральным составом экситонных потоков и т. п.



НЕЛИНЕЙНЫЕ ОПТИЧЕСКИЕ ЭФФЕКТЫ В КРИСТАЛЛАХ 1 3

Нелинейные эффекты можно разделить на две группы: электронные
и электронно-колебательные.

Электронными нелинейными эффектами будем называть эффекты,
которые имеют место даже при полном пренебрежении колебательным
движением в кристалле. Учет последнего дает здесь некоторую (как
правило, несущественную) поправку. К этим эффектам относятся: обра-
зование суммарной и разностной частот, двухфотонное возбуждение
и некоторые другие. Для получения слагаемых третьего порядка, опи-
сывающих электронные нелинейные процессы, необходимо в качестве
состояний / брать лишь электронные состояния молекулы.

Электронно-колебательными нелинейными эффектами будем назы-
вать эффекты, которые осуществляются благодаря электронно-колеба-
тельному взаимодействию. К этим эффектам относятся: комбинационное
рассеяние на межмолекулярных и внутримолекулярных колебаниях
и образование компоненты Мандельштама — Бриллюэна.

Для получения слагаемых третьего порядка, описывающих комби-
национное рассеяние на внутримолекулярных колебаниях, необходимо
в качестве состояний / брать как электронные, так и колебательные
состояния молекул.

Если мы пожелаем рассмотреть комбинационное рассеяние на меж-
молекулярных колебаниях или компоненты Мандельштама — Бриллюэ-
на, необходимо снять ограничение, сделанное в начале настоящего пара-
графа,— позволить молекулам двигаться как целым в элементарной
ячейке. Тогда в гамильтониан кристалла войдут координаты, характе-
ризующие оптические межмолекулярные и акустические колебания
кристалла. За счет слагаемых третьего порядка, куда входят оптические
межмолекулярные колебания, будет происходить комбинационное рас-
сеяние с проявлением этих колебаний; за счет слагаемых третьего поряд-
ка, в которые входят акустические колебания, возникают компоненты
Мандельштама — Бриллюэна.

Несколько слов относительно эффектов высших порядков.
Операторы Bf лишь приближенно являются операторами Бозе.

Тем не менее при рассмотрении гамильтониана системы с точностью
до слагаемых третьего порядка это обстоятельство учитывать не нужно.
Если же возникает необходимость рассмотреть слагаемые выше третьего
порядка, учет указанного обстоятельства является необходимым.

В ряде экспериментальных работ наблюдались различные нелинейные
эффекты высших порядков: возникновение третьей гармоники 25- 26,
трехфотонное поглощение 7. Попытка построения теории многофотонных
процессов была предпринята в работе 27. Однако эта работа не учитывает
указанное выше обстоятельство, а также обладает рядом недостатков,
которые подробно будут рассмотрены в § 7 настоящего обзора.

В заключение данного параграфа рассмотрим закономерно возни-
кающий вопрос о влиянии слагаемых третьего порядка на спектр эле-
ментарных возбуждений. Понятно, что роль кубических слагаемых воз-
растает по мере роста интенсивности потока квазичастиц в кристалле.
Действительно, подобное явление похоже на явление энгармонизма
ι теории обыкновенных механических колебаний: чем колебания интен-
сивнее, тем более велика роль энгармонизма.

Поправку к энергии можно оценить по стандартным формулам тео-
рии возмущений. Кубический энгэрмонизм вносит вклад лишь во втором
приближении теории возмущений. Оценка показывает, что относительное
изменение энергии экситона

АЕ No

Ε — γ Ν '
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где Νο/Ν — концентрация экситонов в кристалле, α — безразмерный
множитель, значительно меньший единицы. Ясно, что в реальных условиях
ΔΕ/Ε < 1. Аналогичный вывод имеет место и при учете ангармонизма
четвертого порядка.

II. ЭЛЕКТРОННЫЕ НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭФФЕКТЫ

§ 4 . О б р а з о в а н и е с у м м а р н о й г а р м о н и к и

В соответствии со сказанным выше, нелинейными электронными
эффектами будем называть эффекты, для которых наличие электронно-
колебательного взаимодействия несущественно. К этим эффектам отно-
сятся явления удвоения и сложения частот, двухфотонное поглощение
и некоторые другие. В настоящем параграфе будет рассмотрено образова-
ние суммарной гармоники.

Пусть в кристалле распространяются два интенсивных монохрома-
тических потока экситонов с частотами ωι, ω2; интенсивность результирую-
щего потока с частотой о^ -\- ω2 предполагается малой. Это предположе-
ние налагает на квантовые числа η (ρ, к), входящие в формулы (3,7),
(3,8), следующие ограничения: величина η (ρ3, k t -г k2) « 1, а в (ρ1; k t)
равно некоторой постоянной пх в малой области k-пространства 1\ и рав-
но нулю вне этой области. Энергия и волновой вектор экситонов в 1\
приближенно равны Еи к4. Аналогичным свойством обладает второй
поток, его соответствующие характеристики п2, Г2, к2, Е2.

Следовательно, для получения интенсивности суммарной гармоники
достаточно, положив в правой части формулы (3,7) η (ρ3,· ki-f-k2) = О,
найти

Благодаря наличию δ-функции в правой части (3,7) суммирование
в формуле (4,1) будет происходить по некоторой гиперповерхности в про-
странстве, образованном совокупностью к4, к2; результаты этого сумми-
рования зависят от структуры экситонных ветвей. От суммирования
целесообразно перейти к интегрированию по энергии Ε и телесному
углу Ω, причем слабо зависящие от переменных интегрирования множи-
тели удобно, как это обычно делается, вынести из-под знака интеграла.
В результате находим, что

ί η (ρ3) = Щ-1 QPi, p2, Р з (ki, k2) |
2 AVV2 [Δ^Δ^ΔΩίΔΩ^" 1 J dEd^ dU2i

(4,2)
где Ni = n1q (£'1)Δ.Ε'1ΔΩ1 — число экситонов в кристалле, относящееся
к потоку с частотой ω1 ; ρ (Ε) — плотность экситонных состояний; сово-
купность величин Δ£Ί, ΔΩ\ характеризуется размерами области Г ь те же
самые величины с индексом 2 характеризуют поток с частотой ω2; пяти-
мерная область τ возникает в результате наличия в (3,7) δ-функции.

Формула (4,2) дает связь между полным числом экситонов частоты
Gh -f ω2, возникающих в единицу времени в кристалле, и числом эксито-
нов в первичных потоках. Именно это соотношение следует сопоставить
с экспериментом 1 - 3 · 31· 35· 4 8. При желании можно получить формулу,
связывающую потоки энергии, причем можно найти как интегральную
интенсивность, так и интенсивность, приходящую на единичный энер-
гетический интервал.
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Рис. 3. иллюстрирует процесс образования суммарной гармоники.
Рассмотрим теперь конкретный вид величины Q (...), которая пред-

ставляет собой матричный элемент оператора, равного сумме (2,16)
и (2,76) для перехода, ха-
рактеризующегося
вением экситонов

исчезно-
ω4, ω2 и

появлением экситона ωι 4- ω2.
Слагаемое # J I ( 3 \ входящее в
(2,76), как показано в 18,
актуально лишь в рентгенов-
ской области, и поскольку
мы рассматриваем оптиче-
скую, его можно игнориро-
вать. Следовательно, доста-
точно ограничиться суммой
(2,9) и (2,16), которые долж-
ны быть записаны через пе-
ременные ξ+, ξ в соответ-
ствии с процедурой, описан-
ной в предыдущей главе.

г ω г,

Рис. 3. Образование экситона удвоенной ча-
стоты.

р
Матричный элемент (2,9) для указанного выше перехода имеет вид

02, Сз,

где

αο =

V V J \^ωιω2(ωι -\-ω2)

(Ο | / 2 J k2, μ2) (μ2, k2 | /ι I kj + k 2 , μθ ( 0 | / | к ! + к 2 , μ*

αο(/ι. ]2, j, kd, k 2 ), (4,3)

—ki — к 2 , μι) (μι, — k j — к 2 | / ι | — к 2 , μ2) (0 | /2 |—
•-•Γ-

ΙΟ Ι/ι V | - к 2 Ц 2 ) (0 | /2 Ι -
- (4,4)

-ι

η — показатель преломления кристалла в области частоты ω ΐ 5 Α ι опре-
деляется из условия (1,19), D2— аналогичная характеристика частоты ω2,
D — частоты ω! -f- ω2. К формуле (4,4) необходимо также добавить такое
же выражение, предварительно поменяв индексы 1 и 2. Вектор 1̂  опре-
деляет поляризацию потока, характеризующегося частотой ω,, 1,·2— пото-
ка с частотой ω2,1У- — потока с частотой (ύι-\- ω2.

Матричный элемент (2,16), как показано в работе 2 0, вообще говоря,
мал по сравнению с матричным элементом (2,9). Исключением являются
случаи, когда частоты ω1? ω2, ω4-J-ω2 попадают в области экситонного
поглощения; тогда указанные матричные элементы сравнимы по порядку
величины. Если ограничиться именно этими резонансными случаями
(см. также § 6), то общее, довольно громоздкое выражение для матрич-
ного элемента оператора (2,16) упрощается и приобретает вид (4,3),
причем вместо а 0 необходимо подставить

μ ι .

Χ
(0 Ι ,\ I (0 I j 2 Ι Ιί2μ2) (0 | / | kj + k2, μ3)*

[E
μι" ( k 2 ) - .(ki + ka) —λ(ω! + ω2)] '

(4,5)
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где

V*l. μ.. μ3 (
к- Ч) = Σ Vo, . (f3, 0, /2, /t) X

s, /l, /2. /3

X в / ь μ ι (kt) u,t, μ 2 (q) И /„ μ 3 (к - q) е«к-ч. 'os>. (4,6)

К (4,5), как и к (4,4), необходимо добавить выражение с «переставленны-
ми» индексами 1 и 2.

Величина α = α ο + α! в дальнейшем будет называться тензором нели-
нейных эффектов.

Остановимся вначале на выражении для а0, которое сходно с тензо-
ром нелинейной поляризации, введенном в работах 2 8~3 2. Это выражение
возникает благодаря взаимодействию между изолированными молекулами
и излучением. Оно не исчезает, даже если полностью пренебречь взаимо-
действием между молекулами, и характеризует нелинейные эффекты
на модели ориентированного газа.

Что же касается тензора а 1 ; который может быть порядка а0, то он
как раз определяется величиной взаимодействия между молекулами.
В известных автору работах этот тензор не возникает вообще, что связано
с характером приближений, делаемых в этих работах. Ясно, что при этом
идет речь о пренебрежении ангармонизмом, который имеет место в крис-
талле без учета поля излучения.

Выше была рассмотрена теория образования суммарной гармоники;
аналогичным путем могут быть также рассмотрены такие наблюдавшиеся
экспериментально явления, как усиление за счет нелинейных эффектов 3 3,
оптическое выпрямление 34· 35, генерация разностной частоты 36- 4;
опубликованная ранее теория указанных явлений (см. 35> 37> 38) обладает,
однако, неточностями, которые будут подробно рассмотрены в § 7.

§ 5 . В л и я н и е с и м м е т р и и и р а з м е р о в к р и с т а л л а
н а н е л и н е й н ы е э ф ф е к т ы

Симметрия кристалла налагает определенные ограничения на форму
тензора а. В этом смысле ситуация аналогична той, которая имеет место
при исследовании с помощью теории симметрии формы тензора диэлектри-
ческой проницаемости 1 7 (в частности, с учетом пространственной диспер-
сии 1 3 ), тензора упругости, правил отбора для дипольных и квадруполь-
ных переходов в кристаллах и т. н. Использование соображений о сим-
метрии кристалла при исследовании тензора а. привлекательно тем, что
волновые функции молекул (в еще большей степени это относится к кри-
сталлам), как правило, неизвестны и вычисление матричных элементов,
входящих в выражение (4,4), затруднено.

Ограничимся вначале исследованием формы тензора а0. В числитель
выражения (4,4) входит произведение трех интегралов кратности т,
которое можно записать в виде одного, кратности 3τ (τ — размерность
соответствующего конфигурационного пространства). Интеграл кратно-
сти 3τ отличен от нуля лишь в том случае, когда подынтегральное выра-
жение содержит полносимметричную функцию. Подвергнем преобразо-
ванию симметрии все 3τ переменных. В Зт-мерный интеграл входит сумма
квадратов модулей волновых функций «промежуточных» состояний, кото-
рая преобразуется по полносимметричному представлению. Следовательно,
трансформационные свойства «промежуточных» состояний не влияют
на трансформационные свойства всего подынтегрального выражения.
Свойства последнего определяются произведением М^М}гМ^ где Mj —
проекция вектора Μ на направление 13.
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В том случае, если частоты ωΐ7 ω2, ω1-\-ω2 удалены от полос погло-
щения, можно игнорировать зависимость Εμ(ί) от направления вектора к.
Тогда тензор а0 можно считать обыкновенным тензором 3-го ранга, и у
него отличны от нуля те компоненты, которые преобразуются по полно-
симметричному представлению.

Нахождение этих отличных от нуля компонент несложно и произво-
дится по методике, аналогичной примененной в работе 39, где была найде-
на форма тензора комбинационного рассеяния. Форму тензора <Яо можно
было бы также найти в рамках полуклассической теории (см. по этому
поводу замечания, например, в работах 40> 4 1 ) .

В табл. I приведены отличные от нуля компоненты тензора а0; каж-
дой группе сопоставлена двадцатисемиклеточная таблица, общие обозна-
чения компонент приведены в верхней части таблицы. Для групп, содер-
жащих оси третьего, четвертого и шестого порядков, использованы цирку-
лярные координаты ξ = χ -\- iy, η = χ — iy. В этом случае в верхней

Т а б л и ц а I
Форма тензора нелинейных эффектов

Груп-
пы

ххх хху xxz ухх г}ху yxz xxz xyz xzz
xyx xyy xyz yyx yyy yyz yxz yyz yzz
xzx xzy xzz yzx yzy yzz zxz zyz zzz

Груп-
пы

ххх хху xxz ухх уху yxz xxz xyz xzz
xyx xyy xyz yyx yyy yyz yxz yyz yzz
xzx xzy xzz yzx yzy yzz zxz zyz zzz

0 0 1
0 0 2
3 4 0

1 2 0
3 4 0
0 0 5

1 0 0
0 0 2
0 3 0

0 0 1
0 0 0
2 0 0

о о
о о
7 8

6 7
8 9
О О

5
6
0

0
0

10

0
0
0

1
0
0

0
0
2

0
0
3

0
1
0

0
2
0

0 0 4
0 5 0
6 0 0

0 0 0
0 0 3
0 4 0

0 0 3
0 0 0
4 0 0

0 0 2
0 1 0
3 0 0

D3

ck

*?4

1
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
3

0
0
2
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0
2

0
0
2

0
2
0

0
1
0

0
1
0

0
0
0

0
0

—3

0
0
6

0
0
6

0
0
6

0
1
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

2
0
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4
0
0

4
0
0

4
0
0

9 10 0
11 12 0
0 0 13

0 0 11
0 0 12

13 14 0

0 7 0
8 0 0
0 0 9

6 0 0
0 7 0
0 0 8

0 5 0
6 0 0
0 0 0

0 4 0
4 0 0
0 0 5

0 4 0
—4 0 0

0 0 5

0 7 0
8 0 0
0 0 9

0 7 0
8 0 0
0 0 9

0 7 0
8 0 0
0 0 9

0 0 1
0 0 0
2 0 0

0 0 0
0 0 1
0 2 0

0 0 0
0 0 1
0 2 0
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0 1
2 0

0 0
0 1
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0 0
0 0
0 0

0 0
0 1
2 0
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1 0

о о
0 1
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0 0 1
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0 0 0
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0 0 — 1
0 0 0
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0 3
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0 3
о о
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2 УФН, т. 86, вып. 1
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части таблицы необходимо заменить χ -> ξ, у ->• η. Если в таблице при-
ведены одинаковые цифры, то это означает, что соответствующие компо-
ненты одинаковы.

Симметрические свойства тензора а4 могут быть изучены аналогичным
способом. Отличие его исследования от исследования а 0 состоит в том,
что при этом приходится учитывать решеточные суммы (4,6). Эти суммы
можно рассмотреть по методу, предложенному Борном и Брэдбери 4 2.
Когда частоты ω ι, ω2, ω 4 + ω2 расположены вдали от экситонных полос
поглощения, зависимостью Εμ(1ή можно пренебречь и отличные от нуля
компоненты тензора a t не идентичны соответствующим отличным от нуля
компонентама0· Напомним, кстати, что, как правило, вдали от резонанса,
за исключением особых случаев, а 0 превосходит о^ (см. предыдущий
параграф).

Несколько замечаний о ситуации, которая возникает, когда хотя
бы одна из частот ω ΐ5 ω2, ц>! + ω2 приближается к экситонной полосе
поглощения, актуальной для нелинейных эффектов. В этом случае пре-
небречь зависимостью £^(к), вообще говоря, нельзя. Ясно, однако, что
учет зависимости E^Qi) не влияет на обращение в нуль компонент тензо-
ра а. Это обстоятельство обусловлено тем, что для обращения в нуль
тензора α достаточно обращения в нуль числителей слагаемых, входящих
в сумму (4,4) и (4,5), независимо от величины и направления к. Учет
зависимости £^(к) может несколько изменить значение отличных от нуля
компонент тензора а; в частности, вообще говоря, делаются различными
те из компонент, которые были равны при неучете зависимости Εμ(1ή.
Это обстоятельство представляет определенный интерес, ибо, вообще
говоря, оно может быть использовано для изучения зависимости Е^(к)
по наблюдению нелинейных эффектов вблизи экситонных полос погло-
щения.

Интенсивность нелинейных эффектов существенно зависит от разме-
ров кристалла. Для кристалла конечных размеров матричный элемент
перехода имеет вид

Я ' = £7- 3 /2(х/(кН-к 2 -к), (5,1)
где D — величина, не представляющая в данном случае особого интереса,
V — объем кристалла, a — тензор нелинейных эффектов,

/(?) = 2 > i ( q r ( s ) ) - (5,2)

к ь к 2 — волновые векторы первичных потоков, к — результирующего
потока; суммирование в (5,2) проводится по кристаллу.

Поскольку интенсивность нелинейного процесса пропорциональна
квадрату модуля матричного элемента, далее необходимо найти |/ | 2,
для чего уже нужно знать форму кристалла. Предположим, что он выре-
зан в виде пластинки, а векторы k l 5 k2, k направлены перпендикулярно
к ее плоскостям. Поскольку вектор к в (5,2) мал, то можно от суммирова-
ния перейти κ интегрированию. Тогда получим, что интенсивность резуль-
тирующего потока / зависит от толщины кристалла χ по формуле *)

(Δ*)*
(5,3)

где Δ к = ki-\- k2— к.

*) Осциллирующая зависимость подобного типа имеет место лишь тогда, когда
мнимые части волновых векторов fc4, /c2, к, характеризующие затухание, малы. В про-
тивном случае возникает ряд особенностей (см. работу 1 2 8 ) .
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Из формулы (5,3) следует, что для увеличения интенсивности нели-
нейного эффекта целесообразно подбирать такие условия, когда Δ А; мало.
В экспериментальной работе 4 3 таким путем было достигнуто значитель-
ное увеличение интенсивности суммарной гармоники.

Величина Δ к характеризует степень «сохраняемости» квазиимпульса
экситона Ьк при нелинейном процессе. В неограниченном кристалле
(х = со) нелинейные эффекты возможны (см. (5,3)) лишь при

ΔΑ; = О,
т. е.

/с = А;± -f- A;2.

При χ < оо максимуму / отвечают Ак Φ 0. Чем больше Ак, тем
больше отклонение от закона сохранения. Интересно отметить, что фор-
мула (5,3) допускает следующую наглядную интерпретацию. Предположим,
что по кристаллу распространяется некоторая фиктивная волна с волно-
вым вектором Δ&.

Максимумы интенсивности нелинейного эффекта возникают в том
случае, когда в кристалле укладывается полуцелое число таких волн;
по сути дела, формула (5,3) представляет собой интерференционное
условие для указанной волны.

Впервые формула (5,3) была получена в работе 4 4 и эксперименталь-
но подтверждена в 4 5. Здесь свет от лазера с частотой ω0 падал на плоско-
параллельную пластинку; путем вращения последней достигалось изме-
нение длины пути х, проходимого светом в кристалле. В результате
наблюдалась осциллирующая зависимость интенсивности суммарной гар-
моники с частотой 2а>о от угла поворота пластинки.

Отметим также экспериментальную работу 4 6, где достигалось изме-
нение интенсивности суммарной гармоники, обусловленное тем, что пра-
вила отбора изменяются при изменении ориентации кристалла.

§ 6 . Р е з о н а н с н ы е я в л е н и я

В настоящем параграфе будут рассмотрены некоторые особенности
нелинейных эффектов, когда частоты ωι, ω2, (θι-\~ ω2 приближаются
к полосам экситонного поглощения. Ограничимся вначале рассмотрением
лишь тензора а0.

Предположим для конкретности, что ω2 приближается к полосе по-
глощения, а <»!, (*>!+ ω2 расположены вдали от полос экситонного по-
глощения. Тогда входящий в (4,4) множитель

[Е»2(к2)-Ьщ]-1 (6,1)

устремится к бесконечности. Это обстоятельство, однако, не.приводит
к каким-либо осложнениям, так как величина D2, входящая в (4,3),
устремляется к нулю и как раз компенсирует бесконечность, обусловлен-
ную (6,1). После проведения вычислений, аналогичных 4 7, получим, что
матричный элемент (4,3) зависит от ω2 по формуле

# = С {[Εμ (k2) - to2]
2 + Ι Τ (q/μ) ;*}-V., (6,2)

где множитель С содержит все сравнительно слабо зависящие от со2

величины.
Аналогичным путем можно рассмотреть случаи, когда ω1 или ω1-\- ω2

расположены вблизи полос экситонного поглощения. Таким образом,

2 *
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матричный элемент (4,3) при любых значениях частот ωι, ω2 остается
конечным.

Подбирая надлежащим образом ω ΐ 5 ω2, можно существенно увели-
чить интенсивность нелинейного эффекта. Последнее замечание нуждается
в следующей оговорке. Не следует думать, что приближая одну из ука-
занных частот к интенсивной полосе поглощения, мы непременно должны
получить увеличение интенсивности нелинейного процесса. Для того
чтобы это понять, рассмотрим некоторые особенности формулы (4,4).
Каждое слагаемое, входящее в двойную сумму (4,4), связано с совокуп-
ностью трех переходов, схематически записываемых 0 -» 1, 1 ->· 2, 2 -> 0
(рис. 4). Может случиться, что переход 0 -» 1 обладает большой вероят-
ностью, а переходы 1 ->· 2 или 2 ->• 0 — малой вероятностью. Тогда,
приближая частоту ω2 к частоте интенсивного поглощения Ω01, мы не по-
лучим ожидаемого на первый взгляд роста интенсивности нелинейного
эффекта.

Вероятно, именно с этим обстоятельством связаны результаты экспе-
риментов 4 8, где исследовалось влияние приближения частоты первич-
ного излучения к полосе поглощения и заметного увеличения интен-

сивности нелинейного эффекта не на-
блюдалось. В данном случае указанный
выше резонанс оказывается слабовы-
раженным.

Необходимо сделать еще одно за-
мечание по поводу формулы (6,2). По-
следняя получена в предположении,
что мнимая часть Ер(к) удовлетворяет
условию

(6,3)

Рис. 4. Схема переходов, связанных
с матричным элементом (4,3).

Если (6,3) не выполняется, сле-
дует обратиться к формуле (4,4) и
ft»!, ω2, (£>ι -j- ω2 считать комплексными
величинами.

Подобным же образом можно рас-
смотреть и поведение тензора αϊ в ре-

зонансном случае; здесь также не возникает расходимостей, а тензор cq
достигает (с учетом сказанного выше) одного из своих максимумов.

Предположим, что ωχ= ω 2 = ω0, и рассмотрим ситуацию, когда
частота ω0 попадает в область полосы поглощения. Как и в ранее рассмот-
ренном случае, величина cq вместе с интенсивностью нелинейного процесса
слияния также возрастает. Как уже указывалось, в результате процесса
слияния образуется волна с частотой 2ω0. Поскольку при этом число экси-
тонов с частотой ω0 уменьшается, рассматриваемый процесс для экситонов
с частотой ω0 является процессом поглощения, обусловленным нелиней-
ным взаимодействием третьего порядка.

Следовательно, величина поглощения должна зависеть от интенсив-
ности падающего излучения (так называемое индуцированное поглоще-
ние). В экспериментальной работе β было показано, что сечение погло-
щения в жидком CS2 для излучения с λ = 6943 А зависит от интенсив-
ности падающего излучения / по формуле

где σ0 и σ4— постоянные. Аналогичная зависимость должна иметь место
и для кристаллов. Соответствующие эксперименты, однако, нам неиз-
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вестны. Более подробно теория индуцированного поглощения рассмотрена
в работе 1 2 8 .

Описанный выше процесс поглощения носит название двухфотонного
поглощения, так как акт поглощения состоит из одновременного исчез-
новения двух фотонов в среде (экситонов). Что же касается связанной
с двухфотонным поглощением люминесценции, то ее можно рассматривать
так, как если бы она шла под действием потока экситонов, который обра-
зуется за счет нелинейного процесса внутри кристалла. Так, в работе 5 0

экспериментально исследовался кристалл СаГ2Еи, который облучался
линией λ = 6943 А, а люминесценция происходила с длиной волны
Я = 4250 А. В работе 4 9 изучалась люминесценция подобного же рода
в антрацене, а в 5 1 для объяснения некоторых особенностей указанной
люминесценции был введен механизм, обусловленный наличием триплет-
ных экситонов.

Рассмотрим случай, когда ω^ ω2, а первичные потоки экситонов
равны соответственно / 1 ? /2. Тогда интересной особенностью индуциро-
ванного поглощения потока ω4 будет пропорциональность между этим
поглощением и / 2; аналогичным свойством обладает / 2 по отношению к Д.

ω

Рис. 5. Схема распада экситона с волновым векто-
ром ко на два экситона с волновыми векторами kj, k2.

Предположим теперь, что на кристалл падает интенсивный (от лазера)
световой поток 1{\ его частота <ϋγ подобрана так, что поток /ι не погло-
щается.

Допустим, что в то же самое время кристалл освещается дополни-
тельной подсветкой / 2 с частотой ω2, которая подобрана так, что α>ι + ω2

или α>ι— ω2 попадает в полосу поглощения. Тогда поток / l f а также поток
/2 могут поглощаться. Так, в работе 1 2 9 экспериментально наблюдалась
зависимость поглощения потока / 2 от частоты ω2. При этом удалось полу-
чить информацию о расположении возбужденных состояний.

Поглощение первичных экситонов с частотой ω0 имеет место не
только при их слиянии, но и при их распаде. Пусть кристалл обладает

полосой поглощения в области γ . При распаде соблюдается закон сохра-
нения волнового вектора k0 = ki + k2, и хотя к 0 мало, kj и к2 — могут быть
велики (рис. 5). Последнее обстоятельство обусловливает большую плот-
ность конечных состояний, следовательно, большую вероятность распада.
Возможность исчезновения экситона с частотой ω0 приводит к появлению
полосы поглощения в этой спектральной области; как показано в 6 2,
величина указанного поглощения сравнима с величиной поглощения

в области γ . В экспериментальных работах 6 3 ' 5 4 был исследован
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кристалл LiF и было наблюдено поглощение в далеком ультрафиолете 25 эв.
Это поглощение в работе 5 5 интерпретировано как одновременное воз-
буждение двух кулоновских экситонов. В кристалле кислорода также на-
блюдались полосы поглощения, частота которых равна сумме частот,
наблюдавшихся в газообразном кислороде 5 в.

§ 7 . Н е к о т о р ы е з а м е ч а н и я
о с у щ е с т в у ю щ и х м е т о д а х р а с ч е т а

н е л и н е й н ы х э ф ф е к т о в

Теория нелинейных эффектов развивалась также с помощью мето-
дов, отличных от изложенного в предыдущих параграфах. Представляет
определенный интерес сравнение этих методов, что и будет сделано
в настоящем параграфе.

Рассмотрим первоначально теорию нелинейных эффектов 5 7, постро-
енную в предположении, что взаимодействие между кристаллом и излу-
чением можно рассматривать как малое возмущение, причем поле излу-
чения квантовано. Наиболее существенные недостатки этого подхода
состоят в следующем.

Как мы видели выше, вклад в интенсивность нелинейного процесса
обусловливается двумя механизмами: ангармонизмом, связанным с нали-
чием взаимодействия между полем излучения и кристаллом, и ангармо-
низмом, который имеется в кулоновской подсистеме. Между тем в рабо-
те 5 7 ангармонизм кулоновской подсистемы не учтен. Не следует думать,
что его вообще нельзя учесть методом малых возмущений; его учет осу-
ществляется в высших приближениях. Между тем по методу, изложенному
в предыдущих параграфах, ангармонизм кулоновской подсистемы учи-
тывается уже в первом приближении теории возмущений. Необходимо
также отметить, что метод малых возмущений и метод, использованный
в предыдущих параграфах, дают для тензора нелинейных эффектов
численно отличающиеся друг от друга в 2—3 раза результаты.

Причина этого различия состоит в следующем. Как мы видели выше
(см. § 2), в гамильтониане за счет экситон-фотонного взаимодействия воз-
никают как квадратичные, так и кубические слагаемые по операторам
рождения и уничтожения. К нелинейным эффектам приводит лишь та часть
полного гамильтониана, которая выступает в виде ангармонических
слагаемых. Поэтому, рассматривая в качестве возмущения все экситон-
фотонные взаимодействия, мы совершаем погрешность, если квадратичная
часть вносит существенный вклад в величину энергии экситона.

Следовательно, метод малых возмущений можно применять лишь
тогда, когда указанные квадратичные слагаемые не дают существенной
поправки к спектру, т. е. лишь в случае газа.

Отметим также, что метод малых возмущений дает резонансные
знаменатели (см. формулу (6,1)), которые обращают в бесконечность
тензор нелинейных эффектов при приближении частот ω4, ω2, <£>\-\- ω2
к полосе поглощения кристалла, что связано с неверным выбором функ-
ций нулевого приближения. Для ликвидации этих расходимостей можно,
по-видимому, применять метод Вайскопфа — Вигнера 5 8 *); правда, здесь
могут встретиться трудности при рассмотрении близко расположенных
уровней. Расходимости можно также избежать, если ввести комплексное
значение энергии экситона 50, обусловленное наличием безызлучательных
переходов (см. формулу (6,3) и последующие рассуждения).

*) Насколько автору известно, к рассмотрению нелинейных эффектов этот метод
не ·применялся.
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В рамках же развитой выше теории проблема расходимости, как
мы видели, вообще не возникает.

Отметим также, что существует теория нелинейных эффектов
(см. 28~32· «о-в9̂  в которой поле излучения рассматривается как некванто-
ванное. Ее мы уже обсуждали выше (см. Введение). Основной задачей
теорий, изложенных в указанных работах, является, как мы уже отмеча-
ли, нахождение величины β, которая носит название нелинейной поляри-
зуемости. Эти работы можно разбить на три группы.

Первая группа 28~32 представляет собой работы, в которых особенно-
сти конденсированной среды не учитывались вообще или учитывались
с помощью весьма несовершенных приемов. Так, например, в работе 3 0

вначале рассмотрение производится для газа. Затем вместо внешнего
поля подставляется эффективное поле, с помощью умножения вели-
чины внешнего поля на некоторый множитель. Подобный прием не
позволяет учесть одно из основных свойств кристалла — его ани-
зотропию.

Вторая группа работ 65~70 более последовательно с самого начала
учитывает особенности кристаллической среды. Однако и в этой группе
работ не учитывается вклад, обусловленный ангармонизмом в кулоновскои
подсистеме, который весьма существен при рассмотрении нелинейных
эффектов вблизи экситонных полос поглощения, а также в тех случаях,
когда вклад, обусловленный тензором а0, мал.

Далее, в этих работах поведение интенсивности нелинейных эффек-
тов вблизи резонанса определяется величиной затухания кулоновского
экситона γ (если γ = 0, то интенсивность в резонансе вообще устремляется
в бесконечность). Этим полностью игнорируется возможный случай,
когда γ мало и указанное поведение определяется величиной Τ (см. пре-
дыдущий параграф). В работе ? 0 для ликвидации расходимости в резо-
нансе введен параметр неадибатичности включения взаимодействия
между кристаллом и излучением Г. Однако авторы 7 0 не указывают,
как выразить Г через характеристики кристалла или какие-либо дру-
гие величины.

Авторы третьей группы работ 60~64 ограничиваются феноменологи-
ческим рассмотрением задачи; в этих работах вообще не ставится задача
нахождения β в конкретном виде. На этих работах мы останавливать-
ся не будем.

III. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭФФЕКТЫ, ОБУСЛОВЛЕННЫЕ
ЭЛЕКТРОННО-КОЛЕБАТЕЛЬНЫМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ

(КОМБИНАЦИОННОЕ РАССЕЯНИЕ)

§ 8 . О б щ а я т е о р и я к о м б и н а ц и о н н о г о
р а с с е я н и я

Как уже упоминалось в гл. I, благодаря электронно-колебательному
взаимодействию осуществляется еще один из нелинейных эффектов,
а именно, комбинационное рассеяние. Оно обусловлено взаимодействием
световых волн с внутримолекулярными акустическими и оптическими
колебаниями.

Рассмотрим вначале рассеяние за счет внутримолекулярных колеба-
ний и ограничимся рассмотрением стоксовой компоненты спектра комби-
национного рассеяния. Процесс ее образования удобно иллюстрировать
схемой, представленной на рис. 6. Пусть в начальном состоянии имеется
экситон с волновым вектором к 0 и частотой ω0, лежащей в видимой области
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спектра *). Этот экситон превращается в два экситона. Первый, с вол-
новым вектором kd и частотой ω ΐ 7 лежащей также в видимой области
спектра, по выходе из кристалла дает стоксову компоненту спектра ком-
бинационного рассеяния. Второй, с волновым вектором к 2 и частотой ω2,
лежащей в области частот внутримолекулярных колебаний, в дальней-
шем превращается в тепло. Поскольку комбинационное рассеяние обычно

наблюдается под прямым углом
. (рис. 7), векторы к ь к2, к 0 обла-

дают примерно одинаковой дли-
ной; с учетом этого обстоятель-
ства указанные векторы изобра-
жены на рис. 6.

Предположим, что интенсив-
ность рассеянного излучения не
достигает такой величины, когда
возникает генерация. Применяя

Рис. 6. Схема образования сток-
совой компоненты спектра ком-

бинационного рассеяния.

Рис. 7. Расположения волно-
вых векторов при комбинаци-

πонном рассеянии под углом -^ .

методику, использованную в § 4 (см. подробнее 7 7)^ получим, что
интенсивность рассеянного излучения с поляризацией / и волновым
вектором ki равна

•-»2 ^—, _ _ . . . _ . п ι ОСИ \ τ / о л \

Г д е с — скорость света, 10у — интенсивность потока экситонов, опреде-
ляющих падающее излучение с поляризацией /', -^ — групповая ско-
рость этого потока, ω0—частота падающего излучения, ω!— рассеянного;
остальные обозначения уже использовались при записи (4,3).

Тензор ayj -состоит (ср. с § 4) из двух слагаемых:

где
„(0) / Ч к 0 , μ) (μ, k o | / | k o — k t / μ ' )

(0|/1 —kt, μ) (μ, —k t , μ')Ί /ο
J ' ( '

*) По техническим причинам комбинационное рассеяние обычно изучается в ви-
димой области, однако в теории это ограничение не является существенным.
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μι. μ2
^' 3 -̂ —' L -^μ (ко) — ίιωρ

— kn, μ)*1

i s r ^ } · (8'3)

= Σ Vn0(f2, U, О, /з)и?1>ц1(к1)и/1ц2(к2)в/,,ц,(к2-к1)е^»->'1.^о).
" , /l. /2. /3

(8,4)

μ'— номер ветви, проявляющейся в спектре комбинационного рассеяния.
Формула (8,2) для тензора а<°) является аналогом формулы для

тензора комбинационного рассеяния в газах и в некоторой мере харак-
теризует рассеяние на модели ориентированного газа. Тензор (8,2) поэто-
му в дальнейшем для кратности будем называть обыкновенным.

Рассмотрим теперь более подробно формулу (8,3) для тензора aW
и ограничимся для конкретности диполь-дипольным взаимодействием
между молекулами. Выражение (8,3) отлично от нуля только в том слу-
чае, когда с дипольным моментом виртуального электронного перехода
взаимодействуют дипольные моменты тех колебаний соседних молекул,
которые проявляются в спектрах комбинационного рассеяния. Это озна-
чает, что (8,3) отлично от нуля для колебаний, активных одновременно
в инфракрасном и комбинационном спектрах. Такие колебания могут
существовать лишь в пьезоэлектрических кристаллах, где отсутствует
центр инверсии. По этой причине тензор (8,3), в отличие от обыкновенно-
го (8,2), будем называть пьезоэлектрическим. Понятно, что в пьезокри-
сталле не все колебания вносят большой вклад в пьезоэлектрический
тензор, а только те, у которых отличен от нуля дипольный момент.

Таким образом, колебания, не обладающие дипольным моментом,
характеризуются т. р. к. (8,2), колебания с дипольным моментом —
суммой (8,2) и (8,3). Остановимся в заключение на некоторых других
вариантах теории комбинационного рассеяния в кристаллах.

В работе 78 было рассмотрено комбинационное рассеяние кристалла
методом малых возмущений; различие между методом малых возмущений
и методом, примененным выше, уже обсуждалось в § 7, и повторяться
здесь нет необходимости. Последнее время появились также работы 69> 79,
в которых комбинационное рассеяние рассмотрено с помощью матрицы
плотности. Здесь весьма ценным является то, что учтено затухание, свя-
занное с наличием безызлучательных переходов. Однако и в этих работах
взаимодействие между веществом и излучением предполагается малым.
Отметим, далее, что в работе 8 0 была сделана попытка рассмотреть ком-
бинационное рассеяние с точки зрения экситонной теории. Здесь роль
гамильтониана нулевого приближения играет гамильтониан поля нор-
мальных волн в среде (т. е. учтено то обстоятельство, что η φ 1), однако
в то же время в качестве возмущения фигурирует Нва— все взаимодей-
ствие между поперечными фотонами и кулоновской подсистемой. Матрич-
ные элементы Нвз берутся на волновых функциях гамильтониана нуле-
вого приближения. Между тем этот гамильтониан уже частично содер-
жит Нвз, т. е. один и тот же оператор в работе 8 0 используется как
в гамильтониане нулевого приближения (в неявном виде), так и в возму-
щении. Такая процедура по меньшей мере требует обоснования. Заметим
также, что в работе 8 0 не была получена та часть тензора комбинацион-
ного рассеяния, которая обусловлена наличием энгармонизма в куло-
новском гамильтониане. Как мы видели выше, ее вклад весьма существен.
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Используя методику, изложенную в § 5, можно рассмотреть также
влияние размеров кристалла на интенсивность комбинационного рассея-
ния. В результате вычислений получим, что интенсивность комбинаци-
онного рассеяния зависит от размеров кристалла по формуле, аналогич-
ной (5,3), где, однако, | Ак | = | ко— kj | — | к2 |, к0 — волновой вектор
первичного излучения, k t— рассеянного излучения, Ер (к2) = Ер (к0) —
— Ер (kt) — условие, из которого определяется к2, вектор Ак направлен
по к 0 — к ь χ — толщина кристалла, который вырезан в виде пластинки
с плоскостями, перпендикулярными к вектору k0— kt *).

Следует отметить, что для наблюдения осциллирующей зависимости
от толщины кристалла (3,5) необходимо жестко фиксировать k t и к0.
Это означает, что первичное излучение должно быть строго монохрома-
тично, а в приемнике должна быть аппаратура высокой разрешаю-
щей силы.

При несоблюдении этих условий эффект «смажется». Эксперимен-
тально, насколько нам известно, этот эффект еще не наблюдался.

Компоненты Мандельштама — Бриллюэна в рэлеевском рассеянии
возникают' за счет возбуждения акустических колебаний в кристалле.

Процесс образования «красной» компоненты можно представить сле-
дующей схемой. Начальный экситон с частотой ωο распадается на два:
экситон с частотой ν, принадлежащей к акустической ветви, и экситон,
частота которого α>ι лишь немного меньше α>ο (ωο = ω1-f- ν).

Интенсивности компонент Мандельштама — Брюллюэна в рамках
экситонной теории были найдены в работе 8 1. В результате была получена
формула, подобная формуле (8,1), однако вместо тензора ayj необходимо
использовать тензор

arj = (σ! + σ2 + σ3) (k t — k0, y r (k t —k0)), (8,5)
где

Г(0|/'|ко, μ) (0 I/Ik!, μ)* . (О | / l-kj, μ)(0 | / ' | - k 0 , μ)·-

ν
(0 Ι /' 1 к0, μι) ΕμιΙΐ2 (kt, к0) (0 I / |k^ μ)* ιμιμ2

\ [Ε (k 0)-
μιμ2

( 0 | Л - к 0 , μι)* Εμιμ2(-*0, -ktXOI/l-k!, μ2)/l-k!, μ2)-|

к2) = ^ V W k i ) Μ/μ2 (k2), (8,8)

yr(k) — коэффициенты перехода от трансляционных смещений к смеще-
ниям, имеющим место при r-м акустическом колебании 8 1, а также исполь-
зованы обозначения, применявшиеся при записи (8,2).

Слагаемые σι и σ2 являются обобщением формулы для тензора рэле-
евского рассеяния в газах (см., например, формулу (9,11) монографии 2 2 ) .
Что же касается слагаемого σ3, то оно характерно лишь для кристалла,
обусловлено ангармонизмом в кулоновской подсистеме и ранее не

*) Здесь, как етпри получении формулы (5,3), также необходимо, чтобы затуха-
ние волн было мало. Это осуществляется лишь при весьма малых углах рассеяния
(«продольное» рассеяние). В противном случае осциллирующей зависимости не будет.
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рассматривалось. Можно показать 81, что

•57 ~ —щг~' ( ' '
Следовательно, слагаемые σ3, вообще говоря, не малы по сравнению
с Οι и σ2 (σι и σ2— величины примерно одного порядка). Как можно
видеть из (8,9), роль σ3 возрастает по мере приближения частоты падаю-
щего света к полосе поглощения. Таким образом, изучая зависимость
интенсивности рэлеевского рассеяния от частоты падающего света ω0,
можно получить информацию об энгармонизме и в электронной подсистеме.

Перейдем теперь к вопросу о вычислении интенсивности несмещен-
ной компонент рэлеевского рассеяния. Как известно 8 2, идеальный кри-
сталл при закрепленных положениях равновесия молекул не дает несме-
щенной компоненты. Последняя возникает лишь за счет тепловых
флуктуации, а также за счет разнообразных отклонений решетки от иде-
альной, рассматриваемых как причина рассеяния. В качестве дефектов
решетки могут фигурировать «лишние» молекулы, вакансии, участки
деформированной решетки. Найдя рассеяние на деформированной решет-
ке, мы тем самым решим вопрос о рассеянии за счет тепловых флуктуа-
ции, так как последнюю можно рассматривать как участок кристалла,
испытавший некоторое расширение или сжатие. В результате вычисле-
ний, аналогичных тем, которые привели к формуле (8,5), можно показать,
что интенсивность несмещенной компоненты с точностью до несуществен-
ной постоянной определяется тензором (8,5), в котором вместо
(k0 — ki, yr (k0— kt)) фигурирует функция

/ = 7V-V2 2 ' е^ко-кь r s ) _ £ " ei(ko-ki, га) + 2 ' " (и„ к 0 — k t) е1<ко-'Ч. Ч (8,10)

где Σ' — сумма по «лишним» молекулам, Σ"— по вакансиям, Σ'" —
по смещенным молекулам, u s — величина смещения s-й молекулы. Видно,
что / характеризует отклонение кристалла от идеального. Для вычисле-
ния / необходимо задать конкретное расположение дополнительных моле-
кул и вакансий, а также задать смещения u s.

Комбинационное рассеяние, обусловленное оптическими межмоле-
кулярными колебаниями, также можно рассмотреть аналогичным обра-
зом. Если при этом ограничиться диполь-дипольным взаимодействием
между молекулами, то тензор комбинационного рассеяния для указан-
ных выше колебаний определяется формулой (8,6), в которой нужно
положить ОГ= σ 2 = 0, а вместо Εμιμ2 (k1; k2) (k0— k b y r(k0— ki)) сле-
дует использовать выражение

κ μ ι μ 2 Γ (k t, ко) = 2 щ*» (/,, и) Β;ιμι (ко щ2Ц2 (к2) χ
Sfif 2*1X2

X {ifr(k2-klt xJe^'^-yAkz-ku х2)еЧЪ·'*)}. (8,11)
Здесь г — номер ветви, xlf x2— номера декартовых координат смещений
молекул, г/ ( . . . ) — коэффициенты перехода от декартовых переменных
к кристаллическим (их выражения можно взять, например, из работы 8 3 ) .

Таким образом, тензор комбинационного рассеяния для межмоле-
кулярных колебаний зависит от частоты падающего света не как обыкно-
венный тензор (8,2), аналогичный тензору комбинационного рассеяния
в газах, а как пьезоэлектрический тензор (8,3). Последний определяется,
как это видно из (8,11), интенсивностью межмолекулярного взаимодей-
ствия и исчезает при его неучете. Напомним, что обыкновенный тензор
зависит от межмолекулярного взаимодействия слабо: по сути дела,
он характеризует, как мы уже говорили, комбинационное рассеяние
на ориентированном газе.



28 Л. Н. ОВАНДЕР

В последнее время, благодаря применению лазеров, оказалось воз-
можным наблюдать так называемое стимулированное комбинационное
рассеяние. Этому вопросу посвящен обзор 8 4, тем не менее мы здесь ука-
жем, как следует рассматривать это явление в рамках экситонной теории
(такое рассмотрение было осуществлено в работе 8 5 ).

При больших интенсивностях первичного излучения рассеянное
излучение также будет весьма интенсивным, что приведет к росту кван-
товых чисел заполнения η (ρ1? kj), входящих в формулу (3,8) и опреде-
ляющих интенсивность вторичного излучения. Согласно этой формуле
рост η (ρ ΐ5 kj) увеличивает вероятность перехода из начального состояния
в конечное. Поэтому кристалл, в котором происходит комбинационное
рассеяние, становится генератором новой частоты.

Компоненты Мандельштама — Бриллюэна также могут давать сти-
мулированное излучение; это явление экспериментально наблюдалось
в работе 8 6.

Подобно индуцированному оптическому поглощению, обусловленно-
му эффектом слияния экситонов (см. § 6), может существовать индуци-
рованное поглощение, обусловленное комбинационным рассеянием. В ра-
боте 87 наблюдалось индуцированное поглощение, которое оказалось
пропорциональным интенсивности стимулированного комбинационного
рассеяния; это обстоятельство свидетельствует о том, что индуцированное
поглощение обусловлено как раз комбинационным рассеянием.

Отметим также, что в экспериментальной работе 8 8 наблюдалось
комбинационное рассеяние, сопровождаемое образованием не колеба-
тельного возбужденного состояния, как это обычно имеет место при ком-
бинационном рассеянии, а электронного возбужденного состояния —
электронного экситона. Это явление, с точки зрения используемой в на-
стоящей работе классификации эффектов, относится к электронным эффек-
там, однако его рассмотрение вполне аналогично рассмотрению комби-
национного рассеяния на внутримолекулярных колебаниях.

§ 9 . Ф о р м а т е н з о р а к о м б и н а ц и о н н о г о р а с с е я н и я .
О б е р т о н ы . С о с т а в н ы е т о н ы . Р е з о н а н с Ф е р м и .

Т е м п е р а т у р н а я з а в и с и м о с т ь

В настоящем параграфе будет исследована форма тензора комбина-
ционного рассеяния (т. к. р.) методами теории групп. При этом ясно,
что чем выше симметрия кристалла, тем более существенными оказы-
ваются результаты, полученные с помощью теории симметрии. Заметим,
что экспериментально наблюдаются не сами компоненты т. к. р., а так
называемая двумерная таблица интенсивностей 8 9. Для ее определения
необходимо изучать интенсивности рассеянного света при различных
ориентациях поляризующего устройства в приемнике и осветителе. Так,
например, компонента этой таблицы Ьхх характеризует интенсивность
рассеянного излучения при условии, что поляризующие устройства
приемника и осветителя ориентированы в направлении оси х; при этом,

как уже говорилось, угол рассеяния выбирается равным -к- . Аналогично

определяются остальные восемь компонент этой таблицы (как легко
видеть, таблица имеет всего девять компонент). Для теоретического
определения компонент указанной таблицы интенсивностей необходимо
взять модуль квадрата от соответствующих компонент т. к. р.; в том
случае, если колебание, проявляющееся в спектрах комбинационного
рассеяния, вырождено, компонента таблицы интенсивностей получается
суммированием соответствующих модулей.
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Известны работы (см., например, 8 э ), в которых рассмотрена форма
тензора комбинационного рассеяния в рамках весьма приближенной тео-
рии поляризуемости. Мы не будем в настоящем обзоре опираться на эту
теорию; форма тензора будет исследована на основании точных выраже-
ний (8,2) и (8,3). В настоящем параграфе методами теории групп будет
исследован обыкновенный тензор (8,2), а в § 10 -— пьезоэлектрический
тензор (8,3).

Поскольку соответствующая процедура аналогична изложенной ранее
(см. § 5), мы на ней здесь останавливаться не будем, а сразу перейдем
к рассмотрению характерных особенностей комбинационного рассеяния
света в кристаллах.

Если частота падающего света приближается к полосе поглощения
(резонансный случай), одно из слагаемых суммы (8,2) становится намного
больше остальных, которыми при этом можно пренебречь.

Результаты теоретико-группового исследования т. к. р. представле-
ны в табл. II для групп кристаллических классов, не содержащих центра
инверсии. В кристаллах с центром инверсии в дипольном приближении
вклад в т. к. р. вносят лишь колебания, симметричные относительно
инверсии (gerade). Поэтому в кристалле с центром инверсии форма т. к. р.
оказывается такой, как если бы кристалл не содержал инверсии.

Форма т. к. р. для резонансного случая зависит от свойств симмет-
рии конечных и промежуточных состояний. Поэтому, изучая форму
т. к. р., можно изучать свойства симметрии экситонных состояний.

В табл. II по горизонтали указано неприводимое представление,
отвечающее промежуточному состоянию, по вертикали — конечному.
При этом начальное состояние предполагается полносимметричным.
Для групп, содержащих оси третьего, четвертого, шестого порядков
т. к. р. удобно брать в циркулярной системе координат. Из табл. II
можно получить и нерезонансный случай: для этого необходимо сложить
тензоры, отвечающие различным промежуточным состояниям, т. е. про-
суммировать по горизонтали тензоры в табл. II. В качестве примера
рассмотрим случай, когда конечное состояние имеет симметрию непри-
водимого представления At группы Ckv. Складывая по горизонтали,
получим, что т. к. р. для · указанного конечного состояния имеет форму

"0 а2 0
а2 0 0
0 0 «!

Подобным же образом может быть рассмотрен нерезонансный случай
для группы любого кристаллического класса. С помощью табл. II не со-
ставляет труда получить таблицу интенсивностей либо найти степень
деполяризации. Часто экспериментально удается произвести нахождение
симметрии проявляющегося в к. р. колебания уже по степени деполяри-
зации 92~95. Для более сложных случаев необходимо находить также
таблицу интенсивностей.

Отметим, что с помощью именно табл. II на основе эксперименталь-
ных данных была произведена (см. 9в) классификация колебаний в неко-
торых сегнетоэлектрических кристаллах. По-видимому, результаты экспе-
риментальных работ 97~100 также были бы более определенными, если
бы в них была найдена таблица интенсивностей.

Отметим также, что структура ряда кристаллов (на основании сопо-
ставления спектров кристалла и спектров тех же соединений в раство-
рах), классификация колебаний и другие вопросы, изученные с помощью
комбинационного рассеяния света в кристаллах, были рассмотрены
в интересных работах Матье с сотрудниками 101-1<>*.
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Особо рассмотрим здесь случай молекулярных кристаллов. Для них
форма тензора комбинационного рассеяния имеет вид

) μ' (9Д)

где ύ4"?) — тензор комбинационного рассеяния для изолированной моле-
кулы, находящейся на а- месте ячейки, индекс g нумерует состояние
изолированной молекулы. Индекс μ нумерует кристаллические колеба-
ния, смысл коэффициентов uagt μ указан в § 2. Очень часто эти коэффи-
циенты оказывается возможным определить уже из чисто теоретико-
групповых соображений 1 0 5. С помощью формулы (9,1) можно найти
тензор а^\ если известен тензор а&в). Последний для многих случаев
можно найти, пользуясь табл. II и экспериментально определенной сте-
пенью деполяризации (подробнее см. 7 7). Таким образом, зная симметрию
колебания для свободной молекулы, степень деполяризации, измеренную
для газов, а также структуру кристалла, мы можем получить таблицу
интенсивностей. Насколько нам известно, подобная сравнительно легко
осуществимая программа применительно к конкретным кристаллам еще
не реализована.

С помощью теории симметрии оказывается возможным получить
определенную информацию о таблице интенсивностей для комбинацион-
ного рассеяния на обертонах и составных тонах и учесть наличие резо-
нанса Ферми и эффекты, связанные с изменением температуры (более
подробно см. 1 0 6 ) .

Рассмотрим эти вопросы более подробно; вначале разберем случай
обертона. С этой целью определим характеры представления, по которому
преобразуются волновые функции обертона. Нахождение этих характе-
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ров можно осуществить либо по методике Тисса 1 0 7, либо по методике
Компанейца 1 0 8 . Существующее представление обертона может быть как
приводимым, так и неприводимым. Если оно неприводимо, то для нахож-
дения формы т. к. р. обертона можно сразу воспользоваться табл. II.
Если же оно приводимо, то обертон состоит из совокупности подуровней
и форма т. к. р. находится для каждого подуровня отдельно с помощью
той же табл. II; интенсивности, связанные с каждым подуровнем, скла-
дываются.

Составной тон рассмотреть еще легче, так как соответствующее пред-
ставление является прямым произведением представлений, отвечающих
составляющим уровням и нет необходимости применять какую-либо
специальную методику. При повышении температуры становится акту-
альным переход с первого возбужденного колебательного уровня
на второй. Действуя описанными выше методами, можно легко найти
совокупность тензоров, отвечающих этому переходу.

Относительно учета резонанса Ферми в спектре комбинационного
рассеяния можно заметить следующее. Обертон, как уже отмечалось
ранее, в общем случае расщепится на подуровни. Участвовать в резонан-
се будут лишь те подуровни, которые преобразуются по тому же самому
представлению, что и основной тон резонанса Ферми. Поэтому явление
резонанса будет состоять в усилении именно этих избранных подуровней.

Говоря о применении теоретико-групповых методов к комбинацион-
ному рассеянию, нельзя не упомянуть о работе 1 0 8. Здесь исследованы
так называемые точки сгущения колебательного спектра (в этих точках
плотность состояний бесконечно велика) с помощью топологических
методов, разработанных в п о и показано, что они отвечают максимумам
в интенсивности рассеяния. Поэтому изучение формы линии к. р. позво-
ляет исследовать зависимость частоты колебания от волнового вектора
в окрестности точек сгущения.

§10. К о м б и н а ц и о н н о е р а с с е я н и е
в п ь е з о э л е к т р и ч е с к и х к р и с т а л л а х

В настоящем параграфе будут рассмотрены некоторые особенности
комбинационного рассеяния на дипольных колебаниях, активных также
и в инфракрасном спектре. Как мы уже говорили (см. § 8), подобного
рода колебания имеются лишь в пьезоэлектрических кристаллах.

Рассмотрим вначале такие колебания в кубических кристаллах
и предположим ради простоты, что кристалл образован из изотропных
молекул. Из всех колебаний молекулы дипольным моментом обладают
лишь трехкратно вырожденные колебания, преобразующиеся как х, у, ζ.
В кристалле трехкратное вырождение частично снимается. Возникает
невырожденное продольное колебание и дважды вырожденное попереч-
ное колебание *). Продольное колебание индуцирует продольное элек-
трическое поле; наличие этого поля приводит к тому, что частота продоль-
ного колебания оказывается больше частоты поперечных колебаний, для
которых подобное поле отсутствует.

Значение указанных частот можно найти, если известна зависимость
диэлектрической проницаемости от частоты ε (ω). Именно, частота про-
дольного колебания определяется из условия ε (ωμ) = 0, а частота попе-
речного— из условия ε (ω_]_) = со. Величина расщепления Δω =<вц—<BJ_
при этом не зависит от направления волнового вектора колебания.

*) Строго говоря, о поперечности и продольности колебаний в данном случае
можно говорить лишь для длинных волн.

3 УФН, т. 86, вып. 1
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Перейдем теперь к некубическим кристаллам и для конкретности
рассмотрим кристалл тетрагональной сингонии с примитивной решеткой
(одна молекула в элементарной ячейке), образованной из молекул сим-
метрии Ζ)4. Среди дипольных колебаний в молекуле имеется один тип
невырожденных колебаний и один — двукратно вырожденных колебаний.
Рассмотрим, как ведет себя в кристалле невырожденное колебание,
поляризованное вдоль оси четвертого порядка. Продольное поле, которое
сопровождает это колебание, может быть записано как Ец= —4лк (кр)
(к — волновой вектор, Ρ — дипольный момент единицы объема). Изме-
нение коэффициента упругости для этого колебания и, следовательно,
изменение квадрата частоты пропорциональны проекции поля Ε | на Р.
Следовательно, частота невырожденного колебания зависит от угла φ
между к и Ρ (или, что то же самое, между к и осью четвертого порядка)
по формуле

ш2 = ш̂  + Дсоз2ср, (10,1)
где ω0 и Δ — постоянные.

Рассмотрим теперь колебание, которое двукратно вырождено в изо-
лированной молекуле. Пусть плоскость колебания будет плоскостью х, у.
В этой плоскости выберем два перпендикулярных орта τ и σ, причем
орт σ выберем таким образом, чтобы он лежал в плоскости, которую обра-
зуют ось ζ и вектор к. Разложим вырожденное колебание вдоль τ и σ.
Колебание, направленное по χ и, следовательно, ортогональное к, не под-
вержено действию продольного поля, а колебание, направленное по σ,
можно рассмотреть так же, как невырожденное. Поэтому частота колеба-
ния, поляризованного вдоль τ, от ориентации к не зависит, а частота
колебания, поляризованного вдоль σ, может быть определена из соотно-
шения (10,1), где, однако, под φ следует подразумевать угол между т и к.

Выше для простоты мы ограничились примитивной решеткой. Как
было показано в работе 77, для произвольного кристалла зависимость
частот от направления к также может быть описана с помощью форму-
лы (10,1).

Следовательно, частоты в некубическом кристалле меняются с изме-
нением направления к, т. е. частота колебания является неаналитической
функцией от волнового вектора при k —v 0. И действительно, в ряде
экспериментальных работ 1 1 2~1 1 5 наблюдалось изменение частоты колеба-
ния, проявляющегося в к. р., в зависимости от направления к и было
получено удовлетворительное согласие с формулой (10,1) (см. также 1 1 6)*).

Степень деполяризации комбинационного рассеяния в пьезоэлектри-
ческих кристаллах также обладает рядом особенностей, которые приме-
нительно к кубическим кристаллам впервые были объяснены в работе
Пулэ 1 1 7. Это объяснение является полуфеноменологическим. Оно обла-
дает наглядностью и заслуживает того, чтобы на нем остановиться более
подробно.

В соответствии с теорией поляризуемости **) интенсивность комби-
„ да ,

национного рассеяния определяется производной — (а — поляризуе-
мость кристалла, зависящая от qx, qy, qz — смещений ионов вдоль осей
ж, г/, z; q — обобщенная координата; отвечающая колебанию, проявляю-
щемуся в спектре комбинационного рассеяния).

*) Ясно, что для поперечных колебаний угол φ в (10,1) равен -тг.
А

**) Применение теории поляризуемости в кристаллах вызывает некоторые сом-
нения. Работа 1 1 8 , посвященная обоснованию теории поляризуемости в кристаллах,
не учитывает, например, наличия пьезоэлектрического тензора (8,3), который в дан-
ном случае играет немаловажную роль.
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Следовательно, интенсивность комбинационного рассеяния на про-
дольном колебании определяется производной

да dq,

(10,2)
да да dq

x
 да dq

y

д?ц dq
x
 dq, dq

y
 dq,. dq

z
 dq..

Форма тензоров ^— , -— , ^— известна и может быть взята из 8 9. Тогда

с помощью (10,2) можно получить форму т. к. р. для продольного колеба-
ния и найти таблицу интенсивностей или степень деполяризации, посколь-
ку^-^ = ρπ . . . и т. д. Аналогично можно рассмотреть рассеяние на попе-
речных колебаниях; его интенсивность определяется с помощью формулы

да да dq
x

dqx

, да
 дс

1у да dq
z

Г
 dq,j dq

±
 dq

z

 я
" ' (10,3)

где qj_ — одна из двух поперечных колебательных координат. Поскольку
поперечные колебания вырождены, интенсивности комбинационного рас-
сеяния на этих колебаниях необходимо складывать. Так называемые
«аномалии» степени деполяризации в пьезоэлектриках 1 1 9 " 1 2 0 были объяс-
нены в работе ш как раз с помощью формул (10,2), (10,3).

Т а б л и ц а III
Сопоставление теоретических и экспериментальных данных

для степени деполяризации

п/п

Эксперимент Теория

2,8
1,4
2,3
0,4

0,9
0,06
0,7
1,1

3
2
3
0,33

л:·
Эксперимент Теория

0,6
0,6
1,8
0,35

14
0,3
0,06
0

0,5
0,75

0,33

0,17
0
0

Оси Χ,Υ,Ζ неподвижны (лабораторная система), излечение падает па кри-
сталл по оси X, приемник рассеянного излучения расположен в направле-
нии У. Оси х, у, ζ— оси симметрии кристалла, который вырезан в виде куба
с осями г, s, t.

Случай 1: оси г, s, t совпадают с χ, у, ζ и Χ, Υ, Ζ, падающий свет—естествен-
ный. Случай 2: то же самое, но свет поляризован по оси У. Случай 3: трехгран-
ник r,'s, t повернут вокруг оси г на 45°, ось ot параллельна ОХ, падающий свет
естественный. Случай 4: то же самое, но ot параллельна OY. Случай 5: то же,
что и случай 4, но свет поляризован по Еу. Случай 6: ось ot совпадает с осью
третьего порядка, ось ох перпендикулярна ot и лежит в плоскости toz, os допол-
няет трехгранник, ot и ОХ параллельны, угол toz равен 54°44', ось oz лежит
в плоскости XOY, падающий свет естественный. Случай 7: то же самое, но па-
дающий свет поляризован по Ez. Случай 8: то же, что и 7, но к и ζ образуют
угол 99 "44'.

Приводим заимствованную из 1 1 4 табл. III, в которой сопоставлены
теоретические и экспериментальные данные, относящиеся к степени
деполяризации для восьми различных случаев ориентации кристалла;
здесь Q[] обозначает степень деполяризации для продольного колебания,
ρ^— поперечного. Различные случаи отличаются друг от друга располо-
жением приемника, ориентацией кристалла, направлением плоскости
поляризации (подробнее см. пояснения к табл. III). Из таблицы видно,
что степени деполяризации, вычисленные с помощью (10,2) и (10,3)
и наблюдаемые экспериментально, удовлетворительно согласуются.

3*
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Рассмотрим теперь особо вопрос об отношении интенсивности рас-
сеяния на продольном колебании к интенсивности рассеяния на попереч-
ных. Если предположить, что множители ^—, ^— , ^ одни и те же в (10,2)

oqx аду aqz

и (10,3), то отношение указанных интенсивностей не оказывается равным
реально наблюдаемому в экспериментах 116· 1 2 0 отношению. Чтобы ликви-
дировать это расхождение, Пулэ взял в (10,2) и (10,3) указанные выше
множители разными. В дальнейшем соответствующий коэффициент уда-
лось определить из независимых экспериментов по исследованию упруго-
оптических постоянных.

Отметим, что идеи, высказанные в работе ш , получили свое даль-
нейшее развитие в работах 1 2 1 ~ т , посвященных изучению спектров ком-
бинационного рассеяния в пьезоэлектрических кристаллах (см. также по
этому поводу обзор 1 2 ί ί). В связи со сказанным отметим также, что в рамках
изложенной выше микротеории комбинационного рассеяния можно пока-
зать (см. т ) , что пьезоэлектрический тензор (8,3) для продольных колеба-
ний не равен нулю, а для поперечных — обращается в нуль. Этим было
показано, что учет полярности колебания существен, а процедура
Пулэ 1 1 7 для кубических кристаллов, следовательно, строго обоснована.
Таким образом, микротеория 1 2 6 полностью подтвердила правильность
феноменологической теории 1 1 7; помимо этого она позволила найти явное
выражение т. к. р.

Предыдущее изложение было посвящено нахождению формы т. к. р.
в кубических кристаллах. Поведение некубических кристаллов было
рассмотрено в работах 77· 1 2 7. Здесь было показано, что форма т. к. р.
для невырожденного колебания определяется формулой

α = αζ (1 + ε ccs2 φ), (10,4)

где αζ— форма т. к. р. для колебания, поляризованного вдоль ζ, ε —
постоянная, φ — угол между ζ и к.

Для колебания, поляризованного вдоль ранее введенного вектора σ,
т. к. р. определяется формулой

ασ = [axcos {χ, a) + uyCos(y, σ)] (1 + ε cos (σ, k), (10,5)

а для колебания, поляризованного вдоль t , — формулой

ax = axccs(x, τ)-{-ау cos (у, τ). (10,6)

Здесь введены обозначения: ах, ау— т. к. р. для колебаний, направлен-
ных по осям χ и у.

Из приведенных формул (10,4), (10,5) следует, что т. к. р., вообще
говоря, зависит от направления волнового вектора колебания. Эта зави-
симость приводит к асимметрии индикатрисы комбинационного рассея-
ния, которая, насколько нам известно, экспериментально пока не наблю-
далась. В соответствии с изложенной выше теорией указанная асимметрия
должна иметь место лишь для полярных колебаний и сопровождаться
изменением частоты колебания, проявляющегося в комбинационном рас-
сеянии при изменении угла рассеяния.

Говоря об индикатрисе к. р., нельзя не упомянуть об интересных
особенностях, которые наблюдаются при возбуждении комбинационного
рассеяния световым потоком большой мощности. Этот круг вопросов,
однако, уже достаточно подробно освещен в обзоре 8 \ и мы здесь его
касаться не будем.
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