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КОГЕРЕНТНЫЕ СВОЙСТВА ОПТИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ. I*)

Э. Вольф, Л. Маидель

Статья посвящена когерентным свойствам электромагнитных полей и вопро-
сам, связанным с экспериментальным обнаружением этих свойств. Особое внима-
ние уделено оптической области спектра. Рассмотрение ведется как на основе
классической, так и на основе квантовой теории. После краткого исторического
введения описываются элементарные представления, часто используемые при объяс-
нении явлений интерференции. Затем на основе анализа простых интерференцион-
ных экспериментов вводится мера когерентности второго порядка; далее изучаются
некоторые наиболее важные эффекты когерентности второго порядка. Описываются
применения этих явлений в звездной интерферометрии и интерференционной спек-
троскопии. Рассматривается также вопрос о частичной поляризации с точки зрения
корреляционной теории. Проводится общее статистическое описание поля. Описы-
вается полученное в последнее время универсальное «диагональное» представление
оператора плотности для свободных полей, показывается, каким образом с помощью
присоединенной обобщенной функции распределенияв фазовом пространстве можно
выразить квантовомеханическую корреляционную функцию в той же самой форме,
как и в классическом случае. Последующие разделы посвящены статистическим

» свойствам теплового и нетеплового излучения и временной и пространственной
когерентности излучения абсолютно черного тела. Заключительные разделы по-
священы когерентным эффектам четвертого и более высоких порядков и включают
в себя также обсуждение процессов фотоэлектрической регистрации. Среди
эффектов четвертого порядка, описанных достаточно подробно, рассмотрены
явление группирования, эффект Хэнбери Брауна — Твисса и его применение
в астрономии. Статья завершается рассмотрением различных неустановившихся
эффектов суперпозиции, таких, например, как световые биения и интерференцион-
ные полосы, образуемые независимыми световыми пучками.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Хотя многие проявления оптической когерентности хорошо известны
физикам, не существует общего соглашения о том, что, строго говоря,
означает термин «когерентность» или определения той области, которую
должна охватывать теория когерентности. Отсутствие единого мнения
частично может быть объяснено тем, что сам объект исследований намного
вышел за свои традиционные границы. Постепенно стало очевидным, что
идея когерентности охватывает всю область статистической оптики и, если
встать на более общую точку зрения, входит в схему квантового описа-
ния смешанных состояний.

Любое оптическое поле, с которым мы сталкиваемся в природе, испы-
тывает определенные флуктуации, тесно связанные с самим полем. В самом
широком смысле теория оптической когерентности имеет дело со статисти-
ческим описанием флуктуации, а явления оптической когерентности,
можно сказать, есть проявление корреляции между ними. Представ-
ление об оптической когерентности долгое время связывалось с интер-
ференцией, по-видимому, потому, что интерференция как раз и является
простейшим явлением, в котором обнаруживается корреляция между
световыми пучками. Однако в связи с появлением современных световых
детекторов и электронных схем с очень малым разрешающим временем
началось изучение других видов корреляций в оптических полях. Эти
исследования, наряду с развитием световых источников некоторых новых
типов, поставили ряд вопросов, связанных с необходимостью системати-
ческой классификации явлений оптической корреляции и полного стати-
стического описания оптических полей.

Самые ранние исследования по когерентности *) принадлежат Верде
(1865, 1869), Лауэ (1907, 1915с, стр. 405-410), Береку (1926а, Ь, с;
1927), Лакману и Гроосмуллеру (1928а, Ь, с) и Шрёдингеру (1928). Неко-
торые исследования Стокса (1852) и Майкельсона (1890, 1891а, Ь, 1892,
1920), выполненные значительно раньше, хотя и не в полной мере посвя-
щены вопросам когерентности, тем не менее немало содействовали пони-
манию проблемы (сравнить Цернике, 1948). Дальнейшее развитие во-
проса связано с именами Винера (1928, 1929, 1930), Ван-Циттерта (1934,
1939), Цернике (1938), Гопкинса (1951,1953, 1957), Вольфа (1954а, Ь 1955,
1956, 1959), Блан-Ланьерра и Дюмонте (1955), Дюмонте (1956b) и Пан-
харантнама (1956а, b; 1957a, b; 1963а, Ь). Главным результатом всех
этих исследований было установление точной меры корреляций между
параметрами поля в двух точках пространства-времени и формулировка

*) Подробный исторический обзор можно найти в книге М. Борна и Э. Вольфа
«Оптика» (1964), гл. X.
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динамических законов, которым эта корреляция, описываемая в общем
случае тензорами 2-й валентности, подчиняется. Эта теория «второго
порядка», кроме всего прочего, представляет собой унифицированную
схему для рассмотрения самых простых и общеизвестных явлений коге-
рентности и поляризации.

Вскоре после появления теории эффектов второго порядка несколько
важных экспериментов Хэнбери Брауна и Твисса (1956а, 1957а, Ь) обна-
ружили, что можно измерять также и корреляцию между величинами,
которые зависят от параметров поля квадратично. Эти результаты при-
вели к изучению эффектов корреляции высших порядков в оптической
области. В тех случаях, когда рассматриваемые поля создавались теп-
ловыми источниками (т. е. раскаленными телами или газовым разрядом),
корреляционная функция второго порядка оказывалась адекватной для
описания эффектов второго и высших порядков; это связано с тем, что
тепловое излучение по своей статистике имеет характер случайного гаус-
совского процесса, а такие процессы исчерпывающе характеризуются
корреляционными моментами второго порядка (ср. Давенпорт и Рут, 1958,
стр. 154). Однако появление новых типов световых источников (например,
источник Смита — Перселла и оптического мазера) вызвало необходи-
мость создания более общего подхода, обеспечивающего полное стати-
стическое описание произвольного оптического поля. Такой подход, опи-
рающийся на представления теории стохастических процессов, был пред-
ложен Вольфом" (1963) [ср. также Мандель (1964а), Вольф (1964)].

Эти исследования, использовавшие почти исключительно классиче-
ское описание поля *), за последнее время были дополнены параллель-
ными исследованиями на основе систематического квантовомеханического
описания [Глаубер (1963b, с)]. Связь между двумя этими описаниями была
уже достаточно ясна из когерентно-матричного представления состояния
поляризации света [Винер (1928, 1929, 1930); Вольф (1954b, 1959);
Мак-Мастер (1954); Толхук (1956); Фано (1957); Паррент и Роман (I960)],
являющегося разновидностью матрицы плотности даже в классическом
описании. Глаубер ввел квантовый аналог корреляционных функций
классической теории. Эти квантовые корреляционные функции представ-
ляют собой математические ожидания от нормально упорядоченных про-
изведений операторов рождения и уничтожения и имеют прямое отноше-
ние к величинам, непосредственно измеряемым с помощью фотоэлектри-
ческих детекторов.

Следуя этим идеям, несколько авторов занимались вопросом о связи
между классическим и квантовым описанием когерентности. Отправной
точкой для некоторых из этих исследований явился результат, получен-
ный Сударшаном (1963а, Ь), согласно которому квантовомеханическая
корреляционная функция может быть представлена в такой же форме,
как и классическая, если использовать для описания статистических
свойств поля определенным образом обобщенное распределение в фазо-
вом пространстве.

Практически корреляция величин поля измеряется фотоэлектриче-
скими приемниками. Во всех случаях, рассмотренных до сих пор и пред-
ставляющих практический интерес, было установлено, что корреляция
между числами фотонов для квантованных полей может быть найдена
из корреляции между фотоэлектронами в подходящих фотоэлектрических
экспериментах. Более того, было показано, что корреляция такого

*) Вплоть до самого недавнего времени не существовало систематического рас-
смотрения когерентности в рамках квантовой механики, хотя известны многочислен-
ные работы по частным вопросам [ср. Уиттекер (1953), стр. 96; Паули (1958), стр. 133;
Фано (1961)].
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рода может быть подсчитана на основании полуклассической теории,
в которой электромагнитное поле описывалось классически, а вза-
имодействие трактовалось квантовомеханически [Мандель, Судар-
шан, Вольф (1964); см. также Джейнс и Каммингс (1963), Сешщкий
(1965)].

Развитие теории оптической когерентности попутно прояснило мно-
гие вопросы, связанные с рядом смежных проблем. Среди таких вопросов
стоит упомянуть широко распространенное убеждение, что интерферен-
ционные эффекты между полностью независимыми световыми пучками
невозможны и что измерения по счету фотонов с помощью фотоэлектриче-
ских приемников не могут дать сведений о спектральном составе света.
Фактически же возникновение биений [Форрестер, Гудмусен и Джонсон
(1955); Джаван, Баллик и Бонд (1962); Липсетт и Мандель (1964)],
наряду с интерференционными полосами, образующимися в результате
суперпозиции независимых световых пучков, к настоящему времени
надежно установлено и может быть объяснено как на основе классиче-
ского, так и на основе квантового описания. Мало этого, анализ фотоэлек-
трических флуктуации стал важным техническим способом определения
чрезвычайно узких спектральных профилей, таких, например, как в лагер-
ных пучках.

В нашем обзоре мы ограничиваемся рассмотрением когерентных
свойств свободных полей и измерения соответствующих характеристик.
Мы опустим вопросы, связанные с возникновением и развитием когерент-
ности внутри самих источников (эти вопросы рассматривались Дике
(1954), Сеницким (1959, 1960, 1961а, Ь; 1962а, Ъ) и другими авторами),
равно как и вопросы индуцированной когерентности и оптической
накачки, которые обсуждаются весьма подробно уже давно [Броссел и
Кастлер (1949); Броссел и Биттер (1952); Кастлер (1957); Барра
(1961); Барра и Коэн — Таннуджи (1961а, Ь); Белл и Блум (1961а, Ь);
Броссель (1961); Коэн — Таннуджи (1961а, Ь); Сериес (1961); Додд,
Сериес и Тэйлор (1963); Кастлер (1963); Коэн — Таннуджи и Кастлер
(1965)].

Раздел 2 мы начинаем сводкой некоторых самых элементарных пред-
ставлений, обычно используемых при анализе простейших интерферен-
ционных явлений. Количественное описание явлений когерентности вто-
рого порядка содержится в разделе 3; оно производится как на основе
квантовой, так и на основе классической теории. Раздел 4 посвящен проб-
леме полного статистического описания оптического поля. Этот вопрос
снова рассматривается с точки зрения классической и квантовой теории;
здесь же описано представление в фазовом пространстве, предложенное
Сударшаном, которое позволяет установить формальную тождественность
между обоими случаями. Вводится понятие когерентности различного
порядка; устанавливается различие между свойствами флуктуации теп-
лового и лазерного излучений. Наиболее важные эффекты когерентности
второго порядка *) обсуждаются в разделе 5, а самые интересные эффекты
высших порядков, включая сюда эффект Хэнбери Брауна — Твисса,
в разделе 6 **).

В последнем, седьмом, разделе описываются различные неустано-
вившиеся процессы интерференции и биений, создаваемые независи-
мыми световыми пучками. ,

*) Более полное описание эффектов когерентности второго порядка можно найти
в книге М. Борна и Э. Вольфа «Оптика» (1964), гл. X.

**) Более полное рассмотрение эффектов когерентности четвертого порядка можно
найти у Л. Манделя (1963d).
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2. НЕКОТОРЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ
И ОПРЕДЕЛЕНИЯ*)

§ 2 . 1 . В р е м е н н а я к о г е р е н т н о с т ь и в р е м я
к о г е р е н т н о с т и

Допустим, что «стабильный» световой пучок, исходящий из неболь-
шого источника света σ, разделяется на два пучка в интерферометре Май-
кельсона; затем эти два пучка вновь соединяются, получив разность
хода, равную As = cAt (с — скорость света) (рис. 1). Если разность
хода As достаточно мала, в плоскости 95 образуются интерференционные
полосы. Тогда говорят, что возникновение полос есть проявление временной
когерентности между двумя пучками, по-
скольку контраст между полосами зави-
сит от времени запаздывания At, возник- {
шего для этих двух пучков. В общем слу-
чае интерференционные полосы наблюда-
ются только в том случае, если

At-Av^ 1, ' р'

где Δν представляет собой эффективную
ширину полосы света. Время запазды-
вания

Δί—1/Δν (2,1)
Рис. 1. Временная когерентность,
иллюстрируемая на примере ин-

терферометра Майкельсона.
называется временем когерентности све-
та, а соответствующий оптический путь
cAt называется длиной когерентности.

Элементарный вывод соотношения (2,1) состоит в том, что полная,
интенсивность результирующей картины раскладывается на сумму ком-
понент различной частоты; затем выписывается условие, чтобы различные
монохроматические составляющие подстраивались «вровень» (т. е. все
максимумы интенсивности были бы расположены достаточно близко друг
к другу).

§ 2.2. П р о с т р а н с т в е н н а я к о г е р е н т н о с т ь
и п л о щ а д ь к о г е р е н т н о с т и

Рассмотрим теперь интерференционный эксперимент типа опыта
Юнга, используя квазимонохроматический свет от протяженного источ-
ника, создающего тепловое излучение. Термин «квазимонохроматический»
означает, что эффективная ширина полосы Δν света мала по сравнению
со средней частотой этой полосы ν0,

Δν/νο « 1. (2,2)

Для простоты на рис. 2 изображена симметричная схема, причем
источник имеет форму квадрата со стороной Δ/. Если точечные отвер-
стия Pt и Р2 достаточно близки друг к другу, можно наблюдать интер-
ференционные полосы вблизи центральной точки Ρ экрана 95. Воз-
никновение этих полос является, как говорят, проявлением простран-
ственной^ когерентности световых колебаний, приходящих в точку Ρ
от двух отверстий; это название связано с тем, что контраст между поло-
сами зависит от расстояния между этими отверстиями. Вообще говоря,

*) Уточнение определений некоторых величин, введенных эвристически в § 2.1
и 2.2, будет сделано позже (см. § 5.1 и 5.4); см. также А. Форре&гер (1956).
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Рис. 2. Пространственная когерент-
ность, иллюстрируемая интерферен-

ционным опытом Юнга.

интерференционные полосы вблизи точки Ρ будут наблюдаться только
в том случае, если

АШ ^ λ0, (2,3)

где Δΰ1 — угол, под которым виден отрезок Р^Ръ из источника, а λ0 =
= c/v0 — эффективная длина волны света. Если обозначить через R рас-
стояние между источником σ и плоскостью D, в которой расположены
отверстия, то оказывается, что для того, чтобы около точки Ρ наблюда-
лись интерференционные полосы, круглые отверстия должны быть рас-
положены на плоскости Q внутри области, с центром в точке Q и пло-
щадью (см. рис. 2)

АА ~ (RA-&Y ~ Д 2 (λο/ΔΖ)2 = (cVvJ) (R2/S), (2,4)

где S = (ΑΙ)2 представляет собой площадь, занятую источником. Про
площадь АА и говорят, что она есть площадь когерентности света в пло-
скости Q. около точки Q. Следует подчеркнуть, что согласно (2,4) пло-

щадь когерентности будет тем больше,
чем больше R, т. е. если плоскость О,
в которой расположены отверстия, бу-
дет удаляться от источника. Телесный
угол ΔΩ, под которым видна площадь
когерентности из источника, в этом
случае (тепловое излучение) равен

Элементарный вывод условия (2,3)
состоит в том, что интерференционная
картина, возникающая в плоскости 33,

считается суперпозицией независимых интерференционных картин, со-
здаваемых светом, идущим от различных элементов источника; далее
записывается условие того, что каждая отдельная интерференционная
картина подстраивается примерно «вровень» к другой.

Хотя все то, что говорилось до сих пор, относится только к свету
от теплового источника, который непосредственно падает на удаленную
плоскость, очевидно, что представление о площади когерентности имеет
куда более общее значение. Площадь когерентности может быть опреде-
лена рассмотрением аналогичного эксперимента с двумя отверстиями, но
уже без всякой связи с источником света. Площадь когерентности, конечно,
будет зависеть от положения плоскости, в которой расположены отвер-
стия, и в общем случае уже не будет определяться соотношением (2,4).

§ 2.3. О б ъ е м к о г е р е н т н о с т и
и п а р а м е т р в ы р о ж д е н и я

Теперь будем считать, что поле представляет собой почти плоскую,
квазимонохроматическую волну. Прямой цилиндр, основанием которого
является площадь когерентности в плоскости, нормальной к направлению
распространения, и высота которого равна длине когерентности, можно
назвать объемом когерентности. Этот объем соответствует также одной
ячейке фазового пространства фотонов [см. также Кастлер (1964)].
Он занимает в пространстве объем, равный AV = cAt-AA.

Если At определяется выражением (2,1), а АА — выражением (2,4), то

AV ~
где Δλ = Δ (c/λο) = cAv/vl.

= (RIAI)2 (λο/Δλ) (2,6)
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Как мы увидим ниже, среднее число фотонов в определенном состоя-
нии поляризации, которое можно обнаружить в «объеме когерентности»,
т. е. среднее число фотонов в определенном состоянии поляризации, кото-
рое пересекает площадь когерентности за время когерентности, представ-
ляет собой очень важный параметр. Этот параметр известен как параметр
вырождения ό для света [Мандель (1961а)].

Если Εν представляет собой среднее число фотонов, испускаемых
единицей площади источника, в единичном интервале частот и в единич-
ном телесном угле, с осью, совпадающей с нормалью к поверхности источ-
ника, за единицу времени, то, очевидно,

δ = ~EVS Αν ΑΩΑΐ. (2,7)

Множитель 1/2 в правой части появился из-за предположения, что свет
исходит от теплового источника и, следовательно, неполяризован;
поэтому его можно рассматривать как смесь фотонов с двумя взаимно •
перпендикулярными поляризациями, содержащую равное число фото-
нов того и другого сорта. В обычных условиях, когда применимы
соотношения (2,5) и (2,1), определяющие Δ Ω и At, выражение (2,7)
для δ упрощается:

& = ±-(cVvl)E4. (2,8)

Очевидно, что выражение (2,8) не зависит от геометрических параметров.
В частности, для излучения абсолютно черного тела, возникающего

в равновесных условиях в замкнутой оболочке,

Ev = (2v2/c2) [exp (hv/kT) - 1 ] " 1 , (2,9)

где к — постоянная Больцмана, Τ — абсолютная температура излуче-
ния, h — постоянная Планка. В этом случае (2,8) переходит в

б~[ехр(/п?/А-Г) — I ] " 1 . (2,10)

Выражение, стоящее в правой части (2,10), в точности совпадает с тем
выражением, которое было впервые получено Эйнштейном (1912), изучав-
шим излучение в полости, находящееся в тепловом равновесии со стен-
ками полости. Он показал, что величина, описывающая среднее число
фотонов в ячейке фазового пространства, в квантовой статистике пред-
ставляет именно то, что называют параметром вырождения для излучения.
Однако определение вырождения, приведенное здесь и использующее
«объем когерентности», может быть применено к свету, достаточно удален-
ному от своего источника, независимо от того, тепловое или нетепловое
происхождение имеет этот свет.

Можно показать', что представление об объеме когерентности соответ-
ствует квантовомеханической ячейке фазового пространства [ср. Хэн-
бери Браун и Твисс (1957а), стр.321]. Для этого рассмотрим снова пучок
квазимонохроматического света, распространяющегося в направлении ζ,
перпендикулярном к плоскости удаленного теплового источника в форме
квадрата со стороной ΔΖ. В этом случае фотоны с различным импульсом
и различной поляризацией будут эффективно независимы, а сам пучок
можно описать в терминах «однофотонного» фазового пространства. С дру-
гой стороны, объем элементарной ячейки фазового пространства опреде-
ляется выражением

ApxApuApIAqxAqyAqz = h3, (2,11)

где Арх... и Aqx...— неопределенности значений компонент импульса
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и координат фотона в пучке *) . В рассматриваемом случае легко найти
из элементарных геометрических соображений, что

АРх = Ару = (Avo/c) (Al/R). (2,12)

Если, далее, квадрат «углового размера» AIIR источника считать пре-
небрежимо малым по сравнению с Δν/ν0, неопределенность в Αρζ, обуслов-
ленная главным образом неопределенностью в частоте, дается выражением

APz = (h/c)Av. (2,13)

Подставляя (2,12) и (2,13) в выражение (2,11), получим

AqxAqyAqz = ελ^/Αν (ΑΙ)*; (2,14)

последнее выражение совпадает с выражением (2,6), определяющим объем
когерентности.

Наконец, может оказаться небесполезным указать типичные порядки
величин некоторых параметров, о которых шла речь. Значения этих пара-
метров очень резко различаются для света тепловых источников и света,
генерируемого различными мазерами в оптическом диапазоне. Например,
ширина полосы Δν лучшего «монохроматического» теплового источника
света, который может быть создан в лаборатории, имеет порядок 108 гц.
тогда как для светового излучения мазеров можно получить значение
102 гц или даже еще меньше. Соответствующие времена когерентности
имеют поэтому значения 10~8 и 10~2 сек и длины когерентности 1 и 106 м
соответственно. Наибольшее значение параметра вырождения, которое
может быть достигнуто с помощью теплового источника света в лабора-
тории, имеет порядок 10"3, тогда как с помощью света от мазера можно
достичь значений выше 1014 [ср. Мандель (1961а); Габор (1961), стр. 133,
146]. Таким образом, обычное тепловое излучение невырождено (б < 1),
тогда как излучение мазера обычно в высшей степени вырождено (о > 1).

3. ЗАКОНЫ ИНТЕРФЕРЕНЦИИ И ОПИСАНИЕ КОГЕРЕНТНОСТИ
ВТОРОГО ПОРЯДКА

§ 3 . 1 . К л а с с и ч е с к о е о п и с а н и е t̂

В предшествующих разделах мы рассмотрели грубые критерии,
устанавливающие условия, при которых обычно возникают простые интер-
ференционные явления. Теперь мы рассмотрим более подробно некоторые
интерференционные эффекты и введем точную количественную меру так
называемой когерентности второго порядка, проявлением которой
и являются эти эффекты. Эта мера, которая в этом параграфе является
классической, в точности соответствует, как это будет показаяо ниже,
аналогичной мере, определяемой квантовомеханическим путем.

Пусть V<r)(r, t) обозначает действительную классическую волновую
функцию, характеризующую поле в точке г в момент времени t. Эта функ-
ция может представлять, например, электрическое поле или векторный
потенциал. Мы умышленно не конкретизируем природу волновой функции
V(r> на этой стадии, поскольку общий анализ не зависит от частного выбо-
ра волновой функции, а различный выбор волновых функций может ока-
заться более удобным для описания различных экспериментальных ситуа-
ций. В случае фотоэлектрических экспериментов удобно выбрать, как

*) Строго говоря, положение фотона не может быть определено более точно,
чем в пределах области, линейные размеры которой порядка длины волны
[ср. Ахиезер и Берестецкий (1953), стр. 17; Ахарайя и Сударшан (I960)].
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это будет показано в § 6.1, векторный потенциал (фактически—в опреде-
ленном комплексном представлении) в качестве основной переменной поля.
Однако могут встретиться также процессы измерения, для которых более
подходящим окажется другой выбор.

Для любого реального светового пучка V<r> будет флуктуирующей
функцией времени, которую можно рассматривать как характерный член
ансамбля, состоящего из- всех возможных реализаций поля. Существует
несколько причин, обусловливающих флуктуации V<r>. Когда свет излу-
чается, например, тепловым источником, флуктуации возникают глав-
ным образом потому, что V<r) содержит большое число компонент Фурье,
независимых друг от друга; суперпозиция этих компонент и ведет к появ-
лению флуктуирующего поля, которое может быть описано только ста-
тистическим образом. Но даже свет, идущий от жестко стабилизирован-
ного источника, такого, например, как оптический мазер (для которого
компоненты Фурье могут быть до некоторой степени связаны между собой
за счет свойства насыщения мазера), будет обнаруживать некоторые слу-
чайные флуктуации, поскольку спонтанное излучение исключить полно-
стью невозможно. Кроме того, в флуктуации вносят свой вклад колеба-
ния зеркал на концах резонансной полости.

Как уже об этом говорилось, эффекты когерентности являются
по самой своей сути проявлением корреляции, которая может существо-
вать между флуктуациями в двух или более точках пространства-вре-
мени. Конечно, эффекты корреляции самым удобным образом описываются
аппаратом теории вероятностей, и общее рассмотрение в этом плане будет
дано в разделе 4. Вместе с тем описание усредненной интенсивности света
требует рассмотрения корреляций только второго порядка; в этом разделе
мы вкратце введем ее в связи с простейшими экспериментами. Но до того,
как сделать это, полезно ввести комплексное представление поля, кото-
рое представляет собой обобщение изрестного представления, используе-
мого для описания идеализированного случая строго монохроматического
поля; это представление оказалось чрезвычайно важным в процессе раз-
вития теории когерентности. Предположим, что V<r> можно представить
в виде интеграла Фурье относительно временной переменной *)

• , -и +?·
V(r, t)=- \ ν (г, v)exp( — 2nivt)dv, (3,1)

и заметим, что в силу того, что V<r) действительно, ν (г, —ν) = ν* (г, ν),
где звездочка обозначает комплексное сопряжение. Поскольку компоненты
с отрицательной частотой (ν < 0) не несут в себе дополнительную инфор-
мацию, которая не содержалась бы в компонентах с положительной часто-
той (ν > 0), их можно без ущерба для дела опустить. Таким образом,

*) В том случае, когда V<r) (г, t) представляется типичным членом стацио-
нарного ансамбля случайных функций, как это будет предполагаться в дальней-
шем, она не будет квадратично интегрируемой и, следовательно, представление
этой функции в виде интеграла Фурье может и не существовать. Эта трудность
может быть обойдена, если вместо функции V ( r ) рассмотреть «обрезанную» функцию
(т. е. функцию, совпадающую с исходной в интервале —Τ, + 7 1 и продолженную
нулем вне этого интервала.—Ред.)

\{p(r, i) = V ( r )(r, t) при | г | < 7 \

V^r) (г, ί) = 0 при \t\>T,

а затем перейти к пределу Τ-* со в окончательных расчетах, включая сюда
и формулы, содержащие в себе аналитический сигнал, связанный с \*р [ср. М. Борн
и Э. Вольф (1964), гл. X].
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вместо функции VW можно рассматривать фуньцию
со

V(r, t)= \ ν (г, v)exp( — 2πινί) dv (3,2)

о

Функция V (г, t) известна под названием комплексного аналитического
сигнала или комплексной амплитуды, ассоциированной с функций V<r' (r, t).
Это представление было введено Габором (1946) [см. также М. Борн
и Э. Вольф (1964), § 10.2; Беран и Паррент (1964), гл. 2]. Сам термин
«комплексный аналитический сигнал» появился в связи с хорошо извест-
ной теоремой [Титчмарш (1948), стр. 128] о том, что отсутствие компонент
с отрицательной частотой в (3,2) достаточно для того, чтобы все декартовы
компоненты V, рассматриваемые как функции комплексного t, были бы
аналитическими и регулярными функциями в нижней полуплоскости
комплексной ί-плоскости. Далее, из (3,2) и (3,1) вытекает, что действи-
тельная часть V равна 1/2 Υ<Γ), тогда как из свойства аналитичности, о кото-
рой только что шла речь, следует, что действительная и мнимая части V
образуют пару преобразований Гильберта:

| 01, (3,3)

где

(3,4)

l
причем Ρ обозначает главное значение интеграла по Коши при t' — t.

Этот переход от действительного поля V(r> к комплексному полю V
обладает и другими замечательными особенностями. Комплексное поле
V, как это будет показано далее, естественным образом возникает в тео-
рии фотоэлектрического обнаружения световых флуктуации. Как это
выяснится, оно является собственным значением оператора, исполь-
зуемого в квантовой теории поля и представляющего аннигиляцию фотона
в некоторой точке пространства-времени (г, t).

Рассмотрим теперь пучок квазимонохроматического света. Мы пред-
положим, во-первых, что свет линейно поляризован, так что его можно
представить (комплексной) скалярной функцией V (г, t). Далее, в силу
высокой частоты оптических колебаний величину V как функцию времени
невозможно измерить,поскольку ни один из существующих в настоящее
время оптических приемников для этой цели не годится. Средний период
оптических колебаний составляет около 10~15 сек, тогда как наиболее
быстрые оптические приемники, доступные сейчас (лучшие фотоприем-
ники), имеют время разрешения порядка 10~10 сек; правда, специальная
техника позволяет получить время разрешения и до 10~12 сек. И хотя
изучение быстрых изменений полей во времени экспериментально невоз-
можно, вполне возможно измерить корреляцию поля в двух или более
точках пространства-времени. Мы рассмотрим корреляцию в двух точ-
ках пространства-времени и ее определение с помощью простейших
интерференционных экспериментов.

Световые колебания в точках Pi (r t) и Р2 (г2) выделятся введе-
нием непрозрачного экрана Q, расположенного поперек пучка, с не-
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большими круглыми отверстиями в этих двух точках. Мы наблюдаем,
что происходит на экране 95, расположенном на некотором расстоянии
за экраном Q, (рис. 3). В первом приближении мгновенное значение
поля в точке Ρ на экране 33 дается выражением

У (г, 0 = 2, t~t2), (3,5)

в котором ti = Silc и t2 = s2l с— времена, необходимые для того, чтобы
свет прошел от точки Ρ ι к точке Ρ и от точки Р2 к точке Ρ соответственно;
с — скорость света, а Κι и К2 — постоянные множители, зависящие
от размеров отверстий и геометрии схемы. Из элементарной теории
дифракции вытекает, что множители
Κι и К2 чисто мнимые.

Мгновенная интенсивность / (г, t)
в точке Ρ (г) и в момент времени t оп-
ределяется формулой *) —' ""

/ ( г , l)=V(r, t)V (r, t). (3,6)

Из (3,5) и (3,6) следует, что

Г,(г2, i —12)+ £)
•1) t — ti) V ( r 2 , t — ί 2)}, Р и с · 3. Смысл когерентных функций

второго порядка Г ( r l t г2, τ) и
(о,/) γ (rj, г2, τ), иллюстрируемый интер-

ференционным экспериментом с дву-
где символ Re обозначает действи- мя пучками,
тельную часть. Если взять среднее
от / (г, t) по ансамблю различных реализаций поля и обозначить среднее
по этому ансамблю в виде <...)е, мы получим

\K2\*(I(r2,t-t2))e

- i t , t

где
r2, i b t2) = (V* (rt, ?0 V (r2, t2))e

•h)}, (3,8)

(3,9)

</ (г,·, tj))e = (V* V (TJ, t}))e = Г (rj, rj, tj, tj) (j = 1 , 2 ) . (3,10)

Г (r t ,r 2 , t1, t2), очевидно, характеризует корреляцию между полем в точке г2

и комплексно сопряженным полем в точке rt в моменты времени t2 и £j
соответственно, а (/ (r̂ ·, tj ))e представляет среднюю (по ансамблю)
интенсивность света в отверстии Pj в момент времени tj (/ = 1, 2). Мы
обнаружим вскоре (см. (3,20)), что при обычных условиях третий член
правой части (3,8) вызывает синусоидальную модуляцию усредненной
интенсивности (/ (г, t)) в зависимости от г.

Обычно нас интересуют стационарные поля, для которых все средние
по ансамблю не зависят от выбора начала отсчета времени; более того,
как правило, поля являются также и эргодическими. В этих условиях
средние по ансамблю уже не зависят от времени и могут быть заменены

*) / (г, ί), строго говоря, непропорциональна квадрату действительной перемен-
ной поля V (г, t). Однако нетрудно показать, что если свет квазимонохроматический,
1/2 / (г, t) представляет собой среднее от ( F ( r ) ) 2 за короткий промежуток времени;
это сроднее берется за промежуток времени, составляющий несколько периодов свето-
вых колебаний.

8 νΦΗ, т. 87, вып. 3
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соответствующими средними по времени *). Обозначим среднее по вре-
мени для стационарного процесса / (г, t) через </ (г, t))t, т. е.

(/(г, 0>*=Шп-^г J /(г, О Л- (ЗД1)

Тогда «выборочную корреляционную функцию» Г (r 1 ; r2, tu t2)**)
можно заменить корреляционной функцией по времени, а последняя
зависит от аргументов ty и t2 только через их разность ty — tz. Следо-
вательно, если мы запишем

Г(г4, г2, τ) = <ν·(Γ1, t) V{r2, t + x))t =

г

= l i m 4 r \ V*(vut)V(r2,t + x)dt, (3,12)

выражение (3,8) для усредненной интенсивности в точке Ρ примет вид
(при условии стационарности и эргодичности)

</ (г, ί)> = ] Kt |2 (/ (г ь ί)> + I К2 |2 (I (r2, i)>+2Re {К*ХК2Т (ти г2, ί±—ί2)}, (3,13)

где опущены индексы t или е, отличающие два способа усреднения,
поскольку в этом случае нет необходимости в различии.

Заметим теперь, что если последний член в правой части (3,13)
не обращается в нуль, усредненная интенсивность (/ (г, t)} не равна
сумме (усредненных) интенсивностей двух пучков, приходящих в точку
наблюдения Ρ от двух отверстий. Она отличается от этой суммы членом
2Re {К1К2Т (г1; г2, ty — t2)}. Следовательно, если Г Φ 0, суперпозиция
двух пучков может привести к интерференционному эффекту.

Корреляционная функция Г (г у, г 2 , т) известна под названием взаимной
функции когерентности ***); она является основной величиной в эле-
ментарной теории оптической когерентности. Удобно нормировать Г,
положив

Г (rt, г2, τ) ^ Г (rt, г2, τ) ( 3 1 "
Υ(.Γ1ΐ Γ2ΐ Τ ) — [Γ (Г1 ; Tj, 0 ) ] 1 / 2 · [ Γ (Г2, Γ- n\lVl - \ll ί , .η ι 1 / ! l/r/F.UlVi ' ^ '

Из неравенства Шварца непосредственно вытекает, что в силу этой
нормировки

1. (3,15)

*) При рассмотрении реальных интерференционных экспериментов, в которых
приемник фактически интегрирует за промежуток времени, большой по сравнению
со временем когерентности, может показаться, что среднее, по времени описывает
экспериментальную ситуацию куда более правильно, чем среднее по ансамблю. Однако
не следует забывать, что для стационарного эргодического светового пучка достаточно
длительная запись временных изменений поля содержит в себе также и большое число
типичных членов статистического ансамбля. В любом случае среднее по ансамблю
представляет собой среднее по очень большому числу отдельных измерений.

Подробности об условиях стационарности и эргодичности можно найти у Давен-
порта и Рута (1958), Голдмана (1953) или Яглома (1962).

**) Т. е. функцию, полученную усреднением по различным выборкам (реали-
зациям) процесса. (Прим. ред )

***) Взаимная функция когерентности, обычно используемая в литературе, опре-
деляется согласно Вольфу (1955) [см. также Вольф (1954b) и Блан-Лапьер и Дюмон-
те (1955)]. Она соответствует величине, которая в обозначениях, принятых в этой
статье, была бы равна 1/4 Г (г2, ΐ ^ , τ ) . Множитель 1/4 появляется потому, что в этой
статье опущен множитель 2 в определении аналитического сигнала. Изменение
порядка радиусов-векторов r t и г2 сделано по аналогичным причинам.
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Положим также

(I">(T,t)) = \Kj\*(I(rj,t)) =

= \KJ\»<y(rJ,t)V(rj,t))-=\Kj\*T(rJ,r],O) (/ = 1 , 2 ) . (3,16)

(/ш (г, t)), очевидно, представляет собой среднюю интенсивность света,
достигающего точки Ρ (г) и идущего только через отверстие в Р^, член
{/<2>(r, t)) имеет совершенно аналогичную интерпретацию.

Из (3,13), (3,14) и (3,16) вытекает, что средняя интенсивность света
в точке Ρ может быть представлена в виде

i)>] 1 / 2 Re[ Y ( r i , r2, (Sl-s2)/c)}. (3,17)

Из (3,17) и (3,14) очевидно, что экспериментальное определение
средних интенсивностей (/(г, ή), (I ш (г, ή), (Ιί2) (г, t)), (I (ru t))
и (/ (г2, t)) непосредственно предоставляет информацию о действительной
части корреляционных функций *) у (r t, г2, τ) и Г (г ь г2, т). Вместе с тем
скорее абсолютное значение нормированной комплексной корреляционной
функции γ, чем ее действительная часть, является истинной мерой «рез-
кости» интерференционных эффектов, возникающих в результате супер-
позиции двух пучков. Чтобы доказать это утверждение, приглядимся
внимательнее к (3,17). Положим

у (ги г2, τ) = | у (ти г2, τ) | ехр {г [а (г1; г2, τ) — 2πν0τj}, (3,18)
где

а (г1; г2, τ) = argjffrj, r2, τ) + 2πνοτ. (3,19)

Подставляя (3,18) в (3,17), мы получаем следующее выражение для сред-
ней интенсивности в плоскости наблюдения 35:

{/(г, 1)) = (1ш(г, ф + (/(2)(г, t)) +

+ 2 [</(1> (г, 0)] 1 / 2 [</<2) (г, 0)]1/21 У (ΓΙ, г2, (S l - s2lc) \ χ

X cos [α (r1( r2, (sx — s2)lc) — δ)], (3,20)

где
δ = 2πν0 (s1—s2)/c =- k0 (Si—so), (3,21)

причем k0 = 2JIVO/C = 2π/λ0; в этих формулах λ0 представляет собой
эффективную длину волны света. Вообще говоря, интенсивности W

*) Мнимая часть этих функций в принципе может быть определена по известной
действительной части при всех значениях т. Поскольку, как это легко можно пока-
зать из (3,2) и (3,12), Г и, следовательно, также у представляют собой аналитические
сигналы, их действительные и мнимые части связаны между собой преобразова-
ниями Гильберта.

Мнимая и действительная части Г ( г ) и Г ( 1 ) могут быть выражены через действи-
тельное поле Vv) и сопряженную с ней по Гильберту часть Vм. Действительно [ср.
Роман и Вольф (1960а), стр. 474—476; Мандель (1963d), стр. 241—242],

2, 2,
ι г . ι
2 2

В частности из этих соотношений вытекает, что

<(F<r> (г, «))2> = ((V(l) (г, ί))2> = у <Р* (г, t) V (г, i)>, <F<n (г, /) 7<*> (г, t)) = 0.

8*



504 Э. ВОЛЬФ, Л. МАНДЕЛЬ

и (/(2)) двух пучков слабо изменяются в зависимости от положения Ρ (г)
на экране Ъ. И, кроме того, как мы увидим позже (ср. (3,26) и (3,27)), вели-
чины [ γ | и α будут меняться также весьма медленно в любой области
экрана 33, для которой изменение разности хода (st —· s2) мало по срав-
нению с длиной когерентности света. Однако множитель с косинусом
в (3,20) будет меняться очень быстро из-за наличия величины о, которая
обратно пропорциональна эффективной длине света λ0, которая очень
мала. Следовательно, в достаточно малой области экрана 55 средняя
интенсивность (/ (г, t)) будет меняться почти гармонически и периоди-
чески, в зависимости от положения.

Обычной мерой резкости интерференционных полос является так
называемая видимость, введенная Майкельсоном. Видимость 58 (г) в точке
Ρ (г) в интерференционной картине определяется формулой

% ( г ) _ </>тах-</>шт f ( 3 ) 2 2 )
w >тах""г <•< >min

где (7)тах и (/>min представляют собой максимальную и минимальную
интенсивности в непосредственной окрестности Р. Далее, из (3,20) мы
получаем хорошую аппроксимацию:

(ri. r2, (81-82)/e)\,
2 ) ( r , o > -

, t))}1/2\y(Tuv2,((Sl-S2)/c)\; (3,23)

следовательно, (3,22) принимает вид

·ι. Ъ, (*ι-*2)/<0Ι. (3,24)

причем в этой формуле μ = [(Л1) (г, Z))/(/(2> (r, ί)>]1/2. В частности,
когда средние интенсивности двух пучков равны, как это часто бывает,
μ = 1 и (3,24) превращается в §8 (г) = |γ (r l 5 r2, («ι — s2)/c)\, т. е. | γ
попросту равно видимости всех полос и таким образом может быть опре-
делено непосредственно из несложных измерений.

Аргумент (фаза) γ также имеет простой операционный смысл. Из
(3,19)—(3,21) вытекает, что положение максимумов средней интенсивности
в интерференционной картине полос с высокой степенью точности опре-
деляется через

argY(r t, r2, (s1 — s2)/c) = a{rl, r2, (sl—sz)/c) — (2π/λ0) (st — s2) =

= 2тл (те = 0, ± 1, ± 2, . . . ) . (3,25)

Положения максимумов, определяемые формулой (3,25), совпадают
с положениями, которые мы получили бы, если бы оба отверстия осве-
щались строго монохроматическим светом с длиной волны λ0, а фаза коле-
баний в Pi запаздывала бы по отношению к фазе в точке Р2 на величину
Δ = α (г1( τ2, (si —s2)/c). Следовательно, при описании интерференцион-
ных эффектов вблизи точки/3 величина α (г4, г2, (si — s2)lc) может интер-
претироваться как «эффективное запаздывание» света в точке Pi относи-
тельно точки Р2. Соотношение (3,25) показывает, что аргумент у может
•быть определен из измерений положения максимумов полос интерферен-
ционной картины.

Мы обнаружили, что, с одной стороны, у представляет собой меру
корреляции комплексного поля в двух точках / Ί и Р2, а с другой—является
мерой резкости картины и вместе с тем определяет положение максимумов
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полос, возникающих при суперпозиции пучков, идущих от этих двух
точек. В связи с этим γ обычно называют комплексной степенью когерент-
ности поля в точках Рх и Рг. Эта терминология не совсем точна, поскольку
у зависит не только от расположения точек Р± и Р 2 , но также и от поло-
жения точки наблюдения (определяемой положениями Рх, Р2, а также
величиной χ = (sj — s2)lc). Может быть, более разумным будет оставить
термин «комплексная степень когерентности» за величиной т а х т γ (г1; г2, τ).
Однако следует подчеркнуть, что в случае монохроматического света при
условии, что значение τ достаточно мало, как это обычно имеет место,
различие между предложенными определениями становится несуществен-
ным. Действительно, в этих условиях можно показать [ср. ниже (3,36)
и (3,14)], что

y(vu Г2, τ^Λίγίι · ! , г2, τ2) ехр[ — 2niv0 (xj — τ2)] (3,26)

(ν0 — средняя частота света) для любой пары значений t t и t 2 , такой, что

1^-т2|<~, (3,27а)

другими словами, когда абсолютная величина разности Tj — т2 мала
по сравнению со временем когерентности света *) [ср. соотношение (2,1)].
Таким образом, в интервале изменения τ, удовлетворяющем условию
(3,27а), величина γ, а также Г эффективно являются периодическими
функциями τ, с периодом, равным среднему периоду 2frt/v0 света.

Связывая корреляционные функции γ и Г с результатами измерений,
мы должны, разумеется, молчаливо предположить, что измерительная
аппаратура определяет значения средней мгновенной интенсивности
/ (г, /) = V* (г, ή V (г, t). Практически это будет почти что наверняка
в том случае, когда V совпадает с удачно выбранной переменной поля,
а приемник производит усреднение по времени за промежуток времени,
достаточно большой по сравнению с характерными временами флуктуа-
ции поля, или, иначе, по периоду, достаточно большому по сравнению
со средним периодом и временем когерентности света. (Альтернативный
случай — средняя интенсивность по ансамблю может быть найдена
из последовательности измерений, независимо от того, большое или
маленькое время измерения.) В этих условиях можно считать, что
среднее за время измерения почти не отличается от среднего, взятого за
бесконечное время, определяемое согласно (3,11). Если эти условия не
выполнены, могут иметь место другие интерференционные эффекты
(переходные или неустановившиеся эффекты); эти эффекты будут обсуж-
даться в разделе 7.

Вернемся теперь к соотношению (3,20) и ограничимся рассмотрением
такой области интерференционной картины, для которой справедливо
(3&7), другими словами, где (см. рис. 3)

( S i - ^ K A s , (3,27)

a As = c/Av — когерентная длина света (ср. § 2.1). Тогда из (3,24),
принимая во внимание (3,26), следует, что при γ = 0 не возникает ника-
ких интерференционных полос в той области интерференционной кар-
тины, которую мы рассматриваем (33= 0). Это и есть именно то, что при
традиционном подходе формулируется как утверждение, что два свето-
вых пучка, достигающих точки Ρ и ее окрестности, являются взаимно
некогерентными. С другой стороны, когда | γ | = 1, согласно (3,24) и (3,26)
мы получаем интерференционные полосы с максимально возможной види-

*) Если свет не удовлетворяет условию взаимной спектральной чистоты (ср. § 5.5),
эффективная спектральная ширина Δν должна вводиться с известной осторожностью.
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мостью; более того, если средняя интенсивность обоих пучков одинакова
(μ = 1), как это часто имеет место, видимость 35 равна единице (нулевой
минимум полной средней интенсивности). Это и есть именно то, что при
традиционном подходе формулируется как утверждение о том, что два
пучка взаимно полностью когерентны. Промежуточные случаи, соответ-
ствующие 0 <С γ < 1, отвечают частичной когерентности.

Мы будем называть эффекты когерентности, о которых только что
шла речь, эффектами когерентности второго порядка, поскольку они
характеризуются корреляционной функцией, которая зависит от двух
точек пространства-времени. Общая классификация эффектов коге-
рентности и количественное определение когерентности любого порядка
будет дано в § 4.4.

Основное свойство взаимной функции когерентности Г (r t, г2, τ),
через которую определяется степень когерентности, состоит в том, что
в вакууме она удовлетворяет двум волновым уравнениям:

0 (/=1,2), (3,28)

где Vj представляет собой оператор Лапласа относительно координат
точки Pj (г,). ЭТИ два волновых уравнения для взаимной функции коге-
рентности *) были впервые получены Вольфом (1955) [см. также Борн
и Вольф (1964), раздел X, 7.1]. С помощью уравнения (3,28) можно нахо-
дить распределение когерентности второго порядка в оптическом поле.
Соответствующие примеры будут приведены в § 5.1.

Очевидно, что явления временной и пространственной когерентно-
сти, о которых шла речь в § 2.1 и 2.2, характеризуются соответственно
величинами Г (ri_, r2, t) и Г (r l t r2, 0). В первом случае существенна зави-
симость корреляции от параметра t , причем точки Pt и Р2 совпадают
и заданы; во втором случае подчеркивается зависимость корреляции
от двух точек, тогда как время запаздывания χ (х < l/Δν) считается
заданным. Вместе с тем совершенно ясно, что различие между временной
и пространственной когерентностью может быть четко проведено только
в самых простейших случаях. В общем случае эти два типа когерентности
не являются независимыми. Это ясно из того, что Г подчиняется двум
волновым уравнениям (3,28).

Интересным следствием этих двух волновых уравнений является то,
что пространственно-некогерентный свет становится частично когерент-
ным или даже почти полностью пространственно-когерентным в резуль-
тате самого процесса распространения. Хорошо известным примером
такой ситуации является когерентность света, попадающего в телескоп
от удаленной звезды. Свет звезды создается многими почти совершенно
независимыми излучающими атомами и, таким образом, вначале в самом
источнике (звезде) является полностью пространственно-некогерентным.
Но в удобные для наблюдения ночи в фокальной плоскости телескопа
наблюдаются относительно резкие дифракционные кольца (с очень
глубокими минимумами) в изображении звезды: это и означает, что

*) Соответствующие уравнения для «выборочной корреляционной функции»
Г ( r l t r 2, ij, ί2), определяемой соотношением (3,9), имеют вид

ν*Τ=Ί*Ί^ (7 = 1 > 2 ) · ( 3 ' 2 8 а )

Это вытекает непосредственно из того факта, что V (г, t) подчиняется волновому урав-
нению Уравнения (3,28а) сводятся к уравнениям (3,28), если соблюдаются условия
стационарности и эргодичности.
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звездный свет в процессе распространения приобрел пространственную
когерентность. Это и некоторые другие следствия элементарной теории
когерентности будут рассмотрены в § 5.1 и 5.2.

По терминологии теории стохастических процессов взаимная функция
когерентности Г (r t, r2, х) называется комплексной взаимной корреляцион-
ной функцией двух случайных процессов, характеризуемых функциями
V (ΐι, t) и V (г2, £), а «одноточечная функция когерентности» Г (г, г, t)
известна под назйанием автокорреляционной функции случайного процесса
V (г, t). Основная теорема стохастической теории, называемая теоремой
Винера — Хинчина [см. Раис (1944), разделы 2.1 и 2.2; Ванг и Улен-
бек (1945)] утверждает, что спектр мощности (спектральная плотнотъ)
W (г, ν) случайного процесса и автокорреляционная функция Г (г, г, τ)
образуют пару относительно преобразований Фурье. В рассматриваемом
нами случае, где V представляет собой аналитический сигнал, можно
сказать даже больше. Можно показать, что и Г также представляет
собой аналитический сигнал [см. примечание к формуле (3,17)] и поэтому
Фурье-преобразование Г не содержит компонент с отрицательными
частотами:

Г (г, г, τ ) = [ W(r, r, v)exp( — 2πίντ)άν, (3,29)
о

W (г, r, ν) = ^ Г (г, г, τ) exp (2πίντ) dx. (3,30)
—oo

Если переменная поля V (г, t) совпадает с аналитическим сигналом,
ассоциированным с электрическим полем (мы все еще предполагаем, что
оно линейно поляризовано), то W (г, г, ν) представляет спектр света
в точке Ρ (г) или, точнее, спектр электрической энергии света. Может быть,
здесь следует подчеркнуть, что этот спектр вовсе не является преобразо-
ванием Фурье от переменной поля V, как это часто и совсем неправильно
предполагают. Действительно, в случае стационарного случайного поля,
которое мы сейчас и имеем в виду, переменная случайного поля V, вообще
говоря, не является квадратично интегрируемой (это сразу же вытекает
из (3,12), если предположить, что средняя интенсивность (/ (г, t)) =
= Г (г, г, 0) отлична от нуля), так что преобразование Фурье может даже
и не существовать.

В общем случае взаимный спектр мощности W (r4, r2, v) и взаимная
корреляционная функция (взаимно когерентная функция) Г ( г ь г2, τ)
образуют пару преобразований Фурье, и снова интеграл по частотам
распространяется только по области положительных частот:

Γ (rt, r2, T ) = J W (r l t r2, v) exp ( —2πϊντ) dv, (3,31)
Ό

W (r l f r2, v ) = J Γ (r l t r2, τ) exp (2πίντ) dx. (3,32)
— CO

Иногда величину W (r1? r2, v) называют взаимной спектральной
плотностью световых колебаний в точках Р^ (г^ и Р2 (г2).

Если свет квазимонохроматический, [ W (г1; г2, ν) | будет иметь
заметную величину только для тех значений ν, которые приходятся
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на интервал v0—5- Δν, νο~)-^Δν, при условии Δν/ν0 < 1. Перепишем

(3,31) несколько иначе:

Г (г1; г2, τ) = Г (rt г2, τ) ехр ( — 2πίν0τ),

где введены обозначения
СО

Г(г 1 ; г2, τ ) = \ W(ru г2, μ)βχρ( — 2πίμτ)άμ

(3,33)

(3,34)

-Vo

W(ru r2, v) = W(rlt r2, vo (3,35)

Учитывая поведение «сдвинутая» взаимная спектральная плот-
ность \W\, рассматриваемая как функция μ, будет принимать заметные
значения только тогда, когда μ лежит в узком интервале эффективной
ширины Δν около значения μ = 0. Таким образом, функция Г (rj, r2, т)
включает в себя только низкочастотные компоненты и, следовательно,
рассматриваемая как функция τ, она будет меняться очень медленно
по сравнению с изменениями, обусловленными периодическим множителем
ехр (—2πίν0τ). Фактически Г (г4, г2, τ), рассматриваемая как функция т,
эффективно будет оставаться постоянной величиной в любом интервале
изменения τ (τ4, т2), для которого соблюдено условие | т̂  — τ 2 | < 1/Δν,
т. е. для всех интервалов, длительность которых мала по сравнению
со временем когерентности света. Из этого результата, а также из (3,33)
вытекает следующая полезная формула:

Г(г„ г2, т2) = г2,

X л T«j

(3,36)

« J_
Δν

До сих пор мы рассматривали линейно поляризованный свет, однако
наши результаты легко распространяются на свет с любым состоянием
поляризации. Только вместо комплексной скалярной переменной поля
V (г, t) следует ввести подходящие комплексные векторные переменные
поля, например комплексные поля Ε (г, ( ) и Н (г, i), которые представ-
ляют собой аналитические сигналы, ассоциированные с действительными
векторами электрического и магнитного полей Е(г> (г, t) и H<r) (r, t) соот-
ветственно. Вместо взаимной функции когерентности Г приходится вво-
дить тензоры когерентности второго порядка:

1, г2, tu ί2) =-

u r2, tlt 12) =

i, r2, h, 12) =

u r2,tu t2) =

i. h)Eh(r2, t2)),

ги h)Hh(r2, U)),

ь tJHbirz, t2)),
(3,37)

где индексы i и /' относятся к декартовым компонентам, а средние вели-
чины рассматриваются как среднее по ансамблю.

Если поле стационарное и эргодическое, любой из тензоров когерент-
ности (3,37) опять-таки зависит от времен Zj и ί2 только через их раз-
ность t = ti — t2 и переходит в соответствующий тензор, определяемый
с помощью средних по времени [ср. Вольф (1954b, 1956)]:

(ΓΙ, г2, τ) = (Ε* (η, t) Eh (r2, t + τ)), (3,38)

и т. д.



КОГЕРЕНТНЫЕ СВОЙСТВА ОПТИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ 509

Введенные тензоры когерентности составляют ту математическую
схему, с помощью которой можно описывать все явления когерентности
второго порядка и которая дает возможность единым образом рассматри-
вать когерентные явления и явления поляризации. Примеры, относящиеся
к поляризационным явлениям, будут приведены в § 5.6. Другие приме-
нения этих тензоров к задачам интерференции и дифракции описаны
Джерми (1963) и Карчевским (1963а, Ь).

Так как электрическое и магнитное поля связаны между собой урав-
нениями Максвелла, можно показать, что введенные тензоры когерент-
ности связаны между собой двумя группами тензорных дифференциаль-
ных уравнений. Если поля стационарны и эргодичны, одна группа этих
уравнений, относящаяся к полям в вакууме, принимает вид*) |Вольф
(1956); Роман и Вольф (1960а)]

/lm с~~дх~ &Jm = '

с ox

. 1 д
с ОХ ~-<л» — ° > (3,39)·

В этих формулах t^i представляет собой совершенно антисимметричный
единичный тензор Леви-Чивита, д\ — д1дх\ — декартовы компоненты
оператора V, которые берутся относительно координат точки Pl{vi).
Другая группа уравнений аналогичным образом относится к точке Р2 (г2).

Некоторые законы сохранения были получены из этих уравнений
Романом и Вольфом (1960b) и Романом (1961b).

§ 3.2. К в а н т о в о м е х а н и ч е с к о е о п и с а н и е

Теперь мы дадим квантовомеханическое описание простого интер-
ференционного эксперимента, представленного на рис. 3. Поскольку
практически все приемники света, дающие изображение, используют фото-
электрический эффект (сюда относятся как сами фотоэлектрические прием-
ники, так и фотоэмульсии, глаз и т. д.), оператором, наиболее тесно свя-
занным с «наблюдаемыми» в эксперименте, будет та часть оператора поля,
которая содержит положительные частоты, или А(+) (г, /). Этот же опе-
ратор А<+) (г, /) одновременно является и оператором аннигиляции, ассо-
циированным с вектором-потенциалом поля в точке г, ί в гейзенбергов-
ском представлении [ср. Швебер (1961), стр. 170]. Оператор, соответ-
ствующий измерению полной интенсивности света по всем направлениям

*) Тензоры когерентности, определенные в виде (3,38), тривиальным образом от-
личаются от оригинально введенных тензоров. В связи с этими незначительными из-
менениями во всех членах, куда входит производная д/дх, в (3,39) знак меняется на
обратный по сравнению с соответствующими уравнениями в других статьях.

Обобщение уравнений (3,39) на области пространства, содержащие заряды
и токи, было сделано Романом (1961а) и Бераном и Паррентом (1962, 1964).
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поляризации в точке пространства-времени г, t, имеет *) вид А(~' (г, f) χ
X А<+) (г, t) (ср. § 6.1, ниже). Это становится очевидным из рассуждений,

принадлежащих Глауберу (1963b). Скорость поглощения фотонов идеаль-
ным детектором пропорциональна

Σ | (sj I А(+> (r, t)\Si)\z = (Si\A"(r, i)A ( + '(r, i)|«f>,
з

где I Si) и I S; | — начальное и конечное состояния поля излучения, а сумма
берется по всем конечным состояниям [см. также (4,5)]. Оператор А<+) (г, t)
можно выразить через аннигиляционные операторы aAj s для фотонов
с импульсом ftk и поляризацией s (s = 1, 2) в виде [см. Мессиа (1962),
•стр. 1031)]

(г, ή = (^г) 1 / 2 Σ (ут) **. ̂  · ехР [* (kr-cfe)], (3,40)

(3,41)

причем afti s и а%, s подчиняются перестановочным соотношениям

[ah, s, fflft',s']=0,

[at,., αί',.·] = 0,

a e ft j s образуют последовательность комплексных ортогональных еди-
ничных векторов, определенных с точностью до унитарного преобразова-
ния [Мессиа (1962), стр. 1032)] и удовлетворяющих условиям

«ft, sSfc, β' = δ 8 ι β ' , kE f t jS = 0. (3,42)

Если ρ является оператором плотности [Тер-Хаар (1961)] комбини-
рованного поля, обязанного обоим световым пучкам, то согласно обыч-
ным правилам квантовой механики ожидание (/ (г, ή) интенсивности
в точке г, t, просуммированное по всем возможным значениям поляриза-
ции, будет определяться выражением

(I (г, г)) = Тг [ρΑ<-> (г, ί) А<+) (г, ί)]· _ (3,43)

•Стоит отметить, что операторы А<+) (г, ή и ak;S тесно связаны с комплекс-
ными полями V (г, t) и их комплексными амплитудами разложения в ряд
•Фурье классического описания yAjS, потому что все собственные значения
•α^,Β являются комплексными числами Vk, s- Пусть | v^, s) — собственное
состояние, соответствующее собственному значению Уд, S; тогда **)

«ft, s\Vk, s> = ^ft, β I уА, s)· ( 3 , 4 4 )

*) В этой статье над операторами всюду ставится шляпка. Отсюда и далее угло-
вые скобки (...) следует понимать как квантовомеханическое ожидание оператора,
•стоящего внутри скобок, или среднее по ансамблю от статистической переменной.

**) Это можно видеть сразу из определениЯдОд, s , считая, что a/it s действуют на
•состояние, определенное следующим образом:

оо

л, β> = βχρ < - ! » * , . |я/2) 2 [»к* 1

где | щ, s) — состояния Фока, a v^, s — любые комплексные числа. Тогда мы придем
к выражению (3,44). По поводу введения состояний | vh, s) см. Луселл (1946), стр. 126,
•а также Шифф (1955), стр. 67. Эти состояния были подробно рассмотрены Глаубе-
ром (1963b, с), который называет их когерентными состояниями по причинам, которые
станут ясными в § 4.4. Эти состояния использовались также Швингером (1953) в его
формулировке квантовой электродинамики. [По этому поводу см. также
К. Е. C a h i l l , Phys. Rev. 138, 1566 (1965).— Прим. ред.]
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Далее рассмотрим состояние

| К , } ) --= Π I vk, .>, (3,45)
к, s

где под символом { v^ s} понимается вся совокупность значений ν^8. Из
(3,40), (3,44) и (3,45) мы найдем, что

А(+> (г, 01 К Л) = (hc/Ls)1/2 2 -7=- "*. ^ ' e x ? I' ( k r - ckW\ К ·}> =
, у К
ft, s

= V(r, i )IK.}>, (3,46)

так что комплексная аналитическая волновая амплитуда V (г, t), опре-
деляемая соотношением

V (г, 0 - (hc/L3)1/2 Σ &~ V V .e A , . exp [i (kr - c*i)], (3,47)
fe, s

также будет собственным значением оператора А<+) (г, t). Одно это уже
указывает на тесную связь между квантовомеханическим описанием
и классическим описанием поля с помощью комплексных аналитических
сигналов, которые будут дальше рассматриваться в § 4.3.

Естественно выбрать последовательность состояний | {УД,S}> В каче-
стве базиса представления оператора плотности ρ [см. Глаубер (1963а,
Ь, с)]. Хотя они не ортогональны и образуют избыточную систему,
они удовлетворяют соотношению замкнутости вида [Клаудер (1960),
стр. 125-126]

1 = П ^ Г \ \vk,s)(Vk,s\d2vkjS, (3,48)
h, s

где d^v^^g указывает на интегрирование по комплексной v^ ^-плоскости.
Ценные свойства-представления в базисе | {ν^,β}) были обнаружены Судар-
шаном (1963а, Ь) и строго сформулированы Клаудером, Мак-Кенной
и Кюри (1965) и Метой и Сударшаном (1965) [см. § 4.3 и Дополнение].

Таким образом, если мы описываем состояние одного пучка в базисе
{v'k,s}), а другого пучка—-в базисе |{fft,s}}1 оператор плотности комби-

нированного поля может быть представлен в форме

Q = J J Φ ({V'k, .}, {V'i „})| {v'k, ,}, К ,» <{l/ft, ,}, K , s} I C?2 {V'h, s} d* {V'i, .}.

(3,49)

Чтобы не заниматься вопросом симметризации состояний комбини-
рованного поля, мы будем считать, что у обоих пучков нет общих (k, s)-
мод. Это будет иметь место, если рассматривается суперпозиция двух
плоских волн, направленных под достаточно малым углом друг κ другу.
Функционал Φ ({i4,s}, ivh, s}) играет в этом случае роль обобщенного
веса или «вероятностного» функционала.

Подставляя (3,49) в (3,43), получим

(/(г, i)> = T r J $ < D ( K e } , К .}) | {i;i,,}, К , , } ) ( К , } , {»л.,}| X

X А<-> (г, 0 А<+> (г, 0 d* {v'ht s} cP{v'k,.}. (3,50)

Далее, Α("' (r, t) является полным оператором комбинированного
поля, так что, имея в виду (3,46),

( К , . } , {V'H, S} I A'"' (r, 0 = {V* (г, 0 + V"* (г, 0} ( К .}, {vk, s} |. (3,51)
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Используя (3,51) и комплексно сопряженное ему выражение в фор-
муле (3,50) и вспоминая, что след является инвариантом циклической
перестановки операторов, мы получим

(I (г, ί)> = Тг J J Φ ( К s}, К,.}) [V* (г, 0+V"* (г. ή] [V (г, 0+V" (г, ί)] X

( Κ .}. К .}) [V* (r, t) + V"* (г, t)] χ

X[V'(r, 0 + V" (г, ί) I<*2 К . К К · } · (3-52>

Поскольку Φ ({fft; s}, {ι>£, s}) является весовой функцией распреде-
ления различных комплексных амплитуд V (г, t) и V"(r, t), представ-
ляется весьма естественным интерпретировать интеграл в (3,52) как
величину, определяющую среднее по ансамблю. О том, что связано·
с такой интерпретацией, будет более подробно сказано ниже, в § 4.3.
Принимая эту интерпретацию, мы можем написать

(/ (г, ί)> = ([V* (г, ί) + V"* (г, ί)] [V (г, t) 4 V" (г, *)]>· (3,53)

Правая часть (3,53) тождественна среднему по ансамблю от клас-
сического соотношения (3,6), если V'(r, i)-j-V(r, г) заменить на\ т(г, t),
как это можно сделать для частного случая линейно поляризованного
света.

Если, подобно тому как это было сделано в (3,5) и (3,6), в целях
простоты мы ограничимся линейно поляризованным светом и выразим
V (г, t) и V"(r, t) через их значения в точках rj и г2 соответственно,
т. е. положим

V (г, 1)=КУ'{ги t-tl),

V"(r,t) = K2V"(r2, t-t2),

мы, конечно, раскрывая (3,53), сумеем воспроизвести все стадии
перехода от (3,8) к (3,13).

Два вывода из предыдущих рассуждений заслуживают того, чтобы
их отметить. Прежде всего, поскольку, раскрыв (3,53), мы получим

</ (г, 0) = (| V (г, г)|2) + (| V" (г, 012> + 2Re ([V* (г, t) V" (г, *)]>, (3,54)

ясно, что никаких перекрестных или интерференционных членов воз-
никнуть не может, если V' (г, t) и V" (г, t) ортогональны друг другу.
Таким образом, два взаимно перпендикулярно поляризованных световых
пучка не могут давать интерференционных эффектов, даже если корреля-
ция между ними значительна. Во-вторых, хотя

(V (г, ί) V" (г, 0> = (V (г, ί)> (V" (г, t)) = 0, (3,55)

если оба пучка статистически независимы, обратное утверждение, вообще
говоря, неверно. Отсутствие корреляции второго порядка вовсе не гаран-
тирует статистическую независимость, за исключением случая «гауссовско-
го света» (создаваемого тепловыми источниками, § 4.5). В принципе воз-
можно наблюдение корреляционных эффектов высших порядков со све-
товыми пучками, которые не вызывают появления интерференционных
полос.

Но даже когда два световых пучка совершенно независимы, что
находит свое отражение в факторизации диагональной матрицы
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плотности Φ({ι4,β}> iv'h. s})> когда она распадается на произведение
отдельных матриц плотности

Ф ( К .}, К,.}) = Φι (К.}) Ф 2 (К.}), (3,56)
мы обнаружим, что могут наблюдаться некоторые неустановившиеся,
не вполне предсказуемые интерференционные эффекты. Но об этом речь
пойдет в разделе 7.

(Продолжение см. в следующих выпусках журнала.)
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