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ОКТЕТНЛЯ МОДЕЛЬ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ*)

Дж. де Сварт

Попытки понять структуру сильных взаимодействий привели к предложению
нескольких схем высшей симметрии * * ) . Эти высшие симметрии должны содержать
сохранение изосшша / и гиперзаряда Υ, Особенно интересно в этом отношении октет-
ная модель (унитарная симметрия), предложенная независимо Гелл-Магшом и Неема-
ном. В этой модели предполагается, что наиболее сильные взаимодействия инвариантны
относительно преобразовании, принадлежащих к группе SU(3), т. е. относительно,
уянмодулярных унитарных преобразований в некотором трехмерном комплексном
линейном векторном пространстве («пространство унитарного спина»). Симметрия
этих сильных взаимодействий нарушается некоторым неизвестным более слабым взаи-
модействием, по так, что изосппя и гиперзаряд по-прежнему сохраняются. Еще более
слабое взаимодействие — электромагнитное — нарушает π эту более низкую симмет-
рию так, что сохраняется только гиперзаряд и третья компонента изосшша. В модели
унитарной симметрии группы сильно взаимодействующих частиц с одними и теми же
квантовыми числами (неодинаковыми квантовыми числами являются при этом /, Υ, 13

и непосредственно связанные с ними странность, заряд G, четность и др.) относят
к неприводимым представлениям (НИ) группы SI' (3). В октетяой модели низшим
нетривиальным ЯП физически возможным (т. е. имеющим целые квантовые числа для
ошерзаряда) является ЯП {8}. Восемь хорошо известных барионои Ν, Λ, Σ и Ξ,
а также восемь псевдоскалярных мезонов Α", η, л и К приписываются ЯП {8}. Кроме
того, предполагается существование восьми векторных мезонов, которые относятся
к такому же представлению. По всей вероятности мезоны ρ, ω, А"* и К* составляют этот
октет***). Здесь существует трудность, состоящая в том, какой из двух мезонов К*
включить в октет. По-видимому, наблюдается два (А'я)-резоланса: один π при 730 Μэв
и другой ****) при 888 Мэе. Предпочитают резонанс 888 Мое, так как он скорее обладает
правильными квантовыми числами. Следующее, более высокое НП может содержать
10 частиц. Было предположено ', что известный (3,3) пион-нуклопный резонанс,

резонанс Υ'{ ( 1385 Мое, / —-9- ) 8>9, недавно открытый (Вя)-резонанс при 1532 Мое

и пока неизвестный барпон Ω" (1685 Μοβ, Υ -=~ —2, / — 0) принадлежит к этому
НП 1 0 . Открытие этой О~-частнцы означало бы большой триумф октетиой модели * * # * * ) .
Окубо 1 0 вывел формулу для масс различных частиц, принадлежащих к одному и тому
же HIT. Для октетов (ЯП {8}) эта формула сводится к соотношению между массами
различных частиц, входящих в данный октет. Это соотношение между массами очень
хорошо удовлетворяется для бариоиов и псевдоскалярных мезонов. Однако для век-
торных мезонов это соотношение не выполняется пи для (А'п)-резонанса 888 Мае,
пи для резонанса 730 Мое. Для ЯП \\()\ массовая формула опять очень хорошо удовлет-

*) .Т. J. de S w а г t. The Octet Model and its Clebsh — Gordan Coefficients,
Rev. Mod. Pliys. 35, 916 (1963). Перевод В. Б. Верестецкого и О. А. Владимировой.

**) Очень хороший обзор различных схем высших симметрии сильных взаимо-
действий дан в статье г. Η ней читатель найдет библиографию обширной литературы
на эту тему.

***) Более естественно считать, что октет образует мезоны ρ, φ, К* и А'*; см.
конец раздела 16. (Прим. персе.)

****) Более подробную библиографию см. (!, стр. 781.
*****) Варной Ω" экспериментально обнаружен (V. Е. B a r n e s и др., Pliys.

Rev. Letts. 12, 204 (1964)). Спил ого пока не установлен. (Прим. персе.)
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воряется. Коулмен и Глэшоу u получили соотношение, содержащее электромагнитные
разности масс внутри барионного октета. Это соотношение также удовлетворяется
очень хорошо. Главная задача этой статьи — получить коэффициенты Клебша —
Гордана *) (КГ-коэффициенты) группы ^[/(З) для произведений наиболее важных
неприводимых представлений (§ 10, 11 и 18). Особое внимание уделено определению
всех существенных фазовых множителей (§ 7, 10). Получены некоторые полезны»
соотношения симметрии для КГ-коэффициентов (§ 14). Формулируется теорема Виг-
нера — Эккарта 1 4 для этой группы (§ 15), которая применяется для вывода
общей формулы масс для октетов (§ 16). Частный случай этой формулы дает
соотношение масс Гелл-Манна — Окубо (16,3). Другой частный случай приводит
к соотношению (16,15), которое очень хорошо удовлетворяется для векторных мезонов,
если включить в соответствующий октет в качестве К*(Кя)-~резочаас 730 Мэе.
Для полноты картины, а также для того, чтобы продемонстрировать применение неко-
торых частных выборов фаз, мы рассмотрим в § 17 взаимодействие Юкавы между
барионами и мезонами. Для того чтобы иметь возможность ясно показать, как получены
результаты последних разделов, оказались необходимыми дополнительные разделы,
в которых определяются различные понятия и величины, используемые в дальней-
шем. Это приводит нас к другой цели этой статьи. Для понимания математической
структуры этой специальной модели сильных взаимодействий требуется лишь неболь-
шое расширение этих разделов и несколько дополнений к ним, что и сделано в этой
статье. Изложение вопроса является «физическим» **), насколько это возможно. Автор
пытается не пользоваться слишком много результатами, полученными чисто абстракт-
ными методами теории групп. ОДЕШКО В тех случаях, когда результаты можно легко
получить (насколько автору известно) только этими методами, они используются.
Хорошим примером является § 12, в котором изложен без доказательств изящный
и простой метод Шпайзера 1 5 для приведения прямого произведения двух неприводимых
представлений.

§ 2. ТЕНЗОРЫ 16

Группа SU(3) содержит все унитарные унимодулярные преобразования в трех-
мерном векторном пространстве комплексных чисел С3. Обозначим вектор в этом
пространстве через х', а его комплексно-сопряженный — через х;, так что xt — (χ1)*.
Преобразование группы превращает векторы х1 и хг в векторы х1 и χι согласно сле-
дующим формулам * * * ) :

х* = ацх1, (2,1а>

Xj = a*jXj~a]iXj. (2,16)

Вследствие унитарности преобразования коэффициенты α удовлетворяют соотноше-
ниям ****)

α+ = α-ι или a*j = ajix.

В векторном пространстве С3 мы можем определить смешанные тензоры A^"j^, кото-
рые преобразуются следующим образом:

Существуют особые тензоры δ*-, ε 4 ^ и е щ . Они не меняются при преобразовании груп-
пы. Мы имеем

*) Таблицы КГ-коэффициентов можно найти в ряде других статей (напри-
мер, 1 2 и 1 3 ) . При пользовании этими таблицами в комбинации с некоторыми теоре-
мами этой статьи нужно проявлять осторожность, так как в этих КГ-коэффициентах
не тот выбор фазовых множителей, а в большинстве случаев их выбор не указан.

**) Термин «физически» в данном контексте означает: «при помощи методов,
известных большинству физиков, предполагая некоторое знакомство с теорией момента
количества движения». Если в некоторых местах в последующих разделах читатель
заметит слишком большие для себя скачки в логической последовательности, ему сле-
дует сравнить их с аналогичной ситуацией в теории момента, π тогда данный пункт
почти всегда прояснится (по крайней мере, таков наш опыт).

***) Мы будем пользоваться эйнштейновским условием суммирования.
****) а* означает эрмитовски-сопряжепное к о, а 1 — транспонированное, а* — ком-

плексяо-сопряженное.
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вследствие ограничения унимодулярными преобразованиями (det α •= 1).
Одночлены Μ (ρ, q)

xayb...z4uiVj...wh

с р верхними и q нижними индексами при преобразовании группы преобразуются
друг через друга. Поэтому удобно выбрать эти многочлены в качестве базиса для
построения представлений группы. Эти представления в общем случае будут приводи-
мыми, как будет показано ниже, вследствие существования тензоров iV·, ε*-1'' и

При помощи этих тензоров мы можем составить из смешанного тензора Α?γ"Ί
с ρ верхними и q нижними индексами в общем случае смешанные тензоры В, С и D.
Из них

об. . .6 si .αβ...6
°]. . .1 —°aAij.. А

представляет собой тензор с (р — 1) верхними и (q — 1) нижними индексами,

— тензор с (ρ — 2) верхними и (q + 1) нижними индексами, а

φ г\та.$ . . . δ „mij Λ σ β . . . 6

— тензор, у которого (/> + 1) верхний, (q — 2) нижний индексы. Тензоры В, С и D
являются линейными комбинациями тензора Л с ρ верхними и q нижними индексами.
Однако по свойствам преобразования В, С и D отличаются от тензора с ρ верхними
и q нижними индексами. Поэтому тензор Л является приводимым, если β, С и С ее
обращаются тождественно в нуль.

Мы видим, что В = 0, если Λ*$··γ = О, т. е. если след тензора А по отноше-
нию к индексам α и г равен нулю; С — 0, если А симметрично по отношению индексов
α и β, и D == 0, если А симметричен по отношению к индексам г и /.

Теперь ясно, как построить базисы для неприводимых представлений SU (3).
Возьмем линейные комбинации Ρ (ρ, q) одночленов Μ (ρ, q) так, чтобы полиномы
Ρ (ρ, q) были:

1) полностью симметричны относительно всех ρ верхних индексов;
2) полностью симметричны относительно всех q нижних индексов;
3) со следом, равным нулю *) .

Эти полиномы Pf-· ̂ Ί''^ образуют базис для неприводимого представления (НП)
D (p, q) группы SU (3). Размерность N представления D (p, q), т. е. число базисных
векторов равно

•^__ # = (1 !-р)(1-Ь?) [ l - l · - ^ ^ - ? ) ] · (2,3)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Тензор, имеющий только верхние индексы и симме-

тричный по этим ρ индексам, имеет — (р -|- 1)(/>-| 2) линейно независимых компонент.

Это можно видеть следующим образом. В силу требования симметрии порядок индексов
не существен. Поэтому мы можем расположить индексы так, чтобы первыми были все
единицы, затем все двойки и, наконец, все тройки. Предположим, что мы имеем
α индексов, равных единице, причем α может пробегать значения от нуля до р\ тогда
при данном α для двоек и троек остается (ρ — α) индексов. Мы можем поэтому соста-
вить (р — а - - 1) разных комбинаций, в которых α индексов, а остальные двойки
и тройки. Всего различных компонент будет

У (ρ—α+1) = -τ-(ρ )-1)(ρ + 2).

a=0

Тензор, имеющий только нижние индексы и симметричный но этим q индексам, имеет

-- (q -r 1) (q -|- 2) линейно независимых компонент. Смешанный тензор, полностью

*) В силу симметрии, требуемой условиями 1) и 2), каждый полином имеет
только один след. Под следом мы понимаем свертывание только по одному верхнему
и одному нижнему индексам, а не свертывание по двум верхним или двум нижним
индексам.
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симметричный относительно ρ верхних π q нижних индексов, гмеет поэтому

Л^ == -у (р Ь 1) (р 2) [д -j- 1) (g-,-2) линейно независимых компонент. Требование

того, чтобы след обращался в нуль, дает дальнейшие ограничения. След представляет
собой смешанный тензор с (р — 1) верхними и (д—1) нижними индексами. След сме-
шанного тензора, полностью симметричного относительно ρ верхних и д нижних индек-
сов, имеет Ν2 линейно независимых компонент, где Л'2 ~ у- ρ (ρ l)-q (g -r 1)·

Все эти компоненты должны тождественно обращаться в нуль. Таким образом, тензор,
симметричный относительно верхних и нижних индексов, с равным нулю следом,
имеет N —- ΛΊ — N2 независимых компонент, что и требовалось доказать.

Можно обозначать данное 1111 как \N}, т. е. D (1,1) - {8;, D (2,2) =- {27},
D (3,0) •= {10} и т. д. Если более чем одно НИ имеет одинаковую размерность, то мы
можем различать их при помощи звездочек, штрихов и т. д. Например, D (р, д)
и D (q, ρ) (ρ ^> д) имеют одинаковую размерность. Мы будем обозначать D (j>, q) — \Ni
И D (q, p) - {Λ'*}.

§ 3. ГЕНЕРАТОРЫ ГРУППЫ

В разделе 2 мы показали, что подходящий базис для 1111 D (]>, q) группы SU (3)
образуют Лг полиномов Ρ (ρ, д). Эти иолиномы образуют линейное векторное про-
странство Fjy. Преобразованию группы SU (3), определяемому матрицей α в простран-
стве С3, соответствует преобразование Г в пространстве Fjy. Эти преобразования U
и образуют 1111 D (р, д) группы SU (S); они являются унитарными *) (ί/+ — U~l)
и унимодулярпыми **) (det U — \).

Каждое унитарное преобразование U может быть записано в виде

i/ = e i H , (3,1)

где // — эрмитово, 11 И". Справедливо и обратное: для каждого эрмитова опера-
тора Η матрица U, определенная по формуле (3,1), является унитарной. Требование
унимодулярности означает

Trff = 0. (3,2)

Здесь также справедливо и обратное. Из (3,2) следует, что матрица С, определенная
согласно (3,1), унимодулярпа.

Преобразование α в пространстве С3 мы можем также записать в форме (3,1)
с условием (3,2). В трехмерном пространстве существуют девять линейно-независимых
эрмитовых операторов, по только восемь из них имеют пулевой след. Этим восьми опе-
раторам в С3 (генераторы группы) соответствуют восемь эрмитовых операторов с нуле-
вым следом Fi в пространстве Vjy· Мы можем написать поэтому

я = 2 aiFh (3,3)

где Fi = Ft, TcFi = 0 и α ; действительны. Для получения соотношения коммутации
для Fi более удобно записать (3,3) несколько иначе. Введем совокупность девяти опе-
раторов ***) с нулевым следом /1^, которые определяются так, что их представление
в пространстве С 3 имеет следующий вид:

(^1)μ.ν= δ ί ν δ Λ μ — -д-бг/ιδμν (3,4)

(г, к, μ, ν = 1, 2 или 3). Эти операторы удовлетворяют условию

Они не являются полностью независимыми, а связаны соотношением

А\-УА\ ,--41 = 0. (3,0)

*) Мы можем всегда выбрать так, чтобы матрицы были унитарными; см., напри-
мер, 1 7 .

**) Представления должны быть унимодулярными, так как в противном случае
унимодулярные матрицы образовывали бы инвариантную подгруппу. Так как группа
SU (3) не имеет инвариантной подгруппы, то представления унимодулярны.

***) Эти операторы Л* отличаются от операторов, введенных Окубо в работе 1 0,
общим знаком минус.
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Теперь мы можем выразить (3,3) через операторы А\; мы получим

причем эрмитовость // требует

Легко видеть, что эти матрицы А) удовлетворяют соотношениям коммутации

[4- =6*4-44

(3-8)

(з,9)

Этим девяти операторам в пространстве С3 соответствуют девять операторов в каждом
из пространств Fjy, которые удовлетворяют соотношениям (3,5) — (3,9). При этом они,
конечно, не являются матрицами 3 X 3, а матрицами JV X N.

Мы введем еще другие обозначения для генераторов группы, которыми будем
пользоваться повсюду дальше в этой статье. При помощи этих новых обозначений
легко получить соотношение между операторами Fi (обозначения Гелл-Манна 3)
и операторами Аг

к (обозначения Окубо 1 0 ) . Мы обозначим

7~ L2
(3,10)

Далее мы можем образовать операторы

iK2, (3,11)

Операторы Al

k можно теперь выразить через эти операторы:

(3,12)

Для полноты мы приведем также соотношения между нашей совокупностью генера-
торов и совокупностью, которой пользовались Беренус и др. 1:

'•'-(йг)'-
я,=

У Ά

- ) М, Е2 = 1 ~ L
YiJ

ι

(3,13)

§ 4. СООТНОШЕНИЯ КОММУТАЦИИ

Из соотношения коммутации (3,9) мы видим, что 7 3 и Μ являются коммутирую-
щими операторами. Так как ранг группы равен двум, то не существует других линей-
ных операторов, коммутирующих с этими двумя. Мы объединим их в один вектор
Ε = (/3, М). Соотношения коммутации могут быть записаны в следующем виде:

[Е,

[Е,

)

I+, /_]=2iE,

(4,1а)

(4,16)
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где i, к и 1 — единичные векторы, определяемые следующим образом:

Другие перестановочные соотношения, менее симметричные по форме, таковы:

и остальные коммутаторы равны нулю.
Мы введем следующие операторы *):

pl = ̂ nU- , Pk = einK2, P; = p i l t L2. (4,2)
Тогда

P?I±Pi=-I?, PilK±Pt = L±, P?L±Pt = -K±, ^

P-h4±Pk = L^ P?K±Ph = -K^P£L±Ph = -I^ \ (4,3)

Pi4±Pi = K±, PjiK±Pt=-I±, J>^L±PZ=-LT. J

Эти соотношения легко доказать следующим образом:

= / ± cos-^- it + L ¥ sin — π — 1 ¥ )

и аналогично для других соотношений. Из соотношений (4,3) непосредственно следует,
что

PllPhPt=--Ph P l \

P'k'PiPk^PT1' P

P'ilPiPi'-.Pk. P

Кроме того, мы имеем соотношения

Р Г 1 Е Р г = Е — 2 i ( i E ) , Ϊ

P ^ E P f e ^ E — 2 k (kE), [ (4>5)

Pl1EPl=E — 21 (IE). J

Соотношения (4,5) легко доказать следующим образом:

= ЕН k(kE)(cos3t — 1)-ЬкК ( sin π, ==Ε—2k(kE).

§ 5. ПОЛНЫЙ НАБОР КОММУТИРУЮЩИХ ОПЕРАТОРОВ

Для того чтобы систематизировать собственные состояния, удобно индицировать
их собственными значениями полного набора коммутирующих линейно независимых
операторов. Набор, состоящий из 7 3 и М, можно расширить, добавив / 2 = 1\ -г 1\ + 1%
и еще два оператора F2 и G&, называемых операторами Казимира ao.ai. Последние опре-
деляются следующим образом 1 0:

8

1 — 2 ΖΛ V- ν - ΖΛ ι'
μν i=l

μνλ

*) Эти операторы широко применялись в работах 1 8; см. также 1 9 .
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Операторы F* и G3 имеют то свойство, что они коммутируют с каждым из операторов Ft.
Согласно лемме Шура *) эти операторы являются константами для данного неприво-
димого представления. Поэтому неприводимые представления удобно индицировать
собственными значениями этих операторов /2 и g3. Конечно, совокупность (р, q) экви-
валентна совокупности (t2, g3)- Состояния внутри данного НП можно индицировать
собственными значениями Τ (ΐ -'•- 1), Τζ и т операторов /2, / 3 и М. Для собственных
значений оператора Ε = (/3, М) мы также будем использовать векторное обозначение
е = (Т z, m). Мы будем обозначать собственные состояния оператора Е, принадле-
жащие к собственному значению е, через |е, γ). Символ у описывает остальные кван-
товые числа. Для данного НП мы можем определить также высшее собственное значе-
ние е # и высшее собственное состояние ]р, q, Т. e/f, γ). Высшим собственным значением
называется такое значение е, которому отвечает наибольшее Τг в данном Η П. Высшим
собственным состоянием называется то, которому отвечает высшее собственное значение.

§ 6. ДВЕ ТЕОРЕМЫ

Теперь мы в состоянии установить некоторые полезные теоремы.
Т е о р е м а 1. Пусть |е, у) является собственным состоянием оператора Е.

Если А"+ | е , у) отлична от нуля, то К+ \ с, у) является также собственным состоянием
оператора Ε с собственным значением с -|- к.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из fE, К + ] — кА'_ следует

ЕАГ+ |е, Y) = у)=(е е, у),

что и требовалось доказать.
Аналогично имеем, если К_ J е, γ)=^0, то А'_ | е, у) имеет собственные значения

е — к; если 1± I е, γ)==0, т 0 / ± I е, γ) имеет собственное значение е ;Ь i, и если
L±\e, у)̂ г=О, то £± | е, γ) имеет собственное значение е J^ 1.

Эта теорема имеет простую геометрическую интерпретацию в виде двухмерной
диаграммы собственных значений (рис. 1).
значение представляется точкой е~ (7' 2, т).
Эти точки образуют некоторую решетку,
расстояние между соседними точками со-
ставляет i, k или ].

Т е о р е м а 2. Пусть I с, γ) явля-
ется собственным состоянием оператора Е,
тогда Pi | е, γ) также является собствен-
ным состоянием оператора Ε с собственным
значением е — 2i (ie). Степень вырождения
состояния Pi \ с, γ) такая же, как и состоя-
ния | с, γ).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из
Pi^EPt -= Ε — 2i (i E) следует

EPi ! е, y)=Pt {Ε —2i (iE)} | e, γ)=,

= {e—2i (IE)} Pi, e, γ).

На этой диаграмме каждое собственное

ГЛ А

Рис. i. Часть двухмерной диаграммы
собственных значений, иллюстрирующая
периодическую решетку (теорема 1).Кроме того, так как Р ; является унитар-

ным оператором, он сохраняет кратность
состояния. Аналогично найдем, что Р/< ' е, γ) и Ρ ι \ е, γ) имеют собственные значения
е — 2к (к е) и е — 21 (1 е). Степень вырождения этих состояний опять та же, что
и состояния ' ογ).

Эта теорема также имеет простую геометрическую интерпретацию на двухмерной
диаграмме собственных значении. Если ej — некоторое собственное значение, то можно
получить также значения е 2. ся и е4, полученные и.) ct посредством (иражения относи-
тельно прямых, проходящих через начало координат и перпендикулярных к векторам
i, k и 1. Эти точки изображают также собственные значения (рис. 2, а). Еще одно приме-
нение Pt дает еще два собственных значения е 5 и е 6, так что в общем случае существо-
вание одного собственного значения влечет за собой шесть собственных значений **)
имеющих такую же степень вырождения.

Существуют два исключения. Первое имеет место, когда собственное значение et

лежит на одной из отражательных осей (рис. 2, б). В этом случае существование одного

*) См. 21, § 8—14, лемма И.
**) В лекциях Рака 2 3 показано, что не только е й е — i (i е) являются собствен-

ными значениями, но и вся цепочка (изомультиплет), связывающая эти два собствен-
ных значения.
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собственного значения влечет за собой существование только трех собственных значе-
ний. Второе исключение имеет место, когда собственное значение е1 находится в на-
чале координат: Cj —(0, 0). В этом случае других собственных значений не возникает.

Рис. 2. Двухмерная диаграмма собственных значений, иллюстрирую-
щая действие операторов Р г , Р& и Р г на состояние φ (1) (теорема 2).
а) Для общего случая е(1): Р4ф(1) = ф(2), Pfi<P (1) = φ (3), Ρ ; φ (1) = Φ (4);

ρ.φ (3) = φ (5), РгФ (4) = φ (6), б) для случая, когда е (1) находится на осп
1 о т р а ж е н и я Ρ ι : Ι\ Ψ(1) = Φ (2), Pk<f ( I ) = Φ (3), Pt<P (1) = Φ (1)-

Заметим, что оператор Р г представляет собой оператор зарядовой симметрии. Сим-
метрии, связанные с операторами Ph и Р г , являются, таким образом, обобщением прин-
ципа зарядовой симметрии.

§ 7. НЕПРИВОДИМЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ. I

В этом разделе мы рассмотрим простейшие неприводимые представления, пред-
ставляющие для нас интерес.

D (0, 0) = {1}. Это Η Л содержит только одно состояние и, в силу теоремы 2,
собственное значение е, относящееся к этому единственному состоянию, есть е = (0, 0).
В октетной модели оператор гиперзаряда Υ — S + B отождествляется с оператором

YV
(7Д)

Поэтому это состояние является изосинглетом с Υ --- 0. Операторы Ft мы можем пред-
ставить матрицами 1 x 1 , которые тождественно равны нулю (нулевой след).

D (1, 0) = {3}. В этом случае согласно теореме 2 имеются три возможности. Пер-
вая возможность — это трехкратно вырожденное собственное значение в начале коор-
динат / = Υ ---- 0. В этом случае все операторы Ft равны тождественно нулю. Так как
они являются матрицами 3 X 3, этот случай приводим. Две другие возможности
имеют диаграммы собственных значений, изображенные на рис. 3. Здесь мы должны
сделать выбор. Мы сделаем обычно принятый выбор (рис. 3, а). Мы оставляем диаграмму
собственных значений (рис. 3, б) для контраградиентногопредставления D (0, 1)= -{3 }.
Поэтому мы можем записать

о о
- 1 О

о о
и Μ -~-

1
1 0 0

- 1 0 1 0
2 J 3 \ о 0 - 2

Перед тем как установить вид других матриц, мы должны сначала определить отно-
сительные фазы" этих трех состояний. Мы сделаем ото следующим образом.

1) В пределах одного изомультиплета мы используем фазовое условие Копдоиа
и Щортли 24,26. Это устанавливает, что

/+ЧН--О, /+ф2 --0, /+ер3 --0.
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2) Относительные фазы различных изомультиплетов также можно определить
весьма просто. Мы примем также для операторов К± выбор фаз Копдопа и Шортли.
Поэтому

Λ ' + φ ^ Ο , Α"+φ2 = 0, А'+Тз--ф1·

Матричные элементы операторов / ± и А± теперь полностью определены, а этим опре-
делены также и матричные элементы оператора L+ — [/_ , A'j.]. Мы можел! принять

/77

>\

1
2

7

\

_7_
3

7 r
2 J3

a) 6)

Рис. 3. Диаграммы собственных значений для неприводимых
представлений с Л' — 3.

а) Неприводимое представление D ( l , 0 ) = {3}, б) неприводимое
представление D ( 0 , l ) = { 3 * } .

φ1 — χ1, φ 2 "- χ2 и ψ3--χ'Λ. Эти состояния φ1, φ 2 и φ 3 для группы SU (3) эквивалентны
состояниям α (спин вверх) и β (спив вниз) для SV (2).

D (0, 1) = {3*}. Диаграмма собетвешшх значений дана на рис. 3, 6. Мы можем
поэтому записать

' — 1 0 0\ / — 1 0 0\
1
2

/ , = -1 0 1 0 и Λί = - - — —
1

О 0 0;

В силу выбранного нами условия фаз мы имеем

2 > ' 3
О — 1 О

О 0 2)

Поэтому мы можем положить *) q>t (3*) = — x l t q.2 (3*) — χ., и ψ3 (3*) = χ3.
Все ΙΙΠ D (ρ, q) можно образовать посредством прямого произведения D (1, 0)

ρ раз и D (0, 1) д раз. Это прямое произведение, конечно, содержит более чем одно НП
D (р, д). Однако ясно, что высшее собственное состояние D (р, д) φ (ен) может быть
образовано только одним путем:

• • zi u2r2 .. w2 . (7,2)

ρ множителей q множителей

Поэтому высшим собственным значением является

(7,3)

Кроме того, ясно, что высшее собственное значение не вырождено. Высшему собствен-
ному состоянию отвечает гиперзаряд

3 (7,4)

*) Относительно фазовых множителей см. § 8.
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Физически гиперзаряд должен быть целым. Если мы хотим ограничиться октетной
моделью, то не все НП группы SU (3) представляют физический интерес. Только те НП
реализуются в природе *), для которых ρ — q -- 'in, где η О, -j-1, -[-2, -J-3 и т. д.

Такими являются представления:

{1} = Г> (0.0), (10} Л (3,0),
{10*} = .0 (0,3),

{8}- О (1,1), {35} -ϋ (4,1)
{35*} D (1,4)

{27; £>(2.2), {81} D (5,2)
{81*} D(2.5)
н т.

{28}--J5 (6, 0) и т. д ,
{28*}--Z)(0, 6) и т. д.;

и т. д..
и τ. д.,

и т. д.,
и т. д.;

{64}=-β (3,3) и т. д.

Для того чтобы быть ближе к физике, мы в дальнейшем будем пользоваться только
оператором пшерзаряда У и его собственными значениями. Однако мы так изменили
масштаб вертикальной оси на диаграммах собственных значений, чтобы единица длины
по вертикальной оси соответствовала, как прежде, собственным значениям оператора Μ.
Таким образом, мы сохраним высокую симметрию этих диаграмм.

Чтобы иметь возможность простого обозначения различных собственных состоя-
ний данного ЦП, мы будем нумеровать их от 1 до Лг. Мы выберем следующий порядок
нумерации состояний:

а) внутри изомультиплета состояния нумеруются в порядке убывания Iz,
б) изомультиплеты, принадлежащие к одному π тому же У, нумеруются в порядке

убывания /,
в) группы состояний с различными У нумеруются в порядке убывания У.
Для контраграднеитных представлений {Л'*} мы выберем обратное условие для

а) п б); мы будем нумеровать состояния внутри нзомультиплета в порядке возраста-
ния Iz и группы изомультпплетов с различными У в порядке возрастания У. Такьм
образом, диаграмма собственных значений для {jY*j будет отраженной в начале коор-
динат (/ z — 0, У - 0) диаграммой для \λ\.

Для того чтобы иметь возможность в дальнейшем однозначно определить коэф-
фициенты Клебта — Горданадля SU (3), необходимо прежде всего определить более
точно относительные фазы внутри данных НП. Мы примем поэтому следующие условия:

1. Относительные фазы внутри данного изомультиплета определяются условием
фаз Копдона и Шортли 2 4 . Тогда

' ! Ф ( / , / г 1, У),

и

,1

(7,5)
ΐζ, Y) =

Ргср(/, lz, У)_-(—) ζ φ ( / , — / ζ , У). (7,6)

2. Относительные фазы между различными изомультиплетами мы определим
при помощи операторов К±. Виденгарн 2 5 показал, что

^ 1 1
/v'fcp(/, / z, У) - 2

-'- Ь__ср ( i

У-\

1
Λ-Ι- 7Г , У - '

где

6+ =

(7,7)

(7,8a)

ь_ =

2/(27+1)

(7,86)

Мы будем требовать вещественности и положительности коэффициентов Ь ± .
однозначно определяет относительные фазы всех состояний данного НП.

*) Это следует из нашего частного выбора оператора гиперзаряда (7,1).

Это
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§ 8. КОНТРАГРАДИЕНТПЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

Представление D (р, q) называется контраградиентяым представлению D (q, ρ).
Эти представления тесно связаны между собой.

Если матрица U = е Г ' является представлением элемента группы SU (3),
то U* -= (£/-ΐ)Γ . Далее,

Поэтому мы можем выбрать (в действительности мы не будем так поступать) (см. (8,1))
генераторы Fi контраградиентного представления следующим образом:

f t = — г г •

это означает, что

у — γ ν· — ν

и соотношение между собственными состояниями будет следующим:

φ({Λ'*}, I, Iz, Y)=w*({N}, I, - / „ —У),
где η — общий фазовый множитель.

Этот выбор неудобен, так как при этом не все элементы матриц 1± и К± положи-
тельны, чего требуют наши фазовые условия 1) и 2). Мы должны сделать следующий
выбор для матриц Fi контраградиеятного представления {N*\, если нам даны мат-
рицы Fz представления {У}:

Г3 = —13 и Y" = —Y. (8,1а)

Ото следует из диаграммы собственных значений и выбора порядка нумерации раз-
личных состояний. Наши фазовые условия требуют выбора

Тогда из перестановочных соотношений (4,1в) следует

14 = - £ т · (8,1в)

Таким образом, соотношение между собственными состояниями {Ν} и {Лг*} имеет вид

φ({Ύ*}, /, Jz, Υ) = η ( _ ) ζ 2 φ * ρ } , /, _ / 2 1 _} · ) . (8,2)

Здесь η — общий фазовый множитель, который удобно выбрать при помощи условия *)

φ({,ν*|, /, 0, 0)=<р*({Л'}, /, 0, 0); (8,3)
тогда η = 1.

§ 9. НЕПРИВОДИМЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ. II

В этом параграфе мы рассмотрим те НП, которые будут дальше использованы.
D (1, 1) — {8}. Мы можем сразу построить диаграмму собственных значений

(рис. 4, о). Высшим собственным значением является е3, для которого Iz = 1, Υ = ϋ,
откуда 1 = 1. Согласно теореме 2 это собственное значение влечет за собой сущест-
вование шести собственных значений ej, e 2, е 3, е5, е 7 и е 8 (все невырождены). Существо-
вание t>4 (1=1, Ιζ = 0, Υ = 0) также вызвано существованием е3, так как е3, е 4 и е 5

образуют изомультиплет 1=1. Таким образом, мы насчитываем семь состояний.
Недостающее восьмое состояние eg не может быть ничем, как состоянием / = 0, Υ = 0.
Матрицы 1± даются формулой (7,5), а матрицы А'+ формулами (7,7) и (7,8).

D (3, 0) = {10}. Диаграмма собственных значении изображена на рис. 4, б.
/~ 3 3 Λ

Высшим собственным значением является ej ( / = '_, , / ζ = — , Υ = 1 ) . Согласно
теореме 2 существуют также собственные значения е$ и е10- Собственные значения ео и е 3

3
дспжны существовать, так как входят в изомультиплет / = — , Υ - 1. По существо-

Ζ

*) В октетной модели каждое НП содержит состояние с / , = Υ = 0; см. также
§ И .
U УФН, т. LXXXIV, вып. 4
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вапие е 2 и е 3 на основании теоремы 2 влечет за собой существование собственных зна-
чений е5, в7, е§ и eg- Последнее собственное значение ββ должно существовать, так как
оно входит в изомультиплет 7 — 1, Υ — 0.

-Uk

в

Υ

4 3,

7

7

{в}
а.)

• 7

δ

10

{10}

б)

70
9

7,

4

{10*}

1 2 I.

{27}

• ·3
• χ 2'<

• χ D7

— * ώ .

χ /

2 ι,

χ χ »

— * Α->-

• Χ D

• Χ Ι

γ

χ

Π Χ

Α 4 >

D χ

Χ

• -кратность 1
χ— « Ζ
α — « ,5
ο— « '4

{64}

Ш)

Рис. 4. Диаграммы собственных значений для низлтпх неприводимых представлений.

D (0, 3) -- !10*}. Диаграмма собственных значений изображена на рис. 4. <,.
Матрица К. лыко определяется из соответствующей матрицы представления {10 .
Мы имеем

К+ (10*)=- [А'+ (10)]f.
Предстаилепия

В (2,2) {27}, Л (6,0) {28},

Г> (4,1)=- {:J5}, Д(3,3)-={64} И Т. Д.

и соответствующие колтраградиентлые представления {28*}, {35*} и т. д. можно
получить таким же путем. Диаграммы собственных значений даны на рис. 4, г,, д.
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§ 10. КОЭФФИЦИЕНТЫ КЛЕБША — ГОРДАПЛ

Произведение двух НИ D (plt qj D (p2, q2) в общем случае приводимо. Символи-
чески можно записать

D (Ρι, ?ι) ® D (оо, ?•>) — 2J Φ σ С> С) D (Р< Q)' ( и Π
Р, Q '

где σ (Ρ, Q) — целое число. Ряд в правой части формулы (10,1) называется рядом
Клебша — Гордана (ряд КГ). Эта символическая формула означает, что представле-
ния D (Р, Q) содержатся σ (Ρ, Q) раз в прямом произведении неприводимых предста-
влений D (/>!, qi) и D (р2, q2).

Мы видели в § 5, что полный набор операторов, необходимый для однознач-
ного определения состояний данного НП, состоит из G3, F%, /2, / 3 и У. Состоя-
ния произведения D (ρ1η q{) (g) D (p2, q2) будут поэтому полностью определены соб-
ственными значениями 10 линейно-независимых коммутирующих операторов:

G 3 ( l), C ; i(2), F2(l), ^2(2), /2(1), /2(2), ,т„

/ 3 (1), / 3 (2), У(1) и У (2).

Если мы определим операторы

то набором коммутирующих операторов (неполным) будет

G3, G3(l), С» (2), F"-, F2{1), /'2(2), /2, / 3 и У.

Однако это дает только девять операторов. Нам нужен еще один оператор для того,
чтобы сделать этот набор полным. Этот оператор Г, к сожалению, не содержится внутри
группы. Мы должны выйти за пределы этой группы, чтобы найти этот оператор *),
который необходим для различения разных D (P, Q) при одинаковых Ρ и Q в том слу-
чае, когда σ (Ρ, Q) > 1. Таким образом, полным набором коммутирующих операторов
является

G3, G3(l), C3(2), F2, F2(i), -F2(2), /2, /3, У и Г. (II)

Η дальнейшем мы будем употреблять сокращенное обозначение в тех случаях, когда
это не приведет к путанице. Мы будем обозначать собственные значения g? и /2 операто-
ров G-) и F2 общим индексом μ, собственные значения /, Ιζ и У через ν, а собственное
значение Г через у. Мы будем обозначать собственное состояние представления
D (/>), q{) через φ[^ ι \ собственные состояния Г) (j>2, q2) через φ ^ 2 ' . Мы бз*дем
обозначать собственные состояния набора оператора (II) в представлении произведе-
ния через

ι μ-з μν"-,
ι ·

V ,

Размерность представления D (pif η^) равна Л\.
В Л'^Уо-мериом пространстве произведения мы можем выбрать в качестве базиса

или произведения векторов φ^,μι^ па φ^,μ2\ пли векторы

ι μ2 μ ν Λ
ν У

различных 1Ш, содержащихся в произведении D (p{, qx) g ) D (p2, q2). Эти два различ-
ных набора ортонормировапных базисных векторов связаны унитарным преобразо-
ванием **)

μι μζ μ7 Л у ί μι \н μ7 ^ ( μ

ν У — V ν, ν , ν yfv! 1 "Ρνζ2 · (10.3\
Vl,V2

Коэффициенты ( " ' ^ 2 ^"! ) представляют собой коэффициенты Клебша — Гордана

(КГ-коэффициепты) группы SU (3).
Можно рассмотреть ту же задачу с иной точки зрения, весьма полезной. Произ-

ведения состояний φ^,μι^φ^12^ являются собственными состояниями операторов (1).

*) Это почти все, что можно сказать об операторе Г. Практически пользуются
свойствами симметрии волновой функции.

**) Оказывается, можно выбрать различные произвольные фазы так, чтобы все
КГ-коэффициепты были действительными. Тогда матрица преобразования является
действительной ортогональной матрицей.
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Поэтому они являются также собственными состояниями операторов Ιζ — Ιΐχ-,-Ι^ζ
и Υ = Y1-j-Y2, но не операторов G*, F3, Г и /2. Мы можем построить при помощи
коэффициентов Клебша — Гордана Cj^f^/- группы SU(2), собственные состояния χ
операторов G'i (1), G3 (2), F% (1), F% (2), 1,1 ζ и Υ, не являющихся, однако, собственными
состояниями операторов G3, F2 и Г.

Тогда

V / Λ /2V2

 l z Y J " Z C/i:i2rIz44>i Φν2

ΙίζΗζ

Далее мы можем комбинировать различные χ так, чтобы получить собственные
состояния операторов набора (II)

)χ Ι f' / Λ ΙΙΖΥ ) . (10,5)
ι 4 - Ί Μ -<2* 2 У

ψ ^ μι μ2 μγ Λ у ί μι μ2

Η, Υι
12, Υ2

Коэффициенты
( μι μ2 μ τ

называются изоскалярными факторами 1 2. Отметим зависимость изоскалярных факто-
ров от полного изоспина /.

Сравнение (10,4) с (10,5) и (10,3) дает
II I I * \ /" I I II ! I I \

[ ^ 2 у,у \ nJ\i^j , μι μ2 ΜΎ λ нп ί\\

V2 V j I\zl2~Jz\IiYl /2Υ2 Ι ΙΥ J ' *
Так как КГ-коэффициенты группы SU (2) хорошо известны, для полного опреде-
ления КГ-коэффициентов группы SU (3) достаточно знать изоскалярные факторы.
При этом, однако, нужно обратить внимание на то, чтобы КГ-коэффициенты группы
SU (2) были взяты с правильными фазовыми множителями2*.

Для однозначного определения изоскаляряых факторов надо определить отно-
сительные фазы базисных векторов НП D (Р, Q) в КГ-ряде (10,1) по отношению
к базисным векторам произведения представлений D (pi: g4) (g) D (p2, Чг)- Мы будем
считать эти фазовые факторы всегда вещественными, тогда изоскалярные факторы
тоже будут вещественны. Для выбора знака фазового множителя мы рассмотрим выс-
шее собственное состояние ц>^ , принадлежащего к Η Π D (P, Q)\ тогда

1 V H ^ Vvi v2 v H y ΓΛ^ τν*
Vl,\'2

Среди различных КГ-коэффициентов мы выберем положительным тот, который содержит
наибольшее возможное Iv Если этого недостаточно, то выберем положительным также
тот из коэффициентов с наибольшим возможным /1 ? у которого / 2 имеет наибольшее
возможное значение. Этого условия достаточно для определения фаз в тех случаях,
с которыми мы встретимся.

Конечно, этого недостаточно в общем случае, однако условие легко обобщается.
Мы выбрали это условие, как наиболее прямое обобщение фазового условия, прини-
маемого для КГ-коэффициептов группы SU (2). Последнее требует

§ 11. СООТНОШЕНИЕ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ

"• КГ-коэффициепты группы SU (3) образуют вещественную ортогональную мат-
рицу. Поэтому

φ ( μ ι ) φ ( μ 2 ) ^ ν [^ ^ а μ Λ ψ ( " μ ΐ μ 2 μ γ λ - (11,1)
μ ν γ

И

ZJ \ V | V2 V у _ V l γ 2 ν

-^> ^ μ ι μ 2 ^ ν Ν\ / μ ι μ 2 μ ν \ s с /л л <f\
/ι / ^~ Ο , 0 / i l l , _il> 1

^ Vvi ν2 ν , \ν, \\ ν j νι\ ν2ν
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Соотношения ортогональности КГ-коэффициентов группы SU (2) хорошо известны -ь.
Поэтому изоскалярные факторы удовлетворяют следующим соотношениям ортого-
нальности:

у ί μι ν-2

ΐιΥι L l 2

^- \ΙιΥι hYi I

2 ΙΥ^

γ) С

μι

hY

ι I

Ι<ιΥ<ι
(И

(11

,3а)

,36)

§ 12. РЯД КЛЕБША — ГОРДАНА

Прямое произведение D 0 V двух НП группы SU (3) может быть разложено
на несколько НП группы SU (3). Это формально описывается рядом Клебнга — Гор-
даяа (10,1). Для того чтобы найти различные D (Р, Q) и их кратности σ (Ρ, Q), мы
будем следовать методу Шпайзера 1 5 * ) .

Мы начнем с построения координатной системы (р, q) (рис. 5). В этой коорди-
натной системе мы можем представить каждое НП β (ρ, q) в виде точки (/>, q). Пусть

Рис. 5. Система координат, в которой каждому неприводимому
представлению {Лг} = D (p, q) отвечает точка (p?q).

наша система координат будет косоугольной; оси ρ и q расходятся под углами 30 е

к горизонтальной прямой, которую мы назовем осью / 3 (см. рис. 5). Ось, перпенди-
кулярную к оси / 3 , назовем осью Y. Единицей длины по осям ρ и q пусть будет 1/γ~'ό.
Далее отразим этот рисунок относительно оси ρ и относительно оси д. Произведя
еще отражение относительно оси Υ, мы получим «решетку», показанную на рис. 6.
Мы припишем положительный вес незаштрихованпым секстантам, а заштрихован-
ным — отрицательный вес.

Для того чтобы получить ряд Клебша — Гордапа для прямого произведения
D (Ρι> <1ι) ® F) (р2, ?2)>

 н а м нужна диаграмма собственных состояний представле-
ния D (pit q^ или D (p2, q2) с указанием кратности собственных значений. Предпо-
ложим, что мы имеем диаграмму собственных значений представления D (р1, д^,

выполненную в масштабе: единицей длины по оси / 3 является /, а по оси Υ ~ ] 31.

Поместим диаграмму собственных значений D (pl, qt) на рис. 6 так, чтобы собствен-
ное значение (/3, Y) = (0, 0) совпало с точкой решетки 1W2} = Ό (р2, д2) в первом
секстанте с положительным весом так, чтобы ось / 3 диаграммы собственных значений
совпала по направлению с осью / 3 решетки. Собственные значения D (р^, дг) будут
теперь совпадать с точками решетки, изображающей неприводимые представления,

*) Этот метод можно применять для всех НП SU (3), а не только для тех НП,
которые используются нами. Так как нас интересует только октетная модель, то мы
ограничиваемся применением метода лишь к таким случаям.
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з а исключением тех собственных значений, которые окажутся лежащими на осях р, q
или Y. Мы можем теперь сформулировать теорему Шпайзера.

V

Рис. 6. Решетка. Пезаштрихованные области имеют положитель-
ный вес, а заштрихованные области — отрицательный вес.

Т е о р е м а . Каждое НП, совпадающее описанным выше способом с собствен-
ным значением D QDJ, q{), содержится в прямом произведении D (рг, gt) 0 U (р2, Уг)

У\,

10 3δ

—-ο~ -γ
8 27' 64

Рис. 7. Нахождение КГ-ряда для пря-
мого произведения {8} 0 {10}.

Рис. 8. Нахождение КГ-ряда для пря-
мого произведения {10} 0 {8;.

столько раз, какова кратность этого собственного значения, взятого с тем знаком,
который отвечает знаку веса данного секстанта.

Поэтому вклад от секстаитов отрицательного веса вычитается (а не складывается)
из ряда Клебша — Гордана. Собственные значения, лежащие на осях р, q и У, учи-
тывать не надо.
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Для иллюстрации процедуры мы получим КГ-ряд произведения {8} (g) -j 10}.
Мы сделаем это двумя способами.

Во-первых, совместим центр диаграммы собственных значении представления {8)
(см. рис. 4, я) с точкой {10} на положительном секстанте решетки (рис. 7). Таким
образом, эта точка (НИ) совпадает с собственным значением кратности два. Это дает
вклад в КГ-ряд fj- 2 X {101. Точки (1Ш) {8}, )27} и {35; лежат в положительном
секстанте, а {10} в отрицательном, и отвечающие им собственные значения одно-
кратны. Поэтому они дают следующий вклад в КГ-ряд:

{8} φ {27} φ {33} -Я 10}.

Мы пренебрегаем двумя собственными значениями, попадающими па ось р. Таким
образом, полный КГ-ряд имеет вид

{8} 0 {101 = 18} 9 {27} © {35} е {10S φ 2 {10} = {8} f- {10} Я: {27} с. {35}.

Чтобы получить этот КГ-ряд другим способом, совместим собственное значе-
ние (0,0) диаграммы собственных значений представления {10} (см. рис. 4,6) с точ-
кой {8} на положительном секстанте решетки (рис. 8). Все собственные значения
представления однократны. Положительный секстант дает

{1} Φ {8} φ {101 ® {10*1 Θ 127} 0 {35},

отрицательные секстанты дадут Q {1} ρ {10*}. Опять мы пренебрежем двумя соб-
ственными значениями представления {10|, попадающими па оси ρ и q. Таким
образом, как и прежде, КГ-ряд будет иметь вид

{10} ® {8}- {8} φ {10} φ {27} φ {35}.

§ 13. НЕПРИВОДИМЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ II НЕПРИВОДИМЫЕ
ТЕНЗОРНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

При преобразовании группы SU (3) вектор χ в пространстве С3 преобразуется
следующим образом:

х'- ах. (13,1)

Базисные векторы ψ ^ представления {μ} — D (p, q) — {У} преобразуются по закону

ψ 4μ)_ϊ7ψ(μ)_2 x\^D^l'(a). (13,2)
λ ' = 1

Здесь Ζ)(μ' — унимодулярная унитарная матрица. Таким образом,

«) δν-ν" (13,3)

Как уже отмечалось в § 3, матрицы Ο 1 μ ) образуют неприводимое представ-
ление {μ} =- D (p, q) группы SU (3). В том же разделе было показано, что каждое
преобразование группы SU (3) характеризуется восемью вещественными парамет-
рами а,. Таким образом, матрицы D^ (α) являются функциями а г. Можно опреде-
лить такую функцию плотности ρ (α ;), чтобы *)

, -. . , α 8 ) - J, (13,5)

«ели этот интеграл распространен па все элементы группы SU (3). Мы запишем **)

iffi --dal . . . dasQ(ah . . ., а„). .

*) См. 21, г л . 8.
**) Для SU (2) имеем

2π л 2л
1

α, β и γ — три угла Эйлера.
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Можно показать также, что *)

dQD$ (а) Д(у)" (а) = -А- δ μ ν δ ; Α ; · (13,6)

Из свойства преобразований (13,2) и (13,4) базисных векторов данного НП и опре-
деления (10,3) КГ-козффициентов находим соотношение

νιλχν > ΐ 2 λ 2 ^ ι ΖΛ l s vi ν 2 ν у ν λ ι λ2 λ у ν

μνλγ /
и обратное соотношение

2 0; ϊ; ν

μν) С"1": Ρ: « < > < * > > v v
V1V2 ' 2

Формула (13,2) определяет преобразование базисных векторов ψ*,μ^ (μ) данного
НП D (ρ, q). Мы можем также определить неприводимые тензорные операторы ран-
га μ. Такой тензор представляет собой набор Νμ операторов Т[^\ преобразующихся
при преобразовании α группы SU (3) следующим образом:

Σ $ y % (а) , (13)9)
ν

с полной аналогией с формулой (13,2).

§ 14. СВОЙСТВА СИММЕТРИИ КГ-КОЭФФИЦИЕНТОВ

В этом разделе мы рассмотрим некоторые свойства симметрии КГ-коэффициед-
тов группы SU (3) и изоскаляряых факторов. К сожалению, недостаток сведений
об операторе Г отражается в невозможности строгого определения некоторых общих
фазовых множителей. Однако эти фазовые множители не очень существенны и могут
быть фиксированы впоследствии.

1. Если в КГ-ряде {μ^ (g) {μ2} встречается НП {μ}γ, то оно же встретится
и в КГ-ряде {μ2} ® {μιί ввиду тождественности этих рядов.

Отсюда следует

/ > ! μ2 μ ν ^ = ^ μ 2 μι μ.,\ ( 1 4 r

V Vi ν 2 ν у S 1 V ν 2 vj ν у ' '

где Si = f 1 в соответствии с нашим выбором фаз, приведенным в § 10. Эти
коэффициенты ξ4 = gj (μ^ μ2, μ.̂ ) не зависят от «магнитных» квантовых чисел v l r

v2 и ν. Поэтому мы можем использовать высшее собственное значение v# представле-
ния ί μ } 7 и для него найти значение ξ).

В силу свойств КГ-коэффициентов группы SV (2)

мы получим для изоскалярных факторов соотношение

С μι μ2 μν ^ — Ε / /ι i^-i ( μ̂  ν-1
KhYi I4Y2 AV^ \J2Y2 hYi

Из соотношения (14,3) получаем непосредственно, что

IY J '

μι μι μν Λ η J для ξ ι ^ Ι , если 27t — / нечетно;

J 1 для ξι — — 1 , если Hi — / четно.

2. Рассмотрим интеграл

I=\dQ Df£ (а) »̂ Д> (α) D^ (a). (14,4)

*) Для SU (2) это хорошо известное соотношение

^S δ δ
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Используя (13,6) и (13,7), получим

Λ'3 ^ VVi v2 v3 у \λι λ 2 λ3 „

из (8,2) можно записать

c t

(

v

| i*) = 4 ( - ) V - v * . (14,6)
где

v = /*-' | v и — v = (/, — / ζ , —Υ).

Фазовый множитель η зависит только от μ, но не от ν. Формула (13,4) вместе с (14,6) даег

Dv'v ( α ) - - ( — ) ν * " ν 'β_ν '-ν (α). (14,7)

Используя (14,7), мы можем переписать (14,4) в виде

- 2 ^ Wj V3 V a y V X j λ 3 Х2У

Сравнивая последнее выражение для / (14,5) и замечая, что эта формула справедлива
независимо от значений «магнитных» квантовых чисел vlt v2, v3, Aj, λ2 и λ3, полу-
чим в случае только одного квантового числа γ

χ Vι Vr> \"3 У ^ 4 2 / ^ ^1 ^3 *̂2 "^

Предполагается, что эта формула справедлива и может быть сделана справедливой
подходящим выбором Г и в том случае, когда имеются различные значения γ, отно-
сящиеся к одному и тому же μ3. Например, в случае {8} ® |8} = \8'п 0 {8(3 и
{8[ (х) {21 \ = {27,4 <§) ί27}2 формула (14,8) будет справедлива. Произвольный фазо-
вый множитель ξ2 = ξ, (μ1, μ2, μ3) = -J- 1 опять не зависит от магнитных кванто-
вых чисел. Этот фазовый множитель можно определить в каждом частном случае,
рассматривая высшее собственное значение.

Для КГ-коэффициентов группы SU (2) мы имеем соотношение

Поэтому для изоскалярных факторов будет иметь место соотношение

С μι μ2 ' μ 3 7 ^ = £ ( _ ) ' 2 "' ( 2 7 ^ 1J_.V3 - V2 Г \Ч μί Ι μ? γ,
KhYi I2Y2\I3Y3y V (2/3 ! 1)Λ·2 y \1\*\Н—Уь\1г—У^

(14,9)

Из (14,8) и (^μ ^ μ ^ ι - 1 следует

^ μ . _ μ

ν ,,)-(-) " -V-V», (14,10)

если высшее собственное значение {μ( отвечает / = / д и Υ = Уд- и [μΙ =• {.Vj.
Мы находим также

/ V H 1/2

ΙίροΜθ того, из (14,9) получим

f μι μ2 j μ2γ Λ „Γ для ξ3 = 1. если /ι--Υ 2 нечетно,
V ^i2J*2 / 2 — i ' a I"2XiJ 1для ξ 2 "-—1· если /^ -,- V'2 четно.
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3. Из определения КГ-коэффициентов (10,3), из их свойства вещественности
и соотношения (14,6) следует

где ξ 3 не зависит от магнитных квантовых чисел v l t v2 и v3 и ξ3 ~ i α · 13ажно отме-
тить, что фазовое условие (8,3) не всегда можно применять одновременно к представ-
лениям {μι}, 1μ2} и {μ }. Поэтому в некоторых случаях Е3 — — 1. В силу соотно-
шения

' 3 _ ί у

мы получим для изоскалярных факторов

' V-i ^2 Μ3ν \ - ( \ ι̂ >2-1з ' V-1 И-2 Ι μ 3γ ^ . ц 7 1 3 .

II в этом случае легко определить Е3 для каждого частного случая, рассматривая выс-
шие собственные состояния.

§ 15. ТЕОРЕМА ВИГНЕРА — ЭККАРТА

Для группы SU (3) можно также установить теорему Вигнера — Эккарта ι4.

Эта теорема относится к матричному элементу (φ^μ ί 1\ Τ^2^ φ^μ ι ί) неприводимого тен-
зорного оператора Γ ί̂12^ между двумя базисными состояниями данного 1111 φ^" 1 ' и <pv̂ )
Эта теорема утверждает:

Ι 7 ( μ 2 ) j μι). . (15,1)

Здесь нужно суммировать по всем у. Правая часть поэтому содержит столько членов,
сколько раз данное ΙΙΠ {μ3} содержится в произведении {μ4} 0 {μ2{. Содержание
теоремы, выражаемой формулой (15,1), состоит в том, что она определяет зависи-
мость матричного элемента от \ί, ν 2 и ν 3 . Одновременно формула (15,1) служит опре-
делением приведенных матричных элементов (μ3 |, У ^ ) || μ)) γ.

Мы можем доказать эту теорему следующим образом. Из формул (13,4) и (13,9)
следует

Используя свойства функции D (13,7), получим

,Γη(μ3) 7 4μ 2 ) ω ( μ ι ) \ _ у η(μ3)* Ή ι μ2 μ ν"^ Ζ'μι μ2 μ-

μνλγ
Матричные элементы не зависят от нашего выбора координатной системы, поэтому

они не зависят от восьми вещественных параметров преобразования с^, . . ., ав.
И мы можем провести интегрирование по c/Ω. Используя (13,6), получим

у λ ιλ 2 λ 3

Это можно записать в форме теоремы Вигнера — Эккарта (15,1), если ввести опре-
деление

Приведенный матричный элемент, очевидно, не зависит от квантовых чисел Vj, v2 и v3.

§ 16. ФОРМУЛА МАСС

Мы рассмотрим здесь частный случай формулы масс для октета (НП {8}). Рас-
смотрение любого другого НП может быть сделано тем же способом. В октетной
модели предполагается, что наиболее сильные взаимодействия инвариантны относи-
тельно преобразований, принадлежащих к группе SU (3). При отсутствии других
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взаимодействий все частицы, принадлежащие к одному и тому же 1111 SU (3), имели
бы одинаковую массу, массу унитарного мультиплета. Симметрия этих наиболее
сильных взаимодействий (унитарная симметрия) нарушается некоторым неизвестным
более слабым взаимодействием таким образом, что остаются сохраняющимися пзо-
снин / и заряд У. Под действием этого нарушающего унитарную симметрию взаимо-
действия снимается вырождение масс часшц, принадлежащих к одному и тому же
унитарному мультиплету. Если предположить простейшую форму взаимодействия,
нарушающего унитарную симметрию, то можно получить формулу масс Окубо 1° *)
для фермионов и бозонов **)

М=М0 [ Л/,У ~-Мг i l (I ] ) — - - У 2 | , (16,1)

m* = ml пй \ I (I 1) тУЛ • ( 1 ( ; . 2 )
L 4 J

Эти формулы дают соотношение масс Гелл-Манна — Окубо

Му-, Л / 5 = А л / А - ' - .' ΜΣ, (16,3а)

' " ! = 4" '"η ' Т ' " л ' (16,36)

3 „ 1

Соотношения (16,3а) и (16,36) очень хорошо выполняются; соотношение (16,Зв), одна-
ко, выполняется не так хорошо.

Электромагнитное взаимодействие должно быть введено таким образом, чтобы
Т3 и У по-прежнему сохранялись. Это взаимодействие приводит к различию масс
разных членов одного и того же изомультиплета. Если учесть электромагнитное
взаимодействие, но пренебречь неизвестным взаимодействием, нарушающим унитар-
ную симметрию, то можно вывести соотношение между разностями масс членов
изомультиплетов, входящих в один и тот же унитарный мультиплет. Для бариоиов
получаем

Λί(Ξ<>)—Л/(Ξ")- Μ {ρ)—Μ(η) = Μ(Σ+)—Μ(Σ-). (16,4)

Это соотношение также выполняется очень хорошо ***).
Мы видели, что при включении более слабого взаимодействия, нарушающего

симметрию, унитарные мультиплеты расщепляются па изомультпплеты. Так
как нарушение унитарной симметрии должно происходить так, чтобы сохранить
правило отбора для изоспина и гипорзаряда, то всякий массовый оператор должен
иметь вид

г\ "VI п-(\Х) ι л η г.\
ui— Z. о, о. о· u°>J;

μ
где суммирование проводится по всем физически допустимым ИП группы SU (3),
так что ****) μ—1,8,27 и т. д. Нарушение симметрии, вызываемое электромагнитным
взаимодействием, должно быть таким, чтобы оставались сохраняющимися Т3 и У.
Наиболее общий оператор *****) 27; удовлетворяющий этому, будет

μ, I

*) То, что для фермиояов в формулу (16,1) должна входить первая степень
массы, а для бозонов в (16,2) квадрат массы, по-видимому, впервые было предложено
Фейнманом. Это связано с тем, что в лагранжиан бозонов массовый член входит в виде
т 2 ф ' φ, а в лагранжиан фермионов в виде М%у^.

**) Заметим, что для бозонов линейный член У но может входить в формулу
масс.

***) Недавние измерения (D. C a r m o n y et al., Pliys. l\c\. Letts. 12, 482
(1964)) дают

Μ (Ξ-)—Μ (ΞΟ) -6,1 ± 1,6 Мэв,

в то время как Μ (Σ-) — Μ (Σ+)—Μ (η)^-Μ (/;)--6,7 + 0,4 Μοβ. (Прим. лерее.)
****) Неприводимые представления {10} и {10*} не содержат состояний с / —

- 1г - У = 0.
****) Аналогичные результаты можно найти в статье2".
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где μ пробегает всевозможные НП и / принимает все значения внутри данного Н И .
совместимые со значением Υ = 0. Заметим, что оператор О1 является частным случаем
оператора О2. Таким образом, общий вид массового оператора

Μ } = Σ (16,7)

μ, Ι

где Μ — массовый оператор для фермионов, a m 2 — для бозонов. Для Η Π {8} отлич-
ные от нуля средние значения дают лишь неприводимые тензорные операторы, при-
надлежащие к ЯП {1}, {8), {10}, {10*} и {27}. Поэтому если мы ограничимся только
теми операторами в (16,7), которые сохраняют полный спин /, то

Μ (или
h 0 + Т

0

Г(

0

211 „. (16,8)

Используя теорему Вигпера — Оккарта (15,1), мы получим для масс изомультипле
тов бариоиов:

' 3 /5
1

з у"ь

1 Ί
«27

«27.

- γ ι f l 2 "
V5

Я1

9/5

(16,9)

где

Мы имеем здесь четыре массы и четыре постоянные. Решая уравнение (16,9) отно-
сительно этих постоянных, получим

----{3ΜΣ—ΜΑ—ΜΝ-Μ3), Ι

r ° [ (16.11)

«27——77(3-V/A ΜΣ-2ΜΝ-2ΜΞ).
8 \ ο J

Соотношение масс Гелл-Манна — Окубо (16,3) основывается на предположении о том,
что разность масс преобразуется как T(^Ol 0, т. е. а27

 = 0· Практически это условие
довольно хорошо удовлетворяется, так как *) 2 8 . 2а> 3 0 а1 = 1150,84 Мэе1с2, as.
= 91,34 Мэв1с\ а82 = —379,54 Л/эв/t2 и а 2 7 - 11,9 " ' ' "

*) Мы используем здес . следующие значения для масс:
Λίρ = 938,21 ± 0,01 Μов/с2,
Jtfn = 939,51 + 0 , 0 1 ,
jtf ^ = 1115,36 ± 0 , 1 4 ,

Jivn-^· 1189,40 ± 0 , 2 0 ,

ΜΣ0 —1191,5 ± 0 , 5 ,

Λί Σ --1195,96± 0,30,

ΜΒ0 = 1315,8 ± 0 , 8 ,

3 ί Ξ - - 1321,0 ± 0 , 5 .

Первые шесть значений взяты из таблицы Баркасе и Розенфел да (Berkeley, 19 0) .
Масса Н~-гиперона из работы 2 9 , а масса Ξ0 — из 3 0 .
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Формула для электромагнитных разностей масс может быть получена путем
введения таких операторов Τψ*ϋ 0 , которые явно нарушают сохранение изотопиче-
ского спина. Поэтому

Мы получим

Т — Т'·*) I 7 <10) , '/40*1 ' Г (27) _ _ Τ ( 2 Τ )

• ' - - • ' ΐ , Ο , Ο ι - ' ΐ , Ο , Ο ΐ - ' ΐ , Ο , Ο J 1, (1. 0 J 2 , 0, 0 ·

Λ - % - 1 - 7 1 - (&10 —*ΐϋ*>·

У 15

' 2 7 — Г Т ^ Ч — -T7J-('Ίο —/Ίο*),

где

Ч %. о 8>v.

(16,12)

(16,13)

11,-i (16,12) видно, что мы имеем по существу четыре произвольные постоянные
(**8ι — 4δ2 7), (b(2), (bl0 — b1Q*) π C27. Однако имеется также только четыре неза-
висимые разности масс

(Мп-ЛГр), (3ΐΣ+-Μχ ), (Щ0—Мв

Соотношение (16,4) между электромагнитными разностями масс можно получить,
предположив, что Ь10 — Ь10* = 0. Из экспериментального значения масс *) получается

(2,52 ±0,7) Мм <2, ftgL--22,6

/(ля векторных мезонов используем значения масс з 1

тш 782 Мэе с%,

»ι0 750

*) См. примечание на стр. 672.
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Из (16,Зв) получаем ι
"А* 74 Μοβ/с2. Известно, что существуют два резонанса К*,

один β при 888 Мэв/с1, другой 5 при 730 Мае 1с1. Оба эти значения не очень близки
к 774 Мм/с2. Однако перепишем уравнение (16,9) для векторных мезонов. Имеем

' " ω " ! о — 2»)j~—

' " ρ - '"о-I 2>"i —'»!,

= nii—mi

(16,14),

где

" ' ί — ~ϊΰΓ in-;
9 У 5

Предположение, сделанное Окубо 1 0 для того, чтобы получить (16,2), состояло в том,
что он положил т\ -— 0. Мы можем с топ же степенью произвольности положить
т\ = 0. Это приводит к соотношению масс

(16.15)

Эта формула предсказывает резонанс К* при 773 Мэв/с2, что близко к наблюденному
значению (К л)-резопанса 730 Мм/с2. Это может означать, что разности масс для
октета векторных мезонов преобразуются не по представлению {8}, а по представ-
лению {27} = D (2,2).

Другое объяснение : 5 2 состоит в том, что мезон ω не принадлежит к векторному
октету, а является унитарным сингдетом. Векторный октет состоит из мезонов ρ, К*
888 Мэв1(2) и еще одног о векторного мезона со значением / = 0. Соотношение масс

(16,Зв) приводит к т<р = -у т\ + ^ "г2 или т ф - 927 MjeU2. Благодаря наличию о>-

мезона с почти той же массой и такими же квантовыми числами, как у φ-мезона, этот
уровень смещается, так что возможно, что φ-мезон представляет собой резонанс 3 · !

1020 Мои в X if-системе.

§ 17. ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ЮКАВЫ

В модели унитарной симметрии сильных взаимодействий предсказывается
весьма определенное соотношение между константами взаимодействия мезонов с барио-
нами. Мы ограничимся здесь взаимодействием типа Юкавы между октетом барионов
и октетом псевдоскалярных мезонов. Обобщения на другие взаимодействия очевидны.
В пространстве унитарного спина мы определяем волновую функцию бариопов Б
и волновую функцию мез&нов М.

Мы примем следующие обозначения *):

«>

«8 S~

Μ 2 Κ0,

Μ3- — itb,

Λ;4 - я»,

Λ/5 -π ,

мь η,

Μ 7 /V 0,

ΛΤ8 —ΑΓ-.

(17,

Античастицы относятся к сопряженному представлению; так как в случае мезо-
нов представления для частиц и античастиц эквивалентны, необходимо аккуратно
следить за выбором фаз. Заметим, что приведенные выше обозначения для мезонов
согласуются с фазовыми условиями (8,2) п (8,3) для сопряженного представления.

*) Мы обозначаем В3 - — Σ + по аналогии с М3 - — π+. Это дает Σ π =
= Σ + π - 4 Σ θ π ο + Σ - π + .
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С теми же условиями волновые функции антибарионов В + имеют следующий вид:

В+
(17,2)

Мы выберем лагранжиан взаимодействия типа Юкавы в следующем виде:

i B 3 = — g{B+B)M.

Лагранжиан должен представлять собой унитарный синглет, т. е. принадлежать
к НП {1(. Мезоны преобразуются по ΙΙΙΊ \8]. Для сохранения унитарной симметрии
величина (ток) J = В+В должна также преобразовываться по НП {8}. Однако суще-
ствуют две возможности образования унитарного сияглета из представлений {8} (х) {8[
и {8}. Два возможных тока J ( 1 ) и /<2 ) даются формулой

/(V)— V

•V'l\2

8

ν 2

Таким образом, лагранжиан взаимодействия имеет вид

где

Вводя константы

S-P V 40 2 4 V έ ' 2 '

мы можем записать лагранжиан взаимодействия в следующем виде:

£цз--А'\л· ('V+T.VJ) я- 1 £ „ (Λ'+τΛΥ) я L . ч (Λ-Σ - Σ - Λ ) π — i g v v
Л Л Л ^"^Л

-'-8 χ Ah {(NtK) Α Λ+

-g (Α^Λ) η ι ^ (Σ+Σ) η
Λ η —'η

ΛΊ)} !-gH A A {(.ViAc) Λ -Λ-

(Λ7· ΐΑ)ΣΗ-- Ξ Σ Δ {Σ^λ,+

где

(17,3)

(17,4)

(17,5)

(17,6)

(17,7)

(Λ-.7ΐΑ-Γ)Σ}, (17,8)

Ί

(17,9)

, —1), ? Ύ Σ / ν - i ; j ( l - 2 a
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Здесь мы использовали обозначения:

(17,10)

Л, Σ, π и η для изоспиновых волновых функций частиц. Для того чтобы проиллюстри-
ровать дальнейшее, мы рассмотрим более подробно взаимодействие η-мезона с барио-
нами. Мы имеем η = М6. Уравнения (17,4), (17,5) и (14,10) дают

Используя изоскалярные факторы из табл. II, получим

гу

К о

^ { ( )
21 о

-~ {(Σ^)+Σ-^(Σ0)+Σ« Ι (2+)+Σ }— -^Λ+
У 5 У5

Таким образом, используя (17,6), (17,7) и (17,9), получим

Ц= ^г-~) Ν+Νο — = ffl (S+S —Λ+Λ) 1 =
4 / 1 0 4 / 2 У 2 " 2У10 J

=• 2 / 2 [ -i- / 3 gp (4αρ - 1 ) Λ'+ΛΊ - * / 3 gp (1 2αρ) Λ +Λ'2 -

Это приводит непосредственно к лагранжиану взаимодействия (17,8).
Экспериментально известно очень хорошо постоянная3 4 g\ ^ , а относительно

постоянных g ^ 2 и £ΣΣ имеются только некоторые весьма грубые представления.

Это определяет малость а р

 3 5 ; по-видимому : ! ( !, а р ~ 1 / 4 .
Формула типа (17,8) описывает также взаимодействие векторных мезонов с барио-

нами. Мы должны сделать замену я —>- ρ, η —> ω (или φ), К —> А* и А"с —>- AJ·
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и два коэффициентаОднако мы имеем в этом случае две константы свя.;н g^ и

α^°' и α^"') для связи магнитного или электрического типа.
В случае, если мезон φ является унитарным еинглетом, лагранжиан взаимо-

действия этого мезона с октетом барионов имеет вид

La Λ+Λ - (17,11)

Весьма изящный частный случай взаимодействия октета векторных мезонов с окте-
том барионов получится, если положить а^ — 1. Мы восстановим тогда универсаль-
ное взаимодействие принадлежащих к унитарному октету векторных мезонов: ρ-ме-
зона (/ = 1) с изоспиновым током и ω (или (р)-мезона (/ = 0) с гиперзарядоным током,
как и предполагалось Сакураи -i7. Унитарно синглетный векторный мезоп имеет уни-
версальное взаимодействие с барионным током.

§ 18. ТАБЛИЦА ИЗОСКАЛЯРИЫХ ФАКТОРОВ

В табл. I—VI представлены изоскалярные факторы для следующих случаев:

{8} ® {8}- {27} ф {10} 0 {Ю+} I t {8}i Φ {8}2 Φ Ш,

{8} ® {10}= (35} Э {27} ф {10} ф {«}.

{8} ® {27} = {64} ® {35} ф {35*} ф {27}! ф {27}2 ф {10} ф {10*} ф {8},

{10} ® {10} = {35} ф {28} Φ {27} ф {10*},

{10} <g> {10*} = {64} ф {27} ф {8} © {1}.

При помощи свойств симметрии (14,3), (14,9) и (14,13) эти таблицы могут быть не-
сколько расширены. В действительности уже некоторые данные, вошедшие в таблицы,
можно было получить при помощи формул (14,3), (14,9) или (14,13) из других час-
тей таблиц. Однако нам казалось, что опустив эти числа, мы создали бы неудобства
пользования таблицами. В табл. 1 приводятся для некоторых случаев фазовые мяо-
жители ξι, ξ2

 и S3i ч т 0 должно облегчить расширение таблицы изоскаляряых фак-
торов для этих случаев.

Т а б л и ц а I

Фазовые множители, которые надо применять в формулах (14,1), (14,3),
(Γι.8), (14,9), (14,12) и (14,13)

μι ъ μ з Si ь

10

27
10
10*

«ι

ι2

35
27
10
8

64
35
35*
27[

27·,
10
10*

8

1
— 1
— 1

1
— 1

1

1
—1

ι
1

1

ι
(
1

—1
1
1
1

— 1
-1

1
1

— 1

—1

„ ι

1
J

1

ι
—1

1
1

— I
I
1
1

1
1
1
1
1

1

1
1
1

— 1

1
1
1
1

— 1
— 1
- 1

1

10

10

10*

10*

10

10*

10*

35*
27

,10*
8

28
35
27
10*

64
27

8
1

28*
35*
27
10

1 —1 1
—1 1
—1 —1
—1 —1

— 1

1
1
1
1

10 >ΦΙΙ, τ. LXXXI4, вып. 4



Шоскалярпые факторы для {8;® {8}. В таблице приведены изоскалярные факторы

? 8 8

Т а б л и ц а II

8
Ι2Υ2

{10

μ7

V hi 2 2 )
для КГ-ряда {8}®{8}_{27}ф{10}'-р{10*}^{8}1ф{8}2'М1}.

У —2, / -Л

h. Y2 27

• ^ . 1

У — 1 , /--

Λ.

1
7 '

' •

h
0,

Υύ

i ;

0;

1;

0;

h·

1,

1
2"'

0,

1
2 '

У2

0

1

0

1

- 1

3V

27

5

' 5

5/

A 5 ,

10

10

10

10

3/5Ί0

—З/5/lO

-/~5,10

—1 5/10

82

1 2

1/2

1<2

1 2

10*

^ 2

Ί ·>

1/2

- 1 / 2

μ,-

У ^ 2 , Ι -О

Ι, Υύ h, Y2 10* μν

У __0, / = (

/ 1 .

1

1,

У1,

1;

0;

/ 2 .

1,

1
"2"'

0

1

27

/ 2 ,

/ 2 /

2

2 1

10

' 2 2

^2/2

μν л.
1
2 '
1

1,
0,

Уг-

i ;

-ι;
0;
0;

h.

1

1
2 '
1,
0,

Уо

Ι

27 8ι 1

/5/10 (/ К) 10 1,2

— /5/10 — /ΪΟ 10 —1/2

— /Ϊ0'20 — /15,5 /6/4
3/30/20 —/5/5 —/2/4

/2'2

/2'2

0
0

h,

\
2~'

1,

Υύ

- 1 ;

0;

Γ

1,

1
ο '

У

у 2

0

1

1

ι

27

2

/"2

2

2

10*

-/2,2

/2'2

μ,·

00

to
н
ο
и
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о

о

II
>1

г-

о

о

7-

о

со

1/
2

см

о

σ

О

О

·̂

см

c-q

о

ч ^
со

5/
10

Τ
ч СМ

СЭ

1/
2

ч

1

2

СО

о

о"

τ

π

о

чτ

со

1

~Гсм

'•0

о

00

zL

о

1го

τ
со

-- см
ICC - - .

1 1

CN

<М „ "

10*



Т а б л и ц а III

Изоскапярпые факторы для {8}® {10}. В таблице приведены изоскалярные факторы
8 10 μγ-\

YjIYy
для КГ-ряда {8} <g) {10} = {35} φ {27} φ {Ю} φ {8}.

У - 9 Г — 9

h.

1 , ι 1 ,
•> 1 ' 9

35

1

У-=2, / 1

'' ~ 2 '

27 μ..

У - = 1 , / = ^

Л. >Ί

1 , О,

35 μ,,

У 1 1 -±

35 10

1

0,

1

Τ

о,

0

j

3

3

У
1

—1/4 — /5/4 /10/4

/5/4 —3/4 —/2/4

/ΪΟ/4 /2/4 1/2

У_=1, /=Λ

h,

1,
1

h

0, —, 1

27

/5/5 —2/ί 5

1, 0 —2/5'5 —/5'5

1,

1
2

>Ί·

0,

— 1 ,

1,

з
2 '

у

0

1

ν

У = 0, 7 — 2

35

1 32
1 2

μ ν

1 2

- / ; 2

>!.

1, 0, 1,

О, 0, 1,

1 1 —
2 ' ' Τ'
i- —1 А.
2 ' ' 2 '

^ О , / - = 1

55 27 10

о
о

—1

—/3/6 —3/_5/1О /3 3 /30 15
/2/2 —1^30/10 0 —/5/5

/ 3 3 /5 5 /3/3 /30/15

—/3/6 >А5 10 ΥΊ,,ί —2/30 15

σι
оо
о

ω
Ό
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со

CM CM

с

Μ CM

Μ CM

ί-Г}

47.

4 ^

О

IT

v-"

4.

1

ю
о ю

I

см

о

но iL" ι̂ -1 η

t— гс со



Изоскалярпые факторы для {8}(х){27[. В таблице приведены нзоскалприые факторы
Т а б л и ц а IV

для КГ-ряда
Ο

У-=3. / - ·'

/ι.

1,

Υ-3,

/ *

γ*

/—ί

Уз

64

1

35*

μ ν

μ?

1, 2 ί — 1

Ι

У —2, /-=2

/ι.

1
2 '

1,

Уь

1,

0,

/ 2

3
"2

1,

Υ?. Ι 64 35 μ γ

/6/3

/3'3

-/3/3

/6/3

8 27 μ-,
ΙΥ

{27} ̂ {64} * {35J φ {35*} Τ ί27}! φ {27}2φ (10} τ, {10*} 'ρ {8}.

У 2, / -1

Ί . ΐΊ;

ι
Ι 2
Ι 1

2'

64 35* 27! 27_> ι μ , .

—, 1;

1,

1, 0;
0, 0,

2
1

1,

/14 21 —2/3 /6/6

2/70 21 /5'6 —/14/28 /30 12

—/21/21 —]/Λ6/6 — / Ϊ 0 5 14 1,2
/ 1 4 7 —12 —/70 28 — / 6 4

У —2, /=-0

/ι, 35* 10* μ ν

1 1
2 ' ! · 2

1, 0, 1,

Ι и

— /30/6 —/6'6

/6,6 —/30 Ό Ι

V - 1 , 1-1

64 35

τ . 1;

1, 0;

2, 0 j /3/3 —/6/3

3

μ 7

1 /6/3 ν 3/3

ia
ψ.

Μ

?
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Τ а б л и ц а V
Пяоскалярные факторы для {1О}0{1()} Л таблице приведены и.юскалярные факторы

К) К)
ЛУ, /оУ,

μν ^

для КГ-ряда {1()}®{10}-={35}'р{28(9{27! -ПЦ0*}.
> =2, / — 3

3

2 '

/,

3

2

/ι,

, J

) '

1,

Υ и

1·

>Ί.

1-

/,

3

2 '

У-

> '

Υ-

h.

3

2 '

У»

1

-2, 7^=2

1

^2, 7 ^ 1

I

1

28

1

35

— 1

27

1

μ γ

μ ν

μ ν

л.
3

1

1,

1,

0;

1
V
•s

1;

/,

1,

У2

У = 0

35

1

0

-/6/6

— /б 6

-/6/3

У^-0

• У и Ι-ι·

О; 1,

1

27

-/2/2

/2,2

0

7^=0

0

27

3

10*

-/3,3

-/з/з
/з/з

μ ν

μ ν о
1-3Е

Т
Н

А
Я

С

V

со
£

1Е
Н

Т
А

Р
Н

Ь

Λ. / 2 . 28 35 27

3 Α. η ., , „Air ,Α ^ 2 3/5 10

—1/2 3 / 5 10

1, 0; -L, —! I 3 / 5 10 12 —/Л, 10

4i, ι; о, —2 ι / 5 ίο

0, —2. А, 1 /5,10

1

0 | 3/5/10 —1 2 — / 5 / М

10*

1 2

-1/2

— 1 '-*

1 2
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Изоа аллрные факторы для {10} (g) {10*}. В таблице приведены шюскалярные факторы д πι
• ίο ю* ; μ ν л
. ΐ\Υι hYi ! ιγ J

для КГ-ряда {10}® {10*} —{64} "ι {27} if {8} £ - { 1 Ь
У - 0 , 1--1

Т а б л и ц а VI

Л,

3

1

3

/ι .

3

Υύ

i;

0;

Vi;

1;

У и

1;

1

0,

h.

0,

У —

/ 2 .

1
'2 '

У _

У 2

1

2

У 2

2, /_ 2

1

2 , У == 1

64

/2Ϊ/7

I 2/7,7

64

1

64

1

μν

μ γ

27

2/7/7

—/2Ϊ/7

μ ν

У—1, / = _

3

Τ '
1,

1

l ;

0;

— ί ;

/ 2 .

з
ΊΓ'

1,
1

У 2

— 1

0

ι 1

8 μ ν

/21'21 } ' 14 7 /6 3

/210 21 31 35 35 —2/15,15

/210"/21 —1/35 35 / 1 5 Ί 5

У _=(), / ^

11, Vi; 72.
 y 2 64 27

- , 1; — , —1

1, 0; 1, о

/35-35 /210 35 ', 10 5 I 10 5

2/105/35 /70 14 О -/ЗО/К)'

_L, —1; -i-, 1 ЗУ 70/35 —/105/35 — / 5 5 /5/5

О, —2; "Ь, 2 I 2/35/35 —3/210/70 / Ϊ 0 , 5 — ̂  10'10

Л,

1,

^2~'

'и

1,

/ ;
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— 1;

0;

/ 2 ,

IT'

1,

Υ=-
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"2"'

У —

У 2

— 1

0

— ί ;

у

ι

2

2

2

64

Η Π

'35/7

64

1

27

— / 1 4

μ ν

7

,7

μ ν

CD
Ο

Ί W

о
Η
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