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УСПЕХИ ФИЗИЧЕСКИХ НАУК

ИНДУЦИРОВАННЫЕ РАДИАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ
В КВАНТОВОЙ И КЛАССИЧЕСКОЙ ТЕОРИЯХ

И. И. Собелъман, И. В. Тютин,

1. ВВЕДЕНИЕ

Существование индуцированного излучения впервые было постули-
ровано Эйнштейном1 на основании термодинамических соображений
еще до создания квантовой теории радиационных процессов. Однако
наиболее простое и естественное объяснение этого эффекта и его основ-
ных особенностей дала квантовая теория. Согласно этой теории вероят-
ность перехода атома из состояния а с энергией Еа в состояние Ъ
с энергией Еъ, сопровождающегося излучением фотона частоты ω =

= -г-(Еа — Еь), поляризованного по направлению ее, в элемент телес-

ного угла dO определяется выражением

Вероятность обратного перехода Ъ-^-а, при[ котором имеет место погло-
щение, равна

Шъа = w I e«d«b I3 т З 1 1 * d0- (1.2)

В формулах (1,1), (1,2) dab—матричный элемент дипольного момента
атома*); / 0 К — спектральная интенсивность излучения с поляризацией
«ρ и волновым вектором к. Последняя вели шна определена таким обра-
зом, что /gt d(o dO есть энергия, приходящая из телесного угла dO на
1 см? в 1 сек. Следовательно, / е к имеет эазмерность эрг-см'2-стер'1.

Согласно (1,1) вероятность излучения складывается из двухчастен.
Первая не зависит от интенсивности радиации, падающей на атом,
и связана со спонтанным излучением. Если /оь φ 0, то к вероятности
спонтанного излучения добавляется член, пропорциональный /Q k, соот-
ветствующий индуцированному излучению. Г Из (1,1) следует важная
особенность индуцированного излучения: оно происходит с той же
частотой, в том же направлении и с той же поляризацией, что и у падаю-
щей радиации.

В случае естественно-поляризованного

для которого /ik = /2ic = -^/(tt>), в формулах
и изотропного излучения>

(1,1) —(1,2) можно выпол-
нить суммирование по 5 направлениям поляЬизации и интегрирование

*) Здесь и ниже мы для простоты ограничимся рассмотрением электриче-
ского дипольного излучения.
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по углам. После этого выражения для вероятностей спонтанного излу-
чения W™, индуцированного излучения Ψ™Ά и поглощения Wba™ при-
нимают вид

а Ь ~ 3ftc3 1ааь1 · J

Для переходов между уровнями у, у', вырожденными с кратностью
g, g', имеем

РРИВ? — JL Ш П О Г Л — Wan 4 j t 8 g 2 Т(сл\ W o n — 1 V W c n t<\ ί\
vvyy'—~vvyy —vv4y'-%^i-i\a>)iwvr — -jr2jWab> ν 1 ' 4 )

a, b
где индексами a, b пронумерованы состояния, относящиеся к уров-
ням у, у'. Если концентрация атомов на уровнях γ, у' равна Ny, Ny,
то число переходов γ - ^ γ ' и γ ' - > γ в 1 см3 в 1 сек равно соответственно

= Ny (и/-. + 4^/(со)Т^) , (1,5)

(1,6)

В условиях термодинамического равновесия число переходов
равно числу переходов γ ' - > γ и, кроме того,

Приравнивая (1,5), (1,6) и используя (1,7), получим

т. е. формулу Планка для спектральной плотности энергии излучения
черного тела.

Очевидно, что формула Планка следует из равенства числа пере-
ходов γ—ν γ' и γ ' - > γ при термодинамическом равновесии только прн
условии существования индуцированного излучения. Именно из этих
соображений Эйнштейн постулировал соотношения (1,4) между W^°'r

W™? и W°?™. При малых частотах, ίιω < kT, (1,8) переходит в клас-
сическую формулу Рэлея — Джинса, не содержащую постоянной Планка %:

Нетрудно видеть, что эта формула также не могла бы быть получена из
(1,5)—(1,7), если бы индуцированное излучение отсутствовало. (В этом
последнем случае формула Планка, как известно, переходит в формулу
Вина.) Из этого обстоятельства следует, что индуцированное излучение-
не может быть чисто квантовым эффектом и обязано присутствовать в клас-
сической теории радиационных процессов. Однако переход от квантовых
формул к квазиклассическому пределу, как будет показано ниже, осу-
ществляется весьма своеобразно. В частности, величины

S^^mNyW^, SmTa = %(uNy,W^, (1Д0)

определяющие мощность индуцированного излучения и поглощения,
непосредственно классического аналога не имеют.
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Надо отметить, что классическая теория радиационных процессов,
строится обычно на примере модели гармонического осциллятора. Эта
модель наиболее проста, но вместе с те'м весьма ограниченна. Ряд эффектов,
во взаимодействии осцилляторов с полем при переходе к этой модели
исчезает. В частности, модель гармонического осциллятора совершенно-
не годится при рассмотрении индуцированных полем радиационных про-
цессов. Причиной этого является специфическая для гармонического·
осциллятора эквидистантность энергетических уровней. Вместе с тем вза-
имодействие с полем излучения нелинейных осцилляторов (частота кото-
рых зависши от энергии) в рамках классической теории в общем виде
почти не рассматривалось. По этой причине, а также в связи с тем инте-
ресом, который в последнее время вызывает проблема квантовых гене-
раторов, основанных на использовании индуцированного излучения, пред-
ставляется оправданным специальное рассмотрение вопроса о роли инду-
цированного излучения в классической теории.

В разделах 2—6 развивается классическая теория радиационных
процессов и выясняются некоторые специфические особенности в поведе-
нии классических систем по сравнению с квантовыми. В разделе 7 прово-
дится детальное сопоставление классической и квантовой теорий. В этом
разделе, а также в разделе 8 показывается, что классические системыпри
определенных условиях могут не поглощать, а усиливать падающую·
радиацию.

2. РАДИАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ В КЛАССИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ

Рассмотрим взаимодействие с электромагнитным полем классиче-
ского осциллятора. Ниже под осциллятором в общем случае будет пони-
маться любая система, способная излучать и поглощать электромагнит-
ные волны: например, гармонический осциллятор, ангармонический
осциллятор, ротатор и т. д. Пусть для определенности осциллятор пред-
ставляет собой частицу с зарядом е и массой т в потенциальной яме U(v).
Взаимодействие такого осциллятора с электромагнитным полем описы-
вается уравнением движения заряда в поле и уравнениями Максвелла
для поля, содержащими в правой части ток, создаваемый движением
заряда. При выводе этой системы уравнений, а также для всего дальней-
шего рассмотрения удобно основываться на уравнениях Гамильтона.

Функция Гамильтона для осциллятора и электромагнитного поля
с учетом их взаимодействия может быть записана в виде

где Носц, Нп — функции Гамильтона для свободного осциллятора и поля,
Н' — взаимодействие осциллятора с полем. Ограничимся нерелятивист-
ским приближением. Функция Гамильтона свободного осциллятора имеет
вид

How = ̂ +U(v). (2,2>

Пусть поле сосредоточено в некотором конечном объеме V, а осцил-
лятор находится в точке R = 0 и его размеры малы по сравнению с дли-
нами волн излучения. Тогда (см., например, 2>4)

?£.β). (2'3>
μ μ к, 0=1. 2

Я' О 1/ π е У̂1 f) t» n 9 1/ π e "S1 Л ο π /Ρ Л1ь,

μ k, Q=1.2
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где (λμ, Ρ μ, — «канонически сопряженные» переменные поля; индексом
μ задается волновой вектор к и направление поляризации et, 0; e t i Q —
-единичный вектор поляризации. Вектор-потенциал поля А и напряжен-
ность электрического поля Ε выражаются через ζ?μ и Ρ μ следующим
образом:

(2,5)
N. *t У

к, Q = l , 2

Ε (г, ί) = — 2 у -^r 2 e t, Q(c/c()k,QsmkR-f-.Pk,ecoskR). (2,6)
к, Q=i, 2

Используя уравнения Гамильтона

дН _ ρ
г = •

Ш

получим

βμ;. (2,10)

(В соответствии с используемым ниже приближением в правой части

уравнения (2,10) опущен член 2 у ~- -^- 2 <?μβμ' пропорциональный е2.)
μ

Уравнения движения (2,9), (2,10) совместно с первым из уравнении
^2,8) позволяют найти поле в объеме V. Определим также приращение
в единицу времени энергии μ-составляющей поля Ημ вследствие взаи-
модействия с осциллятором. Величина Ημ выражается через скобку
Пуассона:

. эн ш дн ен _ 9 1 / Ί Γ е р (2ii\

Аналогичным образом для приращения в единицу времени энергии
осциллятора Носц из-за взаимодействия с полем легко получить

μ μ

Выражения (2,11), (2,12) можно выразить через напряженность
электрического поля Ε или вектор-потенциал А в точке^К = 0. Для

•среднего за период поля приращения энергии осциллятора Я0Сц получим

С ^ - 1

μ
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^Уравнения движения (2,9), (2,10) также можно записать через вели-*
"чины Αμ, входящие в (2,13):

·· ί ди е VI : /η л /\

μ

Αμ + ωμΑμ = -у- ее (едг) βμ. (2,15)

•Это и есть искомая система уравнений, позволяющая вычислить г, Αμ,

а следовательно, и .Яосц·
Пусть взаимодействие между осциллятором и полем включается

~в момент t — Ο. До этого момента имелись лишь свободные колебания
•осциллятора г(0) и ноля Αμ

0). Будем решать уравнения (2,14), |(2,15)
методом последовательных приближений, т. е. в виде рядов г = г(0' +
+ г ш + . . . , Αμ = Αμ

0) + Αμ1' -f- . . . , причем ограничимся учетом членов,
пропорциональных е, а в (2,13) сохраним члены, пропорциональные е2.
-Это эквивалентно первому приближению теории возмущений, исполь-
-зуемому при выводе формул (1,1), (1,2) в квантовой теории. Нетрудно
показать, что формулы (1,1), (1,2) можно также получить, усредняя

•оператор — У\ гАй по волновым функциям системы (атом + поле излу-

чтения), вычисленным в первом приближении теории возмущений. Таким
образом, мы вправе ожидать, что выбранное приближение приведет
к тем же результатам, что и предельный переход к квазиклассике
в квантовой теории. Итак, в соответствии с (2,13)

#μ = ~ Г<0>А«> + ± Γ<»Αμ°> + ±- Γ(°>Αμ1\ Носц = - ^ К (2,16)
μ

Свободные колебания осциллятора г(0) в общем случае можно запи-
сать в виде ряда Фурье

r(0) = S V o s ( ( V + 6J, (2,17)

где ωι = ω01 = ~1, Τ — период, 1=1, 2, . . .

Свободные колебания поля Αμ0) имеют вид

Α<ί" = а й cos (ωμί + <ρμ), (2,18)

по βμ: 3 μ

ι (2,17),

найти r(1), Αμ1' и затем вычислить

β μ направлено по βμ : 3 μ = αμΘμ.

Подставляя (2,17), (2,18) в правые части (2,14), (2,15), можно

3. СПОНТАННОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ

Начнем с рассмотрения третьего члена в (2,16), единственного не
обращающегося в нуль в случае, когда свободные колебания поля отсут-
ствуют, т. е. Αμ = 0.

Подставляя (2,17) в правую часть (2,15), получим

; sin(%il. (3,1)
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• Поскольку (3,1) содержит резонансный множитель <ot/(<ojj,— со?)„
в квадратных скобках в (3,1) можно положить

(О/ А

И

ω μ — ω] 2 ωμ—ω;

После этого получим

L > λ ( » _ _ L С ± >>i α>ώ - *£ V ω? I е Ь I2

( ω μ —

Просуммируем (3,2) по μ, т. е. по к и направлениям поляризации ekiQ.
Суммирование по к можно заменить интегрированием (при V —»оо)г

причем

_ (2π)« *
к

При τ—»оо множитель
I I — cos (ωμ—шг) t

л τ (ω μ —ω[) 2

обладает свойством δ-функции δ(ωμ —ω (). Поэтому

(3*,3>

μ г Q = l , 2

Поскольку

Q = l . 2

окончательно получим

— 2 j r Α μ ~ 2 J
μ г

Как известно, квадрат модуля матричного элемента | fab |2 некото-
рого оператора /, соответствующего физической величине

ω

1 1
в классическом пределе переходит в χ/ω, где ω = -г-{Еа — Е ь ). В этом
состоит так называемый принцип соответствия. Поэтому из сравнения
(3,4) и (1,3) следует, что каждый член суммы (3,4) есть классический
предел выражения S™ = JuoobW£b, где соаЬ = сО[.

4. ИНДУЦИРОВАННЫЕ РАДИАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ

Если для каких-либо значений μ Α'μ' Φ 0, то к спонтанному излу-
чению добавляются радиационные процессы, индуцированные полем.
Эти процессы описываются первым и вторым членами в (2,16). Надо·
отметить, что уже на этом этапе проявляется некоторое отличие клас-
сического описания поглощения и вынужденного излучения от кванто-
вомеханического. В квантовой теории можно совершенно естественно»
разделить оба эти эффекта и рассматривать их независимо, так как из
общих наглядных представлений следует, что переход вниз (γ—>у"г
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Еу > Еу) ответствен за вынужденное излучение, а переход вверх
^γ__>γ'5 Еу<Еу) — з& поглощение. В классической теории ситуация
другая, поскольку нет никаких оснований выделять из первых двух
•членов выражения (2,16) какие-либо части, ответственные только за
поглощение или только за вынужденное излучение. Таким образом,
поглощение и вынужденное излучение приходится рассматривать сов-
местно. По этой причине мы будем называть процессы, описываемые
первым и вторым членами выражения (2,16), индуцированными радиа-
ционными процессами. Легко видеть, что для этих процессов имеют
место такие же свойства когерентности с падающим полем, как
и в квантовой теории (для тех составляющих невозмущенного поля
SJJ, (k, eK j Q), для которых А^0> = 0, первые два члена в (2,16) равны нулю).

Рассмотрим сначала первый член в (2,16). Учитывая, что при
¥

Βμ cos (ωμί + φμ) —> \ Α (ω) cos (ωί + φω) άω,
μ

.запишем этот член в виде

X

— У r(0)Ait

) = — \ dt— у, Ъ,(й, sin (ω ί + δ,) \ ώωωΑ (ω) sin («if -f- φω) =
μ 0 Ζ

1—cos ( ω ; — ω ) τ . , s > Ί , , .,
S^^watoqWj (4,1)

π sin.(<a; — ω)τ 1—costoi—ω) τ
При τ—ί> со —(ΖΖ~Υ~ и Γ ^ — ) ~ м о ж н о заменить соответ-

«твенно на — ό(ω;—-ω) и π(ω ; — ω) δ (oot — ω). Выполнив после этого

интегрирование по άω, получим

Таким образом, полное приращение энергии поля за большое время τ,
•обусловленное первым членом в (2,16),

2
μ

(4,3)

конечно и не зависит от т. Из (4,3) видно, что эта величина может
иметь-любой знак в зависимости от соотношения фаз свободных коле-
баний осциллятора и поля, т. е. возможна передача энергии от поля
к осциллятору и, наоборот, от осциллятора к полю.

Среднее же значение передаваемой энергии, при усреднении по
.достаточно большому интервалу времени τ, обращается в нуль. Выра-
жения (4,2), (4,3) обращаются также в нуль при усреднении по фазам
•осцилляторов бг. Это показывает, что роль первого члена в (2,16)
в индуцированных радиационных процессах существенно зависит от
физической постановки задачи. При рассмотрении взаимодействия
« полем осцилляторов с фиксированной энергией Ε и произвольными
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фазами первый член в (2,16) равен нулю и все жндупнрованиые радиа-
ционные процессы описываются членом

Τ Σ г Ш А Г . (4,4)
μ

Отметим, что именно такой постановке задачи соответствуют при-
веденные выше квантовомеханические формулы для 5ИНД и 5ПОГЛ, так
как 5И Н Я есть среднее по ансамблю осцилляторов с энергией Еу инду-
цированное излучение (в единицу времени), а 5ПОГЛ — среднее по ансамблю-
осцилляторов с энергией Ε γ поглощение.

Итак, перейдем к вычислению (4,4). Роль первого члена в (2,16).
во взаимодействии осцилляторов с полем и условия, при которых OEL
становится существенным, будут выяснены в разделе 8.

5. ГАРМОНИЧЕСКИЙ ОСЦИЛЛЯТОР

Начнем с рассмо!рения наиболее простого случая гармонического·
осциллятора.

1 ЯТТ

Полагая в (2,14) г— = и>*г, получим
е с о а

· (5Д>
В интересующем нас случае ωμ я» ω0 (сравните с (3,1), (3,2))

и

dt. (5,3}

Пусть на осциллятор падает световой пучок ДЛсоАО = 2Δ Ι* ο^ ω ΔΟ_
Q = l , 2

Просуммируем (5,2) по значениям μ (k, Q), соответствующим этому
пучку. Заменяя суммирование по к интегрированием и повторяя те же
рассуждения, что и при выводе (3,4), получим

Σ Г VCtK. <ύ° I " к о ! _ - π г * д П ,с /л

J (2π)3 с2 - 8π ZJ к<° ' \ ' /
0=1,2 0=1.2

μ Q=l, 2

Для изотропного излучения

(ω), (5,6>
с A J *" тс λ ' ν Λ

μ
В отличие от (4,2) знак этого выражения не зависит от соотноше-

ния фаз свободных колебаний осциллятора и поля. Из (2,13) следует,
что среднее по времени приращение энергии осциллятора, описываемое-
выражением (5,6), положительно. Другими словами, гармонический
осциллятор всегда поглощает радиацию.

Для того чтобы выяснить причину этого обстоятельства, посмотрим,,
что дает квантовая теория для гармонического осциллятора.
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Уровни энергии гармонического осциллятора, определяемые формулой

(5,7)

эквидистантны, т. е. расположены друг от друга через равные интер-
валы %ω0. Если осциллятор на уровне η поместить в световой пучок
/кАо> ΔΟ, то возможны индуцированные радиационные переходы двух
типов: переход η—>η-\-ί, сопровождаемый поглощением, и переход
п—»п — 1, сопровождаемый индуцированным излучением.

Вероятности этих переходов в соответствии с (1,1), (1,2) равны

4 j i 2 e s

12
n+l f,2n I •*»> n + l

(5,8>

где
| 2 _ ( Л + 1 ) Й · „. 12 _ " f t IK QV

I " ' П + 1 1 - 2 τ η ω 0

Очевидно, что реально наблюдаемой величиной является лишь пол-
ная энергия, передаваемая осциллятору (в 1 сек) в результате обоих
процессов. Эта величина равна

%ω0 (AWn> n^-AWn, n_j) = - 7 ? ^-/ k 0 AO. (5,10)

Таким образом, квантовая теория приводит к точно такому же резуль-
тату, что и классическая (ср. (5,10) и (5,6)): гармонический осциллятор
всегда поглощает излучение независимо от того, на каком уровне он
находится. Это связано со специфической особенностью системы энерге-
тических уровней гармонического осциллятора — их эквидистантностью
и тем, что переходам η—s-ra-j-1 соответствует большая вероятность, чем
переходам η—>п—1. Естественно поэтому, что и классическая теория
дает для гармонического осциллятора только поглощение.

6. -АНГАРМОНИЧЕСКИЙ ОСЦИЛЛЯТОР

Для системы с неэквидистантными уровнями переходам γ — > у'
(вверх) и γ—>у" (вниз) в общем случае будут соответствовать разные

частоты ω = —Чг—- и ω = —Чг—— ·

Поэтому из квантовой теории следует, что для такой системы на час-
тотах ω' будет иметь место поглощение, а на частотах ω" — индуциро-
ванное излучение. Интересно поэтому выяснить, что дает классическая
теория для ангармонического осциллятора.

Для произвольного ангармонического потенциала U(v) явный вид
г(1) путем интегрирования (2,14) найти нельзя. Поэтому вычисления того
же типа, что были проведены выше для гармонического осциллятора, воз-
можны лишь в отдельных специальных случаях. Тем не менее, исполь-
зуя несколько иной путь вычисления (4,4), можно получить общую фор-
мулу, справедливую для любой нелинейной системы (см., например, 6> 8 ) .

Для того чтобы пояснить суть этого метода, полезно обратиться
к примеру квантовой механики. Общие формулы для вероятностей радиа-
ционных переходов (1,1), (1,2),справедливы во всехслучаях, когда при-
менима теория возмущений, независимо от того, интегрируется или нет
уравнение Шрёдингера для невозмущенной системы. Вся специфика невоз-
мущэяной системы заключена в матричных элементах d a b . В классической
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механике также существует метод малых возмущений такого же типа,
позволяющий проводить все вычисления в общем виде без конкретизации
'свойств невозмущенной системы, причем все результаты выражаются
через характеристики невозмущенного движения. Этот метод очень широ-
ко использовался в атомной физике в годы, предшествующие созданию
квантовой механики.

По-существу он является прообразом квантовомеханической теории
.возмущений (подробное изложение метода можно найти у Борна8).

Метод состоит в интегрировании путем последовательных приближе-
ний уравнений Гамильтона, записанных относительно переменных дей-
•ствия / и угловых переменных ю. Такие канонически сопряженные
переменные обладают весьма замечательным свойством: функция Гамиль-
тона, выраженная через / и w, зависит только от /, а угловые переменные
являются линейными функциями времени, причем любая однозначная
'функция координат и импульсов периодична по w.

Именно эти свойства переменных I ж w оказываются очень удобными
•при решении ряда задач методом последовательных приближений.

Перейдем к выводу интересующей нас формулы (см. по этому поводу
также 8 ) . Для простоты ограничимся рассмотрением осциллятора с одной
степенью свободы.

Перейдем в функции Гамильтона невозмущенного осциллятора Носц

от переменных р, г к новым канонически сопряженным переменным: пере-
менной действия / и угловой переменной и>. Эти переменные обладают тем
«свойством, что Я о с ц зависит только от /:

dw ' V ' /

И

где — = Τ — период движения. Пусть в момент времени t = 0 на осцил-

лятор накладывается возмущение

Н' = — рА = — 2 αμ (βμΡ) c o s (ωμ* + <Ρμ)'> (6,3)
μ

переменные Ι ж w для возмущенной системы удовлетворяют уравнениям

dw Ы 91

причем при ί < 0 они совпадают с (6,1), (6,2). Эти невозмущенные зна-
чения обозначим через /(0>, да(0). Ограничимся при решении (6,4) первым
приближением по возмущению. В этом случае можем подставить в (6,3)

невозмущенное значение -~-

У , г (0) V m V» QITI 9тг7™](0) (Р. К\
m Z J ι ' ^ ' I

I

и записать Н' в виде

Я ' = — У, <*>( (е^) αμ sin 2nlw(W cos (ωμί + φμ) =
μ, I

= i Σ
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В (6,6) опущены члены, соответствующие суммарным частотам, которые
не дают вклада в окончательное выражение для передаваемой энергии.
Подставляя (6,6) в первое из уравнений (6,4), получаем

Ιωι
c o s ΕΚ — ι — <Ρμ],

μ, Ι

(6.7)

Во втором уравнении (6,4)

dl 2π 2π

Подставляя (6,6), (6,8) и (6,7) в это уравнение, получаем

е χ ι ί№ι , , ν I sin (δ; —с
ZJ-

(6,8)

ί -

cos (δ; — φ μ ) — cos [(ω;—ω μ ) ΐ-}-6; -—φ^] Ί

(ω;-ωμ)2 J '
oos (6 ; — φ μ ) —cos [(ω; — ω μ ) ί- | -δΐ—φ μ ] "ι

(6,9)

Теперь можно вычислить га>:

Г =
0>Г ( О )

= - Δ/ sin ( ,bt cos (ω^ + 6j). (6,10)

Подставляя (6,10) и (6,9) в (4,4) и выполняя усреднение по фазам δ ί 5

φ μ , нетрудно получить

— V Γ ( 1 >Α< 0 ) = — - — "V
с Zl μ 4c2 Z l

μ μ, г

зхе2 -ст 3ω; 2 .

μ, ί

Используя очевидное соотношение

t cos (ω; — ω μ ) t sin (шг — ω μ ) t

)

t cos (α>ί—ωμ) t s in

( ω ; - ω μ ) 2

sin (ω, — ωμ) t

(οι— ω,μ ( — ωμ

и усредняя затем (6,11) по времени, получаем

μ, г

μ, Ι

I — cos ( ω ; — ω μ ) τ

г ( ш г — ω μ ) 2 • (6,12)

2 УФН, τ. LXXIX, вып. 4
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Заменив суммирование по к интегрированием и используя (3,3),
(5,4), получим окончательно

ι
В качестве производной интенсивности / по энергии надо понимать

dl _-d! dm

dE ~~ ~άω Ж -

В случае гармонического осциллятора (частота не зависит от Ε

и Ь2 = —- гЕ ) формула (6,13) принимает вид

μ

Эта формула с точностью до множителя х/з совпадает с (5,6). Множи-
тель 1/3 связан с тем, что (6,14) получено для осциллятора с- одной
степенью свободы, тогда как (5,6) соответствует осциллятору с тремя
степенями свободы *).

Если интенсивность не зависит от частоты, -^- = 0, то формула (6,13)

принимает вид

. — ,_„_„._ : ) ω d ( f f l ; b f ) _ ( б Д 5 )

μ Ι

Знак (6,15), очевидно, зависит от знака производной, т. е. от того,
возрастают или убывают величины cojb; при увеличении энергии системы.
Нетрудно показать, что для целого ряда нелинейных систем на всех
частотах <вг формула (6,15) дает поглощение, а не вынужденное излу-
чение.

Покажем это на примерах частицы в поле U(x) = a\x\Q, где q > 0,
и жесткого ротатора.

Из определения Ьг следует
а

Ojb? = T^-J ω0 Г \ cos Ζωοί (χ) d (χ) Γ , ί (6,16)

где

ο

α —точка поворота, определяемая условием3 Е — U(y) = 0. Подставив
(6,17) в (6,16) и сделав замену переменных

_j_ 1
α λ β

*) Ниже мы для простоты ограничиваемся рассмотрением осцилляторов с одной
степенью свободы.
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получим

2+Q r-

COS

dz

dz
du

mq
COS

и

(6,18)

При любых значениях I выражение (6,18) положительно. Следовательно,
опять согласно формуле (6,15) на всех частотах ωι энергия поля умень-
шается, т. е. возможно только поглощение осциллятором, а не вынуж-
денное излучение.

Вторым, весьма характерным примером является жесткий ротатор.
Предположим для простоты, что ротатор представляет собой частицу
с зарядом е и массой т., вращающуюся вокруг закрепленной оси на рас-
стоянии R. В этом случае частота вращения связана с энергией соот-
ношением

л ~- τ><>.
л 2

2= -тг./со' = ^ - а г (6,19)

где / — момент инерции ротатора. Поэтому сумма по Ζ в (6,15) сводится
к одному члену, для которого

ω -τρ- (rob") = 2ω -^ (ωϋ2) = R2 -r=r (ω2) = —,
αΕ ν ' αΕ ν ' αΕ ν ' m

и (6,15) переходит в полученное ранее выражение для поглощения гар-
моническим осциллятором.

Вместе с тем в квантовой теории уровни энергии такого ротатора
определяются формулой

Е = ~ , /с = 0, ± 1 , ± 2 , . . . , (6,20)

т. е. неэквидистантны. Переходу |й |—>|&| —1 соответствует частота

ω*= ~(2\к\-1), а переходу | к \ - » \ к | + 1 - частота ω' = - ~ (2 \к \ + 1),

не равная ω". Поэтому на частоте ω" должно иметь место индуцирован-
ное излучение, а на частоте ω'—поглощение, причем

(6,21)

Можно привести много примеров других систем, для которых кван-
товая теория дает на одних частотах поглощение, а на других — вынуж-
денное излучение, тогда как в классической теории в рамках рас-
смотренной постановки задачи на всех частотах возможно только
поглощение. Причина этого обстоятельства, связанная с общими свой-
ствами классического движения, а также условия, при которых клас-
сическая система может усиливать радиацию, будут выяснены в сле-
дующем разделе.

ппогл _ 4 π 3 β 2 ,
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7. ПРЕДЕЛЬНЫЙ ПЕРЕХОД ОТ КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ
К КЛАССИЧЕСКОЙ

Как известно (см., например, 5), движению по траектории в квази-
классическом приближении квантовой механики соответствует волновой
пакет, образованный суперпозицией большого числа близких стационар-
ных состояний. Обозначим через η среднее значение квантового числа,
нумерующего эти стационарные состояния. Тогда среднее значение неко-
торого оператора F по такому волновому пакету можно записать в виде
(см.6)

{F) = So (^n+i, ne i<Bn+'>nt + Fn-ι, „e- i 0 4 »-''). (7,1)

В пределе (7,1) должно совпадать с классической величиной F (t).
Поскольку F (t) — величина действительная, из (7,1) следует, что в квази-
классическом пределе

где ω0 — частота классического движения, I = 1, 2, . . . — номер гармо-
ники. Но отсюда видно, что в квазиклассическом пределе энергетиче-
ские уровни любой системы эквидистантны.

К этому же результату можно прийти и другим путем. Уровни
энергии в квазиклассическом приближении определяются правилом
квантования Бора

(7,3)

Вычисляя с помощью (7,3) разность уровней энергии rc + Δη и п,
легко получить

_ АЕ _ 2л д.

где
dx 2л

. и ω» = ΊΓ

есть период и частота классического движения. При й, —ŝ O

ω - ^ ^ - Δ η = ω0Δη, (7,5)

Следовательно, ωη>η_,-> ω0Ζ, ωη+ί,η->- ω0Ζ, а разность ω Λ + Ι > η — α>η,η.ι, про-
порциональная ft, стремится к нулю. Отсюда видно, что в квазикласси-
ческом пределе энергетические уровни любой системы эквидистантны.
Согласно (7,4) ω0 в общем случае является функцией энергии. Поэтому
расстояния между соседними уровнями Ъ<л0 при разных значениях Ε раз-
личны. Однако на каждом сколь угодно малом, но конечном интервале
АЕ укладывается очень большое (прий,->-0 бесконечное) число уровней,
расстояния между которыми с точностью до членов, пропорциональных
ftz, одинаковы.

Таким образом, возникает та же ситуация, что и в случае гармони-
ческого осциллятора. На любой собственной частоте <вг всегда имеют место
переходы η->η + I (поглощение)жп->п — I (излучение), и следовательно,
наблюдаемой величиной является лишь разность поглощенной и излучен-
ной энергий, а не каждая из этих величин но отдельности.

Посмотрим теперь, каким образом ведут себя при предельном пере-
ходе к классике формулы квантовой теории для радиационных процессов.
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Предположим для определенности, что падающее излучение изотропно
и естественно поляризовано. В этом случае формулы (1,4) приводят к сле-
дующим выражениям для мощности спонтанного излучения SCTl, инду-
цированного излучения ι?ΗΗκ и поглощения Sn0Ta:

4е2со4

° — з 3 ' п> п~11 ' \''υ)
Синд— 16я3е2шп, „_; , а г / т \ /7 7Ί

СПОГД_ ^бяУООуи.;, та ι J 7 / \ in ON

~ 3cfe \1n,n*l - ζ \ ω η + ί , η λ \ '>°/

В формулах (7,6) —(7,8) под [гП ; Т 1/[2 подразумевается среднее значение
по всем переходам между вырожденными состояниями а, а', относящи-
мися К УРОВНЯМ П, П'\ | г П ) „ - | 2 = - Υ,Ιΐα,α'Ι2-

α,α
Для того чтобы в этих формулах перейти к классическому пределу,

надо положить %—>0 и заменить 4 | г„ ! П ± г | 2 на | Ь; |
2 (см. обсуждение

формулы (3,4)).
В результате такого предельного перехода формула (7,6) для £оп,

не содержащая %, переходит в полученную ранее формулу классической
теории (3,4). Величины же £погл ж 5ИНД при %—^-0 бесконечно возра-
стают. Это показывает, что каждая из этих величин по отдельности не
имеет физического смысла в классической теории. Вместе с тем раз-
ность величин

- ω η. Β -ι |Γ η ,«_ Ι |
ϊ /(ω η , η _,)] (7,9)

пинд
— о ; =

16jt3e2 I
[ ( 0

Зс

в соответствии с (7,2) остается конечной. Таким образом, единствен-
ными величинами, которые могут входить в классическую теорию и ре-
ально наблюдаться, являются Scn и S = £погл — £инд.

Умножив и разделив правую часть (7,9) на ωι и учитывая, что при

+1,п) — <dn,n-l\rn, n-l\21((un,n-l) 1 d f , a , , .

получим

'"*"' ^ ^ [ « г Ь ? / ( ш г ) ] . (7,10)

Таким образом, разность Sf0TB — S^ — Sj^ в квазиклассическом пределе
переходит в формулу классической теории (6,13). Если интенсивность
не зависит от частоты, то (7,10) совпадает с (6,15). Последнюю формулу
удобно записать в виде

где

Эта величина есть не что иное, как классический предел разности
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абсолютных величин сил осцилляторов переходов /„, n + t и /„,„_;. По-
скольку

U, п' = ^ап>п.\хпп.\\ (7,13)

в классическом пределе

Ι/ η .» + ΐ |- |/η.,ν-ΐ !->/.· (7Д4)

Силы осцилляторов переходов fnn> подчиняются правилу сумм

Σ и- = Σο (Ι /„. „ t l I -1 /„, n-i I) = i. (7,15)

Следовательно,

(7,16)2/,-i.
Согласно (7,16) сумма St по всем частотам, на которых возможны радиа-
ционные процессы (т. е. по всем I), больше нуля. Таким образом, инте-
грально всегда имеет место поглощение. Если система такова, что радиа-
ционные процессы возможны только на одной частоте, то опять S > 0.
При этом S определяется такой же формулой, как в случае гармонического
осциллятора. Примером систем такого типа является рассмотренный
выше жесткий ротатор. Что касается отдельных членов сумм (7,15),
(7,16), то в общем случае исследование вопроса об их знаке затрудни-
тельно. Условие (7,16) не накладывает каких-либо ограничений на знак
отдельных членов суммы. Однако, как это уже отмечалось в предыдущем
разделе, рассмотрение ряда весьма различных по своим свойствам кон-
кретных примеров показывает, что для широкого класса систем Sl > 0,
т. е. на всех частотах rot имеет место поглощение.

Таким образом, по крайней мере для осцилляторов подобного типа
квантовая и классическая теории приводят к существенно различным
результатам. Квантовомеханический осциллятор на уровне Еу поглощает
радиацию на частотах ων/ν (ΕΎ> > Еу) и вынужденно излучает, т. е. уси-
ливает радиацию, на частотах ωγγ» (ЕУ"<ЕУ).

В классической теории каждой паре частот ων>γ и ωνΥ» соответствует
одна и та же гармоника ω(, причем осциллятор с Ε = Еу (энергия сво-
бодных колебаний) на всех гармониках Ш( поглощает радиацию.

Из сказанного, однако, не следует, что вынужденное излучение,
а значит, и усиление радиации в классической теории вообще невозможны.
Дело в том, что полученные выше результаты для осцилляторов с фикси-
рованной энергией нельзя переносить на ансамбль осцилляторов, распре-
деленных по энергиям. В частности, поглощение на l-ж гармонике осцил-
ляторами с энергией в интервале Ε, Ε + ΔΖ? в общем случае не равно

Ε+Δ.Ε

ξ Sl(E)N(E)dE. (7,17)
Ε

Как будет показано ниже, это опять-таки связано со спецификой
квазиклассического движения.

Рассмотрим совокупность осцилляторов с квазиклассическим (т. е.
почти эквидистантным) энергетическим спектром, распределение кото-
рых по уровням энергии задается числами заполнения Nm. Найдем
далее мощность поглощения Д(?п о г л, соответствующую переходам т—>
— > т + 1 , и мощность вынужденного излучения Д()ИНД, соответствующую
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переходам т —> т — 1, в частотном интервале ω, ω -f- Δω. Величины
Д^погл и Дфинд МОЖНО НаЙТИ, Просуммировав NmSm?m+l И ./VmiS'™m-l
по всем уровням т, для которых ft>m+lj m и (ош> m_! заключены в нужном
интервале частот. Обозначим индексами к, к'
самый нижний и самый верхний уровни, для
которых частоты <oft+lj k и ω^,ν-ι еще попа-
дают в интервал ω, ω + Δω (рис 1). Тогда ,,
полное приращение энергии осцилляторов в ~Т | I"
единицу времени в результате обоих процес- | |Г~
сов будет равно Τ Γ

AQ = Д<?погл — Д(?ИНД = I t
fe'-i it' I, Л

+ 1 — — ZJ ^m^m, m-l— . h Г ^
m=fe m=ft+l yf· • I

k'
__ _ XI

Рис. 1. Схема переходов
Подставив в это выражение (7,7) и заме- внутри интервала АЕ,

нив числа з а п о л н е н и я ^ на N(Ет)Ь&0(Е,т),
где Ν {Ε) — функция распределения осцилляторов по энергиям, полу-
чим в квазиклассическом пределе

Nm—i

E+AE

Δ ρ = - J Ж . ^ ш о ь ^ к л , ) / К ) ) (7Д8)
в

где
ω ο (£) = ω, ω0 (Ε + ΑΕ) = ω + Δω.

Повторяя те же рассуждения в общем случае переходов т —»т + £,
m —> т — 1, можно получить аналогичное выражение и для полного
приращения энергии осцилляторов в единицу времени, соответствующее
/-й гармонике:

Е+АЕ

ξ dE.vtf^iuMUnt, (7,19)
Ε

где
ΐ )

Сравним это выражение с (7,18). Проинтегрируем (7,19) по частям
Используя при этом (7,11), (7,12), получим

Е+АЕ Е+АЕ

Sl(E)N(E)dE. (7,20)I + I
Ε Ε

Это выражение совпадает с (7,17) только тогда, когда на границах
интервала Е, Е + АЕ первый член в (7,20) обращается в нуль. В общем
случае AQt не равно (7,17) и, в частности, может иметь другой знак.
Как видно из (7,19), знак AQt определяется знаком производной
^ ( о Д ) . Если — ( ί ο ^ χ ο , то Δ ρ ( > 0 и, следовательно, имеет место
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поглощение осцилляторами. Если же > 0 , то Δζ^ < 0. Это оз-
начает, что осцилляторы теряют энергию, усиливая падающую радиа-
цию. Таким образом, система классических осцилляторов может как
поглощать, так и усиливать падающую радиацию в зависимости от

знака щ-(т^). Условие ^ - ( г о Д ) > 0 полностью эквивалентно условию

инверсной заселенности Nm>Nm_l (или iVm+i > Nm) в квантовой теории,
поскольку числам заполнения Nm в квазиклассическом пределе со-
ответствуют величины

N (Ет) Άω0 (EJ = ^N (EJ сог (Еп).

Если N (Е) меняется с изменением Ε значительно быстрее, чем

то ^ (<» ^можно заменить на • В этом случае знак AQl цели-

ком определяется видом функции распределения N (Е). При -^=- < О
dN

имеет место поглощение, а при -к^- > 0 — вынужденное излучение.

Сказанное выше наглядно иллюстрируется рис. 2. В частотном ин-

тервале Δωχ, которому соответствует интервал энергий АЕг, производ-

ная -щ- > 0, AQt < 0 и, следовательно, падающее излучение усили-

вается. В частотном интервале Δω2 (интервал энергий АЕ2) -~=- < 0 ,

&Qi > 0> т · е · имеет место поглощение. Наконец, в интервале Δω
(интервал энергии АЕ) представлены как
частоты, на которых излучение поглощается,
так и частоты, на которых излучение уси-
ливается. Выражение (7,19), совпадающее в
этом случае с (7,17), описывает интеграль-
ный эффект. Чем меньше ширина распре-
деления Ν (Ε), тем меньше интервалы энер-

*- „ dN

£ гии, для которых-

л
Δε,

соответственно больше
ΔΕ

участки которой соответству-
ют вынужденному излучению

и поглощению.

и меньше нуля, и тем труднее выде-
лить область частот, в которых имеет место·
вынужденное излучение. В случае б-образ-
ного распределения разделить по частотам
области поглощения и вынужденного излу-
чения, очевидно, невозможно. Подставив
в (7,19) Ν = Νοδ(Ε — Εο) и интегрируя по

любому сколь угодно малому интервалу АЕ, содержащему точку Ео, мы
получим

AQl = N0Sl(E0)>0.

Именно HQ этой причине при рассмотрении ансамбля осцилляторов
с одной и той же энергией мы не получали вынужденного излучения.

Отметим также, что поскольку Δ сох ~ -^ AEV при заданной функции

распределения N(E) интервал частот Δ ω υ в котором имеет место вынуж-
денное излучение, тем меньше, чем меньше ангармоничность, т. е. чем
слабее частоты ωι зависят от энергии. Поэтому чем меньше ангармонич-
ность, тем труднее выделить частотный интервал, в котором может наблю-
даться вынужденное излучение.
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Для гармонического осциллятора единственной наблюдаемой и вычис-
ляемой в теории величиной является интегральный эффект, так как в этом
случае частота не зависит от энергии и в формулах (7,19), (7,20) интегри-
рование распространяется на интервал 0, со. При этом первый член в (7,20)
обращается в нуль (Ь(0) = 0, N(co) = 0), и поскольку S(E) не зависит
от Е, формула (7,20) дает

AQ = S \N(E)dE = SN>0,
о

где N — полное число осцилляторов.
Таким образом, способностью при определенных условиях не п>гло-

щать, а усиливать падающую радиацию в одинаковой мере обладают
и квантовые и классические системы. Некоторое отличие этого эффекта
для случая квантовых и классических систем (например, при δ-образной
функции распределения) целиком связано со специфическими особен-
ностями их энергетического спектра.

8. АНСАМБЛЬ ОСЦИЛЛЯТОРОВ, РАСПРЕДЕЛЕННЫХ
ПО ЭНЕРГИЯМ, В КЛАССИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ

Теперь нам остается получить общую формулу (7,19) для приращения
энергии ансамбля осцилляторов AQL не путем предельного перехода от
квантовой теории, как это было сделано в предыдущем разделе, а в рам-
ках чисто классического рассмотрения. Рассмотрим поглощение ансамб-
лем осцилляторов на 1-й гармонике радиации в частотном интервале ω,
ω + Δω. Очевидно, что поглощение будет определяться осцилляторами
с энергией в интервале Ε, Ε + АЕ, где a>L(E) — ω, a>t(2?+A2?) = ω + да>.
Изменение энергии осцилляторов в единицу времени за счет поглощения
слагается из двух частей. Во-первых, меняется функция распределения
внутри интервала АЕ, а во-вторых, некоторое число осцилляторов поки-
дает этот интервал и, следовательно, перестает участвовать в поглощении
на частотах ω, ω + Δω. Энергия осцилляторов, покинувших интервал
АЕ через верхнюю границу, в дальнейшем остается равной Ε + АЕ,
через нижнюю — Е. Поэтому

Δ<?; = \Ν (Ε) EdE + [Ef (Ε)} f+ΔΕ, (8,1)
ΔΕ Ε

где j{E) — поток в пространстве энергий. Функцию распределения Ν{Ε)
и поток ]'(Е) в пространстве энергий можно выразить через соответствую-
щие величины в фазовом пространстве N(g) и j(g) (g — фазовый объем):

= N(g)dg, /(#) = /(*). (8,2)

Функция распределения N(g) в рассматриваемой задаче удовлетво-
ряет уравнению Фоккера—Планка*)

^}0. (8,3)

*) Напомним, что уравнение Фоккера—Планка в общем случае должно быть
записано именно в виде (8,3). Лишь в некоторых специальных случаях это уравнение
переходит в соответствующее уравнение для N(E)

{ ^ №(Ε)] 1=0.
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Поскольку N (g) и / (g) связаны уравнением непрерывности

N + 4-f = 0, (8,4)
из (8,3) следует

(8,5)

В уравнениях (8,3) и (8,5) величины α и β выражаются через
•среднее приращение g и среднеквадратичное приращение g в единицу
времени:

ct = (6g), β = <6ga> (8,6)

Поскольку

вычисление (8,6) сводится к вычислению средних значений передаваемой
.энергии ЬЕ, квадрата передаваемой энергии ЬЕ2 и т. д.

Как известно,

! | L ' (8,7)

где Τ — период движения. Величина (ЬЕ) была вычислена выше —фор-'
мула (6,13).

При вычислении (6Е2) достаточно учесть лишь первый член в (2,16),
2так как только он дает вклад — е2.

Итак,

(δ£2> = i / ( Ι Λ 2 r(0)A<»> dtjy . (8,8)
0 μ

Выполняя интегрирование по dt и усреднив по фазам свободных коле-
баний осциллятора и поля, получим

Повторяя те же рассуждения, что и при выводе (3,4), и используя (5,4),
получим в случае изотропного излучения

^ ) . (8,10)

Таким образом,

8зт4е2

(8,12)

Из (8,11), (8,12) видно, что α и β удовлетворяют соотношению

a-4|U0. (8,13)
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Поэтому из (8,5) и (8,13) следует

Вернемся к выражению (8,1). Используя (8,4), (8,14') и интегри-
руя (8,1) по частям, получим

E+hE

Ε &g Ε kg

Поскольку в соответствии с (8,2) и (8,7)

окончательно (8,15) дает
Е+Щ

(OjBii (CUj) -ДЁГ ((UjiV) СШ. (0,10)

Это и есть общая формула для поглощения в частотном интервале
Δω, совпадающая с (7,19). Подробное обсуждение этой формулы содер-
жится в предыдущем разделе. Отметим еще раз, что согласно этой
формуле система классических осцилляторов может как поглощать,
так и усиливать падающую радиацию в зависимости от знака произ-
водной ^((OjiV).

Из вывода формулы (8,16) видно, что индуцированные процессы
в общем случае определяются как средней энергией {ЬЕ), передаваемой
одному осциллятору, так и средней квадратичной флуктуацией (δ£) 2 .
Существенно, что вклад в эти процессы дают и первый, и второй член
в (2,16).

Отметим, что в квантовой теории радиационных процессов выраже-
ний, аналогичных первому члену в (2,16), не содержится. Это связано

с тем обстоятельством, что среднее значение оператора г по любому ста-
ционарному состоянию равно нулю. Однако, как уже отмечалось ранее,
стационарное состояние системы в квазиклассическом приближении кван-
товой механики отнюдь не дает движения частицы по определенной траек-
тории (см., например, 5 ) . Движению по траектории в квазиклассическом
приближении соответствует суперпозиция большого числа близких ста-
ционарных состояний, т. е. волновой пакет ψ = 2 ^ Л г · Среднее же зна-

п

чение г по такому волновому пакету отлично от нуля и имеет как раз такой

вид, который необходим для получения выражения — "У г̂ 'А™'.
μ

Покажем в заключение, что формула (8,16) позволяет получить рас-
пределение Рэлея—Джинса непосредственно из равенства поглощенной
Δζ?; и излученной

£?п
 (Ε) Ν dE

энергии ансамблем произвольных нелинейных осцилляторов в состоянии
термодинамического равновесия.
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Поскольку в этом случае

и, следовательно,

ω0 (Ε) N(E)coe~^, -^ [ω0 (Ε) Ν (Ε)] ы- -± е~ **

из (3,4) и (8,16) следует
Е+&.Е Е Е+АЕ

Ε

Отсюда
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