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УСПЕХИ ФИЗИЧЕСКИХ НАУК

О СПЕКТРАХ СИСТЕМ ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ЧАСТИЦ
И КОЛЛЕКТИВНЫХ ПОТЕРЯХ ПРИ ПРОХОЖДЕНИИ

ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ ЧЕРЕЗ ВЕЩЕСТВО

Ю. Л. Климонтович, В. П. Силин

ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа посвящена в основном рассмотрению двух тесно-
связанных вопросов. Это, во-первых, вопрос о спектрах коллективных
возбуждений в системах взаимодействующих частиц, а во-вторых, вопрос
о потерях энергии на возбуждение коллективных колебаний при про-
хождении частиц через вещество.

В системах сильно взаимодействующих частиц, таких как жидкости
и твердые тела, плазма и ядерное вещество, можно говорить об уровнях
энергии и состояниях лишь всей системы в целом. Исследование всего
спектра уровней такой системы весьма сложно. Значительно проще рас-
смотрение слабовозбужденных состоянии, т. е. состояннй, мало отличаю-
щихся от равновесного. Так, колебания ионов в твердом теле относительно
узлов кристаллической решетки представляют собой состояния, слабо
отличающиеся от равновесного, о которых можно говорить как о слабо-
возбужденных состояниях. В данном случае возбуждениями системы
являются фононы—кванты звука. Другим примером являются плазмен-
ные колебания в плазме или металлах. В квантовом рассмотрении при
этом можно говорить о квазичастицах (фонолах, плазмопах и т. д.) с опре-
деленной энергией и импульсом, в то время как в классическом рассмотре-
нии речь идет о волнах с определенной частотой и волновым вектором.
Зависимость энергии квазичастиц от импульса или соответственно
частоты от волнового числа и называется ниже спектром возбуждений.

Возбуждения, естественно, могут подчиняться статистике Ферми —
Дирака или Бозе—'Эйнштейна. Наше рассмотрение коллективных колеба-
ний фактически посвящено изучению возбуждений, подчиняющихся стати-
стике Бозе. Подобными возбуждениями являются звуковые волны в твер-
дых телах, фононно-ротонные возбуждения в сверхтекучем гелии, спино-
вые волны. Последние являются примером бозевских возбуждений, появ-
ляющихся в системе частиц, подчиняющихся статистике Ферми.

Аналогом элементарных возбуждений бозевского типа в классической
физике являются волновые процессы. Одним из таких процессов является
распространение продольных плазменных волн. Вопросу исследования
спектров возбуждений в системах заряженных частиц и посвящены
§ 3—5 настоящей статьи. При этом исследование спектров возбуждений
основано на использовании уравнений для квантовой функции распре-
деления (матрицы плотности), ряд свойств которой рассмотрен в § 1.

В § 6 рассматривается вопрос о потерях энергии при прохождении
быстрой заряженной частицы через вещество, обусловленных возбужде-
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нием коллективных колебаний. Потери но существу связаны с возбужде-
нием в среде электромагнитных (как поперечных, так ц продольных)
колебаний, спектр которых фактически определяется диэлектрической
проницаемостью среды, являющейся при учете пространственной диспер-
сии функцией как частоты, так и волнового вектора соответствующих
колебаний. Поэтому потери быстрой частицы также полностью опреде-
ляются диэлектрической проницаемостью.

Однако существуют случаи, когда приведенные в § 6 формулы для
потерь энергии не могут объяснить экспериментальные результаты. Таким
примером служит известный парадокс Ленгмюра, состоящий в том,
что наблюдаемые на опыте расстояния, на которых электроны, входящие
в плазму, передают ей свою энергию, оказываются во много раз меньше,
чем длины релаксации, которые могут быть найдены по форму-
лам § 6.

Для того чтобы проанализировать и этот случай, в § 2 рассмотрен
другой подход к вопросу о потерях энергии заряженных частиц при про-
хождении их через плазму. Этот подход основан на использовании кинети-
ческих уравнений, с помощью которых можно также описать процесс пере-
дачи энергии заряженных частиц на возбуждение коллективных колеба-
ний. В том случае, когда влетающие в плазму частицы не меняют заметно
свойств среды, полученные выражения для силы торможения совпа-
дают с выражениями, которые могут быть получены на основании
формул § 6.

При прохождении через плазму пучков электронов достаточной интен-
сивности эти условия уже не выполняются, т. е. нельзя считать, что
свойства плазмы при наличии пучка характеризуются тем же спектром
возбуждений или той же диэлектрической проницаемостью, что и при
отсутствии пучка. В этом случае надо совместно решать систему нели-
нейных уравнений для электронов пучка и электронов плазмы. § 7 и посвя-
щен решению одной из частных задач такого типа, когда достаточно интен-
сивный пучок электронов проходит через плазму. Полученные результаты
позволяют в основных чертах объяснить быстрое изменение энергии элек-
тронов, проходящих через плазму, которое впервые наблюдал Ленгмюр.

С целью облегчить ознакомление читателей с нашей статьей мы ста-
рались построить изложение так, чтобы каждый параграф, с одной сто-
роны, можно было читать практически независимо от других, а с другой
стороны, так, чтобы последовательно охватить все указанные выше
вопросы. Авторы не считают, что приведенный в статье список литературы
является исчерпывающим. В статьях, посвященных рассмотрению такого
сравнительно широкого круга вопросов, подобные промахи, по-видимому,
являются неизбежными.

Наконец укажем, что § 3 содержит результаты совместной работы
авторов, опубликованной в 1952 г.3, в которой были изложены некоторые
основные вопросы квантовой теории плазменных колебаний. Заметим,
что аналогичные вопросы квантовой теории плазмы иными методами рас-
сматривались также и другими авторами вне связи с указанной нами
статьей. Однако метод, используемый в работе3, представляется нам наи-
более простым. В течение нескольких лет, прошедших со времени написа-
ния работы3, теория квантовой плазмы развивалась авторами настоящей
статьи в различных направлениях. Результаты одного из этих направле-
ний наряду с соответствующими результатами других авторов изложены
в § 2, 7, написанных Ю. Л. Климонтовичем, а другого—в § 4, 5, 6, написан-
ных В. П. Силиным*).

*) Кроме того, развитие работы3 в таком направлении отражено в § 3.
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5! 1. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ КВАНТОВОЙ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Для статистического описания квантовых свойств макроскопических
систем можно использовать уравнение для матрицы плотности. Наиболее
полная аналогия с классическим методом функции распределения в фа-
зовом пространстве координат и импульсов получаемся при использо-
вании смешанного представления для матрицы плотности, л котором
она является, как и классическая функция распределения, функцией
координат и импульсов. В настоящей работе будем использовать ма-
трицу плотности в форме, предложенной Вигнером, и назовем ее «кванто-
вой функцией распределения» 1~5.

Квантовая функция распределения связана с обычной матрицей
плотности в координатном представлении следующим преобразованием:

Ыч, Р. 0 = - ^ г 5 < ? - ' ' т р о ( д - у л х , q + γΛτ, г) л . (1,1)

В случае чистого ансамбля функция распределения выражается непо-
средственно через волновую функцию системы

( 4 ? 1 x ^ ) ^ . (1,2)

В выражениях (1,1), (1,2) N обозначает число частиц в рассматривае-
мой системе, векторы q и ρ обозначают совокупность всех координат
и импульсов частиц. Использование квантовой функции распределения
позволяет единым образом описывать как классические, так и кванто-
вые системы. Переход от квантового описания к классическому (А—> 0)
очень нагляден.

Отметим некоюрые свойства квантовой функции распределения.
1· /iv (q, Ρ, 0—действительная функция, однако может принимать

отрицательные значения. Поэюму лишь распределения, получающиеся
из функции /γ (q, p, t) после интегрирования по координатам или
импульсам, характеризуют вероятность нахождения системы в состоянии
с заданным q шли ρ соответственно:

/ Л (q, ρ, ί) dp =-Ψ^,ί)ψ(4,ί) = ρ.γ (q, /),

/ v (q, ρ, Ζ) <fy = φ* (ρ, t) φ (ρ, t) = ^ ν (ρ, ί).

2. Средние значения функции координат и импульсов A(q,p) опре-
деляются, как и в классической статистической механике:

А = V A (q, ρ) /,γ (q, p, ί) c?q rfp.

Таким образом, для получения средних значений физических величин
можно использовать сами величины, а не операторы, соответствующие им.

3. Свойства симметрии квантовой функции распределения не столь
наглядны, как это имеет место для матрицы плотности в координатном
представлении. Поэтому для исследования свойств симметрии функции
/лг (q. Р, 0 следует перейти к матрице плотности в координатном пред-
ставлении ρ (q'( q, t), для которой имени место следующие соотношения:

ря(ч'> q. O = Q(q'. q- *) = o(q' .q. t)P

для систем часищ, подчиняющихся сиатисшке Бозе, и

PQ(4'> q> 0 = ( —i)pQ(q'. q> O = e(q'. q, t)P

для случая статистики Ферми. J] этих выражениях ,Ρ—оператор

4 УФН, т. LXX, вып. 2
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перестановки. Уравнение, определяющее изменение квантовой функции
распределения, может быть найдено при помощи фурье-преобразова-
ния уравнения для матрицы плотности в координатном представлении.
Оно может быть записано в форме

Χ / Ν ( Γ , η, 1)е*<Л-9)+*&-Ч)<1чака11<1г. (1,3)

В этом уравнении Η — функция Гамильтона рассматриваемой системы.
в2

Если, например, Η = — + U (q), то уравнение (1,3) принимает вид

В классическом случае (при %—>0) уравнение (1,3) переходит в уравне-
ние для классической функции распределения

dHdfN dHd

гД е [ ] — классическая скобка Пуассона.
Чтобы установить вид уравнения для квантовой функции распреде-

ления, можно и не использовать понятие матрицы плотности, а исхо-
дить непосредственно из уравнения (4) и изменить его так, чтобы в нем
была учтена конечность объема ячейки фазового пространства рассма-
триваемой системы 3.

§ 2. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ КВАНТОВОЙ ФУНКЦИИ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Непосредственное использование уравнения (1,3) для функции /N

в большинстве случаев весьма затруднительно, так как искомая функ-
ция зависит от огромного числа переменных (67V + 1). Однако для прак-
тических целей, например для вычисления средних значений физиче-
ских величин, при получении уравнения состояния, расчета флуктуации
физических величин и т. д., достаточно знать функции распределения,
зависящие от координат и импульсов одной и двух частиц, т. е. пер-
вую и вторую функции распределения:

/ i ( 4 i . P i . *) = \ / jv(q, ρ , t)dq2, . . . , dqN, d p 2 , d p N ,

/2 («h. 4a> P i . P 2 ' t) = y n ( q . P , t) dq3, ..., dqN, d\)s, . . . . d p N

Естественно поэтому стремление получить уравнения, которые содер-
жали бы лишь простейшие функции распределения /х и /2. Однако урав-
нение для первой функции распределения содержит вторую функцию
распределения, уравнение для второй функции распределения — третью
функцию распределения /3 и т. д. Таким образом, получается цепочка
уравнений, в которой уравнение, определяющее функцию /s, содержит
функцию /s+1.

Такая цепочка уравнений для классических функций распределения
была впервые рассмотрена в работах Н. Н. Боголюбова6 и в работах
Борна и Грина. Используя метод, развитый в этих работах, из уравне-
ния (1,3) для функции fN можно получить цепочку уравнений для кван-
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товых функций распределения3, связывающих функции Д. и/ 8 + 1 . Цепочка
этих уравнений, естественно, совершенно аналогична цепочке уравнений
для матрицы плотности, которая рассматривалась в работе Η. Η. Бого-
любова и К. П. Гурова7. Так, например, для систем взаимодейству-
ющих частиц, когда функция Гамильтона может быть записана в виде
суммы кинетических энергий отдельных частиц и потенциальной энер-
гии их парных взаимодействий

Н= Σ U+ ^ U(\qi-4j\), (2,1)

первое уравнение цепочки, связывающее функции Д и /2, имеет следу-
ющий вид:

X/ifoi, Ч*. % Рз- t)e"^~P0dq2dp2dxdri. (2,2)

Это уравнение при К —·> О переходит в соответствующее классическое
уравнение. Естественно, что строгое решение рассматриваемой цепочки
уравнений столь же сложно, как и решение исходного уравнения, так
как требует, в конечном счете, знания функции f^.

Однако хорошо известно, что основное значение для физических
приложений имеют так называемые кинетические уравнения — замкну-
тые уравнения для первой функции распределения Д:

в которых изменение функции распределения в момент времени t пол-
ностью определяется заданием функции распределения /г в тот же
момент времени t. К числу кинетических уравнений относятся, напри-
мер, уравнение Больцмана, уравнение Фоккера — Планка в фазовом про-
странстве и соответствующее ему квантовое кинетическое уравнение,
самосогласованное уравнение для функции распределения, плодотворность
использования которого для решения задач о плазменных колебаниях
впервые была показана А. А. Власовым8.

В кинетическом уравнении начальное распределение функции fx пол-
ностью определяется значением этой функции в более поздние моменты
времени. С другой стороны, из цепочки уравнений для функций распре-
деления видно, что вид функции распределения /t определяется не только
начальным значением этой функции распределения, но и начальными зна-
чениями всех высших функций распределения /2, ..., fN или начальными
значениями всех корреляционных функций. Из этого следует, что решения
кинетических уравнений являются частными решениями цепочки уравне-
ний для функций распределения, для которых вид корреляционных
функций полностью определяется значениями только первой функции
распределения /х. Рассмотрение именно таких решений и позволяет, исходя
из цепочки уравнений, прийти к кинетическим уравнениям. Такой подход
к решению этой задачи развит в известной монографии Η. Η. Боголюбова.
Даже если ограничиться указанным классом решений цепочки для функ-
ций распределения, то задача получения кинетических уравнений
остается все же еще слишком сложной, и поэтому приходится обрывать
цепочку уравнений, аппроксимируя высшие функции распределения через
низшие. Естественно, что характер сделанной аппроксимации определяет-
ся тем кругом задач, для описания которых предназначены кинетиче-
ские уравнения, и свойствами рассматриваемой системы.

4*
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Допустим, что рассматриваемую систему можно разбить на две под-
системы, одна из которых близка к состоянию равновесия, а другая
находится в неравновесном состоянии. В результате взаимодействия этих
подсистем через некоторое время τ—время релаксации—-установится
равновесное состояние во всей системе в целом. Причины, приводящие
к установлению равновесия, в разных случаях различны.

В плазме процессы установления равновесного состояния обуслов-
лены несколькими причинами. Если концентрация нейтральных молекул
невелика, то время релаксации определяется столкновениями заряженных
частиц и процессом возбуждения хаотических плазменных колебаний.
В этом случае соответствующее кинетическое уравнение для плазмы
является уравнением Фоккера—Планка в импульсном пространстве9 и .
При учете лишь столкновений такое уравнение было выведено Л. Д. Лан-
дау из уравнения Вольцмана. Из-за медленности спадания кулоновских
сил с увеличением расстояния коэффициенты этого уравнения содержат
расходящиеся интегралы. Для получения конечных выражений пределы
интегрирования обрываются на больших и малых расстояниях. Для вы-
вода кинетического уравнения в случае пространственно-неоднородного
распределения неравновесных частиц можно использовать метод Η. Η. Бо-
голюбова6.

В работе9 уравнение Фоккера—Планка для плазмы было получено
путем приближенного решения цепочки уравнения для функций распре-
деления. Благодаря учету дебаевской корреляции в коэффициентах
полученного таким образом уравнения ликвидируется расходимость на
больших расстояниях.

Более общее кинетическое уравнение, учитывающее и процесс воз-
буждения продольных колебаний, получено в работеп. При однородном
распределении заряженных частиц уравнение для электронов плазмы
может быть записано в следующем виде:

ΐ ( ρ > ο = Σ 4 Β α ρ 4 / ι + ί · ( Α / ι ) ' α ' β = = 1 · 2 ' 3 · (2>3)

Здесь βαρ и А—соответствующие коэффициенты диффузии и система-
тического трения. Каждый из них может быть разбит на две части,
соответствующие процессам столкновения и возбуждения продольных
колебаний

ΰαβ - В2р} + В%ол) ; А = А<ст> + А<"°*>.

Выражения для В^ и Л<ст> получены в работах1 0·9 для больших и малых
значений энергий заряженных частиц. Выражения для В^3^ и А(нол>
имеют следующий вид 1 1:

^ ] ( ^ ) (2,4)

А("ол) = iL\ δ С aL * ̂ ) a"(ftkP) dh- (2>5

Здесь Τ — температура электронов, κ—постоянная Больцмана, coL =

= |^4ле 2и/т — ленгмюровская частота для электронов плазмы, а к а —ком-
понента единичного вектора, направленного вдоль волнового числа.
Из выражений (2,4), (2,5) следует, что коэффициенты ВаКрол) и А<кол>
отличны от нуля лишь при выполнении условия черенковского излуче-
ния продольных плазменных волн р/т > (HiJk. Следовательно, вследствие
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торможения электрона с импульсом ρ могут возбуждаться плазменные
волны лишь с волновым числом к > (ojjn/p. Так как максимальное зна-
чение волнового числа определяется величиной дебаевского радиуса

rd = угхТ/Апе2п, то торможение электронов за счет излучения продоль-
ных волн возможно лишь при условии, что их скорость больше тепло-
вой скорости.

В выражениях (2,4), (2,5) можно проинтегрировать по волновому
числу. В выражении (2,4) отличными от нуля оказываются лишь члены
с α = β. Если при вычислении интегралов полярную ось направить
по движению частицы, то приходим к следующим выражениям11 для
коэффициентов диффузии:

5(кол) = ehiT ω 2 j υ_ д(кол) = д(кол) = ^ L ( 2 6 )

Здесь νΓ — средняя тепловая скорость; u = p/m. Выражение (2,5) опре-
деляет силу торможения F, действующую на заряженную частицу,
вследствие излучения продольных волн. В результате интегрирования
приходим к следующему выражению:

о 2

Я к о л ) = = ! ^ 1 а ^ . (2,7)

Выражения (2,6), (2,7) согласуются с соответствующим выражением,
полученным рядом авторов различными способами. Сила торможения

имеет тот же порядок величии, что /чстМо.э

--—±\п-±\ а = —г. (2,8)

Кинетическое уравнение (2,3) получено в работеп путем приближен-
ного решения цепочки уравнений для классических функций распреде-
ления электронов и колебаний плазмы. Такая цепочка уравнений содер-
жит два уравнения для первых функций распределения ^(q, p, t),
F1(Qk, Pk, ή, первая из которых определяет вероятности различных
состояний электрона, а вторая'—вероятности различных значений коор-
динаты и импульса плазменного колебания с волновым вектором к.
В уравнения для этих функций распределения входит вторая функция
распределения Ф2 (q, p, Qis., Р\, t). В уравнение для F2 входят третьи
функции распределения и т. д. Аппроксимация высших функций рас-
пределения через низшие состоит в том, что третьи функции распре-
деления полагаются равными произведению первых функций распреде-
ления, а вторые представляются в виде

/a = /i/i + G ( q , p , q ' , p ' , 0. (2-9)

®2 = /i^i + g(q.P-СюЛс,*)· (2,10)

Таким образом, учитываются лишь парные корреляции. При выводе
уравнения (2,3), описывающего процесс установления равновесного
состояния в импульсном пространстве при однородном распределении
по пространству из системы уравнений для функций /х и Flt первый
член в выражении (2,9) не является существенным. Таким образом,
эффект установления равновесия в этом случае обусловлен корреляцией
значений координат и импульсов электрона и координат и импульсов
плазменных колебаний. Кроме того, для вывода уравнения (2,3) из си-
стемы уравнений для функций /j, Fx существенно предположить, что
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плазменные колебания и частицы плазмы, окружающие выделенную
частицу, находятся в начальный момент в состоянии теплового равно-
весия.

В другом крайнем случае можно найти кинетическое уравнение
для функции распределения Fx, которое описывает процесс установле-
ния равновесного состояния плазменных колебаний11. Это уравнение
также является уравнением Фоккера— Планка в фазовом пространстве
координат и импульсов плазменных колебаний. Приведем здесь полу-
ченное с помощью этого уравнения уравнение для среднего значения
координаты плазменного осциллятора с волновым вектором к:

—к г ' (2,11)
Qk=)QkF1dQkdPk.

Здесь <ак = ωΐ,-{-· к2 — квадрат частоты плазменного колебания с вол-

новым числом к, a yk = l / ~ -^γ~ exp ·! — ^ г}к2 \ — дескремент затухания

плазменных колебаний, выражение для которых впервые было получено
в работе Л. Д. Лапдау20. Используя соответствующую цепочку урав-
нений для квантовых функций распределения электронов и плазменных
колебаний, можно получить квантовые кинетические уравнения, описы-
вающие процесс установления равновесного состояния в плазме с уче-
том квантовых эффектов. Такое уравнение рассмотрено в работе13 только
при учете столкновений между заряженными частицами. Использованная
в этой работе аппроксимация высших функций распределения через
низшие аналогична приведенной в работе Η. Η. Боголюбова и К. П. Гу-
рова'.

Если рассматриваемая система заряженных частиц находится
вблизи диэлектрика или в замедляющей системе, то кинетическое
уравнение содержит члены, описывающие процессы торможения и
диффузии, обусловленные излучением электромагнитных волн14. Со-
стояние рассматриваемой системы в этом случае характеризуется функ-
цией распределения координат и импульсов заряженных частиц и
координат и импульсов осцилляторов электромагнитного поля с раз-
личными волновыми числами. Если начальное распределение коор-
динат и импульсов осцилляторов является равновесным, а состояние
электронов близко к равновесному, то для функции распределения элек-
тронов также получается кинетическое уравнение типа уравнения Фок-
кера— Планка, но теперь в коэффициентах диффузии и систематичес-
кого трения появляются члены В^^, А^азл\ обусловленные излучением
электромагнитных волн. Выражения для них совпадают с выражениями
(8), (9) с той лишь разницей, что плазменная частота ω^ заменяется
на c&/j/e = cuh и теперь ak ± к. Коэффициент ^4(изл) определяет силу
торможения со стороны поля на частицу с импульсом р. Выражение
для силы торможения имеет вид

и совпадает с известным выражением теории излучения Черенкова.
При обратных предположениях, когда в начальный момент электроны
находятся в состоянии равновесия, а состояние осцилляторов поля
близко к состоянию равновесия, получается16 кинетическое уравнение
для функции распределения осцилляторов поля. Полученные с помощью
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этого уравнения усредненные уравнения для координат электромагнит-
ного осциллятора имеют вид:

S< + 2ykQk + QiQk = 0, (2,12)

r-,2 2 , с2к2 |
(2,13)

Приведенное выражение для γΛ имеет место при Qh/k < с. В обратном
случае yh= 0.

Таким образом, путем приближенного решения цепочки уравнений
для функций распределения возможно получить кинетические уравне-
ния, описывающие процессы установления статистического равновесия
в плазме.

Из изложенного следует, что при однородном пространственном
распределении кинетическое уравнение для электронов представляет
собой уравнение Фоккера·—Планка, которое описывает процесс устано-
вления равновесного распределения в импульсном пространстве. Для
получения этого уравнения необходим учет, по крайней мере, парных
корреляций заряженных частиц. Первый член в правой части выраже-
ния (2,9) оказывается в этом случае несущественным. При неоднород-
ном распределении может возникнуть обратная ситуация. Именно, если
размер неоднородности много меньше длины релаксации рассмотренных
выше процессов, то учет этих процессов в ряде случаев может ока-
заться несущественным. Следовательно, при этом в выражении (2,9)
основным уже будет первый член, и мы можем оборвать цепочку урав-
нений для функций распределения электронов на первом уравнении,
положив

U(q. P. q', Ρ ' . О = /i (q. P. ')/ι (q'. Ρ'- *). (2> 1 4)

и приходим к кинетическому уравнению с самосогласованным полем.
Так, если выражение (2,14) подставить в первое уравнение цепочки
для квантовых функций распределения (2,2), то получим квантовое
кинетическое уравнение с самосогласованным полем. При Я—>0 это
уравнение переходит в известное классическое уравнение с самосогла-
сованным полем. Самосогласованное уравнение для квантовой функции
распределения можно уточнить, если при аппроксимации второй функ-
ции распределения через первые учесть корреляцию, обусловленную
тождественностью частиц. Для этого вместо выражения (2,14) исполь-
зуем следующее выражение:

p2. 0 = /i(qi. Pi, *)/i(q2, p2, t) + ^ ( + ^

(q2 +y ^ ) - i x ^ - i x # * d d , ( 2 , 1 5 )

которое получается из соответствующего выражения для матрицы плот-
ности в координатном представлении. В выражении (2,15) знак «—»
для случая систем, подчиняющихся статистике Ферми, а знак «-j-»
для статистики Бозе. В промежуточном случае, когда размер простран-
ственной неоднородности сравним в длинной релаксации, получается
более сложное кинетическое уравнение, представляющее собой обобщен-
ное уравнение Фоккера—Планка с учетом самосогласованного взаимо-
действия. Если длина или время релаксации τ известно, то во многих
случаях можно использовать упрощенное кинетическое уравнение, в ко-
тором интеграл столкновений, или члены, описывающие диффузию
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и систематическое трение, заменены членом

- 4 (/-/о), (2Д6)

где /0 — равновесная функция распределения.
Приведенные здесь кинетические уравнения для плазмы могут слу-

жить для вывода гидродинамических уравнений с учетом процессов
релаксации.

§ 3. СПЕКТРЫ КОЛЛЕКТИВНЫХ КОЛЕБАНИЙ В ПРИБЛИЖЕНИИ
САМОСОГЛАСОВАННОГО ПОЛЯ

В теории классической плазмы широкое применение получил метод
самосогласованного поля8. С помощью такого метода, как известно,
особенно просто рассматривать задачи, связанные с коллективными
эффектами в системах заряженных частиц. Можно сказать, что исполь-
зование приближения самосогласованного поля в классической теории
плазмы явилось переносом в классическую область квантового метода
самосогласованного поля Хартри1 5. Поэтому целесообразность исполь-
зования такого метода в теории квантовой плазмы совершенно очевидна.
Ниже мы изложим некоторые результаты, известные нам в этой области *).

В приближении самосогласованного поля волновая функция, а сле-
довательно и матрица плотности или, соответственно, квантовая функ-
ция распределения, принимается в виде произведения соответствующих
функций отдельных частиц. При такой аппроксимации пренебрегается
корреляцией отдельных частиц. С другой стороны, при этом из урав-
нения Шредингера. для системы многих частиц сразу получается сле-
дующее уравнение для одночастичной функции распределения / (q, p, t)3:

X / (q, 4, 0 / (q', P', t) β ί τ(4-Ρ) ώτ dtj dq' dp' = 0. (3,1)

Здесь принято, что частицы взаимодействуют по центральному закону
сил, a U (| q | ) — энергия парного взаимодействия, равная для случая
электронов е2/| q | (при этом, вообще говоря, надо учитывать наличие
компенсирующего заряда ионов).

В том случае, когда h можно считать малой величиной, т. е. когда
речь идет о макроскопических неоднородностях, а в случае колебаний
не о микроскопических длинах волн, уравнение (3,1) принимает вид:

Это уравнение представляет собой известное кинетическое уравнение
самосогласованного приближения, широко использующееся для описания
плазмы, и впервые предложенное, по-видимому, Власовым8.

Уравнения (3,1) и (3,2) мы положим в основу содержащегося в этом
параграфе рассмотрения коллективных колебаний. Рассматривая кол-
лективные колебания как слабовозбужденные состояния, примем, что
функция распределения / слабо отличается от равновесного простран-
ственного однородного распределения /0 (р) **) (поверхностными эффектами

*) Излагаемые ниже результаты существенно связаны с учетом влияния дви-
жения частиц на их самосогласованное поле. Надо отметить, что такие эффекты,
по крайней мере по порядку величины, могут быть рассмотрены также и в гидро-
динамическом приближении Блоха ' .

**) Самосогласованные колебания электронов, находящихся в периодическом
поле решетки, изучались в работах Зырянова18 и Фейнберга 19.
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будем пренебрегать, считая систему неограниченной, что возможно для
того случая, когда длина волны колебания мала в сравнении с раз-
мером тела). Тогда, приняв зависимость от координат вида е1кч, что
естественно для изучения волновых движений в неограниченной среде,
получаем из (3,1) уравнение для малой неравновесной добавки к функ-
ции распределения φ κ (ρ) е* кч (при этом опущены члены φ2)

dtp . кр . г ,,

где
ν (к) = [ U (q) e* k(i dq.

В силу того, что в уравнении (3,3) член, обусловленный взаимо-

действием частиц, пропорционален плотности числа частиц \ ψ dp', то

ясно, что получаемый ниже из (3,3) спектр коллективных колебаний
будет соответствовать колебаниям плотности—продольным волнам.

Далеко не всегда коллективные колебания оказываются незатухаю-
щими. Это, естественно, означает, что об истинных коллективных ко-
лебаниях, как о новых степенях свободы системы, можно говорить
лишь в том случае, когда затухание достаточно мало. В связи с этим
удобно20 при решении уравнения (3,3) рассматривать начальную задачу
и исследовать возможность получения решений, имеющих при больших
моментах времени асимптотический вид е~~ч1~ш. Используя преобразова-
ние Лапласа — Меллина, получаем из (3,3)

' T r f ^ yjf dp(2m) J J s+ikp/m '

Τ — (3'4)

% J (kp/m)
Здесь ц>к (0,р) — значение неравновесной добавки к функции распределе-
ния в начальный момент времени.

Нетрудно убедиться, что значение частоты (ω = — Im s) и декремен-
та затухания у = — Re s определяются полюсами подынтегрального
выражения (3,4), т. е. могут быть найдены из следующего дисперсион-
ного уравнения 3:

1 = vooc /°(р+т)-/°(р~~¥)

Отметим, что при интегрировании в (3,5) по компоненте импульса,
параллельной к, следует обходить полюс (kp/m) = ω — iy снизу.

Для случая электронов, когда ν (k) = 4rte2Д2, уравнение (3,5) было
получено изложенным методом в работах3 и исследовалось в п>22.

Заметим, что для электронов уравнение (3,5) может быть переписано
в виде

. 4 π ^ Γ /о (Р) dp , „ ,.
т ) (ω — kp/то)2— (ft/c2/2m)2-' v ' >

Иным методом такое дисперсионное уравнение позднее было получено
Бомом и Пайнсом23. Аналогичный метод коллективных переменных
в применении к электронному газу был использован Зубаревым 2 4 .
Наконец также методом самосогласованного поля (3,5) было получено
Зыряновым и Елеонским 2 5 и Фереллом 2 6.
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В том случае, когда импульс коллективного возбуждения мал
в сравнении с характерным импульсом равновесного состояния, можно
перейти от (3,5) к классическому пределу. При этом имеем

1 =
(kp/m) — (

-dp. (3,6)

Такой спектр колебаний в классической теории электронной плазмы
рассматривался в работах 8> 2 0 · 2 7 . При этом оказалось 2 0 , что в области
длин волн малых или сравнимых с дебаевским радиусом экранирования
rd — }^х.Т/Але2п (где п — число электронов в 1 см3, Г—температура,
κ — постоянная Больцмана) плазменные колебания плотности заряда
или, что, очевидно, то же самое, колебания продольного электромагнит-
ного поля сильно затухают. Напротив, в области длинных волн (λ > rrl)
затухание мало и

*̂" -*k- γ = ω ) / |
— exp —тг

где так называемая плазменная частота ω/, = \/ Аяегп/т.
Другой случай, когда также возможен переход к классическому

пределу и который осуществляется, например, в случае вырожденного
бозе-газа, возможен при условии, что энергия коллективного колебания
?ιω велика в сравнении с соответствующей энергией отдельной части-
цы %2№/2т. Это, в частности, видно из спектра колебаний плотности
вырожденного бозе-газа (/ 0= ηδ(ρ)), получающегося из (3,5) и имеюще-

го вид"
, ν (к) η , 2 , /i2/c4

ω 2 = ' ; /£2 4- -,—=-.
т Am2

Такой спектр впервые был получен Боголюбовым 2 8 в теории сверх-
текучести (см. также 2 9 ) .

Обратимся теперь к рассмотрению коллективных колебаний выро-
жденного электронного газа. Такая задача для длин волн, при кото-
рых Ьк много меньше граничного импульса Ферми р0 = (Зл)1/'3/г1/3?1,
впервые была рассмотрена Гольдманом 3 0. В нашем рассмотрении, не
считая hk малым в сравнении с р0, из (3,5) получаем 2 1 · 2 2 :

I f f / ω - ί γ , ftfcV1 _ 3 m

•У ~H т к

- Г С -

τ 2ЬкРо

_ρ 21ΐ η^=Μ
J ω — ι̂

ω —г γ hk\2

 2 Ί , ω — ίγ —hk2/2m-\-kp0/m \ ^_

= ( —ω + ίγ), (̂ ω

, _ (рак,т)2— (ω —

(3,7)
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Это дисперсионное уравнение имеет довольно громоздкий вид. Прежде
чем переходить к рассмотрению некоторых простых предельных случаев,
заметим следующее. Колебания электронного газа не будут затухать лишь
в том случае, когда F = 0. Это, как легко видеть, имеет место в облас-
ти достаточно больших ω или достаточно больших длин волн. Поэтому
лишь в такой области можно говорить о продольных колебаниях элек-
тронного газа как о новой степени свободы. В области длинных волн
из (3,7) получаем 3

| ^ ! (£)·. (3,8)

При этом считаем, что к < кс — ηιωζ,/ρ0 и со̂  > Ыс2/2т. Таким образом,
в этой области спектр продольных колебаний подобен спектру колеба-
ний высокотемпературной плазмы с тем отличием, что у нас хаотическое
движение электронов определяется не температурой, а энергией Ферми.
Кроме того, (3,8) учитывает квантовые эффекты. С уменьшением длины
волны спектр продольных колебаний переходит в одночаетичный. Так,
при условии Ь2к2/2т <с 4яе2/г//г2 < р\12т имеем

Это выражение с точностью до экспоненциально малого члена совпадает
с энергией возбуждения свободных электронов, поднимаемых при воз-
буждении над поверхностью Ферми.

Отметим, что для сил с конечным радиусом действия (ν (0)—конеч-
но) вместо (3,8) имеем 3

от =

Такой спектр подобен спектру бозе-газа и соответствует фононным
колебаниям. Следует подчеркнуть отличие этих колебаний*), а также
и плазменных от обычного звука в газе. В последнем случае частицы
взаимодействуют лишь в моменты столкновений, поэтому с ростом длины
свободного пробега частиц они фактически не взаимодействуют за время
периода колебаний, в связи с чем затухание становится весьма боль-
шим, и колебания не могут распространяться. Именно такая картина
должна иметь место для полностью вырожденной системы частиц, под-
чиняющихся статистике Ферми и взаимодействующих лишь в моменты
столкновений, поскольку при температуре, равной нулю, длина свобод-
ного пробега в такой системе становится бесконечно большой. Напротив,
в нашем случае колебания самосогласованного звука распространяются
тогда, когда столкновения несущественны, и получаемые при этом воз-
буждения обусловлены наличием самосогласованного взаимодействия
между частицами. В результате частицы взаимодействуют отнюдь не
только в момент столкновений, а, напротив того, постоянно движутся
в общем самосогласованном поле. Необходимо заметить, что, как будет
видно из изложенного в следующем параграфе, для спектра нулевого
звука важен учет обменного взаимодействия, которое хотя и не меняет
физическую картину, но численно изменяет величину скорости само-
согласованного нулевого звука.

В системе заряженных частиц приближение Хартри позволяет
также получить и спектр поперечных колебаний. Классическое

*) Следуя Ландау 3 1, будем называть такие колебания нулевым звуком или
самосогласованным звуком.
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приближение *) приводит к спектру поперечных колебаний, имеющему вид

ω2 = ω! + [с2 + {рк)2/т2кг] к2, (3,11)

где с — скорость света, а черта означает усреднение по равновесному
состоянию. Для вырожденного электронного газа (jtk)2 — (V6) рг„к2.

В нашем нерелятивистском рассмотрении скорость частиц мала
в сравнении со скоростью света. Поэтому влиянием движиния частиц
в формуле (3,11) можно пренебречь.

Спектр поперечных колебаний позволяет сразу записать выражение
для диэлектрической проницаемости электронного газа, учтя определе-
ние проницаемости ε = с2к2/а>2. Такую диэлектрическую проницаемость
будем называть поперечной 3 2 (см. §6). Дело в том, что при учете движения
частиц, как это видно из (3,11), ε'Γ зависит не только от ω, по и от к.
Роль же продольной диэлектрической проницаемости ее играет выраже-
ние, стоящее в левой части уравнения (3,7), которое является условием
существования продольных волн, допустимых лишь при условии обра-
щения в нуль диэлектрической проницаемости. В этом легко убедиться,
если учесть тот факт, что энергия взаимодействия заряженных частиц,
входящая в уравнение (3,1), определяется скалярным потенциалом
электрического поля. Поэтому, выразив с помощью (3,1) плотность
заряда через такую энергию взаимодействия, легко находим ее(о),/е),
связывающую продольные компоненты электрической индукции и напря-
женности электрического поля.

Сформулированные выше результаты для электронного газа сохра-
няются и в случае системы из электронов и ионов. Однако при этом
возникает дополнительная ветвь возбуждений. Это — звуковые возбужде-
ния. Скорость таких возбуждений легко определить, вычислив сжимае-
мость. Действительно, например, в случае вырожденного газа электро-
нов давление будет определяться электронами и Ρ ^ [(3π2)2/3/5] ъ?пЦя/т,
а плотность —ионами ρ ^ т^^ = m^jZ. Тогда

ар z%2 ( 3") / з»?' / з Zp™ (3 12)

*) В классическом пределе 8 приближение самосогласованного поля для заря-
женных частиц, как известно, соответствует системе уравнений Максвелла, в кото-
рых плотность тока и плотность заряда определяются с помощью функции рас-
пределения, подчиняющейся уравнению (ср., например, 3 3)

[νΗΛ|ί=ο. г,-)
J dp '

Квантовое рассмотрение колебаний поперечного поля приводит к дисперсионному
уравнению колебаний, имеющему следующий вид 3 :

4 Л е 2 ( ю - г у ) С rfP(pek) j df0 (рец) Г fed/0

т[((й — /γ)2 — c2k2] J ( O - ί γ — p/f/m\ dp τηω L dp

где ejt — единичный вектор, перпендикулярный волновому вектору к. При этом ди-
электрическая проницаемость, определяющая распространение поперечных волн,
имеет вид

4πβ* С dV (P ek) i e k ? i o _ i ^ Г к ^ - ° -
ω — iy) J ω — ί γ —pk/m. \ θρ mat [_ 9pηι(ω
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Здесь U — скорость звука, рОе—граничный импульс для электронов, mi

и те — массы иона и электрона, Ζ— число электронов, приходящихся
на один ион. Скорость звука (3,12) была получена в работе 3 4 (см. так-
же 35) и в работе 3 6 (см. также 22) из анализа коллективных движений
плазмы. При этом в 3 6 рассмотрен вопрос и о затухании звуковых
волн в электронно-ионной плазме. Отметим, что соображения, привед-
шие нас выше к формуле (3,12), часто используются также и для
высокотемпературной плазмы (см. 3 7 ), где при этом получается для
скорости звуковых волн величина порядка ]/' хТ/тг. Однако в действи-
тельности таких волн η высокотемпературной плазме не наблюдают.
.г)то может быть связано с обнаруженным в работе 3 6 сильным затуха-
нием таких волн. Ниже мы приведем некоторые результаты этой работы.
Рассматривая систему двух уравнений вида (3,2) (например, в форме
(3,2')) соответственно для электронов и ионов и решая задачу о малых
отклонениях от равновесия, подобно тому как это делалось выше при
рассмотрении уравнения (3,2), нетрудно найти дисперсионное уравнение
колебаний в системе электронов и ионов

k dJ^ fcd/ot
, 4ле2 (* dp , . 4;if3Z2 С dp , ,„ . . . .
l = - p r - \ — π ί-Λ dp-\ 7-5— \ —ρ- ί—г--—dp. (3,13)

Здесь Ζ — количество электронов, приходящихся на один ион, /Ое и /Ot—
соответственно равновесные функции распределения электронов и ионов.

В области длин волн, больших в сравнении с радиусом экранирова-
ния кулоновского поля {rd или гс соответственно для случая высоких
температур и для вырожденного газа электронов), в левой части уравне-·
ния (3,13) можно пренебречь единицей. Это приводит к тому, что ω
и γ оказываются пропорциональными волновому числу к. В случае
вырожденного электронного газа анализ уравнения (3,13) существенно
упрощается, во-первых, потому, что скорость звука мала в сравнении
со скоростью электронов (это имеет место и при высоких температурах),
а во-вторых, скорость звука оказывается большей по сравнению со
скоростью ионов. В результате получаем

ί Γ — ίο * V I J * L ' I

ιηι rne ' \ Ζ m \ > /

Полученное выражение для скорости звука, естественно, совпадает
с определенным по сжимаемости (см. (3,12)), которое, как следует
отметить, дает правильный порядок величины скорости звука в метал-
лах. Декремент затухания γ оказывается малым в сравнении с ω, что
позволяет распространяться звуку на большие расстояния. Затухание,
определяющееся формулой (3,14), соответствует тому, что звуковые
колебания вырожденной плазмы являются состояниями, обладающими
естественной шириной уровня. Следует указать на то, что в последнее
время при изучении поглощения звука в металлах такое затухание
было обнаружено экспериментально и теоретически интерпретировалось
в работах 3 ' 8- 3 9.

Наконец закажем на аналогичные результаты, относящиеся к слу-
чаю высоких температур, когда для электронов и ионов можно
принять распределение Максвелла. В этом случае скорость звука бли.^
ка к тепловой скорости ионов. Обозначив

= .ν/,·] •кТ/т,; у = ук
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получаем из (3,13) следующее уравнение для определения χ и у*):

Здесь Те и Тг — температуры электронов и ионов. Нетрудно убедиться,
что решения этого уравнения, соответствующие малому затуханию,
возникают лишь при условии Ti < ZTe. В противном случае затуха-
ние велико.

| 4. ВЛИЯНИЕ КОРРЕЛЯЦИЙ ЧАСТИЦ НА СПЕКТРЫ
КОЛЛЕКТИВНЫХ КОЛЕБАНИЙ (МИКРОРАССМОТРЕНИЕ)

Микроскопической теории, в какой-либо мере полно рассматриваю-
щей влияние корреляций частиц на спектр коллективных возбуждений,
по-видимому, на сегодняшний, день нет. Поэтому ниже мы изложим
лишь некоторые частные результаты, позволяющие, как нам представ-
ляется, усмотреть общие закономерности, обусловленные корреляцией,
а также могущие облегчить понимание феноменологического подхода,
изложенного в следующем параграфе.

Основным предположением, существенно-упрощающим учет корреля-
ций, по-видимому, следует считать утверждение о том, что в области
длин волн возбуждений, больших в сравнении с радиусом корреляции,
коррелятивные функции пары частиц фактически не отличаются от
равновесных значений. Именно такая ситуация имеет место в прибли-
жении Хартри — Фока 4 1 , позволяющем учесть обменную корреляцию
частиц. К рассмотрению этого случая мы теперь и перейдем.

Представим, следуя Дираку 4 2, матрицу плотности в виде детерми-
нанта матриц плотности отдельных частиц:

s[, r ; | Q | S l , r x ) , . . . , (s[, r[\Q\an, rn)

- ·, {Sn, г; I ρ I sn, rn)

Здесь (Ιρ |)—матрица плотности отдельной частицы, состояние которой
характеризуется координатой г и спиновым индексом s. При этом ρ под-
чиняется следующему уравнению приближения Хартри—Фока:

д . %

r" [U (| г - г" |) - U (| г' - г" |)] {(*', г ' | ρ I s, r) (s", г" | ρ | s", r") -

- ( * ' , Γ ' | ρ | Λ r"){s", T"\Q\S, T)}. (4,2)

Целесообразно перейти к представлению Вигнера

К ' %\\ +)-^dx (4,3)

При этом запишем уравнение сразу для случая малых отклонений от
состояния равновесия

/s's(q, Ρ) = у δδ'8/0 (р) + δ/8β' (q, p) (4,4)

(здесь /0 = [2/(2jtft)3] Г ехр ( ε° ( ^ ~ " μ Λ ) + 1 1 \ ε0 (/?)-энергия частицы,

*) Относительно интеграла в (3,15) см. 4 0.
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μ — химический потенциал). Ограничимся тем случаем, когда длина
волны возбуждения намного превышает длину волны частиц на поверх-
ности Ферми, по порядку величины совпадающую со средним расстоянием
между частицами. Тогда имеем 4 3 ' 4 4

°̂ (Ρ, P')^/(q', ρ') j· = О,

(4,5)
где

ФО (pf p') = V С £=£-' Г) -

α — оператор спина, ν (k) = \ U (q) eik4 dq.

Величина Ф° является обменной частью амплитуды рассеяния вперед
для столкновения двух частиц, вычисленной в приближении Борна. Для
сил с малым радиусом действия, много меньшим по сравнению с харак-
терным расстоянием изменения δ/, наличие U (\q — q' |) в уравнении (4,4)
приводит к возникновению полной борновской амплитуды рассеяния
вперед двух частиц со спином половина

_v(0) +

Приближенность уравнения (4,4) видна уже из того, что возникает бор-
новское приближение для амплитуды рассеяния. Поэтому приближение
Хартри—Фока не является точным в случае сильного взаимодействия
частиц. Далее полученная амплитуда рассеяния не зависит от наличия
остальных частиц, кроме пары сталкивающихся. Учет остальных частиц,
вообще говоря, весьма существен45 *).

Заметим, что второй член в первой фигурной скобке уравнения (4,4)
соответствует изменению массы частицы. В силу того, что о/ отлично
от нуля лишь у поверхности Ферми, можно говорить о появлении эффек-
тивной массы частицы. Известно, что поправка к (1//и) в приближении
Хартри —Фока оказывается бесконечной для случая кулоновского взаи-
модействия частиц. Однако в уравнении (4,4), кроме добавки к эффек-
тивной массе, имеется еще один член, содержащий Ф° и обладающий та-
кой же сингулярностью. Если при этом мы примем, что энергия частицы,
являющаяся аргументом функции /0, соответствует энергии свободной
частицы, то в уравнении (4,4) сингулярные члены взаимно компенсируют-
ся. В таком приближении легко оценить влияние обменных эффектов
на спектр плазменных колебаний электронного газа. В области длинных
волн, как нетрудно убедиться, имеем43 **)

3 р$кг

 2 3

Отсюда ясно, что влиянием обменной корреляции на зависимость частоты
от волнового вектора можно пренебречь лишь в случае электронного

*) Однако, на наш взгляд, запрет, действующий в силу принципа Паули и
осуществляющийся благодаря заполненности уровней, лежащих ниже поверхности
Ферми, и учитываемый, например, в уравнении Бете — Голдстона 4С в теории ядерного
вещества, не изменит выражения Ф°, поскольку в нашем рассмотрении с^ щоственно
рассеяние частиц, лежащих на поверхности Ферми, для которых такой запрет но
имеет места.

**) Такое же выражение впоследствии было получено и в работе 4 7.
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газа высокой плотности, когда энергия Ферми (pl/2m) значительно пре-
вышает энергию плазменного колебания ftco^ (см. также 26> s o ) .

Для случая сил с конечным радиусом действия в качестве энергии
частицы εη (ρ) можно лринять соответствующее выражение приближения
Хартри — Фока

Далее в этом случае наряду с колебаниями плотности открывается
возможность существования и иных возбуждений43' 48· 4 9 . Анализ всего
рассмотрения при этом затрудняется необходимостью делать определенные
высказывания о виде v(\p — p'\/h). Если же не делать каких-либо выска-
зываний о виде амплитуды рассеяния вперед, то уравнение (4,4) не будет
отличаться от соответстующего уравнения теории ферми-жидкости, к
рассмотрению результатов которой мы перейдем в следующем параграфе.

| 5. ВЛИЯНИЕ КОРРЕЛЯЦИЙ ЧАСТИЦ НА СПЕКТРЫ КОЛЛЕКТИВНЫХ
ВОЗБУЖДЕНИЙ. ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ВЫРОЖДЕННОЙ

ЭЛЕКТРОННОЙ ФЕРМИ-ЖИДКОСТИ

Непосредственным обобщением приближения Хартри —Фока, также
по существу пренебрегающим отличием корреляций от равновесных,
является теория ферми-жидкосчтп Ландау51. Ниже мы приведем некоторые
результаты, полученные на основании такой теории. Здесь целесообразно
предварительно сделать некоторые замечания об использовании модели
независимых частиц для описания квантовой плазмы, образуемой элек-
тронами металла.

Электронная теория металлов успешно использует для описания
многих свойств металлов представление об электронах как неза-
висимых частицах, рассматривая по существу электроны металла как газ.
В силу того, что электроны находятся в поле решетки, их свойства весьма
отличаются от свойств свободных электронов, что, в частности, характе-
ризуется законом дисперсии, т. е. зависимостью энергии электрона от его
квазиимпульса*). Другая причина, обусловливающая отличие электронов
от газа свободных частиц, связана с междуэлектронным взаимодействием,
которое отнюдь не мало. Это сразу видно из того факта, что средняя
энергия кулоновского взаимодействия электронов металла по порядку
величины совпадает с их средней кинетической энергией. Поэтому есте-
ственно ожидать существенного влияния корреляции электронов на ряд
свойств металлов.

Действительно, в различных приближенных методах учета корреля-
ции электронов было обнаружено заметное влияние корреляции на ряд
свойств металлов (определение парамагнитной восприимчивости 52>53,
определение теплоемкости и корреляционной энергии электронного газа
большой плотности 54, влияние корреляций на спектр колебаний элек-
тронной плазмы см. § 4). Однако все подобные рассмотрения представляют
собой микроскопические теории, применимость которых к реальным
металлам весьма проблематична, что обусловлено отсутствием в реальных
металлах малого параметра, вызванным фактическим совпадением порядка
величин кинетической и потенциальной энергий электронов. Такое поло-
жение заставляет уделить особое внимание феноменологической теории,
достаточно полно учитывающей корреляцию частиц.

*) Эффекты, обусловленные периодическим полем решетки, мы не будем рассма-
тривать (так же как и Б предыдущих параграфах) анализируя лишь коллективные
эффекты.
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Следует отметить, что в кинетической теории электронов металла
обычно корреляция частиц не учитывается. Действительно, при этом
обычно используется кинетическое уравнение Больцмана. В таком рас-
смотрении частичный учет корреляции электронов, возникающей на малых
расстояниях и приводящей к столкновениям, проводится с помощью
интеграла столкновений электронов с электронами. Известно 5 5, что
такие столкновения играют малую роль *), а следовательно, и учитывае-
мая ими корреляция не дает существенного эффекта. С другой стороны,
как было показано выше, учет корреляции, обусловленной тождествен-
ностью, существенно меняет кинетические уравнения даже в пренебре-
жении столкновениями 4 3. Феноменологический учет именно таких эффек-
тов содержится в теории ферми-жидкости.

В квантовой жидкости, благодаря значительному самосогласованному
взаимодействию частиц, энергия отдельной частицы зависит от состояния
окружающих частиц. В связи с этим, естественно, оказывается, что энергия
системы частиц становится не равной сумме энергий отдельных частиц,
а является некоторым функционалом функции распределения. В таких
условиях становится естественнее говорить не о частицах (например, ато-
мах), из которых состоит жидкость, а о квазичастицах поскольку послед-
ние существенно отличаются от свободных частиц.

При бесконечно малом изменении функции распределения б/ (q, p)
изменение плотности энергии системы имеет вид:

δΕ (q) = ^ $ ε « ' ί ί ' Ρ) 6L> (4- Ρ) dp. (5,1)
ss'

• h a формула по существу является определением энергии (функции
Гамильтона) квазичастицы, отличающейся от энергии свободной частицы
благодаря взаимодействию с окружающими частицами.

Далее, при изменении функции распределения энергия квазичастицы
ι акже изменяется4i

«•ν (q, Ρ) = Σ \ F«- (ч> q'. P> Ρ')
 δ / , ν (q'. Ρ')

 d<i' dP'· ( 5 > 2

Функция F является второй вариационной производной плотности энер-
гии и играет существенную роль в определении ряда свойств жидкости.
• )та величина, вообще говоря, зависит от импульсов р, р', спинов, а
также является функцией координат.

В теории Не3 зависимость от координат фактически принималась
и виде 6(q —q'). В нашем случае электронной жидкости благодаря куло-
новскому закону сил это уже не так. Действительно, если бы мы поль-
зовались самосогласованным приближением Хартри для частиц, взаимо-
действующих по центральному закону сил с потенциальной энергией
fr (\q — q'\), то в этом случае функция имела бы следующий вид:

ч', P. p') = e«-tf(|q-q'l)· (5,3)
Ясно, что для короткодействующих сил аппроксимация правой части
этой формулы с помощью δ-функции возможна для всех тех состояний,
Η которых характерный размер возникающих неоднородностей велик
и сравнении с радиусом действия сил.

В приближении Хартри полностью пренебрегается корреляцией, ибо
функция распределения системы берется в виде произведения функций

*) Исключением может явиться вклад междуэлектронных столкновений в по-
глощательную способность металла в области частот, где Ът^>хТ (см. 3 1, 5 S> 5 7).

·"> УФН, т. LXX, вып. 2
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распределения отдельных частиц. Ясно поэтому, что разность (F — Fi

должна быть обусловлена эффектом корреляций частиц. В общем случае
об этой величине можно сказать довольно мало. Однако основной инте-
рес представляет такой случай, когда радиус корреляции оказывается
много меньше расстояний, на которых заметно меняется функция распре-
деления. В таком случае можно принять, что

F(q, q', p, p')-FlB)^b{q-q')U>(V, p'). (5,4)

Соответственно этому формула (5,2) принимает вид

6e(q, p ) = ^ t/( |q-q' | )6/(q\ p') dq' dp' + ^ Φ (ρ, ρ') δ/ (q, p') dp'. (5,5)

Если силы обладают малым радиусом действия, то формула (5,5) совпа-
дает с принимаемой в теории Не 3 5 1 . Благодаря тому, что в случае Не*
как радиус действия сил, так и радиус корреляции частиц являются
величинами порядка межатомных расстояний, то из изложенного выше-
ясно, что локальная связь δε и о/ в этом случае вполне законна.

Иное положение имеет место и случае системы электронов. Дально-
действующий характер кулоновских сил заставляет использовать нело-
кальную связь δε и δ/, подобную (5,5). Однако при этом следует сделать
некоторые замечания. Для использования формулы (5,5) необходимо
выполнение условия (5,4). Поэтому обратимся к тем корреляциям, кото-
рые могут возникнуть в системе электронов. В частности, корреляция
электронов, находящихся в состоянии вырождения, возникает благодаря
тождественности частиц. Оценка такой корреляции может быть получена
в приближении Хартри—Фока. Сразу же можно сказать, что расстояния,
на которых существенна такая корреляция, имеют порядок величины
междуэлектронных расстояний. Далее, для электронов, например металла,
существенна также корреляция, обусловленная взаимодействием (силовая
корреляция, приводящая к так называемой корреляционной энергии вы-
рожденного электронного газа). Эта корреляция на больших расстояниях
подобна дебаевской корреляции частиц, например в электролитах, а на
малых расстояниях связана с сильным отталкиванием электронов друг
от друга. Важной особенностью этих корреляций при тех плотностях
электронов, какие имеются в реальных металлах, является то, что харак-
терные расстояния, на которых корреляция существенна, оказывают-
ся не на много больше межатомных расстояний83- 5 8 . В связи с этим
можно сказать, что для электронов металла можно использовать соотно-
шение (5,4). Таким образом, в формуле (5,5) ближняя корреляция будет
правильно передаваться вторым слагаемым, содержащим функцию

<Ϊ>(Ρ,Ρ)'-
Первое слагаемое в формуле (5,5) учитывает влияние дальних куло-

новских сил и для нашего случая электронов U ( | q — q ' | ) = е2/| q—q' |-
Заметим, что для пространственно-однородных распределений первое
слагаемое в этой формуле при ее буквальном понимании дает расходи
щееся выражение. Такое положение обусловлено тем, что при рассмот-
рении системы электронов необходимо вводить фон положительных заря-
дов, компенсирующих заряд электронов и соответствующих электронном\
заряду ионов. Поэтому в рассматриваемом члене формулы (5,5) в каче-
стве δ/ следует понимать отклонение функции распределения от про-
странственного однородного распределения, сохраняющее нейтральность
системы частиц.

Итогом вышеизложенного может быть следующее. Ближняя корре-
ляция частиц может быть учтена подобно тому, как это было и в слу-
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чае Не3, с помощью использования теории Ландау. Дальняя кулоновская
корреляция может быть учтена введением самосогласованного поля.
Очевидно, что таким образом можно учесть не только кулоновское
(продольное) иоле, которое мы рассматриваем выше, но и поперечное
электромагнитное ноле. Последнее аналогично тому, что имеет место
н обычно, когда в кинетической теории металлов используется уравнение
Больцмана, в котором сила Лоренца определяется самосогласованным
электромагнитным полем8-33. Поэтому уравнения поля можем записать
к виде

0 divE

= Sp^ 7^Р +4nProtSp^c/dp'; divH=0, J

где σ—спиновые матрицы Паули, β—магнитный момент электрона,
ρ+ — компенсирующий заряд положительного фона ионов. В этих уравне-
ниях /SS' является функцией распределения, определяющейся из следу-

4 4
ющего кинетического уравнения 4 4 :

+ ί f F

dt + 2 V. dp dq 7 dq dp J 2 ^ dq dy n dp dq J ^ dp

I — оператор, соответствующий интегралу столкновений. Для равновесных

распределении 7Γ~^==ν—скорость электронов; в случае же малых откло-

нений от равновесия

δε, (q, p) = - β σ Η + ξ Φ (ρ, ρ') δ/ (q, p') dp'. (5,8)

При этом пренебрежено возможными спин-орбитальными взаимодейст-
виями. Нетрудно убедиться *), что имеет место равенство

$ ^ (5,9)

Из соотношения (5,9) следует

JL = ^-[ Ф^ф'. (5,10)
т dp J dp r v ' '

Если это соотношение, найденное Ландау5 1, подставить в (5,9), то
получим следующее условие:

, Р')^-/(Р)<*Р<Ф' = О, (5,11)

налагаемое в силу произвольности функций распределения на Ф.

*) Плотность импульса и плотность тока могут быть определены следующими
равенствами:

Ρ (Я)— \ Pi/.t (Ρι4ι · · · Vn4n) Φ ι dp2 dq2 ... rfq,, - V p/ (p, q) dp,

В последнем учтено, что (р1/т = -— ( ^ pi/2m-{-Ul + '^ ?7г;). Из сравнения вы-

ражений для плотности импзльса и плотности тока, определенных через fn и /,
следует (5,9).
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Заметим, что в ι ом случае, когда Φ соответствует приближению Хартри —
Фока и зависит лишь от разности р — р', соотношение (5,11) удовлетворяется
автоматически. Это соотношение так же удовлетворяется для равновес-
ных распределений.

Уравнение (5,7), и частности, позволяет рассмотреть плазменные
и иные колебания вырожденной электронной жидкости. Этому вопросу
были посвящены работы58-09. Колебания незаряженной Ферми-жидкости
рассматривались в работах 3 1> в 0 .

Прежде всего обратимся к колебаниям, сопровождающимся колеба-
ниями плотности, а поэтому приводящими к возникновению продольного
электромагнитного поля. Это—плазменные волны. В области больших
длин волн при выполнении условия CUL > kv0 имеем для спектра таких
колебаний следующее выражение 58:

Здесь Ао и А2 — коэффициенты разложении по полиномам Лежандра
функции

(5,13)

χ —угол между ρ и ρ', ρ0 —граничный импульс Ферми, о0 —скорость
электронов на поверхности Ферми, связанная с р 0 согласно (5,10) соот-
ношением

Л "\

Возникшая в формуле (5,12) предельная частота u>L совпадает с соот-
ветствующим значением, полученным в приближении Хартри. Роль же
корреляции частиц существенна для малого поправочного члена в (5,12),
определяющего дисперсию плазменных волн. Оценка величтшы Ао и А2

в предположении, что функция Φ определяется амплитудой рассеяния
вперед, вычисленной в борцовском приближении, для экранированного
кулоновского взаимодействия при использовании реальных параметров,
характерных для большинства металлов, показывает, что эти величины
не велики и в таком приближении, во всяком случае, не меняют порядка
величины члена, пропорционального к2. Однако в реальных металлах
ситуация может оказаться более сложной. В частности, коэффициенты
разложения Ап могут оказаться значительно превышающими полученные
по указанной выше оценке.

Если не делать никаких предположений о виде функции Ф, то
выражения для спектров возбуждений электронной жидкости, вообще
говоря, определяются весьма сложными соотношениями и соответствуют
корням следующего уравнения для различных поляризаций J ( | £ |<n) :

L У 4(η' + 1) 2 -1 η ' η ' + 1 + У 4η'*-ΐ"η·η'-1 J

+
где

"° 2л'-Н
4 j t i e 2 c 2 8 i t p g Г к « х » ι , ο

< в и 0 = 0, (5,15)

·1' Л С doYn

Υ'η($, φ)—нормированные шаровые функции.



КОЛЛЕКТИВНЫЕ ПОТЕРН В ВЕЩЕСТВЕ 269

Если для простоты принять отличными от нуля лишь Ао и i j , то
для продольных колебаний (/ = 0) получаем из (5,15)

|(Ю = 0, (5,17)
где

η(*) = γ 1 η | ± - [ - 1 (s = '"Ale). (5,18)

В области длинных волн kv0 < шь отсюда следует соотношение (5,12)
для случая Л2 = 0. Спектр поперечных колебаний (/=1) в предположе-
нии, что лишь Ао и А1 Φ 0, определяется соотношением

При пренебрежении А1 это соотношение совпадает с соответствующим
дисперсионным соотношением приближения согласованного поля, описы-
вающим незатухающие колебания з,21,22,ЗЗФ Колебания становятся зату-
хающими и том случае, когда | s | < l . В этих условиях логарифм
в формуле (5,18) следует понимать как главное значение логарифма
минус 2πί. Учет величины Ах в области s > 1 приводит к следующей
связи ω и к (см. (5,14):

ω* = ωΖ г к' ( с2 + ± g v0) , ω » kv0. (5,20)

Иными словами, в этой области частот учет корреляции проявляется
лишь в малом члене. Заметим, что при пренебрежении Аъ т. е. в при-
ближении самосогласованного поля, уравнение (5,19) не допускает неза-
тухающих решений в области частот ω~/α ' ο . Выясним, к каким
изменениям приводит в этом отношении учет корреляции частиц. Не-
трудно видеть, что при выполнении неравенства

o L > ω > (vo/c) и>ьА^'*, (5,21)

имеющего место для большинства металлов в области инфракрасного
излучения, из (5,19) получаем

Это соотношение соответствует спектру поперечных колебаний незаря-
женной ферми-жидкости и было рассмотрено в в 0 . Решения (5,22) воз-
можны лишь при А± > 6. Оценки для ряда металлов, проведенные в β 1,
дали Ах чС 3. Поэтом}' можно думать, что для таких металлов попереч-
ный нулевой звук вряд ли возможен. Вообще же вопрос о существова-
нии металлов, в которых возможно распространение нулевого звука,
впредь до получения больших сведений о корреляции электронов метал-
ла, может быть, по-видимому, решен лишь экспериментально.

Заметим, что, как видно из (5,15), для поляризаций с I > 1 нали-
чие заряда электронов несущественно. Поэтому в этом случае теория
нулевого звука в электронной жидкости аналогична таковой для Н е 3 3 1 ' 6 0 .
Однако для возможности такого звука необходимо, чтобы были отличны
от пуля также коэффициенты разложения (5,13) с η > 1 . В частном слу-
чае, когда равны нулю все Ап с η > 2, дисперсионное уравнение для
нулевого звука с / = 2 имеет вид

А
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Говоря о природе нулевого звука, мало что можно добавить к ска-
занному при рассмотрении коллективных колебаний в приближении
самосогласованного поля Хартри. Заметим, что для существования нуле-
вого звука необходимо, чтобы период колебаний был мал в сравнении
со временем установления равновесия электронной жидкости Например,
и случае неравенства (5,21) такое условие заведомо выполнено. На пер-
вый взгляд могло бы показаться, что, понижая температуру, можно
существенно расширить возможную область частот нулевого звука. Одна-
ко в действительности это не так. Дело в том, что в области частот
Λω 3= "лТ в столкновениях принимают участие электроны, расположенные
от поверхности Ферми на энергетическом рассеянии ~ t o 6 2 ' 3 1 · 6 3 ' 5 6 ' 5 7 .
Это, естественно, приводит к увеличению частоты столкновений, делая
длину свободного пробега электрона практнческрт не зависящей от тем-
пературы при достаточно больших частотах ω.

Обратимся теперь к некоторым особенностям коллективных колеба-
ний, возможных в том случае, когда электронная жидкость находится
в постоянном магнитном поле (//0). Электромагнитные колебания (про-
дольные—плазменные и поперечные) изменяются при этом аналогично
тому, как это имеет место и в обычной плазме. Также изменяются
и колебания, соответствующие нулевому звуку. В области длинных волн,

когда выполнено условие kv0 < Ω = —-—-, для спектра таких колебаний

имеем простое выражение

) ^ ( § ) 2 ) ( 1 < | 1 | < В ) . (5,24)

В случае газа свободных электронов (5,24) соответствует спектру экви-
дистантных уровней электрона в магнитном поле. Как видим, учет кор-
реляции частиц делает такие уровни уже неэквидистантными. Следует,
однако, отметить, что возбуждения (5,24) соответствуют лишь части воз-
можных состояний электронов в магнитном поле. В частности, эти воз-
буждения по своей природе подобны плазменным волнам, а поэтому
подчиняются статистике Бозе.

Кроме таких эффектов, связанных с орбитальным движением элек-
тронов, в системе электронов возможны также возбуждения, связанные
со спиновым моментом. Для изучения таких возбуждений удобно исполь-
зовать функцию a(q,p)== 2(^)ss'/s's(q?P)· Тогда из (5,7) имеем, в частности,

S S '

следующее уравнение, описывающее колебания компонент σ, перпендику-
лярных постоянному магнитному полю (σ ( ± ) — ох ± гау):

Здесь

^ ^ £ ' ) ά ' ) δ σ ( 4 . ρ ' ) < * ρ ' , (5,26)

//—переменное магнитное поле, а функция у (р) определяет парамагне-
тизм электронной жидкости и равна 51,59

^ Ρ , έ ^ ο . Ρ'.) «* W I " (5.27)

13 области длинных волн (5,25) дает

ωΐ, „ = ( ± Ωο + ίΩ) ( 1 + ^ ) + О (/с*), (5,28)

где Ωο = 2γ (рп) Но/%, а Вп— коэффициенты разложения по полиномам
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- Чежандра

η

Ксли 1 = 0, то (5,28) дает <в0%0= + 2fillo/h, что соответствует обычной
олоховской частоте. В области коротких волн спектр спиновых волн,
лообще говоря, весьма сложен. В частном случае, когда МОЖЕГО считать,
что лишь Во отлично от нуля, а волновой вектор к параллелен напра-
илению постоянного магнитного поля //0, дисперсионное уравнение
.можно записать в виде

1 , s ι
(5,30)

где s ~(o/kv0, so = i2/kvo. Для больших длин воли (5,30) дает

ω = kvos = ± Ωο (1 + Во) {1 -г- kVo/3Boi2l]. (5,31)

Если Во положительно, то с увеличением абсолютной величины волно-
вого вектора частота возрастает. При этом в области выполнения неравен-
ства А;у()>У0 дисперсионное уравнение (5,30) принимает вид (1Λ80) = η (s)
и имеет решения лишь при положительных Ва

 31. Ясно поэтому, что
ч такой области длин волн невозможны спиновые колебания, если 5 0 < 0.
Для больших длин волн согласно (5, 31) в этом случае частота убывает
с ростом волнового вектора. Указанные здесь спиновые волны обусло-
влены парамагнетизмом электронов. При этом дисперсия —зависимость
частоты волн от волнового вектора—определяется функцией (5,29), воз-
никающей, в частности, от обменной корреляции электронов. Обменное
взаимодействие чрезвычайно существенно в случае ферромагнитных
металлов, где оно определяет спектр спиновых волн в электронной жидко-
сти 64, имеющий вид ω ^ к2.

i 6. ПОТЕРИ ЗАРЯЖЕННОЙ ЧАСТИЦЫ ПРИ ПРОХОЖДЕНИИ
ЧЕРЕЗ ВЕЩЕСТВО, СВЯЗАННЫЕ С ВОЗБУЖДЕНИЕМ

КОЛЛЕКТИВНЫХ КОЛЕБАНИЙ В СРЕДЕ

Как мы видели в предыдущих параграфах, в среде, рассматриваемой
как система многих частиц, возможны как поперечные, так и продольные
колебания электромагнитного поля. Эти колебания существенно зависят
от свойств среды, что, в частности, видно из возможности распростра-
нения продольных волн, вообще говоря, не существующих в вакууме.
Такие колебания могут возбуждаться заряженной частицей и соответ-
ственно могут обусловливать определенную долю потерь заряженнной
частицы, проходящей через вещество. Надо заметить, что такие кол-
лективные колебания (электромагнитного поля) смогут распространяться
в среде лишь в случае малого поглощения. В поглощающих же средах
они распространяться не будут, довольно быстро поглощаясь средой, что
по существу соответствует передаче энергии от заряженной частицы среде
посредством коллективных колебаний.

Примером возбуждения коллективных колебаний электромагнитного
ноля в среде является черенковское излучение заряженной частицы 6 5 · 6 6 *) .
В изотропной среде при этом возбуждаются колебания поперечного элек-
тромагнитного поля. Вопрос о возбуждении как поперечных, так и про-
дольных колебаний электромагнитного поля в среде и соответствующих
такому возбуждению потерь заряженной частицы, проходящей через

*) См. также об.чор '".
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вещество, по существу довольно общим образом был рассмотрен Ферми8*
(см. также 6 9 ~ 7 5 ) . В таком рассмотрении в качестве характеристики элек-
тромагнитных свойств среды использовалась диэлектрическая прони-
цаемость ε (ω), являющаяся функцией частоты переменного поля. При
этом для величины потери энергии быстрой частицы на единицу длины
пути в теории Тамма—Франка —Ферми имеет место следующее выражение:

ε (ω) )

Здесь eZ — заряд частицы, ν—скорость, hqr0 — максимальный импульс,
передаваемый заряженной частицей при ионизации. Мы не будем вда-
ваться в сколько-нибудь детальный анализ формулы (6,1), тем более, что
он дан в указанных выше работах. Заметим только, что первое слагае-
мое в подынтегральном выражении (6,1) соответствует продольным поте-
рям, а второе — поперечным, т. е. обусловлены возбуждением колебаний
продольного и соответственно поперечного поля. Целесообразно обра-
титься к случаю прозрачных сред, когда ε (ω) является действительной
величиной. В этом случае формула потерь энергии может быть записана
в виде б7> 7 0 > 7 5

т,г , , e2Z2 хл ω, , vqn , e2Z'2 Γ f , с2 Λ , /с ,->ч

W (qn) = — s - >. п 7 - 7 — Ь ^ — ι In — Η 5- \ ( 1—5—7—: ω ώ , (6,2)

где CDS суть частоты продольных колебаний электромагнитного поля
в среде, определяющихся условием

ε(ω.) = 0, (6,3)

и принято, что uq0 > ωο.
Таким образом, кроме черепковских потерь, выражение для которых

дается интегралом в формуле (6,2), имеют место потери, связанные с воз-
буждением продольных или, как их часто называют также, поляриза-
ционных или боровских волн *).

Частным, но, по-видимому, одним из весьма интересных случаев
колебаний продольного поля являются так называемые плазменные коле-
бания электронного газа с частотой, равной

где т—масса электрона, и—число электронов в единице объема. Диэлек-
трическая проницаемость электронного газа при пренебрежении дисси-
пацией и хаотическим движением обычно записывается в виде 7 6

ε (ω) = 1 - ωΐ/ω2, (6,5)

что, естественно, согласно (6,3) п дает формулу (6,4). Вопрос о возбу-
ждении плазменных колебаний движущимся зарядом часто рассматривает-
ся с помощью той или иной модели (см., например, 8>12>77). Это позво-
ляет весьма конкретизировать получающиеся формулы. Однако такая
конкретизация зачастую не позволяет увидеть общие физические законо-
мерности, в связи с чем мы постараемся по возможности оттянуть тот
момент, когда нам придется пользоваться модельными представлениями
и, в частности, использовать содержание предыдущих параграфов.

*) Возможность выхода из вещества излучения, связанного с возбуждением в сре-
де продольных плазменных волн, указана в работе 7 8.
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В последние годы вопрос о поляризационных потерях заряженных
частиц широко обсуждается в литературе и, можно сказать, что произо-
шло его второе рождение в связи с вопросом о дискретных потерях элек-
тронов, проходящих через тонкие пленки 79. Есть все основания полагать,
что такие дискретные потери связаны с возбуждением продольных колеба-
ний, определяющихся соотношением (6,3). При этом на квантовомехани-
ческом языке можно говорить об испускании кванта электромагнитного
поля с продольной поляризацией и частотой ω8, который часто называют
плазмоном 8 0. Такая интерпретация дискретных потерь была развита
в работах 81, 2 3. Соответствующая теория потерь развивалась в работах
МНОГИХ аВТОрОВ 81,82,32,83,75,84,38,5,86,80,87,88_

Одной из особенностей развитой в последнее время теории потерь
заряженных частиц является учет пространственной дисперсии диэлектри-
ческой проницаемости *). Иными словами, при распространении в среде
волны, зависящей от времени и координат как e- i 0 ) i + i k r . диэлектрическая
проницаемость оказывается функцией не только частоты ω, но и волно-
вого вектора к. В случае изотропной среды, в отличие от обычного рас-
смотрения, диэлектрическая проницаемость уже не является скаляром,
а имеет, вообще говоря, вид 3 2

ei} (ω, k) = 8 i r (ω, к) {в„—А4*,-/*2} + {Ιφ/k2) ε1 (ω, к). (6,6)

Таким образом, распространение продольных и поперечных волн в среде
определяется, вообще говоря, различными диэлектрическими проницае-
мое тями.

Формула для полных потерь быстрой заряженной частицы на еди-
ницу длины при прохождении через среду с пространственной диспер-
сией имеет вид

Q0

ε 1 (ω, γ <? -f~ω / ϋ

!</. (6,7)

При изучении дискретных потерь рассматриваются хотя и быстрые, но
нерелятивистские частицы, для которых существенны лишь продольные
потери, характеризующиеся первым слагаемым правой части формулы (6,7).
Поэтому обратимся теперь к более детальному рассмотрению продольных
потерь.

Из формулы (6,7) без труда можно получить выражение для веро-
ятности рассеяния частицы на. единице пути в угол θ, θ-\~άθ с испуска-
нием продольного кванта (плазмона) в интервале частот ω, ω-f-cfe

0 χ 1 ( g g .

(£)• ( )

Здесь учтено, что при излучении продольного фотона импульс быстрой
частицы мало меняется (р > hk), а частица рассеивается на малый угол
θ«1.

В том случае, когда можно пренебречь пространственной дисперсией,
вероятность рассеяния легко может быть связана с оптическими постоян-
ными среды—-показателем преломления η и коэффициентом поглощения κ,

*) Оптические явления в среде с пространственной дисперсией рассмотрены
в работах 8e,so,9i Хорошо изученным явлением, в котором проявляется простран-
ственная дисперсия, является аномальный скин-эффект92.
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согласно соотношению "'•'

Im — = —5^—,-г . (f),9)

Благодаря тому, что в любой среде имеется хотя бы малое поглощение,
уравнение (6,3), строго говоря, не может быть удовлетворено, ибо одно-
временное обращение в нуль действительной и мнимой частей может
быть обусловлено лишь чистой случайностью. Поэтому для того, чтобы
можно было говорить о дискретных потерях, необходимо, чтобы в опре-
деленной области частот (6,9) имело резкий максимум. Определение опти-
ческих свойств металлов в некоторых случаях позволяет определить
величину (6, 9), а для щелочных металлов и серебра она в действитель-
ности обладает довольно резким максимумом (см. 7 5 . 9 3 . 9 *). Ясно, что
определение η и κ для металлов в широком интервале частот было бы весьма
полезно для дальнейшего уяснения природы дискретных потерь.

Здесь уместно остановиться на следующем вопросе интерпретации
спектров характеристических потерь быстрых электронов. Часто обсу-
ждается вопрос о том, нельзя ли по крайней мере часть дискретных
потерь связать с переходами отдельных электронов между различными
зонами. В связи с этим прежде всего заметим, что использование фор-
мулы (6,1) для описания потерь законно для прицельных параметров (1/<?0)>
много больших межатомных расстояний, т. е. для твердых тел в том слу-
чае, когда q0 < 108 см"1. Поэтому при рассеянии на угол, меньший
<ν>/ν (где <i>> =10 s см/сек), распределение быстрых электронов опре-
деляется только диэлектрической проницаемостью среды. В этом смысле
всегда при рассеянии на малые углы дискретные потери обусловлены кол-
лективным эффектом. Далее наличие зонной структуры спектра электро-
нов твердого тела, естественно, отражается на виде ε(ω) как функции
частоты, поэтому, в частности, и вблизи некоторых частот, для которых
/ко близко к расстоянию между зонами, в принципе возможно резкое воз-
растание величины (6,9). Последнее, естественно, будет приводить также
к линии характеристических потерь.

Этот случай, однако, весьма сложен. Существенно проще анализиро-
вать спектр дискретных потерь в том случае, когда ширина запрещенной
зоны велика в сравнении с плазменной частотой электронов проводимости.
При этом диэлектрическая проницаемость может быть представлена в виде:

ε (ω) = ε0 — ω£/ω2, (6,10)

где ε0— не зависящий от частоты вклад в диэлектрическую проницае-
мость от электронов заполненных зон. При этом величина η может быть
определена из измерения оптических постоянных металла в области
таких частот, когда ω2 < ω£. Соответствующие эксперименты 9 4 для Na
дают для числа электронов проводимости величину, с большой точностью
совпадающую с числом атомов в единице объема, эксперименты по дис-
кретным потерям дают ту же величину и тем самым подтверждают пра-
вильность оптических экспериментов. С другой стороны, такое совпадение
полностью выявляет механизм дискретных потерь, которые в данном
случае целиком обусловлены электронами проводимости.

Напротив, измерение числа электронов проводимости для ряда дру-
гих элементов 9 5 · 9 6 . 6 1 (например, Си, Ag, Аи, А1) дает для них энергию
плазменных колебаний, много меньшую наблюдаемой величины характе-
ристических потерь. В связи с этим заметим, что формула (6, 10) может
явиться пригодной и в том случае, когда спектр электронных уровней раз-
делен полосой, ширина которой велика в сравнении с частотой плазмона
(случай валентных электронов), а характерные энергии связи электронов.
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лежащих выше такой полосы, малы в сравнении с плазменной частотой<J7*) ·
Однако в этом случае определение дискретных потерь по существу лишь
и может определить гг.

Для того чтобы понять область применимости соотношения (6,9),
заметим, что если диссипация невелика, а естественно, только в этом
случае потери будут в какой-то мере дискретными, характерным пара-
метром, определяющим роль пространственной дисперсии, может быть
лишь величина

П = Κ " < ϋ 2 > (Λ/ω), (6,11)

где ]/"< и2 >—характерная скорость частиц среды. (Для электронов
проводимости металла |/л< и2 > по порядку величины равна скорости
па поверхности Ферми.) При этом пространственная дисперсия стано-
вится определяющей, лишь когда параметр (6,11) не мал в сравнении
с· единицей. Применительно к формуле (6,8) это означает, что не малой
неличиной должно быть

Поэтому ясно, что роль пространственной дисперсии станет важной
лишь для рассеяния на углы, не малые в сравнении с

2». (6,13)

.'Здесь уже учтено, что скорость быстрой частицы велика по сравнению
с характерной скоростью частиц среды ( u 2 > < t > 2 > ) . Угловое распреде-
ление рассеянных электронов согласно (6,8) обладает резким максиму-
мом в области углов, значительно меньших θχ и равных по порядку
неличины:

βο = ίιω/ρν. (6,14)

15 этой области углов и вблизи линии потерь Π является малой величиной.
Перейдем теперь к рассмотрению эффектов, для которых простран-

ственная дисперсия существенна. В области, где параметр Π мал в сра-
внении с единицей, ε' можно представить в виде **) 8 9

ε1 (ω, Λ) = ε(ω)-δΠ 2 . (6,15)

Для газа свободных электронов δ положительна.
Расчет, основанный на теории ферми-жидкости, дает для ε'(ω, к)

при малых к следующее выражение 5 8 (ср. (5,12)):

Неличина ε (ω) = ε' (ω) + ϊε"(ω) в (6,15) является обычной диэлектри-
ческой проницаемостью. Считая δ действительной, можем записать сле-
дующее выражение для дифференциальной вероятности рассеяния:

dWl (6, ω) = 2e2Z2 0 ε " ( ω )
( Ь 1 7 )— δ (62 + θ2)/θ|] + [ε" (ω)]2

*) Цитируется в 8 0 .
**) В приближении Хартри для вырожденного электронного газа в этой области

имеем
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Эксперименты по исследованию зависимости потерь энергии электрона
от угла рассеяния в области углов, не слишком малых в сравнении
с 6j, позволяют определить б (см. 9 8 > 8 0 ) . В общем случае полная интер-
претация таких экспериментальных результатов нетривиальна. По су-
ществу, лишь в модели свободных электронов мы можем предвычислить 6,
а уже в такой, сравнительно простой модели, какой является модель
ферми-жидкости, δ определяется параметрами, могущими меняться от ме-
талла к металлу и зависящими от обменной и силовой корреляции электро-
нов. Поэтому фактически эксперименты по определению углового распреде-
ления рассеянных электронов дают новые, как мы видели на примере
ферми-жидкости, несводимые к каким-либо известным характеристики
металлов.

Обратимся теперь непосредственно к анализу некоторых особен-
ностей потерь заряженных частиц, специфических для модели выро-
жденной электронной ферми-жидкости. Из формулы (5,17) следует выра-
жение для ε' (ω, к), которое мы запишем в виде

! / /\ л 3(0L Ή ( s) / β J O \

Μ ω ^ 1 3 ) | 1 _ Λ η ( χ ) ] _ ^ 2 η ( 5 ) · (6,18)

Учет диссипации в электронной жидкости, связанный, например, со столк-
новениями электронов с решеткой или примесями, можно провести,
введя время свободного пробега т. Это приводит к тому, что в формуле
(6,18) s = (ω-f it) kv0. Формула (6,18) предполагает, что Ьк мало в срав-
нении с граничным импульсом Ферми. Существенной особенностью выпи-
санного выражения ε1, отличающей его от полученного в приближении
Хартри 3 2 · 2 1, является сингулярность, возникающая при условии

(1 + Α,/'ά) [ 1 - V l ( s ) ] - ν 2 η (s) = 0 (6,19)

и связанная с возбуждением нулевого звука 3 1.
Для выяснения качественной картины, связанной с возможностью

возбуждения нулевого звука, рассмотрим случай, когда Аг = 0, а Ао ве-
лико в сравнении с единицей. Тогда решение уравнения (6,19) прини-
мает вид

*-=|/ф»1. (6,20)

При этом ε1 может быть представлена в виде

Соответственно для дифференциальной вероятности рассеяния такая ди-
электрическая проницаемость даст зависимость от θ и ω в виде

J L · ω£ & ( ω - V<а )

Эта формула совпадает с тем, что можно получить из (6,16) и
(6,17), но отличается тем, что она годна и в случае, когда последнее
слагаемое, стоящее под корнем в (6,22), не мало в сравнении с ω/;.

Поэтому в области углов, больших θο = \/ —(.—- ) теряемая энер-
' Ло V vop J ' 1

гия может оказаться пропорциональной углл рассеяния и равной
?ка = YA0/3 vopd, что соответствует возбунедению кванта нулевого зву-
ка (6,20). При этом в силу того, что s больше единицы, ε' действительна.
Поэтому максимальный угол рассеяния определяется малостью рЬ в срав-
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нении с граничным импульсом распределения Ферми р0, когда наше
выражение для ε' становится незаконным. Заметим, что для идеального
электронного газа ε' становится комплексным для θ > (ha>o/vop), а сле-
довательно, при таких углах линия потерь в газе станет диффузной.

Кроме изменения величины теряемой энергии, меняется также
и угловое распределение. Именно, если в области углов, меньших θ2,
угловое распределение имеет тот же вид, что и в случае электронного
саза, и пропорционально [Θ/(Θ2 +Θ2,)], то при 0 > θ2 угловое распределение
пропорционально [1/(Θ2 + Θο)]·

Выражение для спектра нулевого звука имеет простой вид также
в случае, когда Ад < 1 и положительно. Тогда

5 =1_ е -(2/Ао). (6,23)

Поэтому возбуждение нулевого звука проявится и этом случае лишь
в узкой области вблизи угла θ = (%ω/ρν0).

Обратимся теперь к рассмотрению частот, с одной стороны, много
меньших (nL, а с другой стороны, много больших частоты столкнове-
ний VT. Тогда при к < <а/у0 или соответственно при малых углах, когда
6а + Θ 2 < θ2 = (Κω/ρυηΥ, ε' действительно и не обращается в нуль. Поэтому
и этой области нет потерь. При больших углах (Θ > θχ) продольная
диэлектрическая проницаемость становится комплексной. Поэтому
для такой области углов должны иметь место потери. Однако надеяться
на получение какой-либо четкой линии потерь в этом случае нельзя.

Обратим внимание на одну причину, могущую приводить к зависи-
мости величины дискретных потерь от угла рассеяния и связанную
с оптической анизотропией. Например, в случае одноосного кристалла
при движении быстрого электрона вдоль оси симметрии выражение для
дифференциальной вероятности рассеяния имеет вид

dWl (О, ω) _ 2Ρ2Ζ2

 Τ 0

h<adQdu> to2 е^ (ω) 62 + ε (ω) ϋ2, «

Ясно, что в том случае, ьогда поглощение мало, т. е. мала мнимая
часть ε, линия дискретных потерь будет определяться нулями выра-
жения

]? силу того, что одновременное обращение в нуль 8j и ε у может
быть лишь чисто случайным, то нули выписанного выражения будут
существенно зависеть от угла рассеяния Θ. В частности, для θ < θ0

положение линии определяется точкой обращения в нуль Бц (ω), а для
углов θ > θ0 точкой обращения в нуль ε^_(ω). В силу того, что основной
вклад в полные потери на возбуждение плазмонов вносят углы < 6j, то
при измерении полных потерь возникает уширение линии о 8 > 5 У· 8 5

§ 7. О НЕЛИНЕЙНЫХ ЭФФЕКТАХ ПРИ ПРОХОЖДЕНИИ
ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ ЧЕРЕЗ ПЛАЗМУ

Во втором параграфе настоящей статьи рассмотрены кинетические
уравнения, описывающие релаксационные процессы в плазхме.

Еще в 1928 г. Ленгмюром было обнаружено, что пучки электронов,
проходящих через плазму, передают свою энергию электронам плазмы
на значительно меньших расстояниях, чем длины релаксации, найденные
на основе формул § 2 и 6. Оба метода анализа потерь энергии, рассмотрен-
ных в этих параграфах, основаны по существу на предположении, что
влетающие в плазму частицы не изменяют ее свойств. Так, для электронов
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при выводе уравнения Фоккера—Планка, приведенного в § 2, предпола-
гается, ччто состояние электронов плазмы, окружающих выделенную
частицу, и состояние плазменных колебаний являются равновесными.

В методе, изложенном в § 6, это проявляется в том, что при про-
хождении частиц через плазму ее состояние характеризуется той же ком-
плексной диэлектрической проницаемостью, что и при отсутствии частиц.
Это и означает, что влетающие в плазму заряженные частицы не изме-
няют свойств плазмы.

Наличие эффекта Ленгмюра указывает на то, что такое рассмотрение
не является достаточным, т. е. предположения, на которых основаны
результаты § 2, 6, в этом случае не выполняются.

При решении более общей задачи, когда ни одна из подсистем (элек-
троны пучка и колебания плазмы) не находится в состоянии статистиче-
ского равновесия, надо совместно решать систему нелинейных уравне-
ний для электронов пучка и плазмы.

В опытах, в которых обнаруживается явление Ленгмюра, длины
релаксации, вычисленные на основе формул § 2, 6, в 103— 10е раз превы-
шают расстояния, на которых электроны пучка передают свою энергию
электронам плазмы. Из этого следует, что в неоднородном случае, кото-
рый имеет место при возникновении в плазме упорядоченных колебаний
за счет энергии электронов пучка, при апроксимации второй функции
распределения можно не учитывать членов, приводящих в кинетическом
уравнении к релаксационным членам. При этих условиях вторую функ-
цию распределения можно представить в виде произведения первых функ-
ций распределения. В результате приходим к кинетическому уравнению
с самосогласованным полем.

В настоящем параграфе будет рассмотрено решение указанной задачи
лишь для классической системы пучка и плазмы. Обобщение приведенных
ниже результатов на квантовый случай может быть проведено путем, ана-
логичным приведенному ниже, но с использованием уравнения для кванто-
вой функции распределения.

Итак, пусть пучок электронов входит в плазму в направлении оси χ
в точке χ = 0. Рассмотрим одномерный случай. Тогда систему самосогла-
сованных уравнений для функции распределения электронов пучка
и плазмы и электрического потенциала можно записать в следующем виде:

dl Ύ дх^ т дх dv

ν, t)dv-n.}. (7,2)

Предполагаем, что заряд электронов скомпенсирован положительно
заряженным фоном ионов.

Для решения задачи о торможении пучка электронов за счет возбу-
ждения ими плазменных волн надо найти волновое решение уравнений
(7,1), (7,2), удовлетворяющее заданным граничным условиям при χ = 0.
При этом, если считать φ известной функцией, то, решая уравнение (7,1)
относительно φ и исключая / из уравнения (7,2), можно получить одни
нелинейное уравнение для электрического потенциала.

Из решения линеаризованной системы уравнений (7,1), (7,2) следует
12,27,99,100̂  ч т о в п л а з м е возникают нарастающие вдоль оси χ продоль-
ные волны, фазовые скорости которых меньше средней скорости электро-
нов пучка ν. Скорость нарастания возникающих плазменных волн зависит
от скорости электронов пучка и их концентрации. При достаточно малой
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концентрации электронов пучка нарастание плазменных волн может быть
сколь угодно малым.

Таким образом, если концентрация электронов пучка мала по срав-
нению с концентрацией электронов плазмы, то решение нелинейного
уравнения для потенциала можно искать в виде медленно нарастающей
волны

ψ(χ, t) = y0(x)bm((ot—kz-s-
y¥(x)), (7,3)

где φ0 (χ) и Ψ (χ) — медленно меняющиеся амплитуда и фаза.
Рассмотрим сначала случай, когда волна установилась, т. e. ее

амплитуда и фаза не зависят от τ. В таком состоянии потенциал
является функцией только ж — νφί. Решение уравнения (7,1) относительно
φ в этом случае имеет следующий вид:

+ П Р И "°f(x, ν, t) = <b{±y (υ-υ^-^ν^-Ό^+υ*) _ при у < о * ' (7/ι)

где Ф —произвольная функция. Если исключить функцию / из уравне-
ния (7,2) с помощью выражения (7,4), то получим уравнение для φ

dv ~n+ I . (7,5)
дх2

Если в качестве функции Φ взять функцию распределения Максвелла,
то уравнение (7,5) совпадет с уравнением, приведенным в работе Бома
и Гросса 2 7.

Решение уравнения (7,5) в случае, когда температура электронов
плазмы и пучка равна нулю, приведено в работе Ахиезера и Любар-
ского1 0 1. В другой работе Ахиезера, Любарского и Фейнберга102 про-
ведено решение этого уравнения для более общего случая, когда тем-
пература электронов плазмы не равна нулю. Выражение для функции
Φ в этом случае можно представить в виде

В этом выражении пг—концентрация электронов пучка, о —их скорость,
Фо — произвольная ф}нкция энергии.

Эти решения не могут быть непосредслзенно использованы дли
рассматриваемой задачи о торможении электронного пучка, гак как
при малых тепловых потерях передача энергии от пучка волне проис-
ходит именно в области нарастания волны. Следовательно, для решения
.)той задачи нужно рассматривать процесс установления волны. Кроме
чого, остается открытым вопрос о юм, будет ли вообще нарастающее
волновое решение стремиться именно к решению, удовлетворяющему
уравнению (7,5).

Однако }же из такого частного решения можно сделать вывод
о том, что условия применимое ι и линейного приближения для электро-
нов плазмы и электронов uj чка неодинаковы. Действительно, если,
например, в качестве функции Φ в правой части уравнения (7,5) взяп.
выражение (7,6) или более общее выражение, учитывающее тепловои

/κ7'
разброс скоростей электронов пучка, то легко видеть, что при νφ > I/ —

линейное приближение для электронов плазмы справедливо при условии
eq) < mv%/2, а для электронов пучка при условии eq> < т (ν— νφ)

2/2.
Если т (и~v,p)2 < mv%, то нелинейные эффекты для электронов пучка
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сказываться при значительно меньших потенциалах, чем для
электронов плазмы. Использование нелинейного приближения лишь для
электронов пучка может быть оправдано, конечно, только в том случае,
если полученное в результате такого решения установившееся значение
амплитуды таково, что

Таким образом, при малой концентрации электронов пучка (но
все же, конечно, настолько большой, чтобы за счет энергии пучка
могли поддерживаться плазменные колебания) вместо системы уравне-
ний (7,1), (7,2) можно рассматривать систему уравнений для функции
распределения только электронов пучка f1} а уравнение для φ будет
волновым уравнением для плазменной волны. Значение фазовой ско-
рости и декремента затухания плазменной волны можно взять из линей-
ной теории плазменных колебаний.

В результате приходим к следующей системе уравнений:

'(*))· (7,9)
3κΤ

В этих уравнениях ωΙ = ω|/-( /с2, γ —декремент затухания, который

включает как декремент затухания плазменных колебаний, найденный
Ландау, так и возможное затухание вследствие столкновений. Функции
φ0 (χ) и Ψ (ж), как и прежде, —медленно меняющиеся амплитуда и фаза.

Принимая для потенциала выражение (7,9), найдем решение урав-
нения (7,7) при заданном значении функции распределения электронов
пучка при х = 0. Обозначим известную функцию /х при х = 0 через

/j0) (ϋ(0)); \ /j0) dvm = ηψ1. Здесь и ниже верхний индекс «О» означает, что

функция или переменная относятся к точке χ = 0.
Так как уравнение (7,7) при заданной функции φ является линей-

ным дифференциальным уравнением первого порядка, то решение его
определяется решением характеристического уравнения. Принимая во
внимание медленность изменения амплитуды и фазы, это уравнение
можно записать в следующем виде:

^ / \ / + 1 \ ТГГ ( \\ /"7 ΊΠ\
flt'i " ^ γη τ ο V / V h Τ \ / / ' V ϊ /

Если из уравнения (7,10) найдены функции vm = υί0> (χ, υ, t),
tim = гс0) (χ, ν, ί), то решение уравнения (7,7) можно записать в виде

h(x, υ, 0 = / Γ ( Ο < 0 ' ( Ϊ . «. *))·

Используя это решение, можно найти выражения для тока и плотности

j = _ е ^ и/;0' (ϋ ( 0 ) {χ, υ, t)) dv\ ρ = — e { f[m (vm {x, v, t)) dv.

Если подставить найденное таким образом выражение для ρ в правую
часть уравнения (7,8), то получим нелинейное уравнение для потен-
циала. При малой интенсивности электронного пучка правая часть этого
уравнения мала, поэтому можно применять известный метод теории
нелинейных колебаний, чтобы найти более простые уравнения для
амплитуды и фазы волны. Для этого надо найти фурье-компоненты
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плотности ρ, считая при интегрировании амплитуду и фазу пучка
постоянными. Пусть ρ = ρ(1) cos(mht—fcr)+ Q(2)sin (ω^—kx), тогда

2π
ρ ' ί > = — ϊ 5 5 Ξ Κί-Αζί/Ηο'" '^, ϋ, t))dvd(kx), i= 1, 2. (7,11)

5

Jвыражение (7,11) можно упростить, если воспользоваться теоремой
. 1иувилля dxdv = dx(mdvm; или так как dx = vdt; dx"" = vmdt(m, то
dx dv = v'm dt'w dvm. Производя в выражении (7,11) замену переменных
/, ν—> tm, ν"", получим следующее выражение для фурье-компонент
плотности:

ρ ω = _ ._£_ С С °™ [ ω ^ (*«», у

( 0 ), χ) — кх] /<°> ( О U(0) dv"" d (ω/ 0 ) ) . (7,12)

Выражения (7,12) позволяют найти ρ^\ если известна функция
/ — / (tm, νω\ χ). Для ее определения обратимся к уравнению движения
(7J0). Если считать, что стоящая в правой части этого уравнения
переменная t является известной функцией координат у(0) и tm, то
интеграл уравнения (7,10) можно представить в виде

χ

ν - г/» { 1 - 2 - ^ 5 φ0 (χ1) cos К*<°> + wk(t - П -кх' + Ψ (χ')] dx'

а для функции t = t(tm, v'm, x) получаем интегральное уравнение
χ'

_ / « " = * С ( l ™[ <ρο(χ")χ
i)<0> J I mo 1 0 ' 2 J т

о оо о

X cos К * " " -f- ω,: (Ζ — г(0)) — А:ж" + ψ (χ")] dx" \ ~Уг dx'. (7,13)

II.i-.sa сложности уравнения (7,13) решение задачи без применения чис-
ленных методов может быть проведено приближенно лишь в некоторых
частных случаях, имеющих главным образом методическое значение.
Рассмотрим некоторые из них.

Обозначим через μ малый параметр. Рассмотрим случай, когда
\становившееся значение амплитуды колебаний таково, что βφο/ηιν(ωΐ -^-μ2,
максимум возбуждения приходится на волны, для которых (v(m—νφ)/νί0> ~ μ.
При этих условиях и при условии медленности изменения амплитуды
и фазы ψο(χ)> Ψ (χ) уравнение (7,13) можно упростить, разложив корень
квадратный в ряд и оставив лишь первый и второй члены разложения.
Η результате уравнение (7,13) принимает вид

k(t~t^) -кх' + Ψ (x')}dx'.

(7,14)

Уравнение (7,14) содержит два параметра длины. Один из них,
Л=к(и'0> — ι>φ)/ν'°\ определяется величиной превышения скорости элек-
•j ронного потока над фазовой скоростью наиболее быстро нарастающей
плазменной волны при х=0, а второй, а, характеризует скорость изме-
нения амплитуды и фазы волны. Рассмотрим сейчас случай, когда
α'Α-^\ι.

Обозначим отношение энергий ец>0/т (vm — v$)2 через X и найдем
приближенное решение уравнения (7,14) в виде ряда по степеням X,

6 УФН, т. LXX, вып. 2
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предполагая X < 1. Оставляя члены до Xs включительно, получим
следующее выражение для ί— ί<0):

ω (t _ f«)j = _ χ __

Подставим это выражение в подынтегральные выражения формул (7,11),
проинтегрируем по £<0>, выделим опять члены по X до X3 и восполь-
зуемся формулой

в которой V означает, что интеграл берется в смысле главного значе-
ния. Принимая во внимание, что ρ = Q1COS (ω^ί—кх)-\- g2sin(cu,ti — kx),
получим в результате следующее выражение для плотности нучка:

£ΐ|γ
^ mk LV 9t) Λ=«Φ 8-4!

Подставляя это выражение в правую часть уравнения (7,8), получим
нелинейное уравнение для потенциала при условии, что решение
этого уравнения ищется в форме (7,9).

Если отношение концентраций электронов пучка и плазмы таково,
что параметр медленности изменения амплитуды и фазы волны одного
порядка малости с параметром, характеризующим малость правой части
уравнения для φ, то, приравнивая члены одного порядка малости, полу-
чим следующие уравнения для амплитуды и фазы волны:

(7,17)

В уравнении (7,17) введены обозначения
e/j\ __γ. β =

)*
αν·

3 2ле 2 f e y / d"h \
a = j __ β = f

тк \δυ Λ=ΐ)φ ϋφ ' 8-4! тк\т

Для самовозбуждения колебаний необходимо, чтобы коэффициент α был
положителен. Если величина коэффициента затухания у определяется
в основном декрементом затухания плазменных колебаний, т. е. роль
столкновений мала, то условие самовозбуждения можно представить

в виде ( -~— J > 0, где /<0)—функция распределения всех электронов

(плазмы и пучка) при χ = 0. Это условие самовозбуждения соответствует
полученному в работах 12> 2 7· "> 10°.

Конкретизируем теперь вид функции распределения /J0'. С доста-
точной степенью точности ее, по-видимому, можно задать в виде

.κι» ί т л1/2 г

В этом выражении wlt Tv v — концентрация, температура и скорость
электронов пучка. При таком выборе граничной функции распределения
условие самовозбуждения выполняется для области фазовых скоростей

Δι»φ ~ I/ — . Коэффициент α максимален для волны с фазразовой ско-
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ростью ν — νφ = I/ •—-. Так как υ, νφ > | / —- и νφ = cofe/A ^ ω /̂Α, το

находим значение волнового числа наиболее быстро нарастающей волны
к ^ (UL/V. Коэффициенты α и β для этой волны имеют вид

^-^- — ^-1 · β _ 3 /~~л~ щ - 2

2 2 « κ Γ ι CU L J ' P~32V 22 η V {%Ί\)3 '

Из выражения для α следует, что при заданных значениях пара-
метров ν, Τν η всегда существует нижняя! граница для значений кон-
центрации электронов пучка, при которых возможно самовозбуждение
колебаний. При меньших значениях концентрации переход к равновес-
ному распределению скоростей при движении электронов через плазму
происходит лишь вследствие релаксационных процессов, описанных
в первой части настоящей статьи.

Решение уравнения (7,17) для амплитуды можно записать в виде

В этом выражении φ(0) —значение амплитуды при х = 0. Обозначим через
фуст установившееся значение амплитуды. При малых χ (χ < l/α) реше-
ние уравнения (7,19) экспоненциально нарастает с ростом х. При боль-
ших χ амплитуда стремится к значению

(7,20)

Если величина γ настолько мала, что вторым членом в выражении для α
можно пренебречь, то е<руот = 3κ7\. Из полученных формул видно,
что установившееся значение амплитуды волны стремится к нулю при
Т1 —»0, т. е. для случая односкоростного пучка. Из выражения для α
следует, что в этом случае условие самовозбуждения волн не выпол-
няется. Это, конечно, не означает, что при прохождении односкорост-
ного пучка через плазму плазменные волны не возникают. Дело здесь
в том, что решение, рассмотренное здесь, получено при условии α < А,.
Х ~ 1 . При этом условии плазменные волны в гидродинамическом при-
ближении действительно не возникают. Чтобы описать возникновение
волн в этом случае, надо рассмотреть решение при условии, что а^-Л.

Рассмотрим теперь уравнение (7,18) для изменения фазы волны.
Это уравнение определяет изменение волнового числа плазменной волны
с ростом χ (άψ/dx = —ΔΑ). Из уравнения (7,18) следует, что ΔΑ опреде-
ляется двумя членами, один из которых зависит от амплитуды. Оба
они порядка μ2Α и, таким образом, малы но сравнению с начальной
разностью между скоростью электронов пучка и скоростью волны, кото-
рая имеет порядок μ.

Оценим теперь расстояние, на котором энергия электронов пучка
переходит в энергию плазменных колебаний. Для этого найдем величину
отношения потока электрической энергии плазменных волн в той области,
где волна уже установилась, к величине энергии электронного потока
при χ = 0. Это отношение равно

«водн= η / ефо γ _ (7,21)
яол n i \.mv2 '

Оценим порядок величины этого отношения. Так как eyjmv\ ^ μ2

и α/Α-^-μ2, то из выражения для α следует, что отношение концентра-
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ций элек!ронов пучка и плазмы η ^ η ^ μ 4 . Из выражения (7,21) получаем,
что при этих значениях параметров отношение потоков энергии порядка
единицы. Таким образом, пучок передает свою энергию на возбуждение
плазменных колебаний на расстоянии /, по порядку величины равном
расстоянию, на котором происходит установление волны. Если обозначить
через λ длину плазменной волны, то λ < Ι -ζ 1/α. При токах 20 — 50 ма,
хТг^~1 эв, mv2/2 ~ 20эв, «j-^108, п-^1010 расстояние I—порядка
сантиметра. В то же время длина релаксации, вычисленная при тех же
данных по формулам (1,2), равна примерно 105 см.

В работе Луни и Брауна 1 0 4 были обнаружены стоячие волны
в нлазме при прохождении через нее пучка электронов. Стоячие волны
возникают при наличии отражающего электрода.

Чтобы найти условия возникновения стоячих волн при прохождении
пучка электронов через плазму, решение для электрического поля можно
искать, например, и виде

φ, = φο(ί)8ϊη(ωί + ψ(ί))8ΐη-™1, s = l, 2 , . . . ,

где φο(ί), Ψ (t) — медленно меняющиеся во времени амплитуда и фаза
волны, a L — длина области вдоль движения пучка. Расчет показывает,
что при njn С 1 условия самовозбуждения наилучшим образом выполня-
ются для частот и длин волн, определяемых формулами

situ , 2L . г,
<ль я» -у- ; λ3 =s — , s = ι, ι,.,

J-J О

Из этих формул следует, что переход от основной формы колебания
к высшим может происходить или при увеличении концентрации электро-
нов плазмы, или при уменьшении средней скорости электронов пучка.

В условиях опытов Луни и Брауна основной является концентра-
ция электронов пучка, т. е. n-Jn > 1. Этот случай также может быть про-
анализирован. При этих условиях квадрат частоты колебаний при
заданной средней скорости будет пропорционален концентрации электро-
нов пучка или току.

В линейном приближении теория возбуждения стоячих волн в плазме
при любом отношении пх/п рассматривается в работах 1 0 5>1 0 В.

Отметим, что иного рода пространственная периодичность наблюда-
лась в известной работе Меррилла и Вебба 1 О а (см. также новые работы
107,108,109̂  Здесь нет возможности останавливаться на этом вопросе.
Отметим лишь, что величина пространственного периода в этом случае
определяется длиной волны наиболее быстро нарастающей плазменной
полны и равна

Результаты опытов Меррилла и Вебба также указывают на наличие
в плазме нарастающих волн. Значения λ, полученные с помощью при-
веденной выше формулы, хорошо согласуются со значениями простран-
ственного периода, найденного в этой работе.

Известно, что плазменные волны могут также возникать за счет энер-
гии относительного движения электронов и ионов. Этот эффект может
дать заметный вклад в повышение температуры плазмы при прохождении
через нее импульсов тока большой силы. При длительности импульсов
~ 10~3 сек плазменные колебания будут успевать устанавливаться. Ско-
рость затухания этих колебаний будет определять величину энергии,
.переходящей непосредственно в тепло.
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